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 مقدمه - 1

 ،خودروو  يساز يچون هوافضا، كشت يعيشرفت در صنايبا پ

  ژهيو يچون مقاومت و سخت هم هايي ويژگيبا  ياستفاده از مواد

مورد  ها ويژگي با اين يمواد ،ن روياز ا .شده است يبالا ضرور

 ،لهئمساين با توجه به . اند قرار گرفتهپيشرفته ع يصناتوجه 

چون ، هم)كامپوزيت( مواد مركب يها سازه و طراحي آناليز

هاي ورق از  شك تئوري بي .باشد يت ميهماپر ،هيچندلا يها  ورق

در هر  هابيني رفتار ورق هاست، زيرا پيش ترين نياز اساسي

 و ها بيني شكست و پايش سلامتي آن اي همچون پيش زمينه

هاي ورق  شده از قطعههاي ساخته سازي كاركرد سازه بهينه

از . دانورقاي  همگي نيازمند آناليزي دقيق از رفتار سازه

در . ارتعاش ورق استآناليز ترين آناليزهاي رفتاري ورق  مهم

 .اند مورد استفاده قرار گرفتهگوناگون ورق  يها ينه تئورين زميا

را  )CLPT(ي چندلايه ها ورق كيكلاس يتئور توان مي ،نخست

هاي كرنش و تنش عمودي و برشي  لفهؤتئوري ماين . نام برد

  لايه و مدلي شبيه به يك تك دهد را مدنظر قرار ميصفحه  درون

اين تئوري با داشتن ظاهري ساده داراي . دهد ه ميبعدي ارائ دو

اين  افزون بر. ]1[باشد هاي نازك مي دقت نسبتاً خوبي براي ورق

هاي نازك محدود  ورقها به  كه استفاده از تئوري كلاسيك ورق

شرط  نشدنهاي ديگر اين تئوري برقرار از كاستي ،شود مي

 .باشد هاي بالايي و زيرين ورق مي صفر در لايههاي برشي  تنش

هاي متعددي پيشنهاد شده  اين كاستي، تئوري برداشتنبراي 

نيز افزون  را يبرش يها رشكليير تغيها تأث ين تئوريدر ا. است

ج با دقت ينتاو  اند نظر گرفتههاي خمشي در بر تغييرشكل

 يتئور ،ها ين تئوريا  ترينمهماز . دست آمده استهب يبالاتر

تئوري، اين در . است) FSDT( يكم  مرتبه يبرش يها رشكلييتغ

ديگر  ،پس از تغييرشكل ،صفحه خطوط جانبي عمود بر ميان

خطوط داراي شيبي ثابت نسبت به خط  و مانند عمود باقي نمي

صفحه ثابت فرض  تنش برشي برونپس  ؛اند صفحه عمود بر ميان

هاي  سازي شرايط مرزي در لايه بنابراين، براي براورده. شود مي

از  .باشد نياز به يك ضريب اصلاح برشي مي ،بالايي و زيرين ورق

ثابت  يكم،  هاي برشي مرتبه تغييرشكل يتئور هاي كاستي

 يبررس .]2[ورق بود ضخامت در يبرش يها تنش انگاشتن

 يكم  تبهرشكل مرييتغ تئوري زها با استفاده ا ارتعاش آزاد ورق

و مراجع  ]4[نور و بارتون، ]3[ويتني و پاگانوچون  يتوسط افراد

  . ه استگسترش داده شدهاي گوناگوني  در زمينه ]7[تا  ]5[

 يها يتئور برشي،سازي نياز به ضريب تصحيح  برطرف يبرا

در  .اند پيشنهاد شده) HSDT( مرتبه بالاتر يرشكل برشييتغ

هاي تغييرشكل برشي مرتبه بالاتر  تئوري ]11[تا  ]8[مراجع 

ها  ارتعاش آزاد ورق آناليزبراي ي فراوان مطالعات. اند بررسي شده

 مراجعتوان  يم .است انجام شده ها تئورياين  از با استفاده

 ]15[پس از آن شيمپي .در اين راستا نام برد را ]14[تا  ]12[

عنوان  تحتهاي تغييرشكل مرتبه بالا را  فرم جديدي از تئوري

ي از دو دسته متغير استفاده و. ه دادشده ارائتئوري ورق پالوده

و  هاي آناليز تغييرات با روش ها سازگار يك دسته از آن .كرد

هاي نامعين  گار، متغيرهاي ساز در متغير. ديگر ناسازگارند  دسته

سيستم به صورت مستقل از يكديگر معادلات حركت ورق را 

هاي رزينر  ها شبيه معادله اي كه معادله كنند، به گونه ايجاد مي

هاي تئوري  ها شباهت زيادي با معادله شوند و يكي از معادله مي

CLPT  خمشي و   جايي جانبي مؤلفهههاي جاب متغير(دارد

هاي ناسازگار، با  در متغير). برشي مستقل از يكديگرند  مؤلفه

جايي ههاي جاب اي بين متغير رابطه ،استفاده از معادلات تعادل

 ،برشي ايجاد و اين رابطه اضافيو ي خمشي ها جانبي مؤلفه

هاي  از ويژگي. شود هاي سيستم مي باعث كاهش تعداد متغير

تئوري   فرم ساده شباهت اين تئوري به شدهتئوري ورق پالوده

ن تئوري براي اي ،پسس. ها و دقت بالاي آن بود كلاسيك ورق

گسترش  ]16[عمودچين توسط شيمپي و پتل  چندلايه

اي ادامه يافت  سير گسترش اين تئوري به گونه. بيشتري يافت

اين هاي  بر اساس فرضيه ]RPT2 ]17و  RPT1هاي  كه تئوري

در  ورق  شده پالوده يها يتئور نيچن هم .تئوري پديد آمدند

 يهچندلا يها ارتعاش آزاد ورق آناليز يبرا ]19[و  ]18[مراجع 

 يتئور RPT3 پيشنهادي يتئور .اند قرار گرفتهاستفاده  مورد

نوس يس برشي رشكلييد ورق با تابع تغيشده جدپالوده

 كمانش و خمشآناليز  در با دقت بالا يجينتا داراي هذلولوي

ارتعاش آزاد آناليز  يبرا ين تئوريا گسترش ،اين رو از .باشد مي

بيني  براي پيش را تري دقيقتواند نتايج  مي يهچندلا يها ورق

در محاسبات همچنين . دست دهدهب طبيعي ورق هاي فركانس

دقت بالاي مورد نياز و  ،صنايع هوافضا  ويژه در زمينهبه ،ها ورق

اي براي انتخاب  تواند قيد محدودكننده ها مي پيچيدگي معادله

دقت بالا و سادگي  .باشد ديناميكي تئوري، جهت تحليل تنش

هاي چندلايه با استفاده از تئوري  ارتعاش آزاد ورق در محاسبات

. دكاهش دهبرده را هاي نام چالش تواند مي RPT3 پيشنهادي
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تئوري براي بررسي ارتعاش آزاد اين از دلايل گسترش اين مهم 

  .باشد هاي چندلايه مي ورق

مركب با  يهچندلا يها ارتعاش آزاد ورق يهدف از بررس

رشكل ييرات تابع تغيتأث يسربر ،RPT3 ياستفاده از تئور

        ر يتوجه به تأثورق با  يمبنافركانس  يبر رو يشنهاديپ

  خمش و كمانش آناليز ج يبهبود نتارشكل در يين تابع تغيا

بندي سيستم، از يك  در اين مقاله، براي گسترش فرمول. است

ن يهمچن. تئوري از ديدگاه تغييراتي سازگار استفاده شده است

نسبت ( تهيسيمدول الاست يها نسبت ها با چندلايه يج براينتا

ها به مدول الاستيسيته در  مدول الاستيسيته در راستاي رشته

گوناگون   يهلا هاي با تعداد چندلايه و )ها آنراستاي عمود بر 

   .دنشو يم يبررس

در  :اند سازماندهي شده بدين صورتهاي بعدي مقاله  بخش

از جهت برقراري تئوري هاي مورد ني ، فرضخش دومب

هايي كه  تئوري  ها در كليه اين فرض. استه شده ارائ پيشنهادي

كار برده شده ها در اين مقاله استفاده شده نيز بهاز نتايج آن

جايي و تابع شكل هجاب-وم، به روابط كرنشسدر بخش  .است

م، روابط چهاردر بخش . تغييرشكل برشي پرداخته شده است

كرنش براي مواد همگن - سازي شده تنش ساختاري خطي

م، معادلات حركت پنجدر بخش . شده است بياند عمودسانگر

در بخش . ورق با استفاده از اصل هميلتون نتيجه شده است

دست هبم، معادلات ارتعاش آزاد ورق با استفاده از حل ناويه شش

در بخش . ده و نتايج به فرم ماتريسي خلاصه شده استآم

نتايج عددي پرداخته شده و در پايان، در بخش  بررسي به م،هفت

  .بحث شده است گيري نتايج عددي و نتيجه پيرامون ،مهشت

  

 ياساس يها فرض - 2

 عمودسانگرد  هيلا Nشامل  و h يبا ضخامت كل يليمستط يورق

 يط لازم جهت برقراريشرا .ميكن ميفرض  1مانند شكل  را

  :ر استيبه شرح ز ها شده ورقپالوده يبا توجه به تئور يتئور

 .باشد جايي در مقايسه با ضخامت ورق كوچك ميهجاب •

   و برشي ،wbخمشي   مؤلفه دو، داراي wجايي جانبي هجاب •

ws باشد مي. 
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زماني   و مختصه yو  xمكاني   توابعي از دو مختصه مؤلفه دواين 

t باشند مي. 

  
ها جهت نمايش  گذاري لايه سيستم مختصات و شماره 1شكل  

  لايه ها در ورق لايه چيدمان لايه
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 .است پوشي چشم

سه  ،yدر راستاي محور  v و ،xدر راستاي محور  uجايي هجاب •

 .داردكششي، خمشي و برشي   مؤلفه
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 كينماتيس - 3
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wb  وws ورق و   صفحه ميانجايي نامعين هچهار تابع جابf(z) 

در . استتابع شكل توزيع تنش و كرنش برشي در ضخامت ورق 

گوناگون، به منظور نمايش توزيع تنش برشي  يها يتئور

 .پيشنهاد شده است يتابع برشبه عنوان  يتوابع متفاوت جانبي،

اده از با استف ،جاييهاز توابع جاب دست آمدههبهاي  كرنش

  در محدودهو  ]20[فون كارمنجايي هجاب- كرنش هاي ابطهر

با  )مرتبه بالا هاي هاز جمل پوشي چشم(خطي  سينماتيك

  .دنشو به صورت زير حاصل ميجايي ههاي جاب جانشاني مؤلفه
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ρ  هاي هدست آوردن معادلهبراي ب .ورق استجرمي چگالي 

 همراه با جاييهحركت ورق از اصل هميلتون در حوزه جاب

 هاي رابطه يگذاريبا جاو  كنيم ساختاري استفاده مي هاي هابطر

 يو جداساز يريگ انتگرال و يجنبش يو انرژ يكرنش يانرژ

حركت  هاي معادله δwsو  δwbو  vδو  uδ يمجاز يرهايمتغ

  .دنيآ يدست مهب )12(  شكل رابطهورق به 
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  حل -6

 متقارنپاد نيعمودچ  هيچندلا يحل برا -6-1

ه حل ناوي ،شرط مرزي ساده با دو نوعمستطيلي   هبراي چندلاي

  هبراي چندلاي. گرفته استمورد استفاده قرار  2مانند شكل 

 ،2شكل  از بين )يگاه هيتك(مرزي  طيشرا ،متقارنداپ عمودچين

)SS-1( شوند مشخص مي.  

 

  

  ]23[ ساده مرزي شرط نوع دو 2 شكل

 

  .شود ه ميئارا )15(  با معادله هحل ناوي

ua�x,y,t�= �� Umn cos�,x� sin�-y� ./01∞

n=1

∞

m=1

 

va�x,y,t�=�� Vmn sin�,x� cos�-y�∞

n=1

∞

m=1

./01 
wb�x,y,t�= ��Wbmn sin�,x� sin�-y�∞

n=1

∞

m=1

./01 
ws�x,y,t�= �� Wsmn sin�,x� sin�-y� ./01∞

n=1

∞

m=1

 

 

 

 
 

 
 

 

 

)15(  

µ=
πm

a
=λو  

πn

b
        b و aو هاي فوريه  ضرايب مثلثاتي رشته 

با  .باشند مي yو  xدر راستاهاي ورق  و عرض ترتيب طولبه

حل  ،حركت ورق هاي همعادلدر  )15( هاي هرابط يگذاريجا

  .شود تبديل مي )16(  شكل رابطهبه  هيناو

)16(  2[3] − 45[6]7[8] = [0] 
هاي  ترتيب ماتريسبه [6]و  [3]ماتريس  )16(  رابطهدر 

هاي اين دو  باشند و مؤلفه سختي و جرم معادل سيستم مي

  .باشند ماتريس به صورت زير مي

k11=A11,2+A66-2
, k12=µλ�A12+A66� 

k13=-B11,3, k14=-B11
s ,3 

k22=A66,2+A22-2
, k13=B11-3

, k14=B11
s -3

 

k33=D11,4+2�D12+2D66�,2β
2
+D22-4

 

k34=D11
s ,4+2�D12

s +2D66
s �,2-2

+D22
s -4

 

k44=H11
s ,4+2�H12

s +2H66
s �,2-2

+H22
s -4

+A55
s ,2+A44

s -2
 

m11=m22=ρ
0
, m13=-ρ

1
µ, m14=ρ

0
1µ, m23=-ρ

1
λ 

m24=ρ
0
1-, m33=ρ

0
+ρ

2
�,2+-2� 

m33=ρ
0
+ρ

1
1 �,2+-2� 

)17(  m44=ρ
0
+ρ

0
2 �,2+-2� 

داراي چگالي و جرم يكسان براي هر اي كه  براي چندلايه

  :باشد، داريم لايه مي

)18( ρ1=ρ
0
1=ρ

1
1=0 

 

 متقارنداپ نيچ بيار  هيچندلا يحل برا - 6-2

 )گاهي تكيه( مرزي شرايط ،متقارنداپ چين اريب  هبراي چندلاي

گاهي،  شرايط تكيه. شوند مشخص مي )SS-2(، 2شكل  بانيز 

  .شوند سازي ميزير برآورده   هاي فوريه توسط رشته

 

  

  

  

  

 

 

)19(  

ua�x,y,t�= �� Umn sin�,x� cos�-y� ./01∞

n=1

∞

m=1

 

va�x,y,t�=�� Vmn cos�,x� sin�-y� ./01∞

n=1

∞

m=1

 

wb�x,y,t�= ��Wbmn sin�,x� sin�-y� ./01∞

n=1

∞

m=1

 

ws�x,y,t�= ��Wsmnsin(,x) sin(λy)./01∞

n=1

∞

m=1

 

به فرم  يا معادله ،)14(  در معادله )19(  همعادل يگذاريبا جا

  .شود ير حاصل ميز يها و با مؤلفه )16(  معادله

k11=A11,2+A66-2
, k12=µλ�A12+A66� 

k13=-(3B16,-2
+B26-3

) 

k14=-(3B16
s ,-2

+B26
s -3

) 

k22=A66,2+A22-2
, k23=-�3B26-,2+B16,3� 

k24=-�3B26
s -,2+B16

s ,3� 

k33=D11,4+2�D12+2D66�,2-2
+D22-4

 

k34=D11
s ,4+2�D12

s +2D66
s �,2-2

+D22
s -4

 

k44=H11
s ,4+2�H12

s +2H66
s �,2-2

+H22
s -4

+A55
s ,2+A44

s -2
 

m11=m22=ρ
0
, m13=-ρ

1
,, m14=ρ

0
1,, m23=-ρ

1
- 

m14=ρ
0
1,, m23=-ρ

1
-, m24=ρ

0
1-, m33=ρ

0
+ρ

2
�,2+-2� 

)20(  m33=ρ
0
+ �,2+-2� , m44=ρ

0
+ρ

0
2 �,2+-2� 

 [
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 يج عدديتان -7

 يدقت تئور پيرامونبحث  يبرا ين بخش چند مثال عدديدر ا

مطرح خواهد  شده و پارامترهاي مؤثر بر ارتعاش آزاد ورقارائه

 نيچ بيارو  نيعمودچ يها يهچندلاارتعاش آزاد كه شامل  ،شد

 ايندست آمده از هبج ينتا .باشد يم 2شكل  يگاه هيط تكيبا شرا

. اند شده سهيمقا  FSDT، HSDT،RPT يها يتئور جينتا با يتئور

. است  استفاده شده 6/5 يح برشيب تصحيها ضر مثال يدر تمام

  :استزير  به صورت استفاده مورد يها يهچندلا هاي ويژگي

  :]24،25[يكمنوع   چندلايه

)a21(E1/E2=open, G12=G13=0.6E2, G23=0.5E2, υ12=0.25 

  :]26[دومنوع   چندلايه

)b21(  E1=40E2, G12=G13=0.5E2, G23=0.6E2, υ12=0.25  

 )a,b( يها يبعدساز يب از ها، ج در جدوليش نتاينما يراحت يبرا

  .]23،25[استر استفاده شده يز

  
)22(  

ω�=ω(
b

2

h
)<ρ/E2	, �a� 

 

ω�=100ω(h)<ρ/E2	, �b� 
از  2و در مثال  aبعدسازي  بياز  3 و 1هاي  در مثال

  .استفاده شده است bبعدسازي  بي

 ،يمربع )n)90/0 پادمتقارن نيچ عمود  هيلاچند :1 مثال -7-1-1

. ميريگ يم را درنظر ،)SS-1(نوع يكم   ساده يط مرزيشرا با

استفاده  5و براي نسبت طول به ضخامت  يكمنوع   هچندلاي

       بعد  يب فركانس مبناينسبت به  يج عددينتا. استه شد

   .آورده شده است 1در جدول  ها يتئور ساير از آمده دستهب

  

   مربعي زير شرايط مرزي ساده) n)90/0عمودچين پادمتقارن   دولايهبعد  مبناي ارتعاش آزاد بي فركانس 1جدول 

 مرجع (n) ها تعداد لايه
E1/E2 E1/E2  E1/E2  E1/E2  E1/E2  

40  30  20  10  3  

1  

  2578/6 9845/6 6745/7 1763/8  5625/8 [24] حل دقيق

TSDT [10] 0871/9 5050/8 8210/7 9887/6 2169/6  

FSDT [10]  8333/8 3211/8 7060/7 9392/6 2085/6  

RPT1 [19] 0871/9 5050/8 8210/7 9887/6 2169/6 

RPT2 [19] 0227/9 4646/8 8011/7 9836/6 2167/6 

  9613/8 4100/8 7560/7 9522/6 1989/6  (RPT3)مطالعه كنوني

2 

  5455/6 1445/8 4055/9 1650/10 6789/10  [24] حل دقيق

TSDT [10]  1716/11 5348/10 6265/9 1954/8 5008/6  

FSDT [10]  2708/11 6198/10 6885/9 2246/8 5043/6 

RPT1 [19] 1716/11 5348/10 6265/9 1954/8 5008/6 

RPT2 [19] 1705/11 5334/10 6252/9 1949/8 5008/6 

  0874/11 4688/10 5789/9 1660/8 4838/6  (RPT3)مطالعه كنوني

3 

  6100/6 4143/8 8398/9 6958/10 2728/11  [24] حل دقيق

TSDT [10]  5012/11 8547/10 9181/9 4052/8 5558/6  

FSDT [10]  5264/11 8828/10 9427/9 4183/8 5569/6  

RPT1 [19] 5012/11 8547/10 9181/9 4052/8 5558/6 

RPT2 [19] 5009/11 8547/10 9181/9 4052/8 5558/6 

  4007/11 7758/10 8617/9 3718/8 5381/6  (RPT3)مطالعه كنوني

5 

  6458/6 5626/8 0843/10 0027/11 6245/11 [24] حل دقيق

TSDT [10]  6730/11 0197/11 0674/10 5126/8 5842/6  

FSDT [10]  6444/11 0058/11 0638/10 5132/8 5837/6  

RPT1 [19] 6730/11 0197/11 0674/10 5126/8 5842/6 

RPT2 [19] 6705/11 0186/11 0671/10 5126/8 5842/6 

  5333/11 9099/10 9900/9 4697/8 5652/6  (RPT3)مطالعه كنوني
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 و همكار فريد كاوياني

 

 1391 اسفند، 6شمارة 

هاي طول به  بعدي براي نسبت

ضخامت ثابت و بررسي تأثير نسبت مدول بر فركانس مبناي 

ورق، و نسبت مدول ثابت و بررسي تأثير نسبت طول به 

  .ضخامت ورق بر فركانس مبناي ورق نمايش داده شده است

 

نسبت مدول در نسبت طول به ضخامت ثابت بر 

 

نسبت طول به ضخامت در نسبت مدول ثابت بر 

 

هاي چندلايه و نسبت مدول بر فركانس 

فريد كاوياني

شمارة  12دورة  مهندسي مكانيك مدرس

بعدي براي نسبت

ضخامت ثابت و بررسي تأثير نسبت مدول بر فركانس مبناي 

ورق، و نسبت مدول ثابت و بررسي تأثير نسبت طول به 

ضخامت ورق بر فركانس مبناي ورق نمايش داده شده است

نسبت مدول در نسبت طول به ضخامت ثابت بر 

نسبت طول به ضخامت در نسبت مدول ثابت بر 

هاي چندلايه و نسبت مدول بر فركانس 

مهندسي مكانيك مدرس

بعدي براي نسبتنماي دو 5 و 

ضخامت ثابت و بررسي تأثير نسبت مدول بر فركانس مبناي 

ورق، و نسبت مدول ثابت و بررسي تأثير نسبت طول به 

ضخامت ورق بر فركانس مبناي ورق نمايش داده شده است

نسبت مدول در نسبت طول به ضخامت ثابت بر 

  فركانس مبناي ورق

نسبت طول به ضخامت در نسبت مدول ثابت بر 

  فركانس مبناي ورق

هاي چندلايه و نسبت مدول بر فركانس  لايه تأثيرات تعداد

  

مهندسي مكانيك مدرس                                                                                               

 4 هاي در شكل

ضخامت ثابت و بررسي تأثير نسبت مدول بر فركانس مبناي 

ورق، و نسبت مدول ثابت و بررسي تأثير نسبت طول به 

ضخامت ورق بر فركانس مبناي ورق نمايش داده شده است
  

نسبت مدول در نسبت طول به ضخامت ثابت بر  تأثيرات 4شكل 

فركانس مبناي ورق

نسبت طول به ضخامت در نسبت مدول ثابت بر  تأثيرات 5 شكل

فركانس مبناي ورق

تأثيرات تعداد 6 شكل

  مبناي ورق

                                                                                               

آمده 

      هاي با نسبت مدول بالا، 

.  است

هاي كمتر، دقت تئوري 

به  

. به تابع سينوس هذلولوي اشاره كرد

هاي دقيق 

با اينكه در آناليز 

در بيشتر موارد، در محاسبه 

اثر وارون دارد 

        . شود

هاي كمانش و ارتعاش 

ها  هاي مدول و تعداد لايه

     نور و 

تأثيرات نسبت طول به ضخامت و نسبت مدول 

ها، براي چندلايه 

مشاهده 

، افزايش 

دهد، ولي با رسيدن به 

هاي نازك شيب اين تغييرات بسيار كم شده و مقدار 

افزايش نسبت 

هاي ضخيم داراي تأثيرات كمي بر روي 

كه با افزايش نسبت طول به 

غشايي افزايش 

گذارد و 

 .  

نسبت طول به ضخامت و نسبت مدول بر فركانس 

در شكل

ضخامت ثابت و بررسي تأثير نسبت مدول بر فركانس مبناي 

ورق، و نسبت مدول ثابت و بررسي تأثير نسبت طول به 

ضخامت ورق بر فركانس مبناي ورق نمايش داده شده است
  

شكل 

  

شكل

  

شكل

 ... مركب با استفاده از يك

                                                                                               

آمده  دستهنتايج حل دقيق ب

هاي با نسبت مدول بالا، 

استهاي ديگر، داراي دقت بيشتري 

هاي كمتر، دقت تئوري 

 توان له ميئاز دلايل اين مس

به تابع سينوس هذلولوي اشاره كرد

هاي دقيق  هاي كمتر از حل

با اينكه در آناليز . 

در بيشتر موارد، در محاسبه 

اثر وارون دارد  افزايش اين جمله

شود و باعث كاهش مقدار بار بحراني و فركانس مبنا مي

هاي كمانش و ارتعاش 

هاي مدول و تعداد لايه

نور و  نتايج حل دقيق

تأثيرات نسبت طول به ضخامت و نسبت مدول 

ها، براي چندلايه  اي از اين پارامتر

مشاهده  ،3با توجه به شكل 

، افزايش )a/h<8(هاي ضخيم 

دهد، ولي با رسيدن به 

هاي نازك شيب اين تغييرات بسيار كم شده و مقدار 

افزايش نسبت . شود

هاي ضخيم داراي تأثيرات كمي بر روي 

كه با افزايش نسبت طول به 

غشايي افزايش   نازك و در ناحيه

گذارد و  نسبت مدول تأثير بسياري در فركانس مبناي ورق مي

. شود افزايش آن باعث افزايش شديد فركانس مبناي ورق مي

  

نسبت طول به ضخامت و نسبت مدول بر فركانس 

مركب با استفاده از يك  لايه

                                                                                               

نتايج حل دقيق ببا  

هاي با نسبت مدول بالا،  ، براي ورق

هاي ديگر، داراي دقت بيشتري 

هاي كمتر، دقت تئوري  هاي با تعداد لايه

از دلايل اين مس

به تابع سينوس هذلولوي اشاره كرد

هاي كمتر از حل بيني

. به تابع سينوس هذلولوي اضافه شده است

در بيشتر موارد، در محاسبه  ،شود

افزايش اين جمله، 

و باعث كاهش مقدار بار بحراني و فركانس مبنا مي

هاي كمانش و ارتعاش  هاي پديده

هاي مدول و تعداد لايه بتبراي برخي از نس

نتايج حل دقيقگرفتن نتايج از 

تأثيرات نسبت طول به ضخامت و نسبت مدول 

اي از اين پارامتر

با توجه به شكل . نشان داده شده است

هاي ضخيم  شود كه با گذشتن از ورق

دهد، ولي با رسيدن به  ورق رخ مي

هاي نازك شيب اين تغييرات بسيار كم شده و مقدار 

شود فركانس مبناي ورق تقريباً يكنواخت مي

هاي ضخيم داراي تأثيرات كمي بر روي 

كه با افزايش نسبت طول به   فركانس مبناست، در صورتي

نازك و در ناحيه

نسبت مدول تأثير بسياري در فركانس مبناي ورق مي

افزايش آن باعث افزايش شديد فركانس مبناي ورق مي

نسبت طول به ضخامت و نسبت مدول بر فركانس 

لايه لايهآناليز ارتعاشات آزاد ورق 

                                                                                               

RPT3 در مقايسه 

، براي ورق]24[توسط نور و بارتون

هاي ديگر، داراي دقت بيشتري  در مقايسه با تئوري

هاي با تعداد لايه همچنين براي ورق

از دلايل اين مس. شود پيشنهادي بيشتر مي

به تابع سينوس هذلولوي اشاره كرد h/100شدن مقدار 

بيني اين مقدار جهت جبران پيش

به تابع سينوس هذلولوي اضافه شده است

شود خمش اين كمبود جبران مي

، فركانس مبنا و نيروي بحراني

و باعث كاهش مقدار بار بحراني و فركانس مبنا مي

هاي پديده اين موضوع خود از ويژگي

براي برخي از نس 

گرفتن نتايج از اثر باعث فاصله

 .  

تأثيرات نسبت طول به ضخامت و نسبت مدول  

اي از اين پارامتر گسترده  الاستيسيته براي بازه

نشان داده شده است

شود كه با گذشتن از ورق

ورق رخ ميزيادي در فركانس مبناي 

هاي نازك شيب اين تغييرات بسيار كم شده و مقدار 

فركانس مبناي ورق تقريباً يكنواخت مي

هاي ضخيم داراي تأثيرات كمي بر روي  مدول براي ورق

فركانس مبناست، در صورتي

نازك و در ناحيههاي  ضخامت ورق، براي ورق

نسبت مدول تأثير بسياري در فركانس مبناي ورق مي

افزايش آن باعث افزايش شديد فركانس مبناي ورق مي

نسبت طول به ضخامت و نسبت مدول بر فركانس  تأثيرات

  مبناي ورق

آناليز ارتعاشات آزاد ورق 

154                                                                                               

RPT3تئوري 

توسط نور و بارتون

در مقايسه با تئوري

همچنين براي ورق

پيشنهادي بيشتر مي

شدن مقدار افزوده

اين مقدار جهت جبران پيش

به تابع سينوس هذلولوي اضافه شده است

خمش اين كمبود جبران مي

فركانس مبنا و نيروي بحراني

و باعث كاهش مقدار بار بحراني و فركانس مبنا مي

اين موضوع خود از ويژگي

 ،بنابراين. است

اثر باعث فاصلهاين 

. شود بارتون مي

 3در شكل 

الاستيسيته براي بازه

نشان داده شده است ،نوع يكم

شود كه با گذشتن از ورق مي

زيادي در فركانس مبناي 

هاي نازك شيب اين تغييرات بسيار كم شده و مقدار  ورق

فركانس مبناي ورق تقريباً يكنواخت مي

مدول براي ورق

فركانس مبناست، در صورتي

ضخامت ورق، براي ورق

نسبت مدول تأثير بسياري در فركانس مبناي ورق مي

افزايش آن باعث افزايش شديد فركانس مبناي ورق مي

  

تأثيرات 3شكل 

مبناي ورق

154

توسط نور و بارتون

در مقايسه با تئوري

همچنين براي ورق

پيشنهادي بيشتر مي

افزوده

اين مقدار جهت جبران پيش

به تابع سينوس هذلولوي اضافه شده است

خمش اين كمبود جبران مي

فركانس مبنا و نيروي بحراني

و باعث كاهش مقدار بار بحراني و فركانس مبنا مي

اين موضوع خود از ويژگي

است

اين 

بارتون مي

الاستيسيته براي بازه

نوع يكم

مي

زيادي در فركانس مبناي 

ورق

فركانس مبناي ورق تقريباً يكنواخت مي

مدول براي ورق

فركانس مبناست، در صورتي

ضخامت ورق، براي ورق

نسبت مدول تأثير بسياري در فركانس مبناي ورق مي

افزايش آن باعث افزايش شديد فركانس مبناي ورق مي

  

شكل 
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، يمربع) θ/-θ(پادمتقارن  نيچ بيار  هيدولا :2مثال  -7-1-2

در  .ميريگ يم را درنظر ،)SS-2(نوع دوم   ساده يط مرزيشرا با

 .مورد استفاده قرار گرفته است دومنوع   چندلايهاين مثال، 

رجع مبعد حاصل از  يب يمبنافركانس نسبت به  يج عددينتا

سه با يدر مقا يتئوراين  .آورده شده است 2در جدول  ]25[

 a/hر يمقاد  هيكل يبرا ]25[رن حل تئوري مرتبه بالاتر جينتا

 RPT2و  RPT1 يها ينسبت به تئور يشتريدقت ب يدارا

 100نسبت طول به ضخامت  يج براين نتايهمچن .باشد يم

هدف از استفاده از  .كسان استيباً يتقر يهر چهار تئور يبرا

 مركب  چندلايه يها رشتهگيري  جهت  بررسي اثر زاويه اين مثال

  . ورق بوده است فركانس مبنايروي  بر چين پادمتقارن اريب

  

   مرزي سادهمربعي زير شرايط ) θ/-θ(چين پادمتقارن  ي اريب دولايهبعد  مبناي ارتعاش آزاد بي فركانس 2جدول 

a/h Θ 
 E1/E2 E1/E2 E1/E2 E1/E2 E1/E2  مرجع

 40 30 20 10  3 

5  

5 

  270/26  592/32 644/36  782/38 132/40 [11] رن 

RPT1 [19] 748/45 381/43 880/39 988/33 371/26 

RPT2 [19] 707/45 360/43 872/39 986/33 370/26 

RPT3  126/45 890/42  532/39 797/33  292/26 

15 

 098/26 578/31 002/35  902/36  174/38 [11] رن 

RPT1 [19] 140/42  982/39  084/37 484/32 171/26 

RPT2 [19] 946/41  870/39  036/37 474/32 171/26 

RPT3  480/41  470/39  727/36 287/32 091/26 

30 

 830/25 850/30 324/34  442/36  912/37 [11] رن 

RPT1 [19] 402/42  656/39  198/36 462/31 866/25 

RPT2 [19] 900/41  334/39  037/36 421/31 865/25 

RPT3  531/41  999/38  757/35 234/31 782/25 

45 

 758/25 006/31 690/34  946/36  508/38 [11] رن 

RPT1 [19] 359/43  420/40  694/36 621/31 783/25 

RPT2 [19] 723/42  002/40  478/36 564/31 781/25 

RPT3  376/42  680/39  202/36 373/31 697/25 

10  

5 

 2398/7  7159/9 839/11  220/13 211/14 [11] رن 

RPT1 [19] 220/15 958/13  281/12 8666/9  2481/7 

RPT2 [19] 218/15 957/13  281/12 8666/9  2481/7 

RPT3  128/15 897/13 241/12 8468/9 2405/7 

15 

 1826/7 2293/9 823/10  853/11  618/12 [11] رن 

RPT1 [19] 179/13  258/12  070/11 3209/9 1886/7 

RPT2 [19] 165/13  251/12  067/11 3203/9 1885/7 

RPT3  104/13  201/12  032/11 3012/9 1809/7 

30 

 0954/7 8670/8 369/10  466/11  338/12 [11] رن 

RPT1 [19] 928/12  849/11  567/10 9222/8 0980/7 

RPT2 [19] 886/12  823/11  554/10 9195/8 0901/7 

RPT3  834/12  781/11  523/10 9005/8 0739/7 

45 

 0722/7 9114/8 504/10  682/11  619/12 [11] رن 

RPT1 [19] 263/13  098/12  715/10 9660/8 0739/7 

RPT2 [19] 207/13  063/12  699/10 9621/8 0738/7 

RPT3  156/13  020/12  666/10 9425/8 0659/7 
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ها در نسبت مدول ثابت بر 

 چين اريب  لايه ده

   مربعي تحت شرايط مرزي ساده

 )درصد( خطا

-  

72/1  

47/1  

72/1 

69/1 

93/54 

53/0 

-  

72/0  

77/0  

72/0 

72/0 

29/17 

26/0  

-  

01/0 -  

01/0 -  

01/0 - 

01/0 - 

17/0 

02/0 -  

فريد كاوياني

شمارة  12دورة  مهندسي مكانيك مدرس

ها در نسبت مدول ثابت بر  گيري رشته

دهبعد  ارتعاش آزاد بي

مربعي تحت شرايط مرزي ساده

 اصلي بعد فركانس بي

9825/9  

1537/10  

1288/10  

1537/10 

1516/10 

4661/15 

0351/10  

5100/13  

6078/13  

614/13  

6078/13 

6078/13 

846/15 

5446/13  

9500/15  

9482/15  

9484/15  

9482/15 

9482/15 

9775/15 

9472/15  

مهندسي مكانيك مدرس

گيري رشته ثيرات زاويه جهت

  فركانس مبناي ورق

ارتعاش آزاد بي يركانس مبنا

مربعي تحت شرايط مرزي ساده) -45/45(5پادمتقارن 

فركانس بي  مرجع

 [26]  9825

TSDT [12]  1537

FSDT [12]  1288

RPT1 [19] 1537

RPT2 [19] 1516

CLPT 4661

RPT3  0351

 [26]  5100

TSDT [12]  6078

FSDT [12]  614

RPT1 [19] 6078

RPT2 [19] 6078

CLPT 846

RPT3  5446

 [26]  9500

TSDT [12]  9482

FSDT [12]  9484

RPT1 [19] 9482

RPT2 [19] 9482

CLPT 9775

RPT3  9472

مهندسي مكانيك مدرس                                                                                               

ثيرات زاويه جهتتأ 8 شكل

فركانس مبناي ورق

ركانس مبناف 3 جدول

پادمتقارن 

  

a/h مرجع

5  

[26]حل دقيق

TSDT [12]

FSDT [12]

RPT1 [19]

RPT2 [19]

CLPT

RPT3

10  

[26]حل دقيق

TSDT [12]

FSDT [12]

RPT1 [19]

RPT2 [19]

CLPT

RPT3

100  

[26]حل دقيق

TSDT [12]

FSDT [12]

RPT1 [19]

RPT2 [19]

CLPT

RPT3

                                                                                               

آيد، فركانس مبناي ارتعاش 

هاي 

كاهش يافته و در زاويه خاصي 

اي تكرار 

به مقدار نخست در 

نسبت 

ها نشان داده شده 

كه با محدوديت 

ها بر روي 

ثابت، نشان داده شده 

طول 

ها نيز 

 طول به ضخامت

، ميزان تغييرات در فركانس مبناي ورق به ازاي تغييرات 

ها، با ميزان تغييرات در فركانس 

ها براي 

متفاوت است و اين موضوع 

ها و نسبت 

به همين 

طول به 

45-( 

 را درنظر

نوع دوم مورد استفاده قرار 

 مبناي

 3در جدول 

ها و نسبت مدول بر فركانس 

شكل

  

جدول

  

a/h

5

10

100

 ... مركب با استفاده از يك

                                                                                               

آيد، فركانس مبناي ارتعاش 

هاي  ها نسبت به محور

كاهش يافته و در زاويه خاصي 

اي تكرار  اين تغييرات به گونه

به مقدار نخست در 

نسبت  زمان تغييرات در

ها نشان داده شده 

كه با محدوديت  ،توان در موارد صنعتي

  .استفاده كرد

ها بر روي  گيري رشته

ثابت، نشان داده شده 

طول با تغيير نسبت 

ها نيز  گيري رشته

طول به ضخامتبراي نسبت 

، ميزان تغييرات در فركانس مبناي ورق به ازاي تغييرات 

ها، با ميزان تغييرات در فركانس 

ها براي  گيري رشته

متفاوت است و اين موضوع 

ها و نسبت  گيري رشته

به همين . باشد بر فركانس مبناي ورق مي

طول به ها و نسبت 

  .زمان بر فركانس مبنا بررسي شوند

45/45(5پادمتقارن 

)SS-2(، را درنظر

نوع دوم مورد استفاده قرار 

مبنايفركانس نسبت به 

در جدول  ،ها از حل دقيق و ساير تئوري

  

ها و نسبت مدول بر فركانس 

مركب با استفاده از يك  لايه

                                                                                               

آيد، فركانس مبناي ارتعاش  گونه كه از نتايج بر مي

ها نسبت به محور گيري رشته

كاهش يافته و در زاويه خاصي 

اين تغييرات به گونه. كند

به مقدار نخست در  90 شوند تا دوباره با رسيدن به زاويه 

زمان تغييرات در تأثير هم 

ها نشان داده شده  گيري رشته جهت

توان در موارد صنعتي

استفاده كرد ،رو هستيم

گيري رشته جهت  ، تأثير تغيير زاويه

ثابت، نشان داده شده  طول به ضخامت

با تغيير نسبت  ،طور كه از شكل مشخص است

گيري رشته ، تأثيرات تغيير در زاويه جهت

براي نسبت  ،به عنوان مثال

، ميزان تغييرات در فركانس مبناي ورق به ازاي تغييرات 

ها، با ميزان تغييرات در فركانس 

گيري رشته جهت  مبناي ورق به ازاي تغييرات در زاويه

متفاوت است و اين موضوع  10

گيري رشته جهت  گير زاويه

بر فركانس مبناي ورق مي

ها و نسبت  گيري رشته جهت

زمان بر فركانس مبنا بررسي شوند

پادمتقارن  نيچ بيار 

(نوع دوم   ساده

نوع دوم مورد استفاده قرار   چندلايه

نسبت به  آمده، دست

از حل دقيق و ساير تئوري

ها و نسبت مدول بر فركانس  گيري رشته

لايه لايهآناليز ارتعاشات آزاد ورق 

                                                                                               

گونه كه از نتايج بر مي

گيري رشته ورق با افزايش زاويه جهت

كاهش يافته و در زاويه خاصي  ،سيستم چندلايه، نخست

كند مجددأ سير افزايشي پيدا مي

شوند تا دوباره با رسيدن به زاويه 

 7در شكل . صفر درجه برسد

جهت  و زاويه طول به ضخامت

توان در موارد صنعتي از اين ويژگي مي

رو هستيمهانتخاب جنس چندلايه روب

، تأثير تغيير زاويه8

طول به ضخامتفركانس مبنا، در نسبت 

طور كه از شكل مشخص است

، تأثيرات تغيير در زاويه جهت

به عنوان مثال 

، ميزان تغييرات در فركانس مبناي ورق به ازاي تغييرات 

ها، با ميزان تغييرات در فركانس  گيري رشته جهت

مبناي ورق به ازاي تغييرات در زاويه

10 طول به ضخامت

گير زاويه اثرات درهم

بر فركانس مبناي ورق مي طول به ضخامت

جهت  دليل اثرات تغيير در زاويه

زمان بر فركانس مبنا بررسي شوند بايد به طور هم

  هيچندلا :3 مثال

ساده يط مرزيشرا

چندلايهدر اين مثال، 

دستهب يج عددي

از حل دقيق و ساير تئوري آمده

  . است

گيري رشته تأثيرات زاويه جهت

  مبناي ورق

آناليز ارتعاشات آزاد ورق 

156                                                                                               

گونه كه از نتايج بر مي همان

ورق با افزايش زاويه جهت

سيستم چندلايه، نخست

مجددأ سير افزايشي پيدا مي

شوند تا دوباره با رسيدن به زاويه  مي

صفر درجه برسد

طول به ضخامت

از اين ويژگي مي .است

انتخاب جنس چندلايه روب

8در شكل 

فركانس مبنا، در نسبت 

طور كه از شكل مشخص است همان. است

، تأثيرات تغيير در زاويه جهتبه ضخامت

 .كند تغيير مي

، ميزان تغييرات در فركانس مبناي ورق به ازاي تغييرات 100

جهت  در زاويه

مبناي ورق به ازاي تغييرات در زاويه

طول به ضخامتنسبت 

اثرات درهم  دهنده نشان

طول به ضخامت

دليل اثرات تغيير در زاويه

بايد به طور هم ضخامت

مثال -7-1-3

شرا زير، يمربع

در اين مثال،  .ميريگ يم

ينتا .گرفته است

آمده دستهببعد  يب

استه شده مقايس
  

تأثيرات زاويه جهت 7 شكل

مبناي ورق

156

ورق با افزايش زاويه جهت

سيستم چندلايه، نخست

مجددأ سير افزايشي پيدا مي

مي

صفر درجه برسد

طول به ضخامت

است

انتخاب جنس چندلايه روب

فركانس مبنا، در نسبت 

است

به ضخامت

تغيير مي

100

در زاويه

مبناي ورق به ازاي تغييرات در زاويه

نسبت 

نشان

طول به ضخامت

دليل اثرات تغيير در زاويه

ضخامت

7

مربع

م

گرفته است

ب

مقايس
  

شكل
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هاي  دست آمده، تئوري پيشنهادي براي ورقهدر نتايج ب

ها داراي نزديكي بيشتري به حل  ضخيم نسبت به ساير تئوري

توان تأثير نسبت طول به  مي ،در اين مثال. باشد دقيق مي

شده براي تخمين هاي پيشنهاد مت ورق بر دقت تئوريضخا

طور كه مشخص  همان. فركانس مبناي ورق را مشاهده كرد

ها  ، از دقت تئوريبا كاهش نسبت طول به ضخامت ورق ،است

كه  ،از اين رو استقاده از تئوري پيشنهادي شود؛ كاسته مي

دست آورد، هها ب ي در اين نسبتبتواند نتايج با دقت بيشتر

  .رسد نظر ميبسيار سودمند به

  

 يريگ جهينت - 8

 يبرا پيشنهادي  شدهپالوده  رهيمتغچهار يتئورارتعاش آزاد 

با نام  ،يتئوراين . داده شد گسترشمركب   هيچندلا يها ورق

 يبرش يكرنش جانب هذلولوينوس يسع يتوز ،RPT3پيشنهادي 

 يشرط مرز يتئور در اين .دهد يمش يرا نما RPTبراي تئوري 

 .استبرقرار  ن ورقيريز و ييبالا هاي پوسته يها صفرشدن تنش

 ينيب شيپدر  RPT3 پيشنهادي يتئور يدقت بالا ج باينتا

ج با دقت ينتاو  نيچ عمود  هيچندلا يها ورق فركانس مبناي

 يها ورق فركانس مبناي ينيب شيپ در ين تئوريا بالاي اريبس

از  .بوده است مقالهن يا  هل ارايياز دلا نيچ بيار ي هيچندلا

و به  RPTهاي ديگر اين تئوري استفاده از فرم تئوري  ويژگي

 ،، افزون بر دقت بالاي تئوريها همراه آن سادگي معادله

براي مواردي كه  ،اين رو استفاده از اين تئوري از .باشد مي

ن يهمچن .شود پيشنهاد مي ،باشد ميپيچيدگي محاسبات زياد 

تابع شكل برشي  و ها ها و نسبت مدول يهر تعداد لايتأث يسربر

با بررسي تأثير نسبت مدول و  .ن مقاله بوده استيا اصلي هدف

هاي  ورق  توان گفت در محدوده نسبت طول به ضخامت ورق مي

 با افزايش نسبت طول به ضخامت ورق، ،)a/h<8(ضخيم 

دهد، ولي با  ورق رخ مي فركانس مبنايافزايش زيادي در 

گذشتن از اين ناحيه شيب اين تغييرات بسيار كم شده و مقدار 

هاي  براي ورق .شود ورق تقريباً يكنواخت مي فركانس مبناي

داراي تأثيرات كمي بر روي  ها افزايش نسبت مدول ضخيم،

كه با افزايش نسبت طول به   ست، در صورتيفركانس مبنا

افزايش  ،غشايي  هاي نازك و در ناحيه براي ورق ضخامت ورق،

گذارد  ورق مي فركانس مبنايتأثير بسياري در  ها نسبت مدول

 .شود ورق مي فركانس مبنايو افزايش آن باعث افزايش شديد 
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