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ٞب ٔٛضز ثطضؾی لطاض  ای ٔسضج تبثؼی زٚ ثؼسی ثط ضٚی ثؿتط الاؾتیه ثط اؾبؼ تئٛضی ولاؾیه پٛؾتٝ ضفتبض پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ ،زض ایٗ تحمیك -چکیده

        ٚ ٔمبزیط ٔطظی ٔؼبزلات حطوت اؾتفبزٜ قسٜ اؾت. تب٘بوب-ضیٔٛ اظ ٔسَ ٔیىطٚٔىب٘یىیزٚثؼسی  ؾبظی ٔبزٜ ٔسضج تبثؼیاؾت. ثطای ٔسٌَطفتٝ 

زؾت آٔسٜ زض ثطای ثطضؾی صحت ٘تبیح ثٝ ،ا٘س. ٕٞچٙیٗ ؾبظی ٔكتك ٚ ا٘تٍطاَ حُ قسٜ یبفتٝ ٔطثغوٕه ضٚـ تؼٕیٓزؾت آٔسٜ زض ایٗ ثطضؾی ثٝثٝ

فطوب٘ؽ عجیؼی ٔبزٜ ٔسضج زٞٙس وٝ  زؾت آٔسٜ ٘كبٖ ٔیا٘س. ٘تبیح ثٝ قسٜزؾت آٔسٜ ثب ٘تبیح حبصُ اظ وبضٞبی ٌصقتٝ ٔمبیؿٝ ایٗ تحمیك، ٘تبیح ثٝ

ظ یثب اؾتفبزٜ اظ ثؿتط الاؾتیه ٔح ،تطی زاض٘س. ٕٞچٙیٗ ثؼسی ثب ذصٛصیبت ٕٞؿبٖ ٔمبزیط ثعضيثؼسی زض ٔمبیؿٝ ثب ٔبزٜ ٔسضج تبثؼی یهتبثؼی زٚ

  ز پٛؾتٝ افعایف یبثس.قٛز وٝ ٔمبزیط فطوب٘ؿی اضتؼبـ آظا ثط پٛؾتٝ ایٗ أىبٖ فطاٞٓ ٔی

 ؾبظی ٔكتك ٚ ا٘تٍطاَ ای، ٔبزٜ ٔسضج تبثؼی زٚثؼسی، ضٚـ ٔطثغ اضتؼبـ آظاز، پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ واژگان: کلید
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Abstract- In this paper, the free vibration of a two-dimensional functionally graded circular cylindrical shell is 

analyzed. To describe the material properties of the two-phased FGM material Mori-Tanaka micromechanical model is 

used. The spatial derivatives of the equations of motion and boundary conditions are discretized using the methods of 

generalized differential-Integral quadrature (GDIQ). To validate the results, comparisons are made with the solutions 

for FG cylindrical shells available in the literature. The results of this study show that the values of natural frequency of 

2D FGMs are higher than those of 1D FGMs in parallel conditions. Furthermore, application of a confining elastic 

foundation increases the value of natural frequencies. 
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 مقدمه -1
 ٔٛاز ٔسضج تبثؼی

٘بٍٕٞٗ  ٔٛاز وبٔپٛظیتی ثب ضیعؾبذتبض 1

       عٛض ٔلایٓ ٚ پیٛؾتٝ ٝٞب ثذٛال ٔىب٘یىی آٖ وٝ ثبقٙس ٔی

      ایٗ ذبصیت ٚیػٜ  وٙس. اظ یه ؾغح ثٝ ؾغح زیٍط تغییط ٔی

زٞٙسٜ یىٙٛاذت زض ٘ؿجت حدٕی ٔٛاز تكىیُٚؾیّٝ تغییط ثٝ

 تبثؼی ٔسضج ٔٛازآیس. فبظٞبی ضیعؾبذتبضی  ؾت ٔیزٝٞب ث آٖ

ٍط ٞؿتٙس ٚ ثبػث ایدبز زاضای ػّٕىطز ٔتفبٚتی ٘ؿجت ثٝ یىسی

قٛ٘س. ثب تغییط  ٔی تبثؼی ٔسضج ٔٛازؾبذتبضی زض ٚضؼیت چٙس

 ٔسضج ٔٛاززٞٙسٜ ٚة ٚ تسضیدی وؿط حدٕی ٔٛاز تكىیُٔتٙب

ٖ ، ایٗ ٔٛاز ذبصیت یه ٔبزٜ پیٛؾتٝ ضا اظ ذٛز ٘كبتبثؼی

ز ٔرتّفی چٖٛ حؿٍطٞبی زٞٙس. ٔٛاز ٔسضج تبثؼی زض ٔٛاض ٔی

ٞبی ٔسضج تبثؼی  [، ظض2ٜٞب] وٙٙسٜ[، فؼب1َ]ٔسضج تبثؼی

[ ٚ ایٕپّٙت ٔسضج تبثؼی 4[، حؿٍطٞبی ٘ٛضی]3ؾطأیىی/فّعی]

ٌیط٘س. ثب ٌؿتطـ وبضثطز  [ ٔٛضز اؾتفبزٜ لطاض ٔی5ز٘سا٘پعقىی]

ٞب  میمبت ثیكتط ثط ضٚی آٖٞب، ٘یبظ ثٝ ا٘دبْ تح ایٗ ٔٛاز زض ؾبظٜ

 ثطای ٔحممبٖ آقىبضتط قس.

ای  زض تحمیمی، اضتؼبـ پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ ،[6ِٛی ٚ ٕٞىبضا٘ف]

خبیی تئٛضی  خبثٝ-ٔسضج تبثؼی ضا ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚاثظ وط٘ف

ضیتع ثطضؾی وطز٘س. ٘تبیح -پٛؾتٝ لاٚ ٚ ثطاؾبؼ ضٚـ ضیّی

وؿط یط ٞبی فطوب٘ؿی تحت تأث زٞٙسٜ آٖ اؾت وٝ ٔكرصٝ٘كبٖ

ٚؾیّٝ پطازٞبٖ ٞؿتٙس. ایٗ تحمیك ثٝ حدٕی ٚ پیىطثٙسی اخعا

صٛضت ای پٛؾتٝ زض قطایظ ٔطظی ٔرتّف ثٝ[ ثط7ٚ ٕٞىبضا٘ف]

تطی ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٌطفت. ایٗ ٔغبِؼٝ ٘كبٖ زاز وٝ  ٌؿتطزٜ

ٞبی فطوب٘ؿی پٛؾتٝ ٔسضج تبثؼی ٔكبثٝ پٛؾتٝ  ٔكرصٝ

سٜ قس وٝ ای ایعٚتطٚپیه اؾت. ٕٞچٙیٗ ٔكبٞ اؾتٛا٘ٝ

ٞبی عجیؼی پٛؾتٝ، ٚاثؿتٝ ثٝ وؿط حدٕی اخعا ٚ  فطوب٘ؽ

 [ اضتؼبـ آظاز8ثبقٙس. قبٜ ٚ ٕٞىبضا٘ف] قطایظ ٔطظی ٔی

ثؼسی ضٚی ثؿتط الاؾتیه ضا ای ٔسضج تبثؼی یه پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ

زض تحمیك ذٛز، ٔؼبزلات حطوت  ،ٞب ٔٛضز ثطضؾی لطاض زاز٘س. آٖ

ٞب  ؼ تئٛضی ولاؾیه پٛؾتٝضا ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ٔٛج ٚ ثط اؾب

زؾت آٚضز٘س. ٘تبیح حبصُ اظ ایٗ تحمیك ٘كبٖ زاز وٝ ثٝ

اؾتفبزٜ اظ یه ثؿتط الاؾتیه ثبػث افعایف ٔمبزیط فطوب٘ؿی 

قٛز.  ثؼسی ٔیای ٔسضج تبثؼی یه پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ اضتؼبـ آظاز

[ تحّیُ اضتؼبـ آظاز پُٙ ٔٙحٙی ضریٓ 9]فطیس ٚ ٕٞىبضا٘ف

پبضأتطی وٝ ی ضٚی ثؿتط الاؾتیه زٚؼتٙیسٜ ٔسضج تبثپیف

                                                      
1. Functionally Graded Materials 

بزٜ اظ فطٔٛلاؾیٖٛ تحت تأثیط ٔحیظ حطاضتی اؾت، ثب اؾتف

زؾت ا٘س. ثطای ثٝ ضز ثطضؾی لطاض زازٜثؼسی ٔٛالاؾتیؿیتٝ ؾٝ

2یبفتٝؾبظی ٔكتك تؼٕیٓ آٚضزٖ ٔؼبزلات حبوٓ اظ ضٚـ ٔطثغ
 

زض ضربٔت ٚ تٛاثغ ٔثّثبتی زض خٟت عِٛی ٚ ٕٔبؾی اؾتفبزٜ 

ٚ تأثیط پبضأتطٞبی ٔٛاز ٔسضج تبثؼی ٔٛضز ثطضؾی  قسٜ اؾت

زض تحمیمی وٝ ثط اؾبؼ  ،[10ا٘س. ؾجحب٘ی ٚ یبؼ] لطاض ٌطفتٝ

ٞبی  ثؼسی ا٘دبْ قسٜ اؾت، ٔكرصٝ تئٛضی الاؾتیؿیتٝ ؾٝ

 ای ٔسضج تبثؼی تمٛیت ٞبی اؾتٛا٘ٝ ایؿتب ٚ اضتؼبـ آظاز پٛؾتٝ

 ،زض ایٗ ٔمبِٝ ا٘س. ضا ٔٛضز ثطضؾی لطاض زازٜ CGFRقسٜ ثب اِیبف 

بزٜ اظ ثب اؾتف ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ٔؼِٕٛی وٛپّٝ ثب ضطایت ٔتغیط

ا٘س ٚ ٘تبیح حبصُ  یبفتٝ حُ قسٜؾبظی ٔكتك تؼٕیٓ ضٚـ ٔطثغ

ای  ٞبی اؾتٛا٘ٝ زؾت آٔسٜ اظ پٛؾتٝاظ ایٗ تحمیك ثب ٘تبیح ثٝ

 ا٘س. ای ؾبزٜ ٔمبیؿٝ قسٜ وبٔپٛظیت لایٝ

 ،ٔسضج تبثؼی ٔتساَٜٚ ثبیؿت تٛخٝ ٕ٘ٛز وٝ یه ٔبز ٔی

ؾبظی ٘یبظٞبی عطاحی ٘رٛاٞس ثٛز. ایٗ  ٕٞٛاضٜ لبزض ثٝ ثطآٚضزٜ

أط ٘بقی اظ ایدبز تٛظیغ تٙف ٚ حطاضت ٘بٕٞؿبٖ زض لغؼبت 

پیچیسٜ زض خٟبت ٔرتّف اؾت. اؾتفبزٜ اظ ٔٛازی وٝ زض خٟبت 

حُ اظ فبظٞب ضا زاقتٝ ثبقٙس یه ضاٜ ٔرتّف، تٛظیغ ٔتفبٚتی

ٞبی ٘ٛیٗ  ٔسٖ ثط ایٗ ٔكىُ اؾت. ضٚـآٔٙبؾت ثطای فبئك

ثؼسی ضا ٔیؿط  تِٛیس، أىبٖ ؾبذت ٔٛاز ٔسضج تبثؼی زٚ ٚ ؾٝ

[ ثٝ ثطضؾی اثطات 11،12]ا٘س. ٕ٘ت الا زض تحمیمبت ذٛز ٛزٜٕ٘

ٞبی حطاضتی ثط ضٚی ٚضق ٔؿتغیّی ٔسضج تبثؼی زٚثؼسی  تٙف

پطزاذتٝ اؾت. ٘تبیح حبصُ اظ ایٗ تحمیمبت ٘كبٍ٘ط ثطتطی ٔٛاز 

ثؼسی ثؼسی ٘ؿجت ثٝ ٔٛاز ٔسضج تبثؼی یهضج تبثؼی زٚٔس

       [ زض تحمیمی ذٕف ٚضق زایطٚی 13ثبقٙس. ٘ی ٚ غاً٘] ٔی

      سی ضا ثب اؾتفبزٜ اظ یه ضٚـ ٚ حّمٛی ٔسضج تبثؼی زٚثؼ

  ٝتحّیّی ػسزی ٔٛضز ثطضؾی لطاض زاز٘س. ثط اؾبؼ ٘تید٘یٕٝ

 وٕهآٔسٜ ثٝ زؾتٞبی ثٝ پبؾد ،زؾت آٔسٜ زض ایٗ تحمیكثٝ

ٞبی إِبٖ  طی ٘ؿجت ثٝ ضٚـایٗ ضٚـ، ٘یبظ ثٝ ٔحبؾجبت وٕت

[ ثٝ ثطضؾی تحّیُ 14ٔحسٚز زاضز. ایكبٖ زض تحمیك زیٍطی]

تحّیّی اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ٘یٕٝزیٙبٔیىی ٚضق حّمٛی ثب 

. زض ایٗ ا٘س حؿت فضب حبِت پطزاذتٝؾبظی ٔكتك ثط ٔطثغ

ضربٔت ت قؼبع ٚ تحمیك، تغییطات ٔبزٜ ٔسضج تبثؼی زض زٚ خٟ

ٞبی  ٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت ٚ فطوب٘ؽٚ یب یىی اظ ایٗ زٚ زض

زؾت آٔسٜ اؾت. ثب ذٛال ٔسضج ٔتفبٚت ثٝ اضتؼبقی ثطای ٔٛاز

                                                      
2. Generalized Differential Quadrature 
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        ٘بقی  ٞبی خبیی [ ثٝ ثطضؾی خبث15ٝؾجحب٘ی ٚ ٕٞىبضا٘ف]

    قىُ ٔسضج تبثؼی زٚثؼسی ٞبی ٔٙحٙی اظ اضتؼبقبت پُٙ

اظ الاؾتیؿیتٝ  ،ا٘س. زض ایٗ تحمیك تٝقسٜ ثب اِیبف پطزاذتمٛیت

ؾتفبزٜ قسٜ اؾت. ثؼسی ذغی ثطای ثیبٖ ٔؼبزلات حطوت ا ؾٝ

زؾت آٔسٜ زض ایٗ تحمیك ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ٔؼبزلات حطوت ثٝ

ٞبی  خبیی صٛضت خبثٝٚ ثٝ  ؾبظی ٔكتك تؼٕیٓ یبفتٝ حُ ٔطثغ

[ زض ٔمبِٝ زیٍطی 16ا٘س. ؾجحب٘ی ٚ ٞسایتی] ٔٛزاَ ثیبٖ قسٜ

ای ٔسضج تبثؼی  ؾد ایؿتب ٚ اضتؼبـ آظاز یه پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝپب

 ثؼسی الاؾتیؿتٝ ثطضؾی وطز٘س.ثؼسی ضا ثطاؾبؼ تئٛضی ؾٝزٚ

ؾبظی یبفتٝ ٔطثغثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ تؼٕیٓ ،زض ایٗ تحمیك

وٝ یه ضٚـ ػسزی زلیك اؾت، ٔؼبزلات حطوت پٛؾتٝ  ،ٔكتك

 ا٘س. ٚ قطایظ ٔطظی تحّیُ قسٜ

ای ٔسضج تبثؼی  تؼبـ آظاز پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝاض ،زض ایٗ ٔمبِٝ

زٚثؼسی ضٚی ثؿتط الاؾتیه ثب اؾتفبزٜ اظ تئٛضی ولاؾیه 

ٔبزٜ ٔسضج تبثؼی ایٗ پٛؾتٝ لاٚ ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٌطفتٝ اؾت. 

صٛضت تطویجی اظ زٚ فبظ زض٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت وٝ پٛؾتٝ ثٝ

   ثب اؾتفبزٜ اظ یه لبٖ٘ٛ تٛا٘ی تٛظیغ وؿط حدٕی ایٗ زٚ فبظ 

-اظ ٔسَ ٔیىطٚٔىب٘یىی ٔٛضی ،زض ایٗ ثطضؾیآیس.  زؾت ٔیثٝ

ٔؼبزلات تب٘بوب ثطای تٛصیف ٔكرصٝ ٔبزٜ اؾتفبزٜ قسٜ اؾت. 

ثب اؾتفبزٜ اظ ثبض ثطای ٘رؿتیٗٞب،  حطوت ٚ قطایظ ٔطظی آٖ

 یبفتٝ ؾبظی ٔكتك ٚ ا٘تٍطاَ تؼٕیٓ ٔطثغ تطویجی ضٚـ

1 

ت، ٔمبزیط ا٘س ٚ ثٝ ایٗ تطتی ؾبظی قسٜ ٚ حُ قسٜ ٌؿؿتٝ

زؾت ای ٔسضج تبثؼی ثٝ فطوب٘ؿی اضتؼبـ آظاز پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ

ٕٞچٙیٗ اثط ٚخٛز ثؿتط الاؾتیه ثط اضتؼبـ آظاز ا٘س.  آٔسٜ

 ای ٔسضج تبثؼی ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٌطفتٝ اؾت. پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ

 

 قانون کسر حجمی ماده مدرج تابعی دوبعدی -2
ی اظ زٚ فبظ صٛضت تطویجزض ایٗ تحمیك، ٔبزٜ ٔسضج تبثؼی ثٝ

زض٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت. ثٝ ایٗ تطتیت، ٔؼبزِٝ وؿط حدٕی 

ثبیؿتی تٛظیغ زٚ فبظ زض ٔبزٜ ضا ثیبٖ ٕ٘بیس. وؿط حدٕی ضا 

ای ٔسضج  تٛاٖ ثب اؾتفبزٜ اظ تؼطیف ظیط ثطای پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ ٔی

 تبثؼی زٚثؼسی تؼطیف ٕ٘ٛز:

(1) 1

2

z xn n

f

z x
V

h L

   
    
   

 

                                                      
1. Generalized differential-Integral quadrature 

ٕ٘بی لبٖ٘ٛ  z  ٚnx تٛا٘ی زض خٟت ٕ٘بی لبٖ٘ٛ nzوٝ زض آٖ 

تٛا٘س ثیٗ صفط ٚ  اؾت. ٔمساض ٞط زٚ ٕ٘ب ٔی x تٛا٘ی زض خٟت

ٙسوٟ٘بیت تغییط  ثی 0 ,x zn n  .اظ  ای ذٛضزٜٕ٘بی ثطـ

 قٛز.  ٔی ٔكبٞسٜ 1قىُ زض زٚثؼسی تبثؼی ٔسضج ای اؾتٛا٘ٝ پٛؾتٝ

ی ٔٛاز ٞب ٔكرصٝ تؼسازی ٔسَ ٔیىطٚٔىب٘یىی ثطای تؼییٗ

       ا٘س اظ ٞب ػجبضت ایٗ ضٚـٔسضج تبثؼی پیكٟٙبز قسٜ اؾت. 

ٚ ٔسَ تب٘بوب -(، ٔسَ ٔٛضی2ٞب )یب ٔسَ فٛوت لبٖ٘ٛ ٔرّٛط

3ذٛزؾبظٌبض
ٔسَ فٛوت یه ضٚـ آؾبٖ ثطای ثیبٖ  .[17] 

تٛاٖ اظ ٔسَ  ٔكرصٝ ٔبزٜ اؾت. ایٗ زض حبِی اؾت وٝ ٔی

ؾتفبزٜ ٕ٘ٛز. تب٘بوب ثطای تٛصیف یه فبظ ٘بپیٛؾتٝ ا-ٔٛضی

ٞبی ثیكتطی ٘ؿجت ثٝ ضٚـ  ٞطچٙس ایٗ ٔسَ زاضای پیچیسٌی

ٞبی ٔبزٜ ضا ثب زلت ثیكتطی  ثبقس، ایٗ ضٚـ ٔكرصٝ لجُ ٔی

تب٘بوب ثطای تٛصیف -زض ایٗ تحمیك اظ ٔسَ ٔٛضی وٙس. تؼییٗ ٔی

زض ایٗ ٔسَ اؾتفبزٜ قسٜ اؾت. ٔسضج تبثؼی ٔكرصٝ ٔبزٜ 

صٛضت ظیط ثیبٖ ثٝ Gfقی ٚ ٔسَٚ ٔإثط ثط Kfٔسَٚ ٔإثط ثبِه 

  قٛ٘س: ٔی
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2 1 2 1

1 1

1
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VK K
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K K




  




 

 

(3) 
  

1

2 1 2 1

1 1

1
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f

f

VG G

G G V G G

G f




  




 

زٞٙسٜ تطتیت ٘كبٖثٝ K1  ٚG1(، 3( ٚ )2زض ٔؼبزلات )

زٞٙسٜ ٘كبٖ K2  ٚG2ٔسَٚ ثبِه ٚ ٔسَٚ ثطقی فبظ ٔبتطیؽ ٚ 

 f1ٔسَٚ ثبِه ٚ ٔسَٚ ثطقی فبظ شضات ٞؿتٙس. ٕٞچٙیٗ ثطای 

 ( زاضیٓ:3زض ٔؼبزِٝ )   1 1 1 1 1 19  8 6  2f G K G K G  . 
 

 
 ای ٔسضج تبثؼی زٚثؼسی اظ پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ ثطقی 1شکل 

                                                      
2. Voigt model 

3. Self-consistent  
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ٚ ٔسَٚ ثطقی  (Ef)زیط ٔسَٚ یبً٘ ٔإثط بثٝ ایٗ تطتیت ٔم

 آیٙس:   زؾت ٔیصٛضت ظیط ثٝثٝ (Gf)ٔإثط 

(4) 
 

9 3 2
,

3 2 3

KG K G
E

K G K G



 

 
 

 

 معادلات دیفرانسیل حاکم -3
ای  تٛاٖ زض حبِت تٙف صفحٝ ای ٘بظن ضا ٔی ٝ اؾتٛا٘ٝیه پٛؾت

 فطض ٕ٘ٛز ٚ ثٙبثطایٗ ثطای ضٚاثظ تٙف ٚ وط٘ف ذٛاٞیٓ زاقت:

(5)     σ = Q e  

 قٛ٘س: تطتیت ظیط تؼطیف ٔیثٝ {e}ٚ  [Q]، {σ}ٖ زض آوٝ 

 (6)    
T

σ x x     

(7)  
11 12

12 22

66

0

Q 0

0 0

Q Q

Q Q

Q

 
 


 
    

(8)    
T

11 11 22 22 12 12e e zk e zk e zk   

 
ٞبی  ٚ ٔإِفٝ e11  ،e22  ٚe12 خبیی خبثٝ-ٞبی وط٘ف ٔإِفٝ

( 10( ٚ )9( اظ ضٚاثظ )8زض ٔؼبزِٝ ) k11  ،k22  ٚk12ا٘حٙب -وط٘ف

 آیٙس: زؾت ٔیثٝ
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زض  [Q]بی ٔبتطیؽ ٞ ثطای یه ٔبزٜ ایعٚتطٚپیه، ٔإِفٝ

 آیٙس: ٔی صٛضت ظیط زض( ث7ٝٔؼبزِٝ )

11 22 12 662 2
, ,

1 1 2(1 )

E E E
Q Q Q Q



  
   

  
 
(11) 

صٛضت ظیط ثٝای  اؾتٛا٘ٝثسیٗ تطتیت ا٘طغی وط٘كی پٛؾتٝ 

 آیس: ٔیزض 
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(12) 

      

2
2

66

2
 

D v w
R d dx

R x x




  
  

       

رتی وككی، وٛپّیًٙ ٚ تطتیت ؾثٝ Aij  ،Bij ٚ Dijوٝ زض آٖ 

 قٛ٘س: صٛضت ظیط تؼطیف ٔیثبقٙس وٝ ثٝ ذٕكی ٔی

(13)    
2

2

2 

1  

h

ij ij ij ij

h

A B D Q z z dz


   

ای زض ایٗ تحمیك ٔحبط زض یه ثؿتط  پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ

پبؾتط٘بن زض٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت. ثٝ ایٗ -الاؾتیه ٚیٙىّط

       صٛضت ظیط پتب٘ؿیُ ٘بقی اظ ثؿتط الاؾتیه ثٝتطتیت، ا٘طغی 

 : [18]آیس زؾت ٔیثٝ

elPE   

2 22

2

0 0

1 1

2

L

w g

w w
k w k Rd dx

x R

       
      

        
 






 
(14) 
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 ٕٞچٙیٗ ثطای ا٘طغی خٙجكی ذٛاٞیٓ زاقت:

2 2 22

0 0

1
 

2

L

T

u v w
KE Rd dx

t t t



 
        

        
         

 
 

(15)  

 قٛز: صٛضت ظیط تؼطیف ٔیزض ایٗ ٔؼبزِٝ ثٝ ρTوٝ 

(16) 
2

2 

 

h

T

h

dz 


   

 آیس: زؾت ٔیاظ تبثغ لاٌطا٘ػ ثٝ ا٘طغی ثب اؾتفبزٜ فب٘ىكٙبَ

(17) Π KE PE   

 قٛز:  صٛضت ظیط تؼطیف ٔیزض آٖ ثٝ PEوٝ 

(18) 
s elPE PE PE   

 آٔسٜ زضزؾتثٝ ضٚی فب٘ىكٙبَ اصُ ٕٞیّتٖٛ ثط اظ اؾتفبزٜ ثب

 س:٘قٛ ٔی حبصُ ای اؾتٛا٘ٝ پٛؾتٝ حطوت ٔؼبزلات ،(17) ٔؼبزِٝ

 ِف(ا-19)
2

11 12 13 2T

u
L u L v L w

t



  


 

 ة(-19)
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 ج(-19)
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آٚضزٜ  اِف( زض پیٛؾت 19زض ٔؼبزلات ) Lijوٝ اپطاتٛضٞبی 

 ا٘س.  قسٜ

٘ظط ٌبٜ ؾبزٜ زض تىیٝای ثط ضٚی  ثطضؾی پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ ایٗ زض

 آیٙس: صٛضت ظیط زض ٔیی ثٝثٙبثطایٗ قطایظ ٔطظ اؾت؛ قسٜ ٌطفتٝ

(20) 0,      0 ,     0,      0x xv w N M     

0x( زض زٚ ؾط پٛؾتٝ، یؼٙی زض 20ٔؼبزِٝ )   ٚx L 

 صبزق اؾت.

ثطای تحّیُ اضتؼبـ پٛؾتٝ، اظ ضٚـ ا٘تكبض ٔٛج  ،اوٖٙٛ

صٛضت ظیط ی ثٝخبی ٞبی خبثٝ . ثٙبثطایٗ ٔإِفٝقٛزاؾتفبزٜ ٔی

 :قٛززازٜ ٔیثؿظ 
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غی ٚ فطوب٘ؽ تطتیت ثیبٍ٘ط ػسز ٔٛج ٔحیزض آٖ ثٝ m  ٚωوٝ 

 عجیؼی اضتؼبـ ٞؿتٙس.

(، ٔؼبزلات حطوت 19ض ٔؼبزلات )( ز21ثب اػٕبَ ٔؼبزلات )

آیٙس: صٛضت ظیط زض ٔیثٝ

 

 

 اِف(-22)
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 ج(-22)
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332 3342 4 T
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 ا٘س.  آٔسٜ ،زض پیٛؾت ة ،زض آٖ Sijkوٝ اپطاتٛضٞبی  

 

 یافته سازی مشتق و انتگرال تعمیم روش مربع  -4
 ٔؼبزلات حُ ثطای ظیبزی وبضثطز ػسزی تمطیجی ٞبی ضٚـ

 ٞبی ضٚـ یبفتٗ ٔٛضز زض پػٚٞف .زاض٘س خعئی یفطا٘ؿیُز

 ایٗ اظ یىی. اؾت ثٛزٜ ٔغطح ٕٞٛاضٜ وٕتط ٔحبؾجبت ثب ػسزی

تٛؾظ  ثبضاِٚیٗ ضٚـ ایٗ. اؾت 1ٔكتكؾبظی  ٔطثغ ضٚـ ٞب، ضٚـ

 ػسزی ضٚـ یه ػٙٛاٖثٝ ،1972 ؾبَ ثّٕٗ ٚ ٕٞىبضا٘ف زض

 ایٗ .[19]قس ٌطفتٝ وبضثٝ ،خعئی زیفطا٘ؿیُ ٔؼبزلات حُ ثطای

 زض ثبلاتط ٔطتجٝ ٞبیای چٙسخّٕٝ اظ اؾتفبزٜ زِیُثٝ ،ضٚـ

 یه ٔكتك ٔؿتمیٓ ظزٖتمطیت ٕٞچٙیٗ ٚ ػٕٛٔی ٔرتصبت

 ٔحسٚز تفبضُ ٞبی ضٚـ ثط ،٘ظط ٔٛضز زأٙٝ اظ ٘مغٝ یه زض تبثغ

 ٘تبیح ثبلای زلت زیٍط ؾٛی اظ زاضز. ثطتطی ٔحسٚز إِبٖ ٚ

 ٚ وٕتط ای قجىٝ ٘مبط سازتؼ اظ اؾتفبزٜ ثب ضٚـ ایٗ اظ حبصُ

 ضٚـ  .اؾت قسٜ آٖ ضٚظافعٖٚ ٔحجٛثیت ثبػث آٖ ؾِٟٛت

[ ثب 20]ٚؾیّٝ قٛ ٚ ضیچبضزظیبفتٝ ثٝؾبظی ٔكتك تؼٕیٓٔطثغ

ؾبظی ٔكتك ٚ ثٟجٛز ػّٕیبت تٛؾؼٝ ٚ ثٟؿبظی ضٚـ ٔطثغ

 ٔحبؾجٝ ضطایت ٚظ٘ی ٔؼطفی قس.

       اْ یه تبثغ   rؾبظی ٔكتك  یبفتٝ ٔطثغزض ضٚـ تؼٕیٓ

 قٛز: صٛضت ظیط ٘ٛقتٝ ٔیثٝ

                                                      
1. Differential quadrature 
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(23)  
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اؾت ٚ  ξ( تؼساز ٘مبط قجىٝ زض ضاؾتبی 23زض ٔؼبزِٝ ) Mξوٝ 

cij
(r)

ای  خّٕٝٞؿتٙس وٝ ثب اؾتفبزٜ اظ چٙسٞب ضطایت ٚظ٘ی  

یت ضطایت ٚظ٘ی ٔكتك آیٙس. ثٝ ایٗ تطت زؾت ٔیلاٌطا٘ػ ثٝ

 قٛ٘س: صٛضت ظیط ٘ٛقتٝ ٔیٔطتجٝ اَٚ ثٝ

(24)  
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 قٛز: صٛضت ظیط تؼطیف ٔیثٝزض آٖ  L (1)(ξi)وٝ 

(25)      1

1,

M

i i j

j i j

L


  
 

   

ضطایت ٚظ٘ی ٔطاتت ثبلاتط ثب اؾتفبزٜ اظ ضطایت ٚظ٘ی ٔطاتت 

 آیٙس: زؾت ٔیثٝ صٛضت ظیطتط ثٝ پبییٗ
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(27) 
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ٚؾیّٝ ضٚـ ای لاٌطا٘ػ ثٝ زض ایٙدب ٘مبط قجىٝ چٙسخّٕٝ

. ثٝ ایٗ تطتیت قٛزِٛثبتٛ تؼییٗ ٔی-ٌبؼ-ٌیطی چجیكف ٕ٘ٛ٘ٝ

 ذٛاٞیٓ زاقت:

 

(28) 
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ثب اؾتفبزٜ اظ ٕٞبٖ  1یبفتٝؾبظی ا٘تٍطاَ تؼٕیٓ ضٚـ ٔطثغ

ای تٛؾؼٝ یبفتٝ اؾت. اٌط  خّٕٝؾبظی ٔكتك چٙسٔفْٟٛ ٔطثغ

ت یه صٛضتٛاٖ آٖ ضا ثٝ ٜ پیٛؾتٝ ثبقس، ٔیتبثؼی زض یه ثبظ

ای وٝ تٕبْ ٔمبزیط فب٘ىكٙبَ  ٌٛ٘ٝای ثب زضخٝ ثبلا، ثٝ چٙسخّٕٝ

ٌیطی  تٛاٖ ثب ا٘تٍطاَ زض ثبظٜ اؾتفبزٜ قسٜ ثبقٙس، تمطیت ظز. ٔی

٘تٍطاَ ای ضٚی ٞط لؿٕتی اظ ثبظٜ یب وُ آٖ، ا اظ تبثغ چٙسخّٕٝ

 تبثغ اصّی ضا تمطیت ظز.

صٛضت تطویجی ثٝ  f(ξ,η)قٛز وٝ تبثغ  عٛض وّی فطض ٔیثٝ

فطْ ظیط تمطیت ظزٜ ٞب ضٚی وُ ثبظٜ ثٝ بزیط فب٘ىكٙبَذغی اظ ٔم

 :[21]زقٛ ٔی

                                                      
1. Generalized Integral Quadrature 

(29)    
1

f , f ,

j

i

N
ij

k k

k

d c





    


  

iٞبی لبثُ تغییط٘س ٚ ظٔب٘ی وٝ  ٔرتصٝ ξi  ٚξjوٝ زض آٖ  a  

 ٚj b  ِٝقىُ یه ا٘تٍطاَ ٔتساَٚ زض ثبلا ثٝ ثبقس، ٔؼبز

ckضطیت ٚظ٘ی  آیس. ٔی
ij ( ِٝ29زض ٔؼبز) ٝصٛضت تفبضُ ظیط ث

 قٛز: ثیبٖ ٔی

(30) ij I I

k jk ikc d d   

تٛاٖ ایٗ ضطایت ضا ثٝ تطتیت ظیط  ٔی dI وٝ ثب ثیبٖ ٔبتطیؿی

 تؼییٗ ٕ٘ٛز:

(31)  
-1Id = a    

( ثب اؾتفبزٜ اظ تؼطیف ضٚـ 31ٔؼبزِٝ ) زض [a]یؽ وٝ ٔبتط

 ٔكتك ػٙٛاٖثٝ fثیبٖ تبثغ یبفتٝ ٚ ؾبظی ٔكتك تؼٕیٓٔطثغ

 قٛز: صٛضت ظیط تؼطیف ٔیثٝ  fIتبثغ  ٔطتجٝ اَٚ

(32)     If = a f  

٘مغٝ  x  ٚN٘مغٝ ٕ٘ٛ٘ٝ زض ضاؾتبی  Mثب زض٘ظط ٌطفتٗ 

 M×Nٚخٛز آٔسٖ یه قجىٝ ٚ زض٘تیدٝ ثٝ zٕ٘ٛ٘ٝ زض ضاؾتبی 

صٛضت ظیط ( ث22ٝض ثبلا ٌفتٝ قس، ٔؼبزلات )ٚ اؾتفبزٜ اظ آ٘چٝ ز

 آیٙس: زض ٔی

 اِف(-33)
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 ة(-33)

   

 

1 2

211 220 222

1 1

2 2

230 232

1

i i i

i i

M M

ik k i ik k

k k

M

i ik k T i

k

S c U S V S c V

S W S c W V 

 



 

   

 

  

 

 

 

 ج(-33)
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,1ٖ زض آ وٝ ,i M ٌطفتٝ ٞبی خبی ؾرتیوٙس.  تغییط ٔی

 قٛ٘س: صٛضت ظیط ثیبٖ ٔی( ث33ٝٞبی ٔؼبزلات ) Sijkزض 

(34)  
1 2

    

1

1,2, ,
k

ij
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k

ij nk mk ij

k

ij
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B d d Q N
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 . اؾت z ٔحٛض ضاؾتبی زض تؼساز ٘مبط قجىٝ (34) زض ٔؼبزِٝ Nوٝ 
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ای ضٚی  ؾبظی قطایظ ٔطظی ثطای پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝثب ٌؿؿتٝ

 ٔؼبزلات ظیط زؾت آٔسٜ ؾبظی ٘تبیح ثٝٚ ؾبزٌٜبٜ ؾبزٜ  تىیٝ

 :سٙآی زؾت ٔیثٝ

 (اِف-35)
1 0V   

 (ة-35)
1 0W 

 

 (ج-35) 1

1

1

0
M

k k

k

c U



 

 (ز-35) 2

1

1

0
M

k k

k

c W



 

0x ( زض ٘مغ35ٝٔؼبزلات )   .صبزق ٞؿتٙس 

0MV اِف(-36)   

0MW ة(-36) 
 

 ج(-36) 1

1

0
M

Mk k

k

c U



 

 ز(-36) 2

1

0
M

Mk k

k

c W



 

x٘مغٝ  ایٗ ٔؼبزلات قطایظ ٔطظی زض وٝ L وٙٙس. ضا ثیبٖ ٔی 

زؾت ٔؼبزِٝ ٔطظی ثٝ ٞكت( 36) ( 35ٚٔؼبزلات )

( ج-36( تب )اِف-36( ٚ )ج-35( تب )اِف-35زٞٙس. ٔؼبزلات ) ٔی

ٞؿتٙس ٚ  M ٚ 1زض ٘مبط قجىٝ  U ،V ٚ W ٔؼبزلات حطوت

 2زض ٘مبط قجىٝ  W تطتیت ضفتبض( ثٝز-36( ٚ )ز-35ٔؼبزلات )

 ٚM–1 وٙٙس. ضا تٛصیف ٔی 

ت تمؿیٓ ثطای حُ زؾتٍبٜ ٔؼبزلات، وُ ثبظٜ ثٝ زٚ لؿٕ

قٛز. یه لؿٕت اظ ٘مبط زاذّی تكىیُ قسٜ ٚ ٔؼبزلات  ٔی

قٛز ٚ لؿٕت زْٚ وٝ ٘مبط ٔطظی  حطوت ثط ضٚی آٖ اػٕبَ ٔی

ٞب ضا تٛصیف  آٖ ضا تكىیُ زازٜ ٚ قطایظ ٔطظی ضفتبض آٖ

 وٙٙس. ٔی

ای ٔسضج تبثؼی  ثط ایٗ اؾبؼ، ٔؼبزِٝ حطوت پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ

 :قٛزٔی ثیبٖ ظیطصٛضت زٚثؼسی  ثٝ

(37)         2

db ddS b + S d M d   

 [M]ٞبی ؾرتی،  ٔبتطیؽ [Sdd]ٚ  [Sdb]وٝ زض آٖ 

تطتیت ٔمبزیط فب٘ىكٙبَ زض ثٝ {b}ٚ  {d}ٔبتطیؽ خطْ ٚ 

 وٙٙس. ٘ٛاحی زاذّی ٚ ٔطظی پٛؾتٝ ضا ثیبٖ ٔی

ثٝ ٕٞیٗ تطتیت، ثب ثیبٖ قطایظ ٔطظی ثٝ فطْ ٔبتطیؿی 

 ذٛاٞیٓ زاقت:

(38)      bb bdS b + S d =0  

 ٞبی ؾرتی ٞؿتٙس. ٔبتطیؽ [Sbd]ٚ  [Sbb]وٝ زض آٖ 

صف ح( ٚ 37( زض ٔؼبزِٝ )38ٌصاضی ٔؼبزِٝ )ثب خبی

 آٚضیٓ: زؾت ٔیفب٘ىكٙبَ ٔطظی ثٝ

(39)      2S d M d   

 صٛضت ظیط اؾت:زض آٖ ثٝ [S]وٝ 

(40)         
-1

dd db bb bdS = S - S S S  

ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی پٛؾتٝ  ،(39ثب اؾتفبزٜ اظ ٔؼبزِٝ )

 ثبقس. ای ٔسضج تبثؼی زٚثؼسی لبثُ ٔحبؾجٝ ٔی اؾتٛا٘ٝ

 

 نتایج و بحث -5
اظ زٚ ٘ٛع فّع ٚ یه ؾطأیه اؾتفبزٜ قسٜ اؾت.  ،زض ایٗ ثطضؾی

قسٜ ٚ ثٝ ایٗ تطتیت وٝ ثطای ٔمبیؿٝ ٘تبیح ثب وبضٞبی ا٘دبْ

اظ قسٜ اظ ٔبزٜ ٔسضج تكىیُ ٞب٘تبیح ٘كبٖ زازٜ قسٜ زض خسَٚ

فٛلاز ضسظً٘ ٚ ٘یىُ اؾتفبزٜ قسٜ اؾت ٚ ٔبزٜ ٔسضج تبثؼی 

ظً٘ ٚ زض ٕ٘ٛزاضٞب اظ زٚ ٔبزٜ فٛلاز ضسؾبظ٘سٜ پٛؾتٝ 

ؾیّیؿیْٛ وبضثبیس تكىیُ قسٜ اؾت. ٔكرصٝ ٔٛاز اؾتفبزٜ 

 آٔسٜ اؾت.  1قسٜ زض ایٗ تحمیك زض خسَٚ 

ٞبی  ٘تبیح ایٗ تحمیك، پبؾدٔٙظٛض ثطضؾی صحت ثٝ

زؾت آٔسٜ ثب ای ٔسضج تبثؼی ثٝ تٝ اؾتٛا٘ٝفطوب٘ؽ عجیؼی پٛؾ

[ ٔمبیؿٝ قسٜ اؾت. ایٗ ٘تبیح 6٘تبیح ٔمبِٝ ِٛی ٚ ٕٞىبضا٘ف]

قسٜ زض ایٗ ٔمبیؿٝ ا٘دبْ ا٘س. ٘كبٖ زازٜ قسٜ 2 زض خسَٚ

زؾت آٔسٜ زض ایٗ زٞس وٝ ٘تبیح ثٝ ذٛثی ٘كبٖ ٔیثٝ ٞبخسَٚ

 ذٛا٘ی زاضز. تحمیك ثب ٘تبیح حبصُ اظ وبضٞبی ٌصقتٝ ٞٓ

ؾبظی ٔكتك ٚ ، ثٝ ثطضؾی ٍٕٞطایی ضٚـ ٔطثغ3زض خسَٚ 

عٛض وٝ زض ایٗ یبفتٝ پطزاذتٝ قسٜ اؾت. ٕٞبٖ ا٘تٍطاَ تؼٕیٓ

-زؾت آٔسٜ اظ ایٗ ضٚـ ثٝقٛز، ٘تبیح ثٝ خسَٚ ٔكبٞسٜ ٔی

ؾطػت ٍٕٞطا قسٜ وٝ ایٗ أط زض وبٞف ظٔبٖ ٔحبؾجبت ٚ 

 وٙس. افعایف ؾطػت پطزاظـ اعلاػبت ٘مف ٟٕٔی ایفب ٔی

ٞبی  زؾت آٔسٜ زض ایٗ خسَٚ، زض ثطضؾیطاؾبؼ ٘تبیح ثٝث

ثطای  11×11ثٙسی إِبٖ  قجىٝقسٜ زض ازأٝ ٔمبِٝ اظ یه ا٘دبْ

 زؾت آٚضزٖ ٔمبزیط فطوب٘ؿی اؾتفبزٜ قسٜ اؾت. ثٝ
 

 [6ٚ16زٞٙسٜ ٔبزٜ ٔسضج تبثؼی ]ٔكرصٝ ٔٛاز تكىیُ 1جدول 

 ؾیّیؿیْٛ وبضثبیس ٘یىُ فٛلاز ضسظً٘ 

E(N·m-2) 1011×07788/2  1011×05098/2  1011×10/4  

ν 317756/0  3100/0  170/0  

(kg·m-3)ρ 8166 8900 3100 
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ای ٔسضج تبثؼی  پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ (Hz)عجیؼی  ٞبی فطوب٘ؽ 2جدول 

 ٌبٜ ؾبزٜ ثب اػساز ٔٛج ٔحیغی ٔرتّف اَٚ ثط ضٚی تىیٝ ٘ٛع

             0.002, 20h R L R  
m  nz=0.7 nz=2 nz=15 nz=30 

1 
269/13 [6ِٛی ٚ ٕٞىبضا٘ف]  103/13  933/12  914/12  

2679/13 ثطضؾی حبضط  1034/13  9330/12  9210/12  

2 
4994/4 [6ِٛی ٚ ٕٞىبضا٘ف]  4435/4  3834/4  3765/4  

4988/4 ثطضؾی حبضط  4432/4  3833/4  3790/4  

3 
1749/4 [6ِٛی ٚ ٕٞىبضا٘ف]  1235/4  0653/4  0576/4  

1740/4 ثطضؾی حبضط  1231/4  0652/4  0609/4  

4 
0691/7 [6ِٛی ٚ ٕٞىبضا٘ف]  9820/6  8856/6  8726/6  

0681/7 ثطضؾی حبضط  9818/6  8858/6  8788/6  

5 
290/11 [6ِٛی ٚ ٕٞىبضا٘ف]  151/11  999/11  978/10  

2889/11 ثطضؾی حبضط  1509/11  9991/10  9882/10  

6 
527/16 [6ِٛی ٚ ٕٞىبضا٘ف]  323/16  101/16  071/16  

5254/16 ثطضؾی حبضط  3233/16  1020/16  0860/16  

 

ٍٕٞطایی ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی یه پٛؾتٝ ٔسضج تبثؼی  3جدول 

  ٌبٜ ؾبزٜ زٚثؼسی ثط ضٚی تىیٝ

        0.002, 20, 5, 10x zh R L R m n n     
 (Hz)ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی  تؼساز ٘مبط قجىٝ

5×5  9522/10  

7×7  9559/10  

9×9  9557/10  

11×11  9557/10  

13×13  9557/10  

 

از پٛؾتٝ ٔسضج تغییطات ٔمبزیط فطوب٘ؽ اضتؼبـ آظ 2قىُ 

ظً٘ ٚ ؾیّیؿیْٛ یبفتٝ اظ زٚ ٔبزٜ فٛلاز ضستبثؼی تكىیُ

ضا  05/0ٚ ضربٔت ثٝ قؼبع  20وبضثبیس ثب ٘ؿجت عَٛ ثٝ قؼبع 

زض ؾٝ حبِت  10زٞٙس. ٕ٘بی لبٖ٘ٛ تٛا٘ی ثطاثط ثب  ٘كبٖ ٔی

  تبثؼی ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت. ٔتفبٚت ثطای پٛؾتٝ ٔسضج

٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت، ٔمبزیط  2صٛضتی وٝ زض قىُ ثٝ

صٛضت ٕ٘بیی جیؼی ثب افعایف ػسز ٔٛج ٔحیغی ثٝفطوب٘ؽ ع

قٛز وٝ پٛؾتٝ ٔسضج  یبثس. ٕٞچٙیٗ ٔكبٞسٜ ٔی افعایف ٔی

تطی ٘ؿجت ثٝ  تبثؼی زٚثؼسی ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی ثعضي

 ،قٛز عٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔیبٖٕٞ حبلات زیٍط اذتیبض وطزٜ اؾت.

اذتلاف ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی زض اػساز ٔٛج ٔحیغی وٛچه 

( ؾٝ ٘ٛع پٛؾتٝ ثؿیبض وٛچه اؾت. ثب افعایف ػسز 3)وٕتط اظ 

ٔٛج ٔحیغی، اذتلاف ثیٗ ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی ا٘ٛاع 

ٔكبٞسٜ  ،ٕٞچٙیٗیبثس.  ٞبی ٔسضج تبثؼی افعایف ٔی پٛؾتٝ

ی ثب ٕ٘بٞبی لبٖ٘ٛ تٛا٘ی ٔربِف قٛز وٝ پٛؾتٝ ٔسضج تبثؼ ٔی

زاضای  صفط ثیكتطیٗ ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی ٚ ؾپؽ ٘ٛع

0xn   0ٚ پؽ اظ آٖ پٛؾتٝ ٔسضج تبثؼی زاضای ٕ٘بیzn  

قٛز،  ٔكبٞسٜ ٔی 2وٝ زض قىُ  عٛضٌیط٘س. ٕٞبٖ لطاض ٔی

,10اذتلاف ٔیبٖ حبلات  0x zn n   ٚ0, 10x zn n  

 وٕتط اظ اذتلاف ایٗ زٚ ثب ٘ٛع زیٍط اؾت.

زض ایٗ لؿٕت ثٝ ثطضؾی اثط ثؿتط الاؾتیه ثط ضٚی اضتؼبـ 

ای پطزاذتٝ قسٜ اؾت ٚ تغییطات فطوب٘ؽ  آظاز پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ

 ٜ اؾت.قسعجیؼی ثب افعایف ػسز ٔٛج ٔحیغی ثطضؾی 

٘ظط ثبثت زضتی ثؿتط ٚیٙىّط ٔمساض ؾر 4ٚ  3ٞبی  زض قىُ

ٌطفتٝ قسٜ اؾت ٚ ٕ٘ٛزاضٞب ثطای ؾرتی ثؿتط پبؾتط٘بن زض ؾٝ 

ایٗ ٕ٘ٛزاضٞب  زض ا٘س. قسٜ ضؾٓ 5/3×107 ٚ 5/2×107 ،1×107 حبِت

ٞبی ٔسضج تبثؼی  اذتلاف ٔمبزیط فطوب٘ؿی اضتؼبـ آظاز پٛؾتٝ

تفصیُ اضظیبثی ثٝ 5ثؼسی ٚ زٚثؼسی ثب ٕ٘بی لبٖ٘ٛ تٛا٘ی یه

زٞس وٝ ؾرتی ثؿتط  حبِتی ضا ٘كبٖ ٔی 3قىُ  ؾت.قسٜ ا

عٛض وٝ ٚیٙىّط زض آٖ ثطاثط ثب صفط زض٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت. ٕٞبٖ

ثب افعایف ػسز ٔٛج ٔحیغی  ،قٛز زض ایٗ قىُ ٔكبٞسٜ ٔی

ای ٔسضج تبثؼی  ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی اضتؼبـ پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ

صٛضت جبً ثٝیبثس. ایٗ افعایف تمطی ٔی ثؼسی افعایفثؼسی ٚ زٚیه

 افتس. ذغی اتفبق ٔی
 

 
تغییطات فطوب٘ؽ عجیؼی ثب ػسز ٔٛج ٔحیغی زض پٛؾتٝ  2شکل 

ٞبی ٔرتّفی اظ  ای ٔسضج تبثؼی زٚثؼسی ثب آضایف اؾتٛا٘ٝ

 10ٕ٘بٞبی لبٖ٘ٛ تٛا٘ی  20, 0.05L R h R  
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تغییطات فطوب٘ؽ عجیؼی ثب ػسز ٔٛج ٔحیغی زض پٛؾتٝ  3 شکل

 ضج تبثؼی ضٚی ثؿتط الاؾتیهای ٔس اؾتٛا٘ٝ

 20, 0.002, 0wL R h R k N m   
 

 
ییطات فطوب٘ؽ عجیؼی ثب ػسز ٔٛج ٔحیغی زض پٛؾتٝ تغ 4شکل 

 ای ٔسضج تبثؼی ضٚی ثؿتط الاؾتیه اؾتٛا٘ٝ

    720, 0.002, 1 10wL R h R k N m    
 

قٛز، ثب افعایف ٔمبزیط ؾرتی ثؿتط  عٛض وٝ زیسٜ ٔیٕٞبٖ

یبثس. ٕٞچٙیٗ،  جیؼی افعایف ٔیپبؾتط٘بن، ٔمبزیط فطوب٘ؽ ع

 تط،  ٞبی ثب ؾرتی وٓ ٘ؿجت ثٝ حبِت ،قیت ایٗ ٕ٘ٛزاضٞب

 قٛز.  تط ٔی ثیف

 ثطای حبِتی ضؾٓ قسٜ اؾت وٝ ؾرتی ثؿتط  4قىُ 

عٛض وٝ زض ایٗ ثبقس. ٕٞبٖ ٘یٛتٗ ثط ٔتط 1×107ٚیٙىّط ثطاثط ثب 

قٛز، ثب افعایف ػسز ٔٛج ٔحیغی، ٔمبزیط  قىُ ٔكبٞسٜ ٔی

ای ٔسضج تبثؼی  عجیؼی اضتؼبـ آظاز پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ فطوب٘ؽ

ذلاف حبِت یبثس. ایٗ افعایف ثط ی افعایف ٔیثؼسثؼسی ٚ زٚیه

افتس، ثّىٝ زض اثتسا قیت افعایف  صٛضت ذغی اتفبق ٕ٘یلجُ ثٝ

تط ثٛزٜ ٚ ؾپؽ )ثؼس اظ ٔٛج ٔحیغی زْٚ(  فطوب٘ؽ عجیؼی ثیف

 یبثس. ایٗ قیت وبٞف ٔی

، 4ٚ  3ٞبی  قسٜ زض قىُثطضؾی زض ٕٞٝ ٔٛاضز ،ٕٞچٙیٗ

ای ٔسضج تبثؼی زٚثؼسی ثب  ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ

تط اظ پٛؾتٝ ٔسضج تبثؼی  ؾرتی ثؿتط پبؾتط٘بن ٔكبثٝ، ثیف

 ثبقس. ثؼسی ٔییه

ثبثت فطض  پبؾتط٘بن ؾرتی ثؿتط ،6ٚ  5ٞبی  زض قىُ

قسٜ اؾت ٚ ٕ٘ٛزاضٞبی تغییطات فطوب٘ؽ عجیؼی زض چٟبض 

، 5/1×107ثب ٔمبزیط صفط،  ٚیٙىّطاظ ٔمساض ؾرتی  حبِت

اذتلاف  ،ا٘س. زض ایٗ ٕ٘ٛزاضٞب ضؾٓ قسٜ 5/3×107ٚ  5/2×107

ثؼسی ٞبی ٔسضج تبثؼی یه ٔمبزیط فطوب٘ؿی اضتؼبـ آظاز پٛؾتٝ

 تفصیُ اضظیبثی قسٜ اؾت.ثٝ 5ی لبٖ٘ٛ تٛا٘ی ثؼسی ثب ٕ٘بٚ زٚ

ثؿتط  ثطای حبِتی ضؾٓ قسٜ اؾت وٝ زض آٖ ؾرتی 5قىُ 

عٛض وٝ زض ثطاثط ثب صفط زض٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت. ٕٞبٖپبؾتط٘بن 

قٛز، ثب افعایف ػسز ٔٛج ٔحیغی، ٔمبزیط  ایٗ قىُ ٔكبٞسٜ ٔی

ای ٔسضج تبثؼی  فطوب٘ؽ عجیؼی اضتؼبـ آظاز پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ

زض حبِتی وٝ  ،یبثس. ایٗ افعایف ثؼسی افعایف ٔیثؼسی ٚ زٚیه

 ،ثب صفط زض ٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت٘یع ثطاثط  ٚیٙىّط ؾرتی ثؿتط

عٛضی وٝ زض ایٗ حبِت، اثتسا ؾت؛ ثٝٞبٔتفبٚت ثب زیٍط حبِت

یبثس.  ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی وبٞف یبفتٝ ٚ ؾپؽ افعایف ٔی

ٚیٙىّط ایٗ زض حبِی اؾت وٝ زض حبلاتی وٝ ٔمساض ؾرتی ثؿتط 

وٙس، ثب افعایف ػسز ٔٛج  ٔمساضی ٘بٔؿبٚی ثب صفط اذتیبض ٔی

ثب افعایف ػسز ٔٛج  یبثس ٚ ٟ٘بیتبً ٔیطتجبً افعایف ٔ ،ٔحیغی

 ،ٕٞچٙیٗ یبثس. ٘طخ افعایف ٔمبزیط فطوب٘ؿی وبٞف ٔی ،ٔحیغی

قسٜ، ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی پٛؾتٝ زض ٕٞٝ ٔٛاضز ثطضؾی

، ٔكبثٝٚیٙىّط ای ٔسضج تبثؼی زٚثؼسی ثب ؾرتی ثؿتط  اؾتٛا٘ٝ

 ثبقس. ثؼسی ٔیتط اظ پٛؾتٝ ٔسضج تبثؼی یه ثیف

 ثطای حبِتی ضؾٓ قسٜ اؾت وٝ ؾرتی ثؿتط 6ُ قى

 ٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت. زض 1×107زض آٖ ثطاثط ثب  پبؾتط٘بن

قٛز، ثب افعایف ػسز ٔٛج  عٛض وٝ زض ایٗ قىُ ٔكبٞسٜ ٔیٕٞبٖ

ای  پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ ٔحیغی، ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی اضتؼبـ آظاز

بِت یبثس. زض ایٗ ح ثؼسی ٚ زٚثؼسی افعایف ٔیٔسضج تبثؼی یه
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 زض حبِتی وٝ ؾرتی ثؿتط ،٘یع، افعایف ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی

عٛض ٕٞبٖثطاثط ثب صفط ثبقس، ثب زیٍط ٔٛاضز ٔتفبٚت اؾت.  ٚیٙىّط

زض ایٗ حبِت، افعایف ٔمبزیط فطوب٘ؽ  ،قٛز وٝ ٔكبٞسٜ ٔی

صٛضت ذغی عجیؼی ثب افعایف ػسز ٔٛج ٔحیغی تمطیجبً ثٝ

ضزی وٝ ؾرتی ثؿتط ٚیٙىّط ثطای ٔٛا ،یبثس. ایٗ ضٚ٘س افعایف ٔی

 ٔتفبٚت اؾت. ،ٔربِف صفط ثبقس
 

 
فطوب٘ؽ عجیؼی ثب ػسز ٔٛج ٔحیغی زض پٛؾتٝ  تغییطات 5 شکل

 ای ٔسضج تبثؼی ضٚی ثؿتط الاؾتیه اؾتٛا٘ٝ

           20, 0.002, 0gL R h R k N m   
 

 
فطوب٘ؽ عجیؼی ثب ػسز ٔٛج ٔحیغی زض پٛؾتٝ  تغییطات 6شکل 

 تبثؼی ضٚی ثؿتط الاؾتیهای ٔسضج  اؾتٛا٘ٝ

    720, 0.002, 1 10gL R h R k N m    

قٛز، تب ػسز ٔٛج  عٛض وٝ زض ایٗ ٕ٘ٛزاض ٔكبٞسٜ ٔیٕٞبٖ

تط اظ حبِتی ْٚ، قیت افعایف فطوب٘ؽ عجیؼی ثیكٔحیغی ز

، 6ذلاف قىُ لجُ، زض قىُ ثطتط٘س.  اؾت وٝ اػساز ٔٛج ثعضي

ب٘ؽ عجیؼی ٘یع افعایف ٔمبزیط فطو 2ثطای اػساز ٔٛج ثیكتط اظ 

ثبقس وٝ اِجتٝ ایٗ افعایف ٔتفبٚت ثب ٔمبزیط  لبثُ ضؤیت ٔی

قسٜ، زض ٕٞٝ ٔٛاضز ثطضؾی ،ثبقس. ٕٞچٙیٗ پبییٗ ػسز ٔٛج ٔی

 ای ٔسضج تبثؼی زٚثؼسی  ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ

        تط اظ پٛؾتٝ ٔسضج تبثؼی ٔكبثٝ ثیكٚیٙىّط ثب ؾرتی ثؿتط 

 ثبقس. ثؼسی ٔییه

تٛاٖ ثٝ ایٗ  ٔی ،6تب  3ٞبی  قسٜ زض قىُٕ٘ٛزاضٞبی ضؾٓاظ 

ثط ضٚی ٔمبزیط فطوب٘ؽ  پبؾتط٘بن ٘تیدٝ ضؾیس وٝ اثط ثؿتط

تط اظ ثؿتط  تط، ثیف ای زض اػساز ٔٛج پبییٗ عجیؼی پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ

ثبقس. ایٗ زض حبِی اؾت وٝ ثؿتط ٚیٙىّط ثبػث  ٚیٙىّط ٔی

قٛز.  تط ٔی ج ثعضيافعایف ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی زض اػساز ٔٛ

ػلاٜٚ ثط ایٗ، ٚخٛز ثؿتط پبؾتط٘بن، یه افعایف ذغی زض ضٚ٘س 

ای زاضز؛ زض حبِی وٝ  ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ

قىُ زض ضٚ٘س فطوب٘ؽ ٚخٛز ثؿتط ٚیٙىّط، یه افعایف ٔٙحٙی

 ز٘جبَ زاضز.ای ثب افعایف ػسز ٔٛج ضا ثٝ عجیؼی پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ

 اٖ ٌفت وٝ ٚخٛز ثؿتط الاؾتیه ثبػث تٛ عٛض وّی ٔیثٝ

تأذیط افتبزٖ فطوب٘ؽ عجیؼی زض اضتؼبـ آظاز پٛؾتٝ ثٝ

 قٛز. ای ٔی اؾتٛا٘ٝ

 

 گیری نتیجه -6
ای ٔسضج تبثؼی زٚثؼسی  ضفتبض پٛؾتٝ اؾتٛا٘ٝ ،زض ایٗ تحمیك

ٞب ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٌطفتٝ  ثطاؾبؼ تئٛضی ولاؾیه پٛؾتٝ

اظ ٔسَ ٔیىطٚٔىب٘یىی تبثؼی  ؾبظی ٔبزٜ ٔسضجاؾت. ثطای ٔسَ

وٕه فطا٘ؿیُ ثٝتب٘بوب اؾتفبزٜ قسٜ اؾت ٚ ٔؼبزلات زی-ٔٛضی

 ا٘س. ؾبظی ٔكتك ٚ ا٘تٍطاَ حُ قسٜ یبفتٝ ٔطثغضٚـ تؼٕیٓ

وٙٙسٜ ایٗ أط  زؾت آٔسٜ زض ایٗ تحمیك تجییٗ٘تبیح ثٝ

ٞؿتٙس وٝ ثب اؾتفبزٜ اظ تطویجبت ٔرتّف زض ؾبذتبض ٔبزٜ ٔسضج 

صٛضت زِرٛاٜ تغییط ط فطوب٘ؽ عجیؼی ضا ثٝتٛاٖ ٔمبزی تبثؼی، ٔی

زاز؛ ثٝ ایٗ صٛضت وٝ ثب افعایف ؾٟٓ ٔبزٜ ثب ٔسَٚ الاؾتیه 

تبثؼی ضا  تٛاٖ ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی پٛؾتٝ ٔسضج ثبلاتط ٔی

ػىؽ، ثب افعایف ؾٟٓ ٔبزٜ ثب ٔسَٚ افعایف زاز ٚ ٕٞچٙیٗ ثٝ

ؾتٝ ضا تط، ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی اضتؼبـ آظاز پٛ الاؾتیه پبییٗ

 ز یه ثؿتط الاؾتیه ٔحبط ثط پٛؾتٝٚخٛ ،وبٞف زاز. ٕٞچٙیٗ

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
92

.1
3.

5.
10

.0
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
9-

23
 ]

 

                            10 / 12

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1392.13.5.10.0
https://mme.modares.ac.ir/article-15-7279-fa.html


 و همکار محمدجواد ابراهیمی ... مدرج تابعی دوبعدی ای تحلیل ارتعاش آزاد پوسته استوانه

 

 37                                                                                                5شمارۀ  93ورۀ د، 9312 مرداد مهندسي مکانیک مدرس

قٛز؛ ثٝ  ثبػث افعایف ٔمبزیط فطوب٘ؽ عجیؼی اضتؼبـ پٛؾتٝ ٔی

تطی ثط ٔمبزیط فطوب٘ؿی  ایٗ تطتیت وٝ ثؿتط پبؾتط٘بن اثط ثیف

تط ٌصاقتٝ ٚ ثؿتط ٚیٙىّط زض اػساز  زض اػساز ٔٛج ٔحیغی پبییٗ

 قٛز. الغ ٔیٔٛج ٔحیغی ثبلاتط ٔإثطتط ٚ
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