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زمان تحت نیرویی هارمونیک عرضی و استاتیکی در این مقاله ارتعاشات غیرخطی صفحات ساندویچی تابعی با بستر پاسترناك غیرخطی که هم
کارگیري تئوري هاي برشی مرتبه اول صفحات و با بهاي قرار دارد، مطالعه شده است. براساس تئوري اصلاح شده تغییر شکلصفحه- درون
کارمن و اصل همیلتون، معادلات جزئی و غیرخطی حاکم بر حرکت صفحه استخراج شد. با اعمال روش گالرکین، معادلات -ي بزرگ ونهاتغییر

هاي برشی با مقایسه حاکم به معادلات دیفرانسیل معمولی غیرخطی تبدیل و در غیاب بستر، صحت نتایج براي ضرایب تصحیح اصلاح شده تنش
هاي چندگانه و ارائه حل غیرخطی مرتبه دوم، آنالیز تشدید نخسین تحت تحریکات عرضی کارگیري روش مقیاس. سپس با بهبا مراجع، ارائه شد

هاي چندگانه صورت گرفت و معادلات پاسخ فرکانسی، نیرویی و میرایی در حالت ماندگار استخراج شد و شرایط وجود و عدم وجود جواب
هاي مشخصه دامنه پاسخ استخراج و نشان داده شد که با تغییر ها بررسی و نقاط دوشاخگی منحنیاري آنغیربدیهی براي دامنه پاسخ و پاید

با ارائه نتایج عددي تأثیر پارامترهاي مسئله، شامل: فرکانس افتد. سپسپارامترهاي مسئله در محدوده تشدید، پدیده جهش دامنه اتفاق می
اي، ضرایب سفتی بستر و پارامتر میرایی بر دامنه پاسخ مطالعه و نشان داده شد که صفحه-درونتحریک، دامنه نیروي تحریک، دامنه نیروي

گذارد.هاي مشخصه پاسخ میاي بر منحنیغیرخطینگی بستر تأثیر عمده
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	 In	 this	 study,	 the	nonlinear	vibration	of	 a	 sandwich	FG	plate	 resting	 on	 a	nonlinear	Pasternak	
foundation	which	 is	simultaneously	subjected	 to	 transverse	harmonic	 forcing	excitation	and	 in-
plane	 static	 force	 is	 investigated.	Based	on	 the	Modified	First-Order	Shear	Deformation	Theory	
(FSDT),	 applying	 the	 von-Karman	 nonlinear	 strain–displacement	 relation	 and	 the	 Hamilton’s	
principle,	 the	governing	 nonlinear	 coupled	 partial	differential	equations	 are	 derived.	Then,	 the	
Galerkin’s	procedure	is	used	to	reduce	the	equations	of	motion	to	nonlinear	ordinary	differential	
equations.	In	the	absence	of	foundation,	the	validity	of	the	formulation	for	analyzing	the	modified	
shear	correction	 factors	 for	shear	stresses	 is	accomplished	by	comparing	 the	results	with	 those	
reported	 in	 the	 literature.	By	applying	 the	multiple	 scales	method	and	 considering	 the	 second	
order	 nonlinear	 approximation	 of	 solution,	 the	 primary	 resonance	 of	 the	 system	 under	 the	
transverse	 forcing	 excitation	 is	 analyzed.	 Under	 the	 steady-state	 condition,	 the	 frequency-
response,	 the	 force-response	 and	 the	 damping-response	 equations	 are	 derived.	 Then	 the	
conditions	of	existence	and	stability	of	multiple	coexisting	non-trivial	solutions	for	amplitude	of	
the	responses	are	discussed	and	 the	saddle	node	bifurcation	points	of	 the	characteristic	curves	
are	derived.	It	is	shown	that,	the	variation	of	the	system	parameters	in	the	resonance	boundary	
may	 cause	 the	 jump	 phenomenon.	 Moreover,	 the	 effects	 of	 the	 system	 parameters	 including,	
excitation	 frequency,	 foundation	 parameters,	 damping,	 and	 amplitude	 of	 the	 harmonic	 and	 in-
plane	forces	on	the	system	nonlinear	dynamics	are	investigated.	Also	it	is	shown	that	the	presence	
of	the	foundation	has	a	considerable	influence	on	the	resonance	characteristic	curves.	
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مقدمه- 1
هاي روئین اي که توسط لایههاي ساندویچی از هستهدر حالت کلی سازه

اند و به دلیل خواص مطلوبی مانند صلبیت اند، تشکیل شدهپوشش داده شده
خمشی بالا، وزن مخصوص پایین، مشخصات ارتعاشی مطلوب و مقاومت در 
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ها، گیرند. در این سازهصورت متداول مورد استفاده قرار میبرابر خستگی به
تمرکز، منجر به ناگهانی خواص مواد از یک لایه به لایه دیگروجود تغییرات 

ي مواد تابعی ریکارگبهشود، ولی اي میتنش موضعی و تورق بین لایهشدید
خواص از یک ماده به و پیوستهانتقال تدریجی ها، سبب در ساختار این سازه

تحت اثر قابل توجه تمرکز تنش 	کاهشآن نیز،آمدیپشده که ماده دیگر
موجب شده که هاي مذکورقابلیترونیازایی و حرارتی است. روینبارهاي 

جایگزین رفتهرفتههاي ساندویچی تابعی گسترش یافته و استفاده از سازه
هاي ساندویچی متداول پیشین گردند. وقتی صفحات ساندویچی تحت سازه

گیرند، اي قرار میصفحه- تأثیر بارهاي مکانیکی هارمونیک عرضی/ درون
ت شرایط خاصی هاي اعمالی و تحممکن است در پهناي وسیعی از فرکانس

یک اغتشاش کهيطورپدیده تشدید اولیه/ پارامتریک در سازه اتفاق افتد. 
تواند سبب رشد ناخواسته اي با دامنه کوچک میصفحه- نیرویی عرضی/ درون

و نامحدود دامنه ارتعاشی شده و منجر به بروز سیکل حدي ارتعاشی و 
رو مطالعه رفتار دد. ازاینگرناپذیر به سازه وارد شدن خسارت جبرانجهیدرنت

ویژه صفحات ساندویچی تابعی، تحت تحریکات غیرخطی صفحات به
خوردار است.هارمونیک از اهمیت خاصی بر
] ] رفتار غیرخطی یک صفحه نازك مستطیلی 1در این راستا، هگازي 

اي با کوپلینگ دو مود اول را مطالعه صفحه-تحت بارگذاري عرضی و درون
اد که ماهیت حرکات آشوبناك صفحه در مود اول کاملاً با رفتار کرد و نشان د

[آن در مود دوم متفاوت است. زنگ ارتعاشات غیرخطی و ، ]2و همکارانش 
عرضی ، تحت تحریکمستطیلییارتوتروپیکتابعیدینامیک آشوبناك صفحه 

، تقریب گالرکینکرده و با استفاده ازمطالعه هارمونیک را ايصفحه-رونو د
الگوریتم کارگیري معادلات حاکم بر سیستم را کاهش مرتبه داده و با به

گی مسئله را هاي آشوبناك و دوشاخپاسخکوتا و تحت شرایط تشدید،-رانگ
ممکن صفحهبررسی کردند و نشان دادند که تحت تحریک اجباري عرضی،

.دهدرفتار آشوبناك از خود نشان است
تحت اعمال بارهاي هارمونیک عرضی و ] نوسانات صفحات 3ریبرو [

هاي عددي، فرکانس تحریک بارهاي سازيحرارتی را بررسی کرد. او در شبیه
عرضی را در نزدیکی اولین فرکانس طبیعی سازه در نظر گرفت و نشان داد که 

زمان با افزایش دما هاي مختلف همها و میراییتحریک سازه تحت دامنه
یت نوسانات از هارمونیک به غیر هارمونیک و حتی تواند سبب تغییر ماهمی
نوسانات ماهیت چند پریودیک شود. ایشان نشان دادند که وقتیغیر

هارمونیکی یا غیرپریودیک داشته باشند، اثرات مودهاي بالاتر بر رفتار سازه 
شود و افزایش ضخامت صفحه سبب کوچک شدن بسیار چشمگیر می

شود. در تحقیق دیگري و براي اولین بار، زنگ محدوده رفتار غیرپریودیک می
] دینامیک دوشاخگی و آشوبناك صفحات کامپوزیتی ضخیم 4و همکارانش [

اي و صفحه-زمان بارهاي عرضی، درونالکتریکی را تحت تأثیر همپیزو
تحریکات پیزوالکتریکی مطالعه کردند و حالات وجود تشدید و آشوب را 

	ند.صورت عددي بررسی کردبه
] ] با استفاده از تئوري تغییر 5در تحقیق دیگري زنگ و همکارانش 

کارمن، - ي ونهايگریرخطیغهاي برشی مرتبه بالاي صفحات ردي و شکل
کارگیري اصل همیلتون و تقریب گالرکین معادلات دیفرانسیل حاکم بر و با به

طیلی ارتعاشات غیرخطی با دو درجه آزادي صفحات کامپوزیتی گیردار مست
شکل را در حضور تحریکات پارامتریک نیرویی و گشتاوري استخراج کرده و 

ها و حرکات آشوبناك در رفتار غیرخطی صفحه را شرایط وجود دوشاخگی
	استخراج کردند.

] ] ارتعاشات غیرخطی اجباري صفحات ویسکو 6تانگ و همکارش 

و اثرات الاستیک در حال حرکت را تحت تشدیدهاي خارجی و داخلی مطالعه
هاي ماندگار سرعت انتقال صفحه، ثابت ویسکوزیته و دامنه تحریک را بر پاسخ

] کارگیري ] با به7سیستم بررسی کردند. از سوي دیگر، کیو و همکارانش 
هاي چندگانه، تشدید اصلی یک صفحه ارتوتروپیک با خطی مقیاسروش غیر

اثر میدان زمان در معرض صورت هممغناطیس که به-خواص الاستو
مغناطیسی عرضی و بارگذاري مکانیکی عرضی هارمونیک قرار دارد را مطالعه 
کردند و اثرات میدان مغناطیس، خواص ارتوتروپیکی، ضخامت صفحه و 
بارهاي عرضی را روي دامنه تشدید بررسی کردند و نشان دادند که دامنه 

ه میدان واسطتشدید، شدیداً تحت تأثیر نیروي میرایی ایجاد شده به
کارگیري تقریب گالرکین ] با به8گیرد. زنگ و همکارانش [مغناطیسی قرار می

در استخراج معادله غیرخطی دافینگ حاکم بر ارتعاشات غیرخطی صفحه 
تابعی مستطیلی، تشدید اصلی صفحه تحت تحریکات عرضی هارمونیک را 

هاي حاصل هاي فرکانسی، پایداري پاسخبررسی کرده و پس از استخراج پاسخ
] دینامیک غیرخطی صفحات 9را تحلیل کردند. به تازگی زنگ و همکارانش [

-هاي عرضی و درونساندویچی با هسته خرپائی را تحت اثر بارگذاري
اي بررسی کردند و نشان دادند که تحت حالات خاصی از تشدید صفحه

یده شونده در صفحه با هسته خرپائی دشونده و نرمهاي سفتغیرخطینگی
] با ارائه حل غیرخطی مرتبه دوم، ارتعاشات 10شود. سعید و همکارش [می

غیرخطی صفحات کامپوزیتی نازك تحت تحریکات ترکیبی پارامتریک و 
خارجی را بررسی کردند و تمامی تشدیدهاي ممکن را استخراج کرده و 

ها را تحلیل کردند.پایداري پاسخ
در استفاده از صفحات تابعیگیطور که پیشتر اشاره شد، به تازهمان

هاي ساندویچی ویژه پوشش روئین یا هسته سازهکاربردهاي صنعتی و به
توان صورت چشمگیري گسترش یافته است. در برخی از این کاربردها میبه

-11سازي کرد [صورت صفحه تابعی با بستر الاستیک مدلپوشش رویه را به
ها نیز ناپایداري و ارتعاشات غیرخطی این سازهرو بررسی و مطالعه ]. ازاین14

] ] پاسخ 15مورد توجه قرار گرفته است. در این زمینه ونگ و همکارش 
دینامیکی غیرخطی صفحات ساندویچی با بستر الاستیک و پوشش روئین 

هاي حرارتی را بررسی کردند و نشان دادند که سفتی تابعی در حضور محیط
یر به سزایی بر رفتار دینامیکی صفحات تابعی تک هاي اولیه تأثبستر و تنش

] نیز با استفاده از تئوري 16گذارد. تینح و همکارانش [لایه و ساندویچی می
هاي برشی مرتبه اول، ارتعاشات صفحات کامپوزیتی ضخیم با بستر تغییر

هاي ] اثر بارگذاري17الاستیک ناهمگن را مطالعه کردند. بافرانی و همکارش [
اي بر ارتعاشات غیرخطی صفحات با بستر الاستیک را مطالعه صفحه-درون

کرده و نشان دادند که با افزایش ثابت سفتی بستر وینکلر، نیروي متناظر با 
یابد و تأثیر پارامترهاي بستر پاسترناك بر فرکانس حالت کمانش افزایش می

] 18صبحی [مراتب بیشتر از تأثیر ثابت سفتی بستر وینکلر است.طبیعی، به
کمانش و ارتعاشات آزاد صفحات ساندویچی تابعی نمائی روي بستر الاستیک 

ها را بر گاهی و ضخامت لایهرا مطالعه کرده و تأثیر شرایط مرزي تکیه
] ] نیز خمش 19فرکانس طبیعی بررسی کرده است. سینگ و همکارانش 

هاي نگیغیرخطی صفحات کامپوزیتی بر بستر الاستیک غیرخطی با غیرخطی
مرتبه سوم وینکلر را تحت بارهاي عرضی استاتیکی و در حضور عدم 

ها را نسبت اي را مطالعه و بررسی و حساسیت پاسخهاي خواص لایهقطعیت
گاهی، پارامترهاي خطی و غیرخطی بستر مطالعه کردند. به شرایط مرزي تکیه

، رفتار هاي دوگانه چبشف] نیز با استفاده از سري20نس و همکارانش[
غیرخطی استاتیکی و دینامیکی صفحات کامپوزیتی مربعی شکل واقع بر بستر 

هاي عرضی هاي مرتبه سوم تحت بارگذاريغیرخطی برشی با غیرخطینگی
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اي را مطالعه کردند و نشان دادند که شرایط مرزي و پارامترهاي بستر پله
تحقیق دیگري گذارند. در یی بر پاسخ زمانی مرکز صفحه میبسزاتأثیرات 

] تشدید اولیه صفحه نازك مستطیلی شکل همگن با 21یانگ و همکارش [
هاي حرارتی را مطالعه کردند و نشان بستر غیرخطی وینکلر در حضور میدان

دادند که با افزایش میرایی، ضخامت و پارامترهاي بستر، دامنه تشدید کاهش 
یابد.یش میو با افزایش دما و دامنه تحریک، دامنه تشدید افزا

هاي پیشین تاکنون رفتار دهد که در پژوهشها نشان میبررسی
ویژه صفحات ساندویچی تابعی) نسبتاً ضخیم غیرخطی صفحات ساندویچی (به

صورت هاي عرضی اولیه بهبا بستر الاستیک غیرخطی پاسترناك، تحت تشدید
برخی از کاربردها، که در جامع مورد مطالعه قرار نگرفته است. با توجه به این

زمان لایه برشی بستر و بستر غیرخطی وینکلر تأثیر عمده بر رفتار حضور هم
بررسی رفتار غیرخطی صفحات ساندویچی رونیازادینامیکی صفحات دارند 

تابعی، با بستر پاسترناك غیرخطی نیز حائز اهمیت است.
ساس تئوري از سوي دیگر، تا به حال در بیشتر تحقیقات صورت گرفته برا

[هاشکلتغییر  ي برشی، از هاتنش]، براي تصحیح 25-22ي برشی مرتبه اول 
هاي برشی استفاده شده است. روابط تقریبی براي محاسبه ضریب تصحیح تنش

ي ارائه شده، از روش مطرح شده در هاينوآورعنوان یکی از در تحقیق حاضر به
ي برشی هاتنششده ] براي محاسبه ضریب تصحیح اصلاح 27- 26مراجع [

استفاده شده است. در ادامه، ارتعاشات غیرخطی صفحه ساندویچی تابعی نسبتاً 
ضخیم مستطیلی با بستر غیرخطی پاسترناك، تحت تحریکات هارمونیک نیرویی 

اي مطالعه شده و صفحه- عرضی در حضور/ عدم حضور نیروي استاتیکی درون
ساده متحرك بررسی شده است. گاهی رفتار غیرخطی صفحه تحت شرایط تکیه

اي و صفحه- هاي درونکردن از اثرات اینرسینظرصرفبراي این منظور با 
کارمن و تئوري تغییر - ي بزرگ ونهاشکلدورانی و با استفاده از تئوري تغییر 

هاي برشی مرتبه اول اصلاح شده، معادلات دیفرانسیل جزئی و غیرخطی شکل
حه با وجود بستر استخراج و با اعمال روش حاکم بر ارتعاشات عرضی صف

گالرکین، معادلات حاکم به معادلات غیرخطی معمولی تبدیل شده است. سپس 
با اعمال روش اغتشاشات و با در نظر گرفتن حل تقریبی مرتبه دوم، معادله 

پاسخ تحت شرایط تشدید غیرخطی حاکم حل شده است. معادلات دامنه 
-هاي مشخصه پاسخآمده و منحنیدستاندگار بهنخستین سیستم در شرایط م

هاي مسئله ترسیم و میرایی برحسب پارامتر- نیرویی و پاسخ- فرکانسی، پاسخ
هاي غیربدیهی تحلیل شده است. سپس روي پدیده جهش دامنه پایداري جواب

هاي پاسخ و دوشاخگی بحث شده است. در ادامه تحت و هیسترزیس در منحنی
پارامتر لایه برشی بستر، ژهیوبهشرایط تشدید اولیه، تأثیر هر یک از پارامترها، 

پارامترهاي غیرخطی بستر، دامنه تحریک هارمونیک عرضی، دامنه نیروي 
اي استاتیکی، میرایی و پارامتر تنظیم بر پاسخ غیرخطی مورد صفحه- درون
ی شده است. همچنین، با ترسیم مسیرهاي پاسخ سیستم در صفحه حالت بررس

هاي مسیرهاي پاسخ براي مقادیر خاصی از مشخصات فیزیکی مسئله، جداکننده
نیز مشخص شد.

مسئله	بنديفرمول- 2
hو ضخامت کلیb، عرض aصفحه ساندویچی مستطیلی با طول 1در شکل 

هاي همگن ی و فوقانی آن، لایهنشان داده شده است که روي سطوح تحتان
1هاي ترتیب با ضخامتفلزي و سرامیکی با خواص ایزوتروپیکی به 0be h h= -

3و 2te h h= - جاسازي شده است. هسته صفحه ساندویچی میزبان به
2ضخامت  1ce h h= - متشکل از یک لایه ،FG با توزیع نامتقارن از ترکیب

خواص سرامیکی و فلزي نسبت به صفحه میانی است. 

شماتیک هندسی صفحه ساندویچی تابعی روي بستر غیرخطی پاسترناك، 1شکل 
	تحت تحریکات عرضی گسترده هارمونیکی با توزیع یکنواخت

) بق بر صفحه میانی منطOxyz)، دستگاه مختصات دکارتی1مطابق شکل 
)صفحه در نظر گرفته شده است. , , )U V Wو( , , )u v wدهنده به ترتیب نشان

اي در روي هاي تغییر مکان نقطه دلخواهی در داخل صفحه و نقطهمؤلفه
)=صفحه میانی هندسی 0)z در امتداد محورهايx ،yوz.هستندxfوyf

چرخش بردارهاي عمود بر مقاطع عرضی، حول دهندهنشانترتیب نیز به
[yو xمحورهاي ]. توزیع نامتقارن خواص 28در آن نقطه دلخواه است 

جایی صفحه مواد در راستاي ضخامت صفحه ساندویچی حاضر سبب جابه

0zخنثی فیزیکی به مکان z=شود. نسبت به صفحه میانی هندسی می
سطح فوقانی صفحه ساندویچی در معرض اعمال نیروي 1براساس شکل 

x,y)یک با توزیع گسترده یکنواخت با شدت عرضی هارمون ) cosz zQ t Q t= W

دهنده فرکانس تحریک هارمونیک بار عرضی نشانWقرار دارد که در آن 
x=و 0x=ي هالبهاست. همچنین مطابق این شکل صفحه در  a تحت

قرار دارد.xFاي فشاري با دامنه ثابتصفحه-نیروي محوري درونتأثیر
شود که بستر الاستیک ساختار همچنین فرض می1با توجه به شکل 

پیوسته داشته و در حین تغییر شکل صفحه، بستر تماس خود را با صفحه 
صورت لاستیک بهجایی بستر اکند. رابطه غیرخطی بین بار و جابهحفظ می

شود:زیر فرض می
)1(= - Ñ +2 3

1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )eq K w x y t K w x y t K w x y t 	

2) 1در رابطه ( 2 2 2 2/ /x yÑ = ¶ ¶ + ¶ )و¶ , , )w x y tدهنده خیز صفحه نشان
و 1Kدهنده نیروي وارد بر واحد سطح صفحه بوده ونشانeqتابعی است. 

3Kدهنده پارامترهاي سفتی خطی و غیرخطی بستر وینکلر وبه ترتیب نشان

2Kدهنده سفتی لایه برشی بستر پاسترناك است.ثابتی است که نشان

خواص مواد- 3
، از اختلاط اجزاء 1شکل هر یک از صفحات تابعی طرفین صفحه میانی در 

که خواص ماده در امتداد اي گونهاند، بهسرامیکی و فلزي تشکیل شده
درصد فلزي در 100صورت پیوسته و تدریجی از خواص ضخامت صفحه به

% سرامیکی در سطوح تحتانی و فوقانی تغییر 100سطح میانی به خواص 
ي ضخامت از قانون توزیع خواص ماده در راستاکه کند. با فرض اینمی

) داریم:2اختلاط خطی کسر حجمی مواد تبعیت کند، در رابطه (
)2(= +( ) ( )m m c cP P V z P V z 	

وmVدهنده خواص فلزي و سرامیکی و نشانبیترتبهcPو mP)،2در رابطه (

cVهاي دهنده کسر حجمی جزءهاي فلزي و سرامیکی در داخل لایهنشان
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0همگن تحتانی ( 1z [ , ]h hÎ) 2)، فوقانی  3z [ , ]h hÎ و هسته تابعی (
)Î 1 2z [ , ]h hفلزي ) است. با استفاده از قانون توزیع توانی، کسر حجمی جزء

شود:) بیان می4-3ها (صورت رابطهاز ضخامت صفحه بهدر هر نقطه

)3(

Îì
ï
ï æ ö- -

= Îç ÷í -è øï
ï Îî

2 3

0 1
1 2

2 1

0 1

									0,									 								z [ , ]

( ) 	 ,		z [ , ]

									1, 																	z [ , ]

n

m

h h

z z hV z h h
h h

h h

	

)4(+ = £ £ ¥( ) ( ) 1, 					0 nm cV z V z 	

کننده شاخص کسر حجمی عدد حقیقی نامنفی بوده و مشخصیک nکه در آن 
سرامیک است و نحوه توزیع جزء سرامیکی در امتداد ضخامت صفحه ساندویچی 

طور کند. همچنین همانروي قسمت تحتانی و فوقانی سطح میانی را بیان می

دهنده فاصله صفحه خنثی فیزیکی از صفحه میانی نشان	نیز0zکه اشاره شد 
	]:30- 29آید [میدستبه) 5هندسی بوده که از رابطه (

)5(= ò ò
3 3

0 0
0 ( ) ( )

h h

h h
z zE z dz E z dz 	

توزیع خواص تأثیرپذیر مواد تابعی از قبیل توانبا توجه به روابط بالا، می
در امتداد ضخامت rو جرم واحد حجم n، نسبت پواسون Eمدول یانگ 

) بیان کرد:8-6صورت روابط (هاي تابعی را بهلایه
)6(( )= - +( ) ( )m c m cE z E E V z E 	

)7(( )= - +( ) ( )m c m cz V zn n n n 	

)8(( )= - +( ) ( )m c m cz V zr r r r 	

حرکتاستخراج معادلات غیرخطی - 4
)1هاي برشی مرتبه اول صفحاتبراساس تئوري تغییر شکل )FSDT میدان ،

(جایی نقاط داخل صفحه مستطیلی را میجابه ) بیان 9توان به شکل رابطه 
]:22کرد [

)9(

f
f= - -

ì üì ü ì ü
ï ï ï ï ï ï
í ý í ý í ý
ï ï ï ï ï ïî þ î þ î þ

0

( , , , ) ( , , ) ( , , )
( , , , ) ( , , ) ( ) ( , , )
( , , , ) ( , , ) 0

x

y

U x y z t u x y t x y t
V x y z t v x y t z z x y t
W x y z t w x y t

	

)که در آن  , , )u v wهاي تغییر مکان نقاط روي صفحه دهنده مؤلفهنشان

=میانی  0( )z z هاي . با استفاده از مؤلفهاستدر دستگاه مختصات دکارتی
هاي کرنش و تغییر)، روابط بین مؤلفه9کارمن و رابطه (-کرنش غیرخطی ون

) 11-10(هايصورت رابطهتوان بهمکان مربوط به نقاط داخل صفحه را می
بیان کرد:

)10(ke

e f
e f
g f f

-

ì üì ü ì ü+
ï ïï ï ï ï= + +í ý í ý í ý

ï ï ï ï ï ï+ + +î þ î þî þ ����������������������
0

2
, , ,

2
,y ,y ,y

, ,y , ,y ,y y,

0( )
1/ 2	
1 /2	

xx x x x x

yy y

xy x x x x

z z
u w
v w

u v w w
	

و

)11(g

fg
fg

+ì üì ü ï ï=í ý í ý+ï ïî þ î þ��������
0

,y

,x

yyz

xxz

w
w

	

هاي، بردار کرنشkغشائی،هايدهنده بردار کرنش، نشان0eدر روابط اخیر،
. استهاي برشی روي مقاطع عرضی دهنده بردار کرنشنشان0gخمشی و

کرنش مربوط به صفحه ساندویچی تابعی ایزوتروپیک -روابط متشکله تنش
]:22) است [12در راستاي ضخامت به شکل رابطه (

																																																																																																																																											
1-	First-Order	Shear	Deformation	Theory	

)12(
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)هاکه در آن مؤلفه )ijQ zیافته صفحه کاهشهاي سفتی بیانگر ثابت

آیند:میدستبه) 13ساندویچی بوده و از رابطه (

)13(( )

= =
-

= =

= = =
+

11 22 2

21 12 11

44 55 66

( )( ) ( ) ,
1 ( )

( ) ( ) ( ) ( ),
( )( ) ( ) ( )

2 1 ( )

E zQ z Q z
z

Q z Q z z Q z
E zQ z Q z Q z

z

n
n

n

) و با استفاده از 12) در روابط تنش (11) و (10گذاري میدان کرنش (با جاي
ي نیروهاي محوري و برشی و گشتاورهاي هامنتجتوان ) می13روابط (

روي مقطع گیريانتگرالخمشی مربوط به صفحه ساندویچی تابعی را با 
آورد:دستبه) 16- 14عرضی آن، از روابط (

)14(

1 2 3
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(گذاريجابا (12ي رابطه  تنش و منتج)، روابط بین 16- 14) در روابط 
شود:) خلاصه می17به شکل رابطه (ماتریسی به شکلکرنش يهامنتج
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):18که در آن رابطه (
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{ } { } { }T TT
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هاي دهنده سفتیترتیب نشانبهsAو A ،B،Dهايجا، ماتریسدر این
کششی، خمشی و برشی هستند که با لحاظ -محوري، کوپلینگ خمشی

-19ها، از روابط (جایی محور خنثی فیزیکی، عناصر این ماتریسکردن جابه
]:30آید [میدستبه) 20

)19(
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) را داریم:20پذیري رابطه () در ماتریس انعطاف17با ضرب طرفین رابطه (
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) [کارگبه) و با 20با استفاده از رابطه  ]، 26یري روش ارائه شده در مرجع 
] با فرض ناچیز بودن 31اي [یعنی فرض استفاده از مودهاي خمشی استوانه

هاي توان کرنشنیروهاي برشی، میمنتجنیروهاي غشائی بر منتجاثرات 
هاي خمشی بیان کرده و با استفاده از معادلات غشائی را برحسب گشتاور

دستبه) 21هاي برشی روي مقاطع عرضی را از رابطه (تعادل صفحه، تنش
	آورد:

)21(

11 22m (z)Q , 			 m (z)Qxz x yz ys s= = 	

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

0

0

11 11 11 0 11 11 21 0 21

22 12 12 0 12 22 22 0 22

m (z) b ( )d b ( )d

m (z) b ( )d b ( )d

z

h

z

h

Q z Q z d

Q z Q z d

t t t

t t t

= - + - + + -

= - + - + + -

ò

ò
	

(هاي ماتریس انعطافدرایهijdوijbجادر این ) است. 20پذیري در رابطه 
هاي برشی، ضریب تصحیح حال با توجه به بالانس انرژي مربوط به کرنش

	) بیان کرد:22توان به شکل رابطه (یم) را sKهاي برشی (شده تنشاصلاح
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که براي صفحات استدهنده سفتی برشی اصلاح شده نشان55Hجادر این
گیري در کل ضخامت لایه ایزوتروپیک، با انتگرالkساندویچی متشکل از 

آید:میدستبه) 23صفحه، از رابطه (

)23(

3

0

( ) 23
11

44 55 ( )
1 55

( ) ( )
55 44

[m (z)] ,
( )

( ) ( )

kh

kh
k

k k

H H dz
Q z

Q z Q z
=

= =

=

åò 	

اي صفحههاي حرکات درونانرژي جنبشی صفحه با در نظر گرفتن اثر اینرسی
آید:میدستبه) 24رابطه (صورتبهو دورانی 
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-
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0
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h a b

h
T z U V W dydxdz 	

)، تغییرات انرژي 9مکان نقاط داخل صفحه (با استفاده از میدان تغییر
) بیان کرد:25صورت رابطه (توان بهرا میجنبشی کل 

)25(
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هاي دهنده اینرسینشان2Iو 1Iجرم واحد سطح صفحه بوده و0Iکه در آن
دستبه) 26دورانی صفحه نسبت به محور خنثی است و از رابطه انتگرالی (

آیند.می

)26(r- -ò
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h
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صورت مجموع انرژي کرنشی در سیستم بهشدهرهیذختغییرات انرژي کرنشی 
صورت رابطه داخل حجم صفحه تابعی و انرژي پتانسیل ناشی از بستر و به

) است:27(

)27(
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هاي مکانیکی عرضی روي تغییرات کار خارجی انجام شده توسط بارگذاري

) است:28رابطه (صورتبهصفحه فوقانی با توزیع گسترده و یکنواخت 

)28(d d= ò ò0 0
( , , ) w

a b

ext zW Q x y t dydx 	

صورت توان بهتوسط نیروي میرایی ویسکوز را میشدهانجامتغییرات کار 
]:32) بیان کرد [29رابطه (

)29(d m d= ò ò &
0 0

w w
a b

ncW dydx 	

دهنده میرایی واحد سطح صفحه است. یادآوري این نکته نشان	mکه در آن
ضروري است که میرایی داخلی به دلیل تغییر جنس و تغییر خواص مواد 

کند، ولی با توجه به متشکله صفحه تابعی در راستاي ضخامت تغییر می
، بنابراین استکه هدف اصلی تحقیق حاضر بررسی ارتعاشات غیرخطی این

شود.براي تمرکز بر هدف اصلی، میرایی در راستاي ضخامت ثابت فرض می
توان ) می12) در رابطه (11- 10گذاري میدان کرنش از روابط (با جاي

جایی بیان صورت عبارات انتگرالی از میدان جابهژي کرنشی الاستیک را بهانر
):30صورت رابطه (، بهافتهیتوسعهکرد و سپس با استفاده از اصل همیلتون 

)30(- + + =ò ò òd d d d2 2 2
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T V dt W dt W dt 	

اي و عرضی صفحه صفحهتوان معادلات غیرخطی حاکم بر حرکات درونمی
هاي همگن واقع بر بستر هسته تابعی و لایهنسبتاً ضخیم ساندویچی با

اي و صفحهدرونهايالاستیک غیرخطی پاسترناك را در غیاب اثر اینرسی
دست آورد:) به34- 31صورت روابط (دورانی، به
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گاهی حاکم بر حرکات شود که شرایط مرزي تکیهدر تحقیق حاضر فرض می
]:33) باشند [36، رابطه (هاي صفحه ساندویچی، از نوع ساده متحركعرضی لبه
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) توان دریافت که ماهیت غیرهمگن ی میسادگبه) 17با توجه به رابطه 
ي گشتاورهاي خمشی و هامنتجصفحات تابعی، سبب ایجاد کوپلینگ بین 

این کوپلینگ شرایط مرزي طبیعی جهیدرنتشود که نیروهاي محوري می
براي ارضاء شرایط ]33[رو مانند مراجع شوند. ازاینصورت کامل ارضاء نمیبه

هاي حرکات را به مؤلفهv̂وûیلی اضافی توان جملات تحلمرزي طبیعی می
بعدسازي معادلات حاکم، از پارامترها و اي اضافه کرد. براي بیصفحهدرون

	شود:) استفاده می37صورت رابطه (بعد بهمتغیرهاي بی
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اي دهنده میرایی سازهنشانdدهنده فرکانس مرجع ونشانw*جادر این
بعد است.بدون

هاي انجام گرفته بر ارتعاشات غیرخطی صفحات تابعی تحقیقات و بررسی
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گاهی ساده نشان داده است که تأثیر شکل مستطیلی با شرایط مرزي تکیه
هاي پائین بسیار چشمگیرتر و غالب بر اثرات شکل مربوط به فرکانسمودهاي 

]؛ براي مطالعه و بررسی ارتعاشات 2هاي بالاست [مودهاي متناظر با فرکانس
توان از چند شکل مود عرضی و غیرخطی این صفحات، در تقریب گالرکین می

ي هاگاهی مربوط به لبهاول ارتعاشی صفحه که شرایط مرزي ساده تکیه
شده دیفرانسیلی با کنند، استفاده و معادلات حرکت کوپلهصفحه را ارضاء می

مشتقات جزئی را به فرم معادلات دیفرانسیلی غیرخطی معمولی تبدیل کرد. 
توان تابع تغییر مکان عرضی صفحه را به شکل رابطه میادشدهبا فرضیات ی

) نوشت:38(

	
)38(p p

= =

= åå ,
1 1

( , , ) ( )sin sin
M N

m n
m n

w x y t w t m x n y 	
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	و , ( )m nw tدهنده دامنه وابسته به زمان در شکل مود مربوطه است. با نشان

شده ) دربرگیرنده دستگاه معادلات کوپل34-31که معادلات (توجه به این
بسیار پیچیده است، بنابراین خطی و پیدا کردن حل دقیق این معادلات غیر
هاي جاییهاي جابه] حل تقریبی مؤلفه33توان مانند مراجع [می

اي با شرایط ، براي صفحهyfوxfو زوایاي چرخشvوuايصفحهدرون
,صورت تابعی از گاهی ساده متحرك را بهمرزي تکیه ( )m nw t و به شکل

) بیان کرد:39رابطه (
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) ) از روي پارامترهاي مکانی -در ادامه و براي سادگی با پرهیز از بالانویس 
) و 34-31() در روابط 39- 38هاي (گذاري حل)، با جاي37بعد شده (بی

برحسبرا fyوv،fxوuهايسپس با اعمال روش گالرکین، مؤلفه
در هاآنگذاري هاي عرضی بیان کرده و سپس با جايجاییهاي جابهدامنه

معادلات دیفرانسیل حاکم بر حرکات عرضی صفحه توان) می35معادله (
مفروض بر بستر را در حضور تحریکات عرضی، به شکل دستگاه معادلات 

	دست آورد.دیفرانسیل معمولی به

اثرات خواص و هندسه صفحه ساندویچی تابعی روي ضریب - 5
هاي برشیتصحیح تنش

، نسبت مدول الاستیک مواد nهسته در این بخش اثر شاخص کسر حجمی
c/متشکله، mr E E= و نسبت ضخامت هسته به ضخامت رویه تابعی

c/فوقانی،  fte eهاي برشی واقع بر مقاطع عرضی ، را بر ضریب تصحیح تنش
گذاري بر صحهمنظوربهابتدا شود. در این راستا، صفحه ساندویچی بررسی می

از نظرموردکنیم که صفحه ساندویچی ] فرض می26نتایج، مشابه مرجع [
) Îسه قسمت رویه تابعی پایینی  0 1z [ , ]h h هسته مرکزي همگن فلزي ،(

)Î 1 2z [ , ]h h) و رویه تابعی بالایی (Î 2 3z [ , ]h h .0) تشکیل شده استh و

3h1دهنده موقعیت قائم وجوه تحتانی و فوقانی وترتیب نشانبهh2وh
هاي لایه ها است که با ضخامتدهنده موقعیت قائم محل اتصال لایهنشان

رابطه مستقیم fteو لایه تابعی فوقانیce، هسته مرکزيfbeتانیتابعی تح

دارند. مانند مرجع یاد شده و با استفاده از قانون اختلاط خطی کسر حجمی 
از ضخامت صفحه ساندویچی مواد، کسر حجمی جزء فلزي در هر نقطه

شود:) بیان می40صورت رابطه (هب
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را براي nالف تغییرات ضرایب تصحیح در برابر شاخص کسر حجمی- 2شکل 
c/حالت از نسبت6 mr E E=در یک مقدار خاص/ 4c fte e دهد. نشان می=

c/شکل پیداست که با افزایشاز این  mE Eمقدار ضریب تصحیح کاهش ،
ب نیز تغییرات ضرایب تصحیح در برابر نسبت ضخامت 2شکل یابد.می

c/هسته به رویه فوقانی، fte e حالت از شاخص کسر حجمی5، را برايn در
/یک مقدار خاص 6c mE E دهد. از این شکل پیداست که با نشان می=

c/افزایش نسبت  fte eیابد.میمقدار ضریب تصحیح افزایش
توان ] است، می26ها که منطبق بر نتایج مراجع [با توجه به این شکل

به هاي برشی روي مقاطع عرضی، شدیداًدریافت که ضریب تصحیح تنش
n،/cمقادیر mE E و/c fte eرو به هنگام استفاده از تئوري وابسته است. ازاین

هاي برشی مرتبه اول صفحات، استفاده از مقدار اصلاح شده تغییر شکل
دستیابی هاي برشی ضروري است. در تحقیق حاضر برايضریب تصحیح تنش

[کارگیري روش بهتر، با بهبه نتایج دقیق ]، ضریب 26کار رفته در مرجع 
هاي برشی روي مقاطع عرضی صفحه ساندویچی حاضر با هسته تصحیح تنش

و رویه te، رویه فوقانی همگن سرامیکی به ضخامت ceتابعی به ضخامت

تغییرات ضرایب 3) اصلاح شد. در شکل 3(مدلbeزي با ضخامت تحتانی فل
حالت از نسبت6، براي nتصحیح مدل حاضر در برابر شاخص کسر حجمی

/c mr E E=در یک مقدار خاص/ 3c te e نشان داده شده است.=

حالت 8، براي nالف تغییرات ضریب تصحیح در برابر شاخص کسر حجمی	2شکل
c/از نسبت mr E E= با/ 4c fte e = ،0.01ft fbe e= 0.3nو= =

c/ب تغییرات ضریب تصحیح در برابر نسبت 	2شکل  fte e حالت از شاخص 5، براي
/، با nکسر حجمی 6c mE E = ،0.01ft fbe e= 0.3nو = =
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حالت از 6، براي nتغییرات ضریب تصحیح در برابر شاخص کسر حجمی3شکل 
c/نسبت mr E E= با/ 3c te e 0.01tو = be e= =

c/تغییرات ضریب تصحیح در برابر نسبت 4شکل  te e حالت از شاخص کسر 5، براي
/، باnحجمی 6c mE E 0.01tو = be e= =

شود که با افزایش نسبت ضخامت دیده می4ب و -2هاي با توجه به شکل
/c te e ،و مقدار شاخص کسر حجمیn ضریب تصحیح به مقدار حدي ،

	کند.میل می5/6متناظر با حالت همگن بودن کامل صفحه، یعنی 

	مشخصات هندسی و فیزیکی مسئله- 6
شود که خواص طرفین صفحه تابعی ساندویچی در راستاي ضخامت فرض می

صورت پیوسته و تدریجی از خواص خالص فلزي داراي توزیع توانی بوده و به
kg/mmr	32707از جنس آلومینیم با = ،70	GPamE 0.3mnو = در =

سطح میانی به خواص خالص سرامیکی از جنس زیرکونیم با 
33000	kg/mcr = ،151	GPacE 0.3cnو= در سطوح تحتانی و فوقانی =

3n]. شاخص کسر حجمی اختلاط مواد34کند [تغییر می در نظر گرفته =
شده است.

تحلیل غیرخطی با روش اغتشاشات- 7
خطی صفحه تابعی تحت تحریک هارمونیک در شکل در این بخش، رفتار غیر

)مود اول ارتعاشی , , ) ( )sin sinw x y t w t x yp p= که در آن( )w t دامنه
شود. با فرض اخیر، معادله ارتعاشی وابسته به زمان است مطالعه می

دیفرانسیل حاکم بر حرکات عرضی صفحه در حضور تحریک عرضی به شکل 
	شود:) بیان می41رابطه (

)41(w d+ + W + + + =&& &2 2 3
1 2 3 4cos 0zw w a q t a w a w a w 	

دوم و سوم از حرکات 	هاي مرتبهخطینگیکه این معادلات دربرگیرنده غیر
سوم 	هاي مرتبهخطینگیهاي بزرگ و غیری صفحه ناشی از تغییر شکلعرض

هاي بستر است.غیرخطینگی
هاي تحلیل معادلات غیرخطی با استفاده از روش مقیاسکهییجاآناز 

هاي هارمونیک بالانس و ... از دقت بالاتري برخوردار چندگانه در مقایسه با روش
که دامنه جمله تحریک عرضی و ]. بنابراین با فرض این35است [

ي گشتاورهاي هامنتجهاي هندسی مرتبه دوم) ناشی از کوپلینگ غیرخطینگی

هاي مرتبه سوم و میرایی خمشی و نیروهاي محوري) در مقایسه با غیرخطینگی
[بالاترمرتبهاز  توان با وارد کردن پارامتر کوچک و ]، می36، 8ي هستند 

دهنده مرتبه دامنه حرکات عرضی صفحه است و با که نشانeبعدبدون
(استفاده از روش مقیاس (41هاي چندگانه، معادله  ) 42) را به شکل رابطه 

تبدیل کرد:

)42(

w ea ea
e a e a d

ea e a

+ = - W - -

-

= = = =

&&

&																			
			 	 	 	

2 2
1 1 1 2 1

2 3 2
3 1 4 1

2

cos

( , 1,2, , 1,2)

z

i i j j

w w q t w
w w

a i a j
	

، در محدوده اولین فرکانس Wفرکانس تحریک بارگذاري عرضی،کهیهنگام
تواند هاي سیستم، میترین تغییر در پارامتر، باشد کوچکwطبیعی سیستم، 

هاي بزرگ شود، بنابراین جهت هایی با دامنهآمدن پاسخوجودبهمنجر
بررسی کیفی و مطالعه رفتار غیرخطی سیستم هنگام تشدید اولیه، با وارد 

توان رابطه فرکانس در ناحیه تشدید اصلی را به میsامتر تنظیم کردن پار
) بیان کرد:43شکل رابطه (

)43(w seW = + 2 	

) است:44) به شکل رابطه (42حل تقریبی و مرتبه دوم معادله (

)44(
0 0 1 2 1 0 1 2
2

2 0 1 2

( , ) ( , , ) 	 ( , , )
																			 	 ( , , ) ..., 			 , 			 0,1n

n

w t w T T T w T T T
w T T T T t n

e e
e e

= + +

+ = =
	

):45صورت رابطه (دیفرانسیلی بهبا تعریف اپراتورهاي 

)45(

e e

e e

2
0 1 2

2
2 2 2
0 0 1 1 1 22

= + + +...	 ,

= +2 + ( +2 )+..., 	

d D D D
dt
d D D D D D D
dt

	

,جاکه در این 	( 0,1)j jD T j= ¶ ¶ ) در 45- 43گذاري (است و با جاي=
) 48- 46روابط (eهاي مشابه ) و با متحد قرار دادن ضرایب توان42معادله (

را خواهیم داشت:
)46(0 2 2

0 0 1 0 0+ =: 			e wD w w 	

)47(1 2 2 2
0 1 1 1 0 1 0 1 0 2 0:			 2 coszD w w D D w q T we w a a+ = - - W - 	

)48(
e w a d

a a

+ = - - -

- - -

2 2 2 2
0 2 1 2 0 0 4 0 0 0 2 0

3
0 1 1 3 0 1 3 0

:			 2

																																				 2 2

D w w D w D w D D w

D D w w w w
	

) است:49صورت رابطه () به46حل همگن معادله (

)49(	 	W - W= +0 0
0 1 2 1 2( , ) ( , )i T i Tw A T T e A T T e 	

1که در آن  2( , )A T T1تابع مجهول بوده و 2( , )A T T .مزدوج مختلط آن است
	) را داریم:50)، رابطه (47) در (49گذاري حل همگن (با جاي

)50(

sw a

a a a

W

W - W

+ = - + -

- -

02

0 0

2 2
0 1 1 1 1 2

2 22 2
2 2 2

1(2 )
2

													 	 2

i TT
z

i T i T

D w w iD A q e e

A e AA A e
	

، معادله مدولاسیون مرتبه نخست w11با حذف جملات سکولار از حل
	آید:دست می) به51صورت رابطه (به

)51(
sa¶

= -
¶

2
1

1

1
4

i T
z

A q e
T i

	

) ) متناظر با جملات غیرسکولار را 50با حذف جملات سکولار، حل معادله 
دست آورد:) به52توان به شکل رابطه (می

)52(( )a
aW - W= + -

W
0 02 22 22

1 22 2
3

i T i Tw A e A e AA 	

(52، 50گذاري (با جاي ) و حذف جملات سکولار معادله 48) در معادله 
آید:دست می) به53صورت رابطه (مدولاسیون مرتبه دوم به
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رضائی و رضا جهانگیريموسی . . .هاي برشی مرتبهکارگیري تغییر شکلارتعاشات غیرخطی صفحات ساندویچی تابعی با بستر پاسترناك غیرخطی تحت تشدید اولیه با به

	

15193شماره ،14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 
	

مربعی با براي صفحهتغییرات دامنه پاسخ فرکانسی در برابر پارامتر تنظیم 5شکل 
20aنسبت ابعاد h 0.14dدر غیاب بستر و در حضور اثر میرایی= با در نظر =

0.6zqگرفتن =

)53(
a

a a a
¶

= - - W + - -
¶ W W

2
2 2 2 22

1 4 2 3 2
2

21 ( 3 3 (12 9 ) )
6

A D A i A A A
T i

	

توان معادله مدولاسیون استفاده از معادلات مدولاسیون مرتبه اول و دوم میبا 
دست آورد:) به54کلی را به شکل رابطه (

)54(
s

a
e a a a

ea

æ ö
= - - - - Wç ÷

W Wè ø

- 2

2
2 2 2 2 22

2 3 1 42

1

21 (12 9 ) 3 3
6

1
4

i T
z

dA A A D A i A
dt i

q e
i

	

) 	توان تابع) در دستگاه مختصات قطبی، می54براي توصیف معادله 

1 2( , )A T Tد:) بیان کر55صورت رابطه (را به

)55(
q= 1 2( , )

1 2 1 2
1( , ) ( , )e
2

i T TA T T a T T 	

هاي حقیقی و موهومی ) و جداسازي بخش54) در رابطه (55گذاري (با جاي
) در فرم قطبی را به شکل رابطه 54توان معادله مدولاسیون (آن نهایتاً می

) بیان کرد:56(

)56(
d g

g s g

= +

= + + +

&

&

1 2
3 3

3 5 6 3 6

sin( )

cos( )
z

z

a c a c q

a c a c a c k a c q
	

2Tgجا که در این s q= معادلات پاسخ فرکانسی سیستم، در حالت است.-
0aپایا با ثابت ماندن دامنه و فاز نسبت به زمان متناظر با  0gو&= -به&=

gو saکنیم کههاي پایا، فرض میآید. براي بررسی پایداري حلدست می s

(هاحلدهنده ترتیب نشانبه ) در شرایط پایا براي 56ي غیربدیهی معادلات 
هاي پایا و صورت مجموع حلتوان حل کلی را بهمیرونیازادامنه و فاز است. 

) بیان کرد:57اغتشاشی و به شکل رابطه (

)57(g g g
= +
= +

( ) ( )
( ) ( )

s p

s p

a t a a t
t t

	

paوg pهاي وضعیتهاي سیستم نسبت به حلبیانگر اغتشاشات جزئی حل
(57گذاري رابطه (پایا است. با جاي جملات خطی داشتننگه) و 56) در 

gو paنسبت به pتوان به ، و سپس با حل مسئله مقدار ویژه متناظر، می
هاي کننده وضعیت پایداري/ ناپایداري حلیفتوصمعادله مشخصه زیر که 

هاي پایا است، رسید:اغتشاشی سیستم حول و حوش حل
)58(l h l h+ + =2

1 2 0 	

1زمانصورت همهرویتز اگر به-مطابق محک راث 0h 2و< 0h است یا به <
بیان دیگر اگر بخش حقیقی تمامی مقادیر ویژه ماتریس ضرایب سیستم 

)، حول حل پایاي غیربدیهی منفی باشند، حل56(، رابطهسازي شدهخطی
] 1]. از سوي دیگر چون 8غیربدیهی سیستم پایدار خواهد بود  0h d= >

2است، بنابراین تنها شرط پایداري  0h است.<

تحلیل کمی رفتار غیرخطی و پایداري- 8
/در این بخش رفتار صفحه ساندویچی تابعی مربعی با نسبت ابعاد  20a h = ،

با فرضیات .شودصورت عددي بررسی میتحت تحریک هارمونیک عرضی به
1غیاب بستر الاستیک (بالا و در  2 3 0k k k= = )، تغییرات دامنه تشدید =

0.14dدر حضور اثرات میرایی با 2seاولیه صفحه در برابر پارامتر تنظیم =

پاسخ هاي مشخصهنشان داده شده است. در این شکل، منحنی5در شکل 
شونده متناظر با از نوع سخت1دهنده رفتار هیسترتیکفرکانسی که نشان

هاي مثبت سیستم غیرخطی نوسانی است، ترسیم شده است که غیرخطینگی
هاي هاي غیربدیهی پایدار و منحنیهاي پیوسته بیانگر حلدر آن منحنی

، وقتی Iقطع بیانگر حل غیربدیهی ناپایدار براي دامنه پاسخ است. در ناحیه من
، به مقدار کافی از فرکانسی طبیعی اصلی کمتر Wکه فرکانس تحریک، 

)، فقط یک حل غیربدیهی پایدار براي دامنه تشدید وجود Aاست (نقطه 
ن خواهد کرد. با افزایش خواهد داشت و سیستم با دامنه کوچکی نوسا

آرامآرام، دامنه حل غیربدیهی پایدار نیز Aتدریجی فرکانس تحریک از نقطه 
یابد، زمانی که فرکانس تحریک به فرکانس طبیعی اصلی نزدیک افزایش می

2شود (می 0se Cی پایدار تا رسیدن به نقطه هیربدیغ)، دامنه حل =

)2
cs e(دوشاخگی )، به سرعت افزایش می یابد. پس از گذر از این نقطه 

دهنده حل غیربدیهی ناپایدار است به سمت عقب زینی) مسیري که نشان
به اتفاق افتادن پدیده مانند منجر-شود. چنین دوشاخگی زینیدوشاخه می

سریعاً Cشود که همچنین این جهش، پاسخ سیستم از نقطه جهش دامنه می
).’Cشود (نقطه به سمت حل غیربدیهی پایدار جذب می

با ادامه افزایش فرکانس تحریک، دامنه III، در ناحیه 5براساس شکل 
).Dبه سمت ’Cاز نقطه 	یابد (کاهش میجیتدربهپاسخ سیستم 

، دامنه پاسخ Dاز سوي دیگر با کاهش تدریجی فرکانس تحریک از نقطه 
مانند دوم - ی زینیدوشاخگتا رسیدن به نقطه ’DC’Bیر سیستم در امتداد مس

یابد. در این نقطه دامنه پاسخ صورت پیوسته افزایش می، به’Bیعنی نقطه 
صورت ناگهانی افزایش یافته و جذب حل غیربدیهی پایدار یعنی سیستم به

B)2نقطه 
Bs eریک از این نقطه، شود. با ادامه روند کاهش فرکانس تح) می

یابد. با توجه به کاهش میAتا رسیدن به نقطه رفتهرفتهدامنه پاسخ نیز 
شود که سیستم تحت تشدید اولیه داراي دو توضیحات یاد شده، ملاحظه می

هاي متناظر با این است که در فرکانس’Bو Cدر نقاط 2دوشاخگی مخرب
حول و حوش فرکانس نقاط با توجه به جهت تغییرات فرکانس تحریک 

دهد (کاهش طبیعی اصلی رفتارهاي تشدیدي متفاوتی از خود بروز می
در طی افزایش فرکانس تحریک با گذر از مسیر Cناگهانی دامنه در نقطه 

ACC’D و یا افزایش ناگهانی دامنه در نقطهB’ در راستاي افزایش فرکانس
هیسترزیسی حول و ). مانند مشخصات DC’B’BAتحریک با گذر از نقاط 

هاي چندگانه غیربدیهی زمان حلحوش فرکانس تشدید به سبب وجود هم
، IIپیداست که در ناحیه 5پایدار براي دامنه پاسخ است. با توجه به شکل 

2یعنی در بازه فرکانسی 2 2
B cs e se s e< ، دو حل غیربدیهی پایدار و یک >

رو پاسخ فرکانسی سیستم د دارد. ازاینوجو	حل غیر بدیهی ناپایدار براي دامنه
با توجه به شرایط اولیه سیستم متفاوت خواهد بود.3پایدار- در این ناحیه دو

																																																																																																																																											
1-	hysteretic	
2-	catastrophic	
3-	bi-stable	
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رضا جهانگیريو موسی رضائی. . .هاي برشی مرتبهکارگیري تغییر شکلاولیه با بهارتعاشات غیرخطی صفحات ساندویچی تابعی با بستر پاسترناك غیرخطی تحت تشدید 

15شماره ،14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 194

	

	
دهنده پاسخ سیستم براي حالت خاصی از صفحه حالت نشانالف -6شکل 

	با در نظر گرفتندر حضور اثر میرایی

ر غیاب بستر باپارامتر تنظیم دهاي پاسخ فرکانسی در برابر ب منحنی-6شکل 
و

2صفحه حالت پاسخ سیستم براي حالت خاصی از 7شکل  0.7se = در حضور اثر -
0.14dمیرایی 0.6zqبا در نظر گرفتن= =

a,الف مسیرهاي پاسخ سیستم در صفحه حالت (- 6در شکل  g براي مقادیر (
0.14d 0.6zqو= 2و در یک مقدار خاص از= 0.4se نشان داده شده است. =

رتیب متناظر با تبه2Pو1Pمانند-با توجه به این شکل دو نقطه مارپیچ

هاي هاي پاسخ فرکانسی سیستم (حلهاي پایینی و بالایی منحنیشاخه
الف نقطه -6ب است. همچنین در شکل -6پایدار پائینی و بالایی در شکل 

هاي پاسخ فرکانسی نیز متناظر با شاخه میانی منحنی3Pمانند-زینی
(حل ناپایدار میانی در  ب است. توجه به این نکته ضروري -6شکل سیستم 

الف ناحیه جذب دو حالت پاسخ ماندگار پایدار - 6است که براساس شکل 
)1P2وP3مانند-) توسط مرزهاي جداکننده همسو در نقطه زینیP از هم

(بالایی) شوند. زمانی که حتفکیک می الت اولیه سیستم در ناحیه پایینی 
بالا -دامنه جذب داشته باشد، پاسخ سیستم، مسیر پاسخ غیربدیهی دامنه

پایین) دنبال خواهد کرد.-(دامنه
(7در شکل  a,مسیرهاي سیستم در صفحه حالت  g براي مقادیر (

0.14d 0.6zqو= 2در یک مقدار خاص منفی= 0.7se = نشان داده شده -
که متناظر با حل 	A	مانند-است. با توجه به این شکل، تنها یک نقطه مارپیچ

ب است وجود دارد. مطابق شکل در دامنه جذب سیستم -6پایدار شکل 
(منطقه میانی)، پاسخ سیستم تحت تمامی حالات اولیه، مسیر پاسخ 

دنبال خواهد کرد.Aغیربدیهی پایدار را تا رسیدن به حل مارپیچ مانند 
ی تغییرات هاي مطالعه رفتار سیستم در محدوده تشدید، بررساز دیگر روش

8دامنه پاسخ نسبت به تغییرات دامنه نیروي تحریک است. در شکل 
نیرویی در غیاب بستر و براي یک مقدار خاص از - هاي مشخصه پاسخمنحنی

2پارامتر تنظیم  0.6se 0.2dدر حضور اثر میرایی با= است.ترسیم شده=
ان دریافت در غیاب میرایی، تشدید صفحه همواره تواز این شکل می

، صرفاً سبب افزایش اندازه دامنه تشدید 2seتحریک شده و کاهش پارامتر
شده و تغییرات آن تأثیري بر عرض منطقه تشدید ندارد. با توجه به این شکل 

و I، در گستره نیرویی نواحی zqشود که اگر دامنه تحریک عرضی، دیده می
III به سیستم اعمال شود همواره فقط یک حل غیربدیهی پایدار براي دامنه

قرار IIپاسخ وجود خواهد داشت اما اگر مقدار دامنه نیروي تحریک در ناحیه 
شت گانه براي دامنه پاسخ وجود خواهد دازمان سههاي غیربدیهی همگیرد حل

هاي هاي بالایی و پایینی منحنیها پایدار است که متناظر با شاخهکه دو تا از آن
ها ناپایدار بوده و متناظر با شاخه نیرویی هستند ولی یکی از این حل- پاسخ

هاي نیرویی است. در این حالت نیز وجود حل- هاي پاسخمیانی منحنی
شود که میBو Aند در نقاط مان- چندگانه به وجود آمدن نقاط دوشاخگی زینی

آمد آن بروز پدیده جهش دامنه در این نقاط است. با توجه به این شکل با پی
و سپس کاهش آن IIIبه سمت ناحیه Iافزایش تدریجی دامنه تحریک از ناحیه 

5در جهت عکس، به دلیل وجود دو نقطه دوشاخگی زینی یادشده، مشابه شکل 
افتد.ترزیس اتفاق میدر این حالت نیز پدیده هیس

0.2dر غیاب بستر با نیرویی د-هاي پاسخمنحنی8شکل  2و= 0.6se =

2 0.4se =0.14d =0.6zq =

0.14d =0.6zq =
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براي سه مقدار در غیاب بستر الاستیک، نیرویی -هاي مشخصه پاسخمنحنی9شکل 
2پارامتر تنظیم 0.2se = ،2 0.4se 2و = 0.4se =

براي سه مقدار از دامنه در غیاب بستر، فرکانسی -هاي مشخصه پاسخمنحنی10شکل 
0.4zqتحریک عرضی نیرویی  = ،0.6zq 0.8zqو = =	

پاسخ فرکانسی براي سه مقدار از دامنه نیروي تحریک هاي مشخصهمنحنی	11شکل 
0xPايصفحه-درون = ،1.3xP 2xPو = =

هاي پاسخ نیرویی براي سه مقدار پارامتر تنظیم منحنی9در شکل 
2 0.2se = ،2 0.4se 2و = 0.6se توان است. از این شکل میترسیم شده=

دریافت در غیاب میرایی، تشدید صفحه همواره تحریک شده و افزایش پارامتر
2se سبب افزایش دامنه تشدید شده که باعث انتقال نقاط دوشاخگی ،

ه و تغییرات پارامتر تنظیم نیرویی به سمت راست شد-هاي پاسخمنحنی
شود.هاي چندگانه میسبب افزایش عرض منطقه وجود جواب

جاي هاي مشخصه پاسخ در برابر دامنه تحریک در غیاب بستر بهمنحنی12شکل 
2 0.6se 0dبراي چهار مقدار میرایی = = ،0.2d = ،0.3d 0.4dو = =	

1zqهاي پاسخ فرکانسی متناظر بامنحنیمقایسه 13شکل  و سفتی خطی وینکلر=

1 50k 3و در غیاب سفتی غیرخطی وینکلر (= 0k ) براي سه حالت مختلف از =
a (2هاي خطی برشی بستر: یسفت 50k = ،b (2 100k = ،c (2 200k =

هاي مشخصه پاسخ فرکانسی براي سه مقدار دهنده منحنینشان10شکل 
0.4zqجمله هارمونیک تحریک عرضی مختلف دامنه = ،0.6zq و =

0.8zq است. مطابق این شکل، افزایش اندازه دامنه تحریک سبب افزایش =
شود.هاي چندگانه شده و افزایش دامنه پاسخ میعرض منطقه وجود جواب

، روي xPبعد، اي بدوندر ادامه، اثر دامنه نیروي استاتیکی درون صفحه
هاي منحنی11شود. در شکل هاي مشخصه پاسخ فرکانسی بررسی میمنحنی

مشخصه پاسخ فرکانسی صفحه تحت تشدید اولیه در غیاب اثر بستر و براي یک 
0.6zqمقدار خاص از دامنه تحریک،  0.28d، و میرایی= نشان داده شده =

، فرکانس خطی سیستم تحت xPرود با افزایشطور که انتظار میاست. همان
اي که گونهیابد، بههاي مثبت سیستم افزایش میتحریک کم شده و غیرخطینگی

هاي پاسخ اي، منحنیصفحه- تحت شرایط یکسان و با افزایش دامنه نیروي درون
هاي چندگانه مت راست خمیده شده و عرض منطقه وجود جوابفرکانسی به س

شود.سبب افزایش دامنه پاسخ میxPیابد. همچنین افزایشافزایش می
هاي مشخصه دامنه تشدید در برابر دامنه تحریک در منحنی12در شکل 

اي و براي هصفح- حضور اثرات میرایی و در غیاب اثرات بستر و نیروي درون
2یک مقدار خاص از پارامتر تنظیم 0.6se نشان داده شده است.=

سبب کاهش dتوان دریافت که افزایش پارامتربا توجه به این شکل می
ها به سمت راست دامنه پاسخ شده و سبب انتقال نقاط دوشاخگی منحنی

هاي شود. همچنین افزایش میرایی سبب کاهش عرض منطقه وجود جوابمی
شود.چندگانه می
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0.6zqهاي پاسخ فرکانسی متناظر با منحنیمقایسه 14شکل  در غیاب لایه برشی =

2بستر ( 0k a(1هاي وینکلر بستر: ) براي سه حالت از سفتی= 3 0k k= = ،b (

1 20k 3و = 250k = ،c (1 20k 3و = 500k =

تغییرات دامنه تشدید با پارامتر میرایی در غیاب بستر الاستیک براي 15شکل 
2 0.9se 4.1zqو= =	

4.1zqمیرایی متناظر با-هاي پاسخمنحنیمقایسه 16شکل  براي سه مقدار پارامتر =
2تنظیم 0.7se = ،2 0.82se 2و = 0.9se =

هاي خطی و غیرخطی بر مشخصات در این بخش اثر وجود بستر با سفتی
مورد بررسی قرار در حضور اثر میرایی تشدید صفحه ساندویچی تابعی 

گیرد.می
فرکانسی صفحه با بستر -هاي مشخصه پاسخمنحنی13شکل در 

، براي سه حالت ) و با سفتی خطی وینکلر، پاسترناك خطی (

) a ( ،bبعد بستر پاسترناك: مختلف از مقدار ضریب برشی بدون
 ،c(	.نشان داده شده است

رود افزایش ضریب برشی بستر با توجه این شکل، همچنان که انتظار می
آمد آن کاهش دامنه پاسخ شود و پیسبب افزایش فرکانس خطی سیستم می

هاي پاسخ نکته دیگر، افزایش سفتی خطی سبب خمیده شدن منحنیاست. 
به حالت قائم شده و در نتیجه سبب کوچک شدن عرض ناحیه وجود تشدید 

شود.دوگانه می
) 2در غیاب لایه برشی بستر  0k حضور اثر حضور و عدم14)، شکل =

حضور فرکانسی در-هاي پاسخبستر غیرخطی، روي منحنی
0.15dمیرایی( =) 0.6zq) و نیروي تحریک عرضی  دهد. )، را نشان می=

بدون وجود )aفرکانسی براي سه حالت: -هاي پاسخمطابق این شکل، منحنی
1بستر، 3 0k k= = ،b( 1در حضور بستر غیرخطی با 20k 3و = 250k = ،c(

1در حضور بستر غیرخطی با  20k 3و = 500k ، نشان داده شده است.=
، افزایش سفتی cبه aشود که از حالت با توجه این شکل دیده می

شده و 1هاي سفت شوندهغیرخطی وینکلر سبب افزایش غیرخطینگی
(نسبت به حالت بدونمنحنی بستر) هاي پاسخ فرکانسی به سمت راست 

ها آمد آن دور شدن نقاط دوشاخگی هر یک از منحنیشوند و پیخمیده می
هاي غیربدیهی چندگانه نسبت به یکدیگر شده و عرض منطقه وجود جواب

یابد.تشدید افزایش می
، dرایی،هاي مشخصه دامنه تشدید نسبت به پارامتر میمنحنی15شکل 

دهد. با در غیاب بستر را براي یک مقدار خاص از پارامتر تنظیم نشان می
و در بازه میرایی داده شده، Iشود که در ناحیه توجه به این شکل دیده می

بدیهی پایدار براي دامنه تشدید وجود دارد و با افزایش تدریجی یک حل غیر
که اولین نقطه یابد تا اینهاي تشدید کاهش می، اندازه دامنهdپارامتر

شاخگی، سه حل غیر بدیهی شود و پس از این نقطه دودوشاخگی ظاهر می
). IIها پایدار است براي دامنه پاسخ وجود خواهد داشت (ناحیهکه دو تا از آن

رود با ادامه افزایش میرایی، اثر میرایی به تدریج بر اثر طور که انتظار میهمان
ي غیربدیهی پایدار/ ناپایدار هاپاسختحریک نیرویی غلبه کرده و دامنه 

شود و که نقطه دوشاخگی دوم نیز ظاهر مییابد تا جاییرفته کاهش میرفته
بدیهی پایدار یک حل غیرپس از عبور از نقطه دوشاخگی دوم، سیستم فقط

). در این ناحیه نیز با افزایش میرایی، دامنه تشدید IIIخواهد داشت (ناحیه 
یابد.صفحه کاهش می

میرایی براي سه مقدار پارامتر تنظیم -هاي پاسخنیز منحنی16در شکل 
2 0.7se =،	 2 0.82se 2و = 0.9se است. با توجه این شکل رسم شده=

افزایش پارامتر تنظیم سبب افزایش دامنه پاسخ و افزایش عرض منطقه وجود 
	شود.میرایی می-هاي مشخصه پاسخهاي چندگانه منحنیجواب

گیرينتیجه-9
هاي مرتبه اول و با در تحقیق حاضر ابتدا با استفاده از تئوري تغییر شکل

هامیلتون، معادلات دیفرانسیل جزیی و غیرخطی حاکم بر کارگیري اصلبه
هاي هندسی و ناهمگنی غیرخطینگیباوجودارتعاشات عرضی صفحه 

ساختاري در حضور بستر غیرخطی پاسترناك استخراج شد و با استفاده از 
تقریب گالرکین معادلات حاکم به معادلات غیرخطی معمولی تبدیل شد. با 

رشی روي مقاطع عرضی صفحه، نشان داده شد که ي بهاتنشتصحیح ضریب 
ي برشی به شدت به نسبت مدول مواد تشکل شده، هاتنشضریب تصحیح 

																																																																																																																																											
1-	Hardening	 3 0k =1 50k =

=2 50k

2 100k =2 200k =
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ها وابسته اختلاط مواد و نسبت ضخامت هسته به لایهشاخص کسر حجمی
بوده و مقدار این ضریب براي صفحات ساندویچی با مقدار آن براي صفحات 

استفاده از روش اغتشاشات، معادلات پاسخ همگن متفاوت است. در ادامه با
هاي غیربدیهی این معادلات در شرایط ماندگار استخراج و دست آمد و حلبه

دهد که در کل محدوده ها مورد تحلیل قرار گرفت. نتایج نشان میپایداري آن
شود طوري که با قرار گرفتن فرکانس فرکانسی، تشدید صفحه تحریک می

هاي غیربدیهی ی محدوده فرکانسی، سیستم حلتحریک در بخش میان
ها پایدار و دیگري ناپایدار است که در نتیجه در دارد که دو تا از آنگانهسه

این ناحیه تشدید دوگانه خواهیم داشت و پاسخ غیرخطی سیستم با توجه به 
هاي پایدار دوگانه خواهد شد. نتایج حاصل شرایط اولیه جذب یکی از این حل

هاي دیگر این محدوده، سیستم تنها یک حل داد که در بخشنشان 
هاي چندگانه نشان داده شد که وجود حلنیهمچنغیربدیهی پایدار دارد. 

آمد آن بروز پدیده جهش شود که پیسبب ایجاد نقاط دوشاخگی زینی می
بر این نشان داده شد که:دامنه است. علاوه

زایش مقدار دامنه تحریک سبب الف) با تحریک صفحه در غیاب بستر، اف
شود.گانه شده و دامنه پاسخ فرکانسی میهاي سهگسترش ناحیه وجود حل

ب) در غیاب بستر، افزایش میرایی سبب کاهش دامنه پاسخ و انتقال نقاط 
نیرویی به سمت راست شده و عرض -هاي مشخصه دامنهدوشاخگی منحنی

یابد.گانه کاهش میمنطقه وجود سه
حریک عرضی صفحه در غیاب بستر، افزایش پارامتر تنظیم سبب افزایش ج) با ت

هاي پاسخ نیرویی به نیرویی و انتقال نقاط دوشاخگی منحنی- دامنه پاسخ
یابد.ایش میي چندگانه افزهاجوابسمت راست شده و عرض منطقه وجود 

اي سبب افزایش صفحه-د) در غیاب بستر، افزایش نیروي استاتیکی درون
هاي مثبت سیستم رکانس خطی سیستم و دامنه پاسخ شده و غیرخطینگیف

یابد.هاي چندگانه افزایش میافزایش یافته و عرض منطقه وجود جواب
خطی لایه برشی سبب افزایش ه) در حضور لایه برشی بستر، افزایش پارامتر

آمد آن کاهش دامنه پاسخ است. افزایش این فرکانس خطی سیستم و پی
- هاي پاسخ به حالت قائم مانند شده که پیسبب خمیده شدن منحنیمترپارا

شدن عرض ناحیه وجود تشدید دوگانه است.ترکوچکآمد آن 
هاي بستر وینکلر، افزایش و) در غیاب لایه برشی و در حضور غیرخطینگی

ی دگیخمهاي مثبت سیستم و غیرخطی سبب افزایش غیرخطینگیپارامتر
آمد آن افزایش شود و پیفرکانسی به سمت راست می-هاي پاسخمنحنی

ي دوگانه تشدید است.هاجوابعرض منطقه وجود 
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