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مقدمه-1

به پيشرفت اين و است پيشرفت حال در سرعت به نانو علم

سازه تحليل در محققان علاقه نانودليل قبيل از مختلف هاي

در با پوسته نانو و ورق نانو كوچكتير، مقياس اثر گرفتن نظر

مي ارينگن.باشدطول توسط غيرمحلي الاستيسيته مدل اولين

سال شد1983در مي.]1[ارائه فرض ارينگن كهنظريه كند

است وابسته نقاط ساير در كرنش به نقطه يك در .تنش

مي تغيير معادلات نميبنابراين ديگر حالت اين در و توانكنند

كلاسيك معادلات كرد)محلي(از در.استفاده ديگر، عبارت به

نيروهاي آن دليل و نموده تغيير جسم رفتار محلي غير حالت

كوچك مقياس اثر و اتمي مي1بين عنوانطول به كه باشد

مي ظاهر متشكله معادلات در مادي .شودپارامتر

محلي متشكله معادلات با اثر(مقالات گرفتن نظر در بدون

كوچك مي)طولمقياس بيان زير صورت :شودبه

همكارانش و مقاله]2[دانشجو آزاددر ارتعاشات اي

استوانهپوسته تقويتهاي با دوار كامپوزيتي هايكنندهاي

تئوري با فشار و يكنواخت محوري بارگذاري تحت متعامد

لايه بعدي سه دادندالاستيسيته قرار مطالعه مورد اين.اي در

معادلات هاميلتونمقاله اصل اساس بر انرژي روش از را 2حاكم

و آوردند رويتأثيربدست محوري نيروي مانند مواردي

است گرفته قرار مطالعه مورد طبيعي ورفيعي.فركانس پور

غيرخطي]3[همكارانش آزاد ارتعاشات تحليل به خود مقاله در

هدفمند مواد از شده ساخته الاستيك3تيرهاي بستر بر

روش4غيرخطي از استفاده با حرارتي و مكانيكي بارهاي تحت

هموتوپي روش.اندپرداخته5تحليلي از تحليل اين براي

كردند6گالركين نسبت.استفاده كمترين كه دادند نشان آنها

تكيه به مربوط بهفركانسي مربوط آن بيشترين و گيردار گاه

گيردارتكيه است-گاه نتيجه.ساده آنها كههمچنين گرفتند

نسبت كاهش به منجر خطي الاستيك بستر ضريب افزايش

مي مرزي شرايط همه براي خطي به غيرخطي .شودفركانس

محلي غير متشكله معادلات با اثر(مقالات گرفتن نظر در با

طول كوچك مي)مقياس ارائه زير صورت :شودبه

1. Small Scale Effect

2. Hamilton’s Principle

3. Functionally GradedMaterials

4. Nonlinear Elastic Foundation

5. Homotopy Analysis Method

6. Galerkin Method

دمير و با]4[سيوالك را لوله ميكرو خمش ازتحليل استفاده

دادند بسط غيرمحلي الاستيك تير را.مدل اندازه اثر همچنين

بكار نظربا در ارينگن غيرمحلي الاستيسيته تئوري بردن

استفاده]5[ردي.گرفتند با را تير ارتعاشات و كمانش خمش،

غيرمحلي الاستيسيته تئوري كرد7از جواب.بررسي هايوي

بح كمانش بار خيز، براي طبيعيتحليلي فركانس و راراني

آورد روي.بدست را طول كوچك مقياس اثر تاثير سپس

نمود بررسي مذكور همكارانش.پارامترهاي و مدلي]6[الطاهر

اويلر تير ارتعاشات تحليل المان-براي روش كمك به برنولي

كردند8محدود مقاله.ارائه در اويلرآنها تير جابجايي -شان

استفاده با آوردندبرنولي بدست ارينگن غيرمحلي تئوري .از

پارامتر افزايش با اصلي طبيعي فركانس كه داد نشان آنها نتايج

مرزي شرايط بجز مرزي شرايط تمام براي ارينگن غيرمحلي

مي-يكسرگيردار كاهش ويكسرآزاد بريابد پارامتر اين تاثير

مي كمتر بالاتر مودهاي همكارانش.باشدروي و ]7[قنادپور

اويلر تير ارتعاشات و كمانش تنش، بررسي-تحليل را برنولي

فرمول.كردند سختيآنها ماتريس يافتن براي تحليلي هاي

از استفاده با سپس و دادند توسعه را جرم ماتريس و كمانشي

ريتز بحراني،9روش كمانش بار دلخواه مرزي شرايط و

آوردندفركانس بدست را خيز و طبيعي .هاي

پارادهان و براي]8[فاديكار را محدود المان روابط

اويلرتئوري تير الاستيسيته ارائه-هاي تيموشنكو و برنولي

لوله.دادند نانو براي معادلاتآنها شده ضعيف شكل كربني هاي

انرژي10حاكم توابع المان11و روش با و آوردند بدست را

غي تير كمانشي و ارتعاشي خمش، تحليل برايمحدود را رمحلي

كردند محاسبه گوناگون مرزي خمش،.شرايط تحليل سپس

دادند بسط مخروطي تيرهاي براي را كمانشي و وانگ.ارتعاشي

همكارانش ارتعاش]9[و مدلاتمساله نانوآزاد و ميكرو هاي

براي ارينگن الاستيسيته غيرمحلي تئوري از استفاده با را تير

كردند بررسي تيموشنكو را.تير مرزي شرايط و حاكم معادلات

معادلات اين و كرده استخراج هاميلتون اصل از استفاده با

مرزي شرايط با تيرها ارتعاشي فركانسهاي براي را تحليلي

كردند حل تير]10[تاي.مختلف برشي شكل تغيير نظريه

7. Nonlocal Elasticity Theory

8. Finite Element Method

9. Ritz Method

10. Weak Forms of the Governing Equations

11. Energy Functionals
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با و نانوتيرها خمش و كمانش ارتعاشات، براي را غيرمحلي

روابط از ارائهاستفاده ارينگن ساختاري غيرمحلي ديفرانسيل

بدست.داد هاميلتون اصل از استفاده با را حركت معادلات وي

كمانش.آورد بار خمش، محاسبه براي تحليلي حل راه سپس

تكيه طرف دو مرزي شرايط با تير طبيعي فركانس و گاهبحراني

آورد بدست را غيرمحلي.ساده اثر گنجاندن كه شد مشاهده

تيرب طبيعي فركانس و كمانشي بار كاهش و خيز افزايش اعث

مي غيرمحلي پارامتر بزرگ مقادير براي .شودبخصوص

همكارانشمحمدي و روي]11[مهر را كوچك مقياس اثرات

لوله نانو بحراني پيچشي كمانش بربار جداره دو كربني هاي

وينكلر الاستيك از1پاسترناك-بستر استفاده با تئوريرا

كردند بررسي غيرمحلي الاستيك.الاستيسيته محيط اثرات

وينكلر نوع فنري ثابت پاسترناك2شامل نوع برشي ثابت و3و

واندروالس نيروي لايه4همچنين نانوبين بيروني و دروني هاي

گرفتندةلول نظر در را جداره دو آمده.كربني بدست نتايج از

پاسترنا برشي ثابت كه شد بحرانيمشاهده كمانشي بار ك،

مي افزايش را حاليغيرمحلي در ودهد حضور بين اختلاف كه

مشاهده همچنين و است زياد پاسترناك برشي ثابت حضور عدم

برشي كمانش بار از كمتر غيرمحلي بحراني كمانش بار كه شد

است محلي رحمتيمحمدي.بحراني و ارتعاشات]12[مهر

غيرمحلي ترم5محوري بورالكترو نيتريد ميله نانو مكانيكي و

جداره نمودند6تك تحليل را الكتريكي تحريك آنها.تحت

بارگذاري تحت ميله نانو ساختاري الكترومعادله -هاي

مقياس7ترمومكانيكي اثر از استفاده با بدسترا كوچك هاي

شكل.آوردند ضريب كوچك، مقياس اثرات شرايط8آنها و

و سرگيردار دو فركانس-يكسرگيردارمرزي روي يكسرآزاد

كردند بررسي را افزايش.طبيعي با كه كردند مشاهده آنها

و حرارت پيزوالكتريكدرجه ثابت نانو9ضريب محوري جابجايي

يافته افزايش جداره تك ميله اثرنانو افزايش با همچنين ،

مي كاهش طبيعي فركانس كوچك .يابدمقياس

مقاله، اين مقياسحرارتأثيردر اثر و الاستيك بستر ت،

1. Winkler - Pasternak Foundations

2. Spring Constant of the Winkler Type

3. Shear Constant of the Pasternak Type

4. Van der Waals Force

5. Nonlocal Axial Vibration Analysis

6. Single-Walled Boron Nitride Nano Rods

7. Electro-Thermo-Mechanical Loadings

8. Aspect Ratio

9. Piezoelectric Coefficient

بدون طبيعي فركانس و بحراني كمانش بار خيز، روي كوچك

اويلر تير مي-بعد قرار بررسي مورد تغييراتبرنولي و گيرد

بستر اثر تحت بحراني كمانش و ارتعاشي مودهاي شكل

وينكلر مي-الاستيك بررسي غيرمحلي.شودپاسترناك تير حل

تحق اين در شده مهندسارائه براي طراحيدركهنيايق حال

ميهايدستگاه مكانيكي نانو و استميكرو مفيد .باشند،

اويلر-2 تير بر حاكم شرايط-معادلات در برنولي

غيرمحلي

سـال در ارينگن توسط غيرمحلي الاستيسيته ارائـه1983مدل

مدل.]1[شد مياين نقطهكندبيان يك در شده وارد تنش كه

نانو و ميكرو ابعاد كرنشدر به مدلوابسته نقاط تمام اسـتدر

شكل به مي)1(رابطهو .شودنوشته

)1(2 2

0
(1 ( ) ) ij ijkl kle a Cσ ε− ∇ =

معادله اين وijklCدر الاستيسيته مدول تانسور
ij

σو
kl

ε

ترتيب مـيبه كـرنش و تنش وتانسورهاي باشـند
0

e aضـريب

طـول(ارينگنغيرمحليپارامتر كوچـك مقيـاس اثـر )پـارامتر

.است

اويلر تير جا-براي ميدان صورتببرنولي به )2(روابطجايي

مي)3(و .]9[شودتعريف

)2(( , )
( , , )

w x t
u x z t z

x

∂
= −

∂

)3(( , , ) ( , )w x z t w x t=

عرضي جابجايي برحسب طولي صورتكرنش )4(روابـطبه

مي)5(و .شودنوشته

)4(
2

2xx

d w
z

x
ε = −

∂

)5(( , ) 0 , ( , ) 0
zz xz

x z x zε γ= =

رابطه محورهاي)3(در كه است اين بر بهzوxفرض

در وترتيب هستند تير ضخامت و طول خنثيzجهت تار روي

مياندازه رابطه.شودگيري وwنيز)4(در تير عرضي جابجايي

xx
εدرنرمالكرنش شده استطولايجاد .تير

محيط-3 اكپاسترنالاستيكاثر

بـالاستيكمحيطنيروياثر در)6(رابطـهصـورتهپاسترناك

گرفته :]11[شودمينظر
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)6(2

Elastic medium w G
F k w k w= − + ∇

آن در كه
w

kنوع فنري وثابت وينكلر
G

kنـوع برشـي ثابت

.باشندميپاسترناك

مسروش-4 بر حاكم معادلات و لهأانرژي

كل پتانسيل انرژيانرژي جنبشيUپتانسيلهايمجموع ،T

ــو ــك نيروه از ــي ناش ــارجيار خ ــVاي ــورتهب ــهص )7(رابط

.دشوميبيان

)7(( )T U VΠ = − +

انرژي حداقل اصل و تغييرات حساب از استفاده به)7(رابطه،با

مي)9(و)8(روابطصورت .آيدبدست

)8(
2

1

0
t

t

dtδ ∏ =∫
)9(0T U Vδ δ δ δ∏ = − − =

صـورتكه به كرنشي انرژي تغييرات، حساب اصل از استفاده با

مي)10(رابطه .]7[شودارائه

)10(
0 0

( )
L A

xx xx
U dAdxδ σ δε= ∫ ∫

كه
xx

σو
xx

εدهندهبه نشان كرنشتنشترتيب محـوريو

.هستند

بـار از ناشـي كـار شامل ترتيب به خارجي نيروهاي از ناشي كار

كهمحوريكمانش است الاستيك محيط و عرضي گسترده بار ،

رابطه است)الف-11(در شده .ارائه

)الف-11(

[ ]2

0

0

Elastic medium
0

1/ 2 ( )

1 / 2 ( )

1 / 2

L

t

L

L

dw
V p dx

dx

V q x w dx

V F w dx

= −

= −

= −

∫

∫

∫
كه

t
pو( )q xو محـوري كمـانش بار دهنده نشان ترتيب به

مي عرضي گسترده .باشندبار

Vمنحني زير سطح برابر و است خارجي نيروهاي از ناشي كار

كه–نيرو است آثـارآنجابجايي جمـع اصـل از اسـتفاده دربا

است)ب-11(رابطه شده .آورده

[ 2

Elastic medium
0

1/ 2 ( ) ( )
L

t

dw
V p q x w F w dx

dx
= − + + ∫

)ب-11(

تغييرات، حساب از استفاده خـارجيبا نيروهاي از ناشي بـاكار

رابطه صورت)ب-11(رابطهدر)6(جايگذاري -11(رابطـهبه

.]7،11[شودميارائه)ج

)ج-11(

[

]

t
0

2

w

( )
L

G

dw d w
V p q x w

dx dx

k w k w w dx

δ
δ δ

δ δ

= − +

− + ∇

∫

عبارت از جنبشي مي)الف12(انرژي .آيدبدست

2)الف-12(

0

( , )
1/ 2 ( )

L W x t
T A dx

t
ρ

∂
=

∂
∫

صورت به جنبشي انرژي تغييرات، حساب از استفاده رابطهبا

مي)ب-12( .شودنوشته

)ب-12(
0

( , ) ( , )
( )

L W x t W x t
T A dx

t t
δ ρ δ

∂ ∂
=

∂ ∂
∫

رابطه تغييرات، حساب بكارگيري از صورت)ب-12(پس به

مي)ج-12(رابطه .شودبيان

)ج-12(
2

2
0

( , )
( , )

L W x t
T A W x t dx

t
δ ρ δ

∂
= −

∂
∫

خيز عبارت متغيرها، جداسازي از استفاده )با , )W x tبه

مي)د-12(عبارتصورت گرفته نظر .شوددر

))د-12( , ) ( )
i t

W x t w x e
ω

= ×

رابطه جايگذاري رابطه)د12(با به)ج12(در جنبشي انرژي ،

مي)ه-12(رابطهصورت .]7[شودارائه

2)ه-12(

0

( ) ( )
L

T A w x w x dxδ ρ ω δ= ∫
LوAمقطع سطح و طول ترتيب ترتيبρوω،به به

هستندطبيعيفركانس تير چگالي .و

رابطه جايگذاري رابطه)4(با انـرژي)10(در كرنشـيتغييرات

صورت مي)13(رابطهبه .شودبيان

)13(
2

2
0

( ( ))
L

xx
A

d w
U z dAdx

x
δ σ δ= −

∂
∫ ∫

محورينيرو گشتاوري بـو تـنش برحسب منتجه هخمشي

مي)15(و)14(روابطصورت .]5،7[دنشوتعريف

)14(x xx

A

N dAσ= ∫

)15(x xx

A

M zdAσ= ∫

رابطه)16(رابطه جايگذاري رابطه)15(با بدست)13(در

.آيدمي

)16(
2

2
0

( )
L

x

d w
U M dx

x

δ
δ = −

∂
∫

روابــط جايگــذاري ــا رابطــه)16(و)ه-12(،)ج-11(ب در
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انرژي،)9( كلتغييرات هـاميلتونپتانسيل اصـل از اسـتفاده با

مي .آيدبدست

)17(

2

1

2

2

2
0

t w

2

G

[ ( )

( )

] 0

t L

x
t

d w
A w w M

dx

dw d w
p q x w k w w

x x

k w w dxdt

δ
δ ρ ω δ

δ
δ δ

δ

∏ = +

+ + −
∂ ∂

+ ∇ =

∫ ∫

از استفاده با انرژيكه صـورت)17(رابطهروش رابطـهبـه

مي)18( .شودساده

[
2

1

2 2

2

t2 2
0

2

w G

( )

( ) 0

t L
x

t

d M d w
A w w w p w

dx dx

q x w k w w k w w dxdt

ρ ω δ δ δ

δ δ δ

+ −

+ − + ∇ =

∫ ∫

)18(

رابطه از استفاده با تعادل صورت)18(معادله )19(رابطهبه

.شودميبيان

2
2

2 2

t w G2 2
( )

d M d wx A w p q x k w k w
d x d x

ρ ω=− + − + − ∇

)19(

t
pرابطــه محــوريشــامل)19(در كمــانش(نيــروي بــار

حرارت)بحراني از ناشي نيروي از.استو ناشـي حـرارتنيروي

امكـان نتيجـه در و نـدارد آزاد سـر تيـر كـه دارد وجـود زماني

نمي پيدا طول دليلافزايش همين به تيـركند، محـور جهت در

مـي ايجـاد رابطـه.دشـونيرو اسـاس بـر نيـرو قابـل)20(ايـن

است .محاسبه

)20(
t thermalx

p N p= +

كه
x

Nو محوري بحراني كمانش بار
thermal

pاز ناشي نيروي

هستند .حرارت

)21(
thermal

p TEAα ′=

رابطه α)21(در تير،′ طولي انبساط تغييـراتTضريب

و استEدما تير الاستيسيته .مدول

مختلفرالهامس مرزي شرايط ابتـدا.كردحلتوانميبا در

صورت به مرزي گيردارشرايط سر مفصل-يك سر نظريك در

مي صورتگرفته به كه مي)23(و)22(روابطشود .شودبيان

)22(
0 0

0 , 0
x x

dw
w

dx
= =
= =

)23(0 , ( ) 0
x L x L x L

dw dM
M v p

d x d x
= = =
= = − =

اويلرتبراي رابطـهبر-ير صـورت)1(نـولي )24(رابطـهبـه

.شودميساده

)24(

2

2

0 2
( ) xx

xx xx

d
e a E

dx

σ

σ ε− =

ــه معادل ــذاري جايگ ــا ــهدر)4(ب ــه)24(معادل )25(رابط

.آيدميبدست

)25(

2 2

2

0 2 2
( ) xx

xx

d d w
e a Ez

dx dx

σ

σ − = −

صورت به سطح دوم مي)26(رابطهگشتاور :شودتعريف

)26(
2

xx
I z dA= ∫

روابط كارگيري به :دشوميبيان)27(رابطه)26(و)25(،)15(با

)27(

2 2

2

0 2 2
( ) x

x xx

d M d w
M e a EI

dx dx
− = −

جايگ)28(رابطه مي)19(رابطهدر)27(رابطهذاريبا :آيدبدست

)28(

2 2

2 2

0 t2 2

2

( ) (

( ) ) 0

x xx

w G

d w d w
M EI e a A w p

dx d x

q x k w k w

ρ ω+ + −

+ − + ∇ =

اويلر تير نانو حركت حاكمه الاستيك-معادله بستر بر برنولي

رابطه جايگذاري با حرارتي بارگذاري رابطه)28(تحت )19(در

صورت مي)29(رابطهبه .شودساده

4 2 2 2 2

2 2

t 0 G 04 2 2 2 2

2 2

2 2 2

W 0 02 2

2

2

0 2

1 ( ) 1 ( )

1 ( ) 1 ( )

( ) 1 ( ) 0

xx

d w d w d d w d
EI p e k e

dx d x d x d x dx

d d
k w e A w e

dx dx

d
q x e

dx

α α

α ρ ω α

α

  
+ − − −   

  

  
+ − − −   

  

 
− − = 


(29)

حركتسازيبعدبي-5 حاكم معادله

بي صـورتپارامترهاي بـه مكـانيكي و هندسي )30(رابطـهبعد

مي .دنشوتعريف

)30(

2 3

t

2 4 2

G w

G w

4

0

( )
, ,

, ,

, ,

xx xx

xx xx xx

xx

p Lx q x L
x k q

L EI EI

k L k L TAL
k k

EI EI I

e aw AL
w

L L EI

α
γ

ρ
α λ ω

= = =

′
= = =

= = =
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جايگـذاري رابطـه)30(رابطـهبا حاكمـهمعادلـه)29(در

اويلر تير بعدبرنولي-حركت بـربدون و حرارتي بارگذاري تحت

صورت به پاسترناك الاستيك مي)31(رابطهبستر :شودنوشته

)31(

4 2 2

2
w

4 2 2

2 2 2

2 2
G

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

( ) 1

1 1

1 1

1 0

d w d w d
R x k k w

dx dx dx

d d w d
k

dx dx dx

d w d d
w

dx dx dx

d
q

dx

α

α α

γ α λ α

α

 
= + − + 



  
× − − −    

  

  
+ − − −    

  

 
− − = 



)كه )R xباقيتاب استع .مانده

حاكم-6 معادله شده ضعيف شكل

گالركين روش از،در و شـده ضـرب وزني تابع در باقيمانده تابع

مي گيري انتگرال آن صورتحاصل به كه بيان)32(رابطهشود

.]13[شودمي

)32(
1

0

( ) ( ) 0R x x dxψ =∫
)كه )xψاست وزني باقيمانده .تابع

رابطـه جايگذاري رابطـه)31(با رابطـه)32(در حاصـل)33(،

.]13[شودمي

)33(

4 2 2 2
1

2 2

4 2 2 20

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

1 1

1 1

1 1 0

w

G

d w d w d d
k k w

dx dx dx dx

d w d d w d
k

dx dx dx dx

d d
w q dx

dx dx

ψ α α

α γ α

λ α α

   
+ − + −        

  
− − + −    

  

  
− − − − =        

∫

انتگـرال عبـارت يك ديفرانسيل، معادله شده ضعيف -شكل

ارضـا را مـرزي شرايط و حاكم ديفرانسيل معادله كه است وزني

حل.كندمي انتگرالبا،)33(رابطهبراي بار بـهدو جـزء گيـري

رابطه مرزي شرايط كارگيري به و مي)34(جزء .آيدبدست

رابطه رابطـه)34(كه ديفرانسيل معادله شده ضعيف شكل ،

مي)31( نشان .دهدرا

( )

2 2
1

2

G 2 2
0

2

2 2

w G 2

2

2 2

w 2

[(1 ( )

( ( ) )

( ) ] 0

d w d
k k

d x d x

dw d d
k k k w

d x d x d x

d
k w q q dx

dx

ψ
α γ

ψ ψ
γ α λ

ψ
λ ψ α ψ

Π= − + −

− + + − −

− − + − =

∫

(34)

رابطه شـود،α=0اگر)34(در داده اويلـرقـرار تيـر -معادلـه

ثابـت پـارامتر گـرفتن نظـر در بـدون محلـي حالـت در برنولي

مي)غيرمحلي( بدست مي.آيدارينگن قرارهمچنين صفر با توان

كد هر پارامترهادادن از ،qشـاملام
w

k،
G

k،λ،γوkبـه

بارگسترده، نـوعترتيب فنـري نـوعوينكلـر،ثابت برشـي ثابـت

طبيعيپاسترناك، محوريتأثير،فركانس نيروي و محيط دماي

كرد حذف بررسيتأثيرسپسرا را پارامترها تك .كردتك

ريتز-7 روش با حل

رابطه حل ريتز)34(براي روش مكـان،به تغييـر معادلـه بايـد

حدس را كنديطورهبزدعرضي ارضا را مرزي شرايط لازم.كه

تكيه مرزي شرايط براي است ذكر بـهبه خيـز رابطـه سـاده گاه

مي گرفته نظر در سينوسي بـراي.شودصورت مقاله اين در ولي

تكيـه مـرزي شـرايط همزمـان بطـور تير خيز سـاده،اينكه گـاه

نمي كند، ارضا را آزاد و صـورتگيردار بـه را مكـان تغييـر توان

ارضا را آزاد و گيردار مرزي شرايط چون گرفت نظر در سينوسي

كند عرضـيلذا.نمي مكـان اويلـرتغيير بصـورتبرنـولي-تيـر

سريحاصل چندجملـهضرب مـرزيهاي تـابع در چبيشـف اي

( )f xصورت مي)35(رابطهبه .]7[شودنوشته

)35(11
1

( )

( ) ( ) ( )
t

s
m

n
n n

m j jm
j

f x

w x x x a P x
−

=

=

= − ∑∏
���������

ــه رابط ــن اي ازjaدر ــدام ك ــر ه در ــه ك ــت اس ــي ماتريس

ارتعاشحالت و كمانش دارد،اتهاي را ويـژه بـردار نقش تير
s

n

تيـر،گاهتكيهتعداد طول در ها
t

nسـري،جمـلاتتعـداد
m

x

بعد بدون تيرmگاهتكيهفاصله ابتداي از باشـدميام
m

nبـه

تكيه وابستهنوع مقدارگاه اين كه (است
m
n(سادهگاهتكيهبراي

براي1برابر ذكـر.اسـت2برابـرسـرگيردارگاهتكيهو بـه لازم

جملـه چند سري از استفاده مزيـتاست دو داراي چبيشـف اي

اين:باشدمي كهيكي
1
( )jP x

−

سريمجموعه از كامـلاي هاي
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هـم سـرعت كه است متعامد ديگـرو بـا مقايسـه در آن گرايـي

استسري بيشتر بعدي.ها چبيشفمزيت كـهسري اسـت اين

شده بيان ساده تكيهبصورت مرزي شرط سه گيردارو ساده، گاه

مـي ارضا را آزاد اولاًو امـر، ايـن كـه راكنـد محاسـبات حجـم

ثانياً و داده تـابعكاهش حـدس بـه نيـازي و داشته كلي حالت

نيست مجزا صورت به مرزي شرط هر .براي
j

Pسـري يك نيز

بـاايجملهچند كه تعريـف)37(و)36(روابـطصـورتهست

.]7[شودمي

)36(

0

1

( ) 1

( )

P x

P x x

=


=

)37(1 1
( ) 2 ( ) ( ) 1,2,3,...j j jP x xP x P x j

+ −
= − =

حسبرابطه)37(رابطه بر بازگشتي بـرايxاي كـه بـوده

مي محاسبه قبلي جملات برحسب بالاتر .شودجملات

مجهول بψتابع .]7[شودميبيان)38(رابطهصورتهنيز
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t

s
m
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i
a

∂Π
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∂

روابط جايگذاري رابطه)38(و)35(با از)34(در استفاده با و

مشتقات ريتز روش بدستΠدر مجهول ضرايب به نسبت

.آيدمي

رابطهماتريس صورت به جرم و ميرايي سختي، )40(هاي

مي .شوندمحاسبه

)40(2

1

( ) 0
t
n

ij ij ij j i

j

K B M a Qβ λ
=

− − − =∑

كه
ij

K،
ij
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ij

Mماتريس سختي، ماتريس ترتيب به

مي جرم ماتريس و كمانشي وسختي باشند
i

Qوارد عرضي بار

است تير .بر

ساده عباراتبراي شدن مي)42(و)41(تر .شوندتعريف

)41(
2pL

k
EI

=

)42(
k

k
β =

رابطه ماتريسي شكل)42(فرم به مي)43(رابطهنيز :شودارائه

)43({ } { }2
([ ] [ ] [ ])K B M a Qβ λ− − =

ماتريس تيـركه بر وارد عرضي بار و جرم و ميرايي سختي، هاي

صورت مي)44(رابطهبه .شوندنوشته
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dPdf df
P P f P P

d x dx dx

dP dPdP
f d x

dx dx dx

α

γ

−
−

−

− −

− − −

−

− − − −

− −
−






 
+ − +  


+ + +



  + + +    

 
× +  

 
(44)

)45(

( )
2

1
2 2

1 1 12
0

2

21 1

12
2

ij i j i

i i

j

d f
M f P P f P

d x

dP d Pdf
f f P d x
d x d x d x

α
− − −

− −

−

 
= − 

 


+ + 
 

∫

)46(

( )
2

2

1 12

2

1 1

2

1

0

2

i i

i i

i

d f
f P P

d x

dP d Pdf
f

d x d x d x

Q q

d x

α
− −

− −

 
− 

 


+ + 



= ∫

21

1

1 1

0

1 12 21

1 1

2
2 2

1

1 12 2
2

i
ij i j

j ji
j i

i
i j

dPdf df
B k P P f

d x dx d x

dP dPdP
P P f

dx dx dx

dPd f df d f
P P

dx d xd x d x

α

−

− −

− −
−

− −

−

− −

     = +  
   

 
× + + + 

 

   
× +  
  

∫

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
92

.1
3.

11
.1

1.
3 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

09
 ]

 

                             7 / 13

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1392.13.11.11.3
https://mme.modares.ac.ir/article-15-7553-en.html


روي حرارت وبار،خيزتأثير بحراني .كمانش . محمدي. همكارمهريمهدي انو

مدرس مكانيك 1171شمارة13دورة،1392بهمنمهندسي
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(47)

نتايجبحث-8 روي

تحقيق،صحتبراي اين از حاصل نتايج مـيسنجي بايسـتابتدا

مجهـولعبارتتعداد تـابع و عرضي مكان تغيير براي لازم هاي

همگرايي وجهت بحرانـي كمانش بار ماكزيمم، خيز پارامترهاي

بررسـي بعد بدون طبيعي شـدشـود،فركانس مشـخص بـاكـه

8=
t

nمسـجواب حـل در و شـده همگـرا عـددأهـا ايـن از له

مي خيـز.شوداستفاده ونتـايج بحرانـي كمـانش بـار مـاكزيمم،

اويلر تير براي بعد بدون طبيعي بـابرنـولي-فركانس غيرمحلـي

تكيه مرزي گـاه-گيـردارگـاهشرايط جـدولسـادهتكيـه 1در

جدول،در.شودميمشاهده نتايجاين با حاضر كار مقايسه براي

همكـاران و پور قناد توسط آمده بسـتر]7[بدست اثـرات بايـد

و شده داده قرار صفر برابر حرارت و بعـدمقاديرالاستيك بدون

صورت شده)48(روابطبه گرفته نظر .انددر

)48(
w G

,0.5, 1 0, 0, 0k q k kα γ= = = = = =

بدون ماكزيمم خيز و بحراني كمانش بار طبيعي، فركانس نتايج

مراجع توسط آمده بدست نتايج با حاضر كار ]16-7،9،14[بعد

جداول است4و2،3در شده مقايسه ترتيب .به

خ1جدول بعد بدون فركانسميزمقادير و بحراني باركمانش اكزيمم،

براي يكشطبيعي مرزي لولاسريك-سرگيرداررايط

t
n

maxwkλ

]7[
نتايج

جديد
]7[

جديد نتايج
]7[

نتايج

جديد

20145/00145/03579/33579/387529/787529/7

40145/00145/03386/33386/378406/778406/7

63385/33385/387529/787529/7

83385/33385/387529/787529/7

بدودامق2جدول طبيعيبنر فركانس با)λ(عد غيرمحلي تير براي

ت ضريب و مختلف مرزي مختلفأشرايط ثير

αمرزي جديد]9[مرجع]14[مرجعشرايط نتايج

0

ساده سر 8696/98697/98696/9دو

4182/154182/154182/15ساده-گيردار

سر 3733/223733/223733/22گيرداردو

5/0

ساده سر 3001/53003/5-دو

7835/77837/7-ساده-گيردار

گيردار سر 9912/109914/10-دو

بـدوندامقـ3جدول بحرانـيبعـدر كمـانش تيـر)k(بـار بـراي

ت ضريب و مختلف مرزي شرايط با مختلفأغيرمحلي ثير

α
مرزي شرايط

مرجع

]7[

مرجع

]14[

مرجع

]15[

نتايج

جديد

0

ساده سر 8696/98695/98696/9-دو

1907/201997/201907/20-ساده-گيردار

گيردار سر 4784/394786/394784/39-دو

2/0

ساده سر 076/7--076/7دو

1697/11--1697/11ساده-گيردار

گيردار سر 3068/15--3068/15دو

بدون4جدول ماكزيممبعدمقدار (خيز
max

w(غيرمحلي تير براي

ت ضريب و مختلف مرزي شرايط مختلفأبا ثير

α
مرزي جديد]16[مرجع]14[مرجعشرايط نتايج

0

ساده سر 0130/00130/00130/0دو

0054/0-0068/0ساده-گيردار

گيردار سر 0026/00026/00026/0دو

با تحقيق اين از حاصل نتايج است بهتر كه رسد نظر به شايد

آمدهنتايج نرمبدست آباكوساز و انسيس مانند افزارهايي

شود ذيل.مقايسه نرمنكات نتايج مقايسه مورد تئوريدر با افزار

شده استارائه اهميت :حائز

مدل كه اين خواصنخست تعريف و نانو ابعاد در مواد سازي

حالت اين در در(آنها كه طول كوچك مقياس اثر جمله از

شده معرفي ارينگن نرم)استتئوري در المانهنوز افزارهاي

امكان ميمحدود تنها و نبوده مدلپذير محتوان المان دودسازي

محلي تئوري از كه حالتي براي اثر(را گرفتن نظر در بدون

طول كوچك بررسي)مقياس شود، .كرداستفاده

استفاده با محلي حالت در مقاله نتايج اعتبارسنجي كه اين دوم
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نرم اين نمياز نظر به معقول دليل دو به :رسدافزارها

ارائهاولاً مقاله كه مياين نانو مواد براي وشده ايـنثانيـاًباشـد

بـه تيرها ارتعاشات و كمانش خمش، تحليل محلي حالت در كه

معتبـر كتـب در نيـز نتـايج و بـوده بررسـي قابل دقيق صورت

ارائه نـرمشدهمهندسي از استفاده به نيازي نتيجه در و افـزاراند

مس اين تحليل نميأبراي .باشدله

اويلرتأثير1شكل تير خيز روي بـر-حرارت غيرمحلـي برنولي

تكيـه سـر دو مرزي شرايط تحت پاسترناك الاستيك گـاهبستر

مي نشان را شـكلهمان.دهندساده ايـن در كـه مشـاهدهطور

ميشومي افزايش تير خيز دما افزايش با شـكل.يابـدد ايـن در

مشاهدهمي ميكردتوان ارضا خوبي به مرزي شرايط .شوندكه

روي3و2هايشكل حرارت تأثير ترتيب بيخيزبه -ماكزيمم

بيبعد، بحراني كمانش وبار بيبعد طبيعي نشانبعدفركانس را

شكل.دهندمي اين حرارتدر افزايش با ماكزيممخيزها

و ميافزايش كاهش بحراني كمانش مي.يابندبار واقع تواندر

در فنر و جرم يك بصورت را دماتير افزايش با كه گرفت نظر

مي زياد خيز دليل همين به و شده كم آن فنري .شودسختي

شكل در كه مي2همانطور بعدمشاهده بي ماكزيمم خيز شود

تكيه مرزي شرايط استبراي ديگر حالت دو از بيشتر ساده .گاه

گيردار سر دو مرزي شرايط براي بحراني كمانش بار كه درحالي

دو از ميبيشتر ديگر .باشدحالت

خيزتأثير1شكل روي اويلربعدبيحرارت غير-تير بابرنولي محلي

مرزي تكيهشرايط طرف سادهدو )S-S(گاه

شـكل در كـه طـور مـي5و4هـايهمان ايـنمشـاهده شـود،

بـرشكل را وينكلـر فنري ثابت مقدار افزايش اثرات ترتيب به ها

اويلـر تيـر طبيعي فركانس و خيز ماكزيمم مقدار برنـولي-روي

مي نشان مختلف مرزي شرايط تحت .دهندغيرمحلي

خيزتأثير2شكل روي اويلردربعدبيماكزيممحرارت برنولي-تير

بغير مختلفرايمحلي مرزي شرايط

بيتأثير3شكل بحراني كمانش بار روي اويلردربعدحرارت -تير

غير مختلفبرنولي مرزي شرايط با محلي

خيزتأثير4شكل روي وينكلر نوع فنري بيثابت درماكزيمم بعد

اويلر غير-تير مختلفبرنولي مرزي شرايط با محلي
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طبيعيتأثير5شكل فركانس روي وينكلر نوع فنري دربعدبيثابت

اويلر غير-تير مختلفبرنولي مرزي شرايط با محلي

شكل اين ميدر مشاهده فنـريها ثابـت افـزايش بـا كه شود

يافتـه، كـاهش غيرخطـي صـورت بـه تير ماكزيمم خيز وينكلر،

مي افزايش تير طبيعي فركانس كه توجه.يابددرحالي قابل نكته

فركـانس كم بسيار اختلاف نمودار اين شـرايطدر بـا تيـر هـاي

است مختلف مقـدار.مرزي اعمال با ديگر عبارت به
w
kميـزان

مي ناچيز بسيار فركانس روي بر مرزي شرايط .شودتأثير

پاسـترناكوحـرارتتـأثير6شكل نـوع برشـي رويثابـت

بيف طبيعي راركانس ميبعد مشـاهدههمان.دهدنشان كه طور

حـرارتمي افزايش با مـيشود كـاهش طبيعـي .يابـدفركـانس

پاسترناك،بهمچنين نوع برشي ثابت افزايش طبيعـيا فركانس

افز ميتير شـرايط.يابدايش بـراي بعـد بـدون طبيعـي فركانس

مي ديگر حالت دو از بيشتر گيردار سر دو مقايسه.باشدمرزي از

كـهمي6و5هايشكل دريافـت نـوعتوان برشـي ثابـت تـاثير

فركـانس بـراي وينكلـر نـوع فنـري ثابـت بـه نسبت پاسترناك

است بيشتر مختلف مرزي شرايط روي بعد بدون .طبيعي

شكل روي7در پاسترناك نوع برشي ثابت مقدار افزايش اثر

اويلر تير ماكزيمم خيز شـرايطبرنو-مقدار تحـت غيرمحلـي لي

مي بررسي مختلف مي.شودمرزي مشاهده شكل اين كهدر شود

صورت به پاسترناك نوع برشي ثابت افزايش با تير ماكزيمم خيز

مي كاهش .يابدغيرخطي

اويلر8شكل تير خيز روي ارينگن غيرمحلي پارامتر -تأثير

دو مرزي شرايط تحت پاسترناك الاستيك بستر بر سربرنولي

ميتكيه نشان را ساده مي.دهدگاه مشاهده كه طور شودهمان

مي افزايش تير خيز پارامتر اين افزايش .يابدبا

وتأثير6شكل پاسترناكحرارت نوع برشي فركانسثابت روي

بي اويلردربعدطبيعي شرايط-تير براي غيرمحلي برنولي

مختلف مرزي

نوعتأثير7شكل برشي ماكزيممثابت خيز روي بعدبيپاسترناك

اويلردر غير-تير مختلفبرنولي مرزي شرايط براي محلي

بيارينگنغيرمحليپارامترتأثير8لشك خيز اويلرروي تير -بعد

مرزي شرايط با تكيهبرنولي طرف سادهدو )S-S(گاه
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ترتيب10و9هايشكل رويتأثيربه كمانشحرارت بار

و بيبحراني طبيعي ازايرابعدفركانس غيرمحليپارامتربه

ميمختلفارينگن شكل.دهندنشان اين ميدر مشاهده شودها

طبيعي فركانس و بحراني كمانش افزايشبار پارامتربا

ميارينگنغيرمحلي .يابندكاهش

را11نمودار برنولي اويلر تير اول كمانشي مود نمايششكل

حالـت.دهدمي دو بـراي الاسـتيك بسـتر تـأثير نمودار اين در

است شده بررسي مي.مختلف نشان كـهنمودار زماني دهد
w
kو

G
kحالـت ايـن در كمـانش اول مود شكل هستند صفر مخالف

مي پاسترناك بستر بدون تير براي دوم مود شكل .شودمانند

بيتأثير9شكل طبيعي فركانس روي تيردربعدحرارت

مختلف-اويلر غيرمحلي ضرايب براي غيرمحلي برنولي

بيتأثير10شكل بحراني كمانش بار روي تيردربعدحرارت

مختلف-اويلر غيرمحلي ضرايب با غيرمحلي برنولي

مود اويلركمانشيسومشكل در-تير غيرمحلي برنولي

است12نمودار شده داده مشاهده.نشان مود شكل اين در

بامي غيرمشود پارامتر مودافزايش شكل دامنه ارينگن حلي

ميكمانشي .يابدكاهش

نمودار سوم13در مود اويلرشكل تير برنولي-ارتعاشي

است شده داده نشان مي.غيرمحلي مشاهده نمودار اين شوددر

ارينگن غيرمحلي پارامتر افزايش با ارتعاشي مود شكل دامنه

مي .يابدكاهش

ي
ش
مان
ك
ل
او
ود
م
ل
شك

رويتأثير11شكل الاستيك تيربستر كمانش اول مود شكل

مرزي-اويلر شرايط براي  S-Sبرنولي

ي
ش
مان
ك
وم
س
ود
م
ل
شك

ارينگنتأثير12شكل محلي غير سومضريب مود شكل روي

اويلر تير مرزي-كمانش شرايط براي  S-Sبرنولي

گيرينتيجه-9

بدون طبيعي فركانس و بحراني كمانش بار خيز، مقاله، اين در

اويلر تير وينكلر-بعد الاستيك بستر بر غيرمحلي -برنولي

گرفتپاسترناك قرار بررسي مورد حرارت تأثير معادلات.تحت

اويلر تير بر-حركت تأثيربرنولي تحت پاسترناك الاستيك بستر

آمد بدست انرژي روش از استفاده با حرارتي .بار
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ي
ش
عا
رت
ما
سو

ود
م
ل
شك

ارينگنتأثير13شكل محلي غير مودضريب شكل سومروي

اويلر تير مرزي-ارتعاشي شرايط براي  S-Sبرنولي

حاصلنتاي تحقيقازج مـياين جمـعرا زيـر بصـورت تـوان

:كردبندي

بعدپارامترهاي-1 فنريبدون برشـيونوعثابت ثابـت ينكلر،

بارپاسترناكنوع اويلرحرارتيو تير بسـتر-در بـر برنولي

تغيير باعث غيرمحلي پاسترناك فنريالاستيك سختي در

مي برشيافزايشبا.ندشوتير ثابت وينكلر، نوع فنري ثابت

پاسترناك طبيعينوع فركانس تيـرافـزايشمقدار خيـز و

مي .يابدكاهش

كه-2 داد نشان حرارتينتايج بار افزايش فركـانسطبيعـيبا مقدار

كمانشبحراني بار ميو افزايشپيدا تير خيز .دكنكاهشو

پاسـترناكثابت-3 نـوع ثابـتبرشي بـه نـوعنسـبت فنـري

تيروينكلر طبيعي فركانس داردتأثيرروي .بيشتري

ــزايش-4 اف ــا ب
w
kو

G
kكمانشــي مودهــاي مودهــايشــكل

وپايين شده حذف بهتر را خود بـالاترجاي -مـيمودهاي

.دهند

مودهـايپارامترافزايش-5 شـكل دامنـه اريـنگن غيرمحلـي

ارتعاشي و .دهدميكاهشراكمانشي

كه-6 داد نشان طبيعينتايج فركانس و بحراني كمانش بـابار

پارامتر اويلـراريـنگنغيرمحلـيافزايش تيـر برنـولي-در

پاسترناك الاستيك بستر بر .يابدميكاهشغيرمحلي

قدرداني-10 و تشكر

ستادنويسندگان پژوهشـياز معاونت و نانو فناوري توسعه ويژه

كاشان قرارداديدانشگاه شـمارهطي خـاطر1/255941به بـه

مي قدرداني و تشكر مالي .نمايندحمايت
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