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ٍ، ارتعبػ محًری وبوًمیلٍ بزاعبط تئًری الاعتیغیتٍ غیز محلی اوتگزال  دیفزاوغیلی دي فبسی بب اعتفبدٌ اس ريػ ایشيصئًمتزیک  -در ایه مقبل
دیفزاوغیلی ديفبسی، وٍ تىُب خبصیت غیزمحلی را بٍ ؽکلی اوتگزالی ي تحت تببع يسوی -مًرد تحلیل ياقع ؽذٌ اعت. تئًری غیزمحلی اوتگزال

. ريیکزد جذیذ کىذاوحىبی محلی ي غیزمحلی را بزای یک مبدٌ الاعتیک غیزمحلی ديفبسی بصًرت خطی تزکیب میدَذ؛ بلکٍ وؾبن می کزول
بب اعتفبدٌ اس  تًاوذ مذل َىذعی دقیقی اس مغئلٍ ارائٍ ومبیذ. َمچىیهبب َىذعٍ محبعببتی پیًوذ دادٌ ي میایشيصئًمتزیک ريػ المبن محذيد را 

َبی المبن محذيد کلاعیک ببؽذ. وتبیج بذعت آمذٌ اس تًاوذ جبیگشیه بُتزی بزای ريػاعپیلایه بب مزتبٍ پیًعتگی دلخًاٌ می-ٍ بیتًابع پبی
المبن محذيد اعت. َمچىیه درایه مذل اثزات پبرامتزَبی فبسی  وظز عزعت ي کیفیت َمگزایی، حبکی اس بزتزی ريیکزد ایشيصئًمتزیک بز ريػ

دادٌ ؽذ کٍ افشایؼ پبرامتزَبی فبس محلی ي مقیبط طًلی غیزمحلی َبی طبیعی وبوًمیلٍ مًرد بزرعی قزار گزفتٍ ي وؾبنزکبوظي غیزمحلی بز ف
َبی مجبوبی بزای یک مذل ؽًد. وُبیتبً بزای دي حبلت يیضٌ، فزکبوظَبی طبیعی وبوًمیلٍ میبٍ تزتیب، ببعث افشایؼ ي کبَؼ مقبدیز فزکبوظ
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 In this work, axial vibration of nanorod was analyzed based on two phase integro-differential nonlocal 

elasticity theory using isogeometric method. Two phase integro-differential nonlocal elasticity theory 

not only shows the nonlocal property in an integrated manner based on kernel weight function, but also 

combines local and nonlocal linear curvature for a two phase nonlocal elastic material. The new 

isogeometric approach combines finite element method with computational geometry and can present 

an accurate geometric model for the problem. Also, using b-spline basis functions with arbitrary 

continuity order, it can be a better alternative for classical finite element methods. The obtained results 

indicated that isogeometric approach was superior to finite element method in terms of speed and 

convergence quality. Moreover, in this model, the effects of phase and nonlocal parameters on the 

natural frequencies of the nanorod were investigated and it was shown that increase of parameters of 

local phase and nonlocal length scale, respectively, increased and decreased the values of natural 

frequencies of nanorods. Finally, for two special cases, asymptotic frequencies for a single type of 

nonlocal rod, two phase integro-differential was obtained and the results were compared with 

corresponding available differential Eringen results. 
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 مقدمه 1-

ّبی ٍاثؿتِ ثِ اًساظُ ّبی اتوی، تئَضیؾبظی ّبی اذیط، ثطذلاف قجیِزض ؾبل

ّبی پیَؾتبض ٍ تجغ آى، وبّف ّب زض اضائِ وطزى هسلثِ زلیل لبثلیت آى
عَض  تحلیل ًبًَؾبذتبضّبی هىبًیىی، تَخِ هحممیي ضا ثِهحبؾجبت زض 

ّبی ٍاثؿتِ ثِ اًساظُ، تئَضی ای خلت ًوَزُ اؾت. زض ثیي تئَضیفعایٌسُ
-ّبی ثیي اتوی زٍض[ اثط همیبؼ ٍ اًسضوٌف3 -1پیَؾتبض غیطهحلی اضیٌگي ]

 وٌس. ثؼسّب، ازلينَضت پبضاهتطّبی هبزُ ٍاضز هؼبزلات ؾبذتبضی هی ثطز ضا ثِ
ثٌسی هؼبزلات [ فطهَل6[ ٍ اضیٌگي ٍ ازلي ]5[، ازلي ٍ ّوىبضاًف ]4ٍ لاٍظ ]

ّبی غیطهحلی ضا زض یه چْبضچَة تطهَزیٌبهیىی ثْجَز ثركیسُ ٍ اًسضوٌف
ثیي اتوی ضا زض هؼبزلات ؾبذتبضی ثِ فطهی اًتگطالی اػوبل ًوَزًس. قىل 

ذبل اظ هبزُ، وٌس وِ تٌف زض یه ًمغِ اًتگطالی تئَضی غیطهحلی ثیبى هی

ّبی هحلی زض توبم ًمبط هحهَض زض یه فبنلِ قؼبػی اظ آى تبثؼی اظ تٌف
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اٍل پیسا  1ًمغِ اؾت وِ پطٍفیل آى تبثغ ثب فبنلِ گطفتي اظ ًمغِ هَضز ًظط ظ
تطی ثب ػٌَاى تئَضی الاؾتیؿیتِ [، هسل خبهغ8[ ٍ آلتبى ]7وٌس. اضیٌگي ]هی

ثط آى، ثب ًؿجت  اًس وِ هجٌیاضائِ وطزُ 2زیفطاًؿیلی غیطهحلی زٍفبظی -اًتگطال

زازى یه ؾْن حدوی ثِ ّط زٍ تئَضی الاؾتیؿیتِ هحلی ٍ غیطهحلی 
 قَز.اًتگطالی، یه هسل خسیس غیطهحلی زٍفبظی ؾبذتِ هی

( وِ اظ 4)یب تضؼیف قًَسُ 3پصیطظٍال-یبفتي یه تبثغ وطًل هثجت فبنلِ
ِ ًمكی ولیسی زض اػوبل ًظط فیعیىی هؼٌبزاض ثبقس؛ ثؿتِ ثِ قطایظ هؿئل

وٌس. هغبلؼبت هحسٍزی تئَضی اًتگطالی اضیٌگي زض هؼبزلات ؾبذتبضی ایفب هی

ثِ هٌظَض تَلیس ٍ اًتربة نحیح تَاثغ وطًل زض حل هؿبئل اًدبم گطفتِ اؾت. 
[ تبثیط اًتربة تَاثغ هرتلف ٍظًی هَضز 9عَض هثبل، ثبظاًت ٍ چبًگ ]  ثِ

ّبی الاؾتیه ضا ّب زض هحسٍزُثط ًبپبیساضی گیطی وطًف،اؾتفبزُ زض هیبًگیي
ّبی هتساٍل ثؿیبضی ضا اظ خولِ: وطًل تَظیغ ّب وطًلاًس. آىثطضؾی وطزُ

ثَؾیلِ ضٍـ الوبى  7ٍ تَاثغ ًوبیی زٍعطفِ 6، هثلثی، هثلثی ؾید هبًٌس5ًطهبل
عَض تحلیلی گطٍّی اظ تَاثغ وطًل ضا  [، ث10ِاًس. پیىَ ]هحسٍز اهتحبى ًوَزُ

ّبی وَچه اتوی تَلیس وطزُ ٍ ًتبیح پبیِ عجیؼت گؿؿتِ هَاز زض همیبؼثط 
[، 11ّبی اتوی نحِ گصاضی ًوَز. غَـ ٍ ّوىبضاًف ]ذَز ضا ثب قجیِ ؾبظی

ثغَض ػوَهی ثطای هَاز ّوؿبًگطز زؾتِ ای اظ تَاثغ وطًل زٍ ٍ ؾِ ثؼسی ضا ثط 
 زض یه ثؼس تَلیس ًوَز. 8ّبی پطاوٌف فًََىپبیِ زازُ

ػلت ؾبزگی اػوبل تئَضی زیفطاًؿیلی غیطهحلی اضیٌگي زض  ضولی، ثِعَ ثِ
-تحلیل اؾتبتیه ٍ زیٌبهیه هؿبئل یه ٍ زٍثؼسی، تئَضی اًتگطال

زیفطاًؿیلی غیطهحلی اظ اؾتمجبل ثؿیبض ووتطی اظ ؾَی خبهؼِ هحممیي 
[، ثطای اٍلیي ثبض ثَؾیلِ ضٍـ الوبى هحسٍز 12ثطذَضزاض قسُ اؾت. پَلیعٍتَ ]

خبیگعیي هجتٌی ثط الوبى  10( ٍ یه ضٍـ تىطاض قًَسNL-FEMُ) 9یغیطهحل
ثٌسی هسل اًتگطالی غیطهحلی ضا ثطاؾبؼ ؾِ ضٍیىطز زض حؿبة هحسٍز، فطهَل

ٍؾیلِ تجسیل هؼبزلات حطوت  [، ث13ِزؾت آٍضز. پیعاًَ ٍ فَؾچی ] تغییطات ثِ
اُ حل ، یه ض11قسًی اؾتبًساضز اًتگطالی ٍٍلتطآی هطتجِ زٍمثِ هؼبزلات حل

ثؿتِ ثطای هؿئلِ هیلِ الاؾتیه تحت وكف ثطاؾبؼ تئَضی اًتگطالی 
ثطای حل اؾتبتیه هؿبئل  NL-FEMغیطهحلی اضیٌگي اضائِ زازُ اًس. ضٍـ 

[ ثطاؾبؼ تئَضی 15[ ٍ ًبّوگي ]14الاؾتیه زٍ ثؼسی ثطای هَاز ّوگي ]
، وبض گطفتِ قسُ اؾت. ثِ تبظگی زیفطاًؿیلی زٍفبظی تَؾؼِ ٍ ثِ-اًتگطال

[، یه هسل هٌؿدن ثطای تحلیل ذوف تیطّبی 16ذساثركی ٍ ضززی ]
زیفطاًؿیلی غیطهحلی اضائِ ًوَزُ اًس. -ثطًَلی ثطهجٌبی تئَضی اًتگطال-اٍیلط

ثؼسی ثطهجٌبی ضٍـ الوبى هحسٍز ثطای حل  ثٌسی ػوَهی ؾِّب یه فطهَلآى
 اًس.هؼبزلات حبووِ، تَؾؼِ زازُ

ضٍیىطزّبیی ثطهجٌبی ضٍـ الوبى هحسٍز ثِ زض توبم هٌبثغ فَق الصوط، 

[، اؾتفبزُ 17ّبی قؼبت ]ػٌَاى ضٍـ حل اضائِ گطزیسُ اؾت. هغبثك ثب یبفتِ
-اظ ضٍیىطزّبی هجتٌی ثط الوبى هحسٍز ثِ هٌظَض حل هؿبئل الاؾتیه اًتگطال

زیفطاًؿیلی غیطهحلی ثؿیبض چبلف ثطاًگیع ٍ اظ ًظط هحبؾجبتی ّعیٌِ ثط اؾت. 
[، زض هسل الوبى هحسٍز غیطهحلی 16، ثٌبثط ذساثركی ٍ ضززی ]ػلاٍُ ثط آى

ّب ثطای ضؾیسى ثِ زلت زلرَاُ، هٌدط ثِ افعایف اًتگطالی، افعایف تؼساز الوبى
 یؽ ؾرتی ول قسُ ٍ زض ًتیدِ، ظهبىّبی غیطنفط زض هبتطتؼساز زضآیِ
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 اخطای هحبؾجبت زض وبهپیَتط ثغَض لبثل تَخْی افعایف ذَاّس یبفت.

[، 18ّب ]ثحبل، تحمیمبت اًسوی زض هَضز تحلیل ایعٍغئَهتطیه ًبًَتیطتب 
بًبًَووبى [ اًدبم گطفتِ اؾت. اهب تبوٌَى 20-22ّب ][ ٍ ًبًٍَضق19] 12ّ

زیفطاًؿیلی زٍفبظی ثب اؾتفبزُ اظ ضٍـ -اًتگطال ّبیاضتؼبـ ًبًَهیلِ

 ایعٍغئَهتطیه هَضز ثطضؾی لطاض ًگطفتِ اؾت.

ّب ثطاؾبؼ تئَضی غیطهحلی یل اضتؼبـ آظاز ًبًَهیلِزض ایي تحمیك ثِ تحل
ثٌسی ػوَهی زیفطاًؿیلی زٍفبظی پطزاذتِ ذَاّس قس. اثتسا فطهَل-اًتگطال

زیفطاًؿیلی زٍفبظی تَؾؼِ زازُ قسُ ٍ -ایعٍغئَهتطیه هسل غیطهحلی اًتگطال

غیطهحلی اضائِ  13ثٌسی پبضاهتطیه یه الوبى ایعٍغئَهتطیه هیلِؾپؽ فطهَل

ت. زض ایي هسل خسیس اضائِ قسُ، تبثغ وطًل هَضز اؾتفبزُ اظ ًَع تبثغ قسُ اؾ
وبض ضفتِ ِ ّب ثتٌف انلاح قسُ اؾت وِ ثطای اٍلیي ثبض زض تحلیل-گطازیبى

-ٍؾیلِ اؾتطاتػی اؾت. ؾطػت ّوگطایی ایي الوبى خسیس هیلِ غیطهحلی، ثِ

پبضاهتطّبی فبظ ّبی هتفبٍت ضیعؾبظی هف، هَضز ثطضؾی لطاض گطفتِ اؾت. 

ّبی هحلی ٍ غیطهحلی ٍ ّوچٌیي تأثیط پبضاهتط همیبؼ عَلی ثط فطوبًؽ
زؾت آهسُ اظ ضٍـ  عجیؼی ًبًَهیلِ هَضز ثطضؾی لطاض ذَاّس گطفت ٍ ًتبیح ثِ

 گطزز.حبضط ثب ضٍـ الوبى هحسٍز همبیؿِ هی

14اسپیلاین-رویکرد ایسوشئومتریک مبتنی بر توابع بی -2
 

 15بردار گرهی -2-1
زض فضبی یه ثؼسی، ثطزاض گطّی یه زؾتگبُ هرتهبت غیطًعٍلی زض فضبی 

ًَقتِ  +                  *  نَضت  ثبقس وِ ثِپبضاهتطی هی

 ، اًسیؽ گطُ ام ثَزُ ٍ - گطُ      عَضی وِ  قَز، ثِهی

 ای ٍ هطتجِ چٌس خولِ  ( اؾت. پبضاهتط                )

قَز. اؾپیلایي اؾتفبزُ هی-ای اؾت وِ زض تَلیس هٌحٌی ثیتَاثغ پبیِتؼساز  
وٌٌس ٍ هطظّبی الوبى زض فضبی ّب تمؿین هی ّب فضبی پبضاهتطی ضا ثِ الوبىگطُ

اؾپیلایي -عَض ؾبزُ تهبٍیط ذغَط گطّی تحت ًگبقت ثی فیعیىی، ثِ

، ثطزاض ثبقٌس. ٍلتی وِ زض فضبی پبضاهتطی فبنلِ ثیي ًمبط ثطاثط ثبقس هی

ّب ًبهؿبٍی ثبقٌس، ثطزاض گطّی گطّی یىٌَاذت اؾت ٍ اگط فبنلِ
ّب تىطاض ثبقس. زض ثطزاضّبی گطّی هوىي اؾت همبزیط گطُغیطیىٌَاذت هی

همبزیط ًمبط،  16قًَس ٍ ثیف اظ یه گطُ، زاضای همبزیط یىؿبًی ثبقٌس. تىطاض

وِ همبزیط اثتسا ای زاضز. ثطزاضی گطّی، هفَْم هْوی زض ذهَنیبت تَاثغ پبیِ

قَز وِ ثیكتطیي ثبض تىطاض قَز ثطزاض گطّی ثبظ ًبهیسُ هی    ٍ اًتْبی آى 
 ّب زاضًس.ؾبظیّب ٍ هسلوبضثطز ضا زض تحلیل

 توابع پایه -2-2
نَضت  تَاى تَاثغ پبیِ هطثَعِ ضا ثِثب زض زؾت زاقتي یه ثطزاض گطّی هی

 (.     لغؼِ ثبثت اؾت )ثبظگكتی تؼییي وطز وِ قطٍع آى یه تبثغ لغؼِ 

(1)     ( )  2
                  
                                 

 

 گطزًس.تَاثغ پبیِ ثب اؾتفبزُ اظ ضاثغِ ظیط تؼییي هی          ثطای 

(2) 

    ( )  
    
       

      ( )

 
        

           
        ( ) 

 اؾت 17زی ثَض-وِ ایي ضاثغِ، ًكأت گطفتِ اظ ضاثغِ ثبظگكتی وبوؽ
 

                                                                                                                                           
12

 Nano-arches 
13

 Isogeometric rod element 
14

 B-Spline functions 
15

 Knot vector 
16

 Multiplicity 
17

 Cox-de Boor recursion formula 
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 5، شماره 61، دوره 6931مهندسی مکانیک مدرس، مرداد  77
 

 ( ثط یه ثطزاض گطّی یىٌَاذت زض2( ٍ )1[. ًتبیح اػوبل ضٍاثظ )23]
اؾپیلایي -ًكبى زازُ قسُ اؾت. قبیبى شوط اؾت وِ ثطای تَاثغ ثی "1قىل "

ثبثت ٍ ای ًتبیح ثِ تطتیت هكبثِ تَاثغ اؾتبًساضز لغؼِ      ٍ       ثب 

 ذغی زض اخعاء هحسٍز اؾت.

 1ریسسازی مش -2-3
ّبی اؾبؾی فٌبٍضی ًطثع اؾت. زٍ ضًٍسّبی ضیعؾبظی هف ًیع اظ هؤلفِ

قجیِ ثِ ضٍـ الوبى هحسٍز، ٍ ًَع خسیس  p-ٍ ضیعؾبظی h-اؾتطاتػی ضیعؾبظی

، پیَؾتگی p-ثبقس. زض ضیعؾبظیهی k-هطتجِ ثبلا ٍ وبضاهستط آى یؼٌی ضیعؾبظی

، k-قَز. زض ضیعؾبظیّب( حفظ هیّب )هطظّبی الوبىزض عَل گطُ   

ّب لبثل زؾت یبثی ّب زض عَل گطُحسالل زضٍى ٍنلِ     پیَؾتگی هطتجِ 
زض حبلاتی هبًٌس اضتؼبـ آظاز ؾبذتبضّب،  k-اؾت. ّوَاضی اضبفی زض ضیعؾبظی

ّبی حلضاُّب ّب وِ زض آىّب ٍ پَؾتِووبًف تیطّبی ًبظن، ٍضق 2چٌسقبذگی

عَض هكَْزی هغلَة اؾت. ػلاٍُ ثط  زلیك ثغَض غبلت ثؿیبض ّوَاض ّؿتٌس؛ ثِ

 وٌس.پبضاهتطگصاضی ثؿیبض هرتهطی اظ تَاثغ ّوَاض اضائِ هی k-آى، ضیعؾبظی

 دیفرانسیلی دوفبزی-تئوری غیرمحلی انتگرال -3

 [، تٌف زض یه ًمغِ هطخغ هبًٌس24زض تؼطیف ولی تئَضی غیطهحلی اضیٌگي ]

ٍاثؿتِ اؾت؛ ثلىِ ثِ هیساى وطًكی زض   زضٍى خؿن ًِ تٌْب ثِ وطًف زض   

( ًیع ٍاثؿتگی زاضز. زض تئَضی اًتگطالی غیطهحلی، ́ توبهی ًمبط زیگط هبزُ )
قَز. وِ تبثغ ٍظًی آى ثیبى هی 3زاضایي ٍاثؿتگی ثِ قىل یه اًتگطال ٍظى

اؾت. زض ایي تئَضی، تٌف زض ًمغِ  (   ́   ) یه تبثغ وطًل اؾىبلط، هبًٌس 

 گطزز.نَضت ظیط تؼطیف هی ثِ ́   

 ( )  ∫  (      )   ( ́)  ́ ́
  (3) 

، تبًؿَض هطتجِ چْبض ́ وطًف زض ًمغِ  ́ ٍ   ، (́ ) وِ زض آى ثِ تطتیت، 

   ّبی ولاؾیه ذغی الاؾتیه هبزُ ٍ حدن ًبًٍَضق اؾت. پبضاهتط هسٍل

 پبضاهتط همیبؼ عَلی ًبم زاضز.

[ تطویت ذغی زٍ هسل هحلی ٍ 8[ ٍ آلتبى ]7هغبثك ثب اضیٌگي ]
نَضت یه تئَضی ٍاحس وبهل تط زٍفبظی لبثل ثیبى  غیطهحلی الاؾتیه ثِ

 آیس.زؾت هی اظ عطیك ضاثغِ ظیط ثِ  اؾت. ثٌبثط ایي هسل، تٌف زض ًمغِ 

 ( )       ( )    ∫  (   ́   )   ( ́)  ́ ́
  (4) 

 

 
Fig. 1 B-spline basis function with  corresponding open knot  vector 

 اؾپیلایي هتٌبظط ثب ثطزاض گطّی یىٌَاذت-تَاثغ پبیِ ثی 1 شکل
   *                           + 

                                                                                                                                           
1
 Mesh refinement 

2
 Bifurcation 

3
 Weighted integral 

فبظّبی هحلی ٍ غیطهحلی هبزُ ضا زض    ٍ    وِ زض آى، وؿطّبی حدوی 
خؿن هكرم وطزُ ٍ زضخِ ذبنیت هحلی ٍ غیطهحلی ضا زض هسل حبضط 

(، هؼبزلات ؾبذتبضی نطفبً          ًوبیٌس. زض حبلت )وٌتطل هی

(، هؼبزلات انلی ؾبذتبضی تئَضی          هحلی ٍ زض حبلت )

ثَاثت هثجتی    ٍ    فبظ قًَس. پبضاهتطّبی اًتگطالی اضیٌگي ثبظیبثی هی
 وٌٌس.ضا اضضب هی         ّؿتٌس وِ ضاثغِ 

-بندی عمومی ایسوشئومتریک مدل غیرمحلی انتگرالفرمول -4

 دیفرانسیلی دوفبزی

ثٌسی هسل زض ضٍاثظ ظیط، هؼبزلات تؼبزل ٍ قطایظ هطظی هبًٌس فطهَل
ثب تؼطیف هَخَز زض   ولاؾیه هحلی اؾت ثب ایي تفبٍت وِ تبًؿَض تٌف 

 گطزز.(، خبیگعیي هی4هؼبزلِ )

(5) 

      زض   ̈        

      زض ضٍی  ̃              زض ضٍی    ̃   
ّب ثركی اظ هطظ اؾت وِ خبثدبیی   زاهٌِ زاذلی خؿن،   وِ زض آى، 

ثركی اظ هطظ اؾت وِ ًیطٍّبی توبؾی زض آى    زض آى تؼطیف قسُ اؾت؛ ٍ 

 اظ ّن وبهلاً خسا ثَزُ ٍ زاضای ذبنیت   ٍ    تؼییي قسُ اًس. زٍ هطظ 

خطم   ثبقس. ّوچٌیي، ول هطظ زاهٌِ هی  ّؿتٌس وِ زض آى،         
(، ثیبًگط زٍثبض 5زض هؼبزلِ ) "  "ثبقس. ػلاهت ٍاحس حدن خؿن هی

 ثِ ظهبى اؾت.گیطی ًؿجت  هكتك

 [.25تَاى ثِ قىل ظیط ًَقت ]اًطغی پتبًؿیل ول ؾیؿتن ضا هی

(6) 
 ( )       ∫ .

 

 
       /  

 
 

    ∮       
 

  
(، اًطغی پتبًؿیل غیطهحلی ول 6( زض هؼبزلِ )4ثب خبیگصاضی هؼبزلِ )

 آیس.زؾت هی هغبثك ظیط ثِ

(7) 

 ( )  

∫ .
 

 
    ( )     ( )      

 

 
∫     (   ́   )  ( )   ́ 

   ( ́)   ́         /   ∮       
 

  
( ثِ 7هؼبزلِ ) 4[، قىل ضؼیف26هغبثك ضًٍس هَخَز زض الوبى هحسٍز ]

 آیس.زؾت هی نَضت ظیط ثِ

(8) 

  

∫ { (  )  
  

[       ( )      ∑ ∫     (   ́   )    ́

   
 ́  

  ́( ́)   ́]}       ∫           
 ∮           

  
ثطزاض ًیطٍی توبؾی زض    ّب زض زاهٌِ اؾت ٍ تؼساز الوبى    وِ زض آى، 

هطتجظ ّؿتٌس وِ  ́ ثبقس. خولات غیطهحلی ثب الوبى هی  ضاؾتبی هطظ الوبى 

 تبثغ ٍظًی زلرَاُ اؾت.  اًسضوٌف زاضًس. ّوچٌیي،   ثب الوبى 

ثب تمطیت ایعٍغئَهتطیه خبیگعیي  ( ) زض هطحلِ ثؼس، هیساى خبثدبیی 

 قَز.نَضت ظیط ًَقتِ هی گطزز ٍ هیساى وطًف ثِهی

(9) 
 ( )    

                           
 ( )        

  ٍ   ثطزاض هتغیطّبی وٌتطلی الوبى    (، 9زض هؼبزلِ )
هبتطیؽ تَاثغ   

ّبی وٌتطلی آى یقىل ًطثع اؾت وِ هیساى خبثدبیی الوبى ضا ثِ خبثدبی
 ًوبیس.هطتجظ هی

  (، ثب تَاثغ قىل 8زض فطم ضؼیف هؼبزلِ )  تبثغ ٍظًی 
، خبیگعیي  

 قسُ ٍ زض ًتیدِ ذَاّین زاقت.

(10)        
                                                                                                                                           
4
 Weak form 
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( لطاض زازُ 8زض هؼبزلِ )(، 10( ٍ )9ثِ تطتیت، اظ هؼبزلات )  ٍ   ًْبیتبً، 

 آیس.زؾت هی هغبثك ظیط ثِ  قسُ ٍ هسل ایعٍغئَهتطیه ًْبیی ثطای یه الوبى 

(11) 

  

∫ 2   
  

  

0              ∑ ∫     (   ́   )     ́

   
 ́  

  ́  ́   ́1        
    3    ∮   

         
  
( ثب زضًظطگطفتي اًطغی خٌجكی، ٍ 11)(، هؼبزلِ 5ثب تَخِ ثِ هؼبزلِ )

      خبثدبیی هَزال 
فطوبًؽ عجیؼی خؿن اؾت.( ثِ نَضت   )     

 ظیط لبثل ثبظًَیؿی اؾت.

(12) 

  ∫    
     

       
 ∫ 2   

  
  

0              ∑ ∫     (   ́   )     ́

   
 ́  

      ́  ́   ́1    
    3    ∮   

         
  

 دیفرانسیلی دوفبزی-مدل ایسوشئومتریک میله غیرمحلی انتگرال -5

  ٍ ؾغح همغغ ثبثت   یه هیلِ هؿتمین، ّوگي ٍ ّوؿبًگطز ثِ عَل 

زضًظط گطفتِ قسُ اؾت. هجسأ هرتهبت زض اثتسای هیلِ ٍ  "2قىل "هغبثك 

 .زض ضاؾتبی هطوع ؾغح همغغ هیلِ لطاض زازُ قسُ اؾت  هحَض 
 (   )   تٌْب وطًف غیطنفط زض هیلِ ثطحؿت خبثدبیی هحَضی 

 .ثطاثط اؾت ثب

(13)  ( )  
  

  
  

 .گطززهی( هغبثك ظیط تؼییي 4تٌف غیطهحلی زٍفبظی، اظ هؼبزلِ )

(14)  ( )      
  

  
  ∫ ∫    (   ́   )  

  

  
  ́

 ́
  ́

 

 
  
ثؼس ثهَضت -(، تبثغ وطًل ثطای هسل هیلِ حبضط زض یه14زض هؼبزلِ )

 (   ́   )  
 

   
   (|   ́|   ⁄ ثب اػوبل هحبؾجبت  تؼطیف قسُ اؾت. (

ثطای هسل هیلِ ثب هیساى تٌف ٍ وطًف اضائِ قسُ زض هؼبزلات  4ػوَهی ثرف 

ثطای یه الوبى هیلِ ثٌسی یه ثؼسی ایعٍغئَهتطیه (، فطهَل14( ٍ )13)
اَّس آهس. ثٌبثطایي، هؼبزلِ ) نَضت ذلانِ قسُ،  ( ث12ِغیطهحلی ثسؾت ذ

ٍاضزُ ثِ    ٍ ًیطٍّبی حدوی    ثسٍى زضًظط گطفتي ًیطٍّبی توبؾی 

 ؾیؿتن، ثِ فطم هؿئِ همساضٍیػُ تؼوین یبفتِ ظیط لبثل ثیبى اؾت.

 وِ زض آى،

 

 نتبیج عددی -6

زض ایي ثرف، وبضایی ٍ زلت الوبى هیلِ ایعٍغئَهتطیه حبضط زض تحلیل 
ًتبیح ػسزی ًكبى زازُ قسُ ّبی یىٌَاذت زض لبلت اضتؼبـ آظاز ًبًَهیلِ

اؾت. ثسیي هٌظَض، ًطخ ّوگطایی اًَاع ضٍیىطزّبی ضیعؾبظی قجىِ هَضز 

-ٍ ضیعؾبظی h-، ضیعؾبظیp-ضیعؾبظی اؾتفبزُ زض ضٍـ ایعٍغئَهتطیه اظ خولِ:

k ِػلاٍُ، اثط پبضاهتطّبی غیطهحلی  هَضز همبیؿِ لطاض گطفتِ قسُ اؾت. ث    ٍ
ؼی هَزّبی هرتلف اضتؼبـ آظاز هیلِ ٍ زض ّبی عجیثط فطوبًؽ   فبظی 

( ثطضؾی قسُ اؾت. زض SF( ٍ یىؿط گیطزاض )SSقطٍط هطظی زٍ ؾط گیطزاض )

ًْبیت، پبؾد فطوبًؿی هسل اًتگطالی ًبًَهیلِ ایعٍغئَهتطیه تحت ته ؾیگٌبل 

ثط آى هَضز ثحث لطاض گطفتِ اؾت. زض    زؾت آهسُ ٍ اثط پبضاهتط  ثِ 1هطثؼی
زض  ⁄           ثؼس -توبم عَل ایي ثرف، پبضاهتط فطوبًؿی ثی

 عَل ًبًَهیلِ اؾت. Lّب هَضز اؾتفبزُ لطاض گطفتِ اؾت. وِ زض آى، تحلیل

 همگرایی و دقت نتایج -6-1
 ثؼس هطثَط ثِ یه هسل-، ّوگطایی ؾِ پبضاهتط اٍل فطوبًؿی ثی"3قىل "زض 

ًكبى زازُ قسُ اؾت. زض         هیلِ غیطهحلی اًتگطالی زٍ ؾط گیطزاض ثب 
هَضز ثطضؾی لطاض گطفتِ قسُ اؾت. ّوچٌیي، هطتجِ  h-ایي قىل، ضیعؾبظی

 زضًظط گطفتِ قسُ اؾت.        تَاثغ قىل ثطاثط ثب 
ّبی ّوگطایی فطوبًؽ 32تب  1ّب اظ ، ثب افعایف تؼساز الوبى"3قىل "زض 

قَز، ثِ اظای گًَِ وِ هكبّسُ هیعجیؼی ؾِ هَز اٍل هكَْز اؾت. ّوبى
الوبى ٍ فطاتط اظ آى،  28ّب اظ تؼساز ( زض زٍ هَز اٍل اضتؼبـ، فطوبًؽ   )

قًَس ٍلی فطوبًؽ ؾَم اضتؼبـ، ّوگطا ًكسُ اؾت. زض ایي حبلت، ّوگطا هی
ٍـ الوبى هحسٍز زض ض   تَاثغ قىل ًطثع هؼبزل تَاثغ زضًٍیبة ثب پیَؾتگی 

 2اؾت. زض ضوي، ًوَزاض ّوگطایی زض ایي هطتجِ اظ تَاثغ قىل، زاضای ًَؾبًبت
( فطوبًؽ    ظیبزی اؾت ٍ ّوگطایی پیَؾتِ ٍ پبیساضی ًساضز. ثِ اظای )

قَز. زض ایي حبلت، عَض یىٌَاذت ّوگطا هی ثِ      پبیِ ثب یه ًَؾبى زض 
قًَس. ّوچٌیي ثب یىٌَاذت ّوگطا هی عَض هَزّبی زٍم ٍ ؾَم اضتؼبـ ًیع ثِ

تَاى ًتیدِ گطفت وِ ؾطػت ٍ پبیساضی زض ّوگطایی ( هی   ثطضؾی )
ًتبیح ٍاثؿتگی قسیسی ثِ اًتربة هطتجِ تَاثغ ًطثع زض ضٍـ ایعٍغئَهتطیه 

ثِ تطتیت، ثب زضًظط گطفتي حسالل     ٍ     وِ ثطای  عَضی زاضز. ثِ
 ، اعلاػبت1گطزًس. خسٍل َثی ّوگطا هیعَض هغل الوبى ًتبیح ثِ 8ٍ  16

  

Fig. 3 convergence of first three normalized frequency of clamped –

clamped nanorod 

 ّوگطایی ؾِ پبضاهتط فطوبًؿی اٍل ًطهبلیعُ یه هیلِ غیطهحلی زٍ ؾط گیطزاض 3شکل 

                                                                                                                                           
1
 Single square signal 

2
 Oscillations 
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Fig. 2 geometry and coordinate of rod model  

 ٌّسؾِ ٍ هرتهبت هسل هیلِ   2شکل
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اثغ  "3قىل "ذلانِ ای اظ تحلیل ّوگطایی  1جدول  وبض ضفتِ  پبیِ ثٍِ هكرهبت تَ

 زض آى
Table 1 A brief summary of convergence analysis related to "Figure 3" 

and specifications of the applied basis functions 

 ًَؾبى 1ویفیت پیَؾتگی (pهطتجِ تبثغ قىل )

p = 1 (FEM)    زاضز ثس 

p = 2 (IGA B-Spline)    پبیِفمظ زض فطوبًؽ  هتَؾظ 

p = 3 (IGA B-Spline)    ًساضز ذَة 

ٍاض ًكبى نَضت ذلانِ ضا ثِ "3قىل "وبض ضفتِ زض  هطثَط ثِ تَاثغ قىل ثِ

 زّس.هی
⁄   )  ، ًطخ ّوگطایی "4قىل " ؾِ فطوبًؽ اٍل ضا ثطحؿت  (  

ٍ ثب         (، ثطای یه هسل هیلِ غیطهحلی pافعایف هطتجِ تَاثغ پبیِ )

زّس. زض ایي هغبلؼِ، ثب زضًظط گطفتي قطٍط هطظی زٍ ؾطگیطزاض ًكبى هی

ثب ّن  p  ٍk( زٍ ضٍیىطز ضیعؾبظی ًَع      چْبض الوبى ایعٍغئَهتطیه )
 همبیؿِ قسُ اؾت.

قَز، افعایف هطتجِ تَاثغ پبیِ هكبّسُ هی "4قىل "عَض وِ زض  ّوبى

گطزز. وِ هی p  ٍkثبػث تؿطیغ ّوگطایی ضاُ حل زض ّط زٍ ضٍیىطز ضیعؾبظی 

ذهَل زض فطوبًؽ پبیِ ثؿیبض هكَْز اؾت. زض ّط  ایي ًطخ ّوگطایی ثبلا، ثِ
ثِ     ّب زض ّط ؾِ هَز اضتؼبـ زض فطوبًؽ ،p  ٍkزٍ اؾتطاتػی ضیعؾبظی 

( گطزًس. ّوچٌیي، ًطخ ّوگطایی زض طا هی( ّوگ        حل ضیتع 

 ى، ثبلاتط اؾت.ّبی یىؿبثِ اظای تؼساز الوبى k-ًؿجت ثِ ضیعؾبظی p-ضیعؾبظی
 

 
Fig. 4 convergence rate of first three frequency of nanorod 

ًطخ ّوگطایی ؾِ پبضاهتط فطوبًؿی اٍل یه هیلِ غیطهحلی، ثب افعایف هطتجِ  4شکل 

 .p  ٍk( ٍ همبیؿِ زٍ اؾتطاتػی ضیعؾبظی ًَع pتَاثغ پبیِ )

 
Fig. 5 rate of convergence of second three frequency of nanorod 

 ًطخ ّوگطایی ؾِ پبضاهتط فطوبًؿی زٍم یه هیلِ غیطهحلی 5شکل 

                                                                                                                                           
1
 ویفیت قبهل زٍ ػبهل ؾطػت ٍ یىٌَاذتی زض ّوگطایی اؾت.  

، تؼساز ثؿیبض k-حبل قبیبى شوط اؾت وِ ًؿجت ثِ ضٍیىطز ضیعؾبظی ثب ایي
لاظم اؾت.  p-هٌظَض اؾتفبزُ اظ ضٍیىطز ضیعؾبظی ثیكتطی اظ ًمبط وٌتطلی ثِ

ای حدن هحبؾجبت ضا ذهَنبً زض عَض لبثل هلاحظِِ وِ ایي اهط هتؼبلجبً ث

 ًوبیس.زیفطاًؿیلی زٍفبظی زٍچٌساى هی-ّبی غیطهحلی اًتگطالتحلیل هیلِ

، ًطخ ّوگطایی ؾِ فطوبًؽ زٍم ضا ثطحؿت افعایف هطتجِ "5قىل "
ًكبى  "4قىل "(، ثطای هیلِ غیطهحلی هفطٍو زض تحلیل pتَاثغ پبیِ )

 زّس. زض ایي هغبلؼِ، ثب زضًظط گطفتي ّفت الوبى ایعٍغئَهتطیه هی

ثب ّن همبیؿِ قسُ اؾت. زض  p  ٍk( زٍ ضٍیىطز ضیعؾبظی ًَع      )

ثِ     ّب زض توبم هَزّبی اضتؼبـ ثِ اظای ، فطوبًؽ pتػی ضیعؾبظی اؾتطا
گطزًس. ایي زضحبلی اؾت وِ ضٍیىطز ( ّوگطا هی        ) حل ضیتع

تَاى ضؾس. ثبض زیگط هیثِ ّوگطایی هغلَة هی    ثِ اظای  k-ضیعؾبظی

 k-ًتیدِ گطفت وِ ثطای ؾِ هَز زٍم اضتؼبـ، ًطخ ّوگطایی زض ضیعؾبظی

 ّبی یىؿبى، ثبلاتط اؾت.ثِ اظای تؼساز الوبى p-ًؿجت ثِ ضیعؾبظی

 اثر پارامتر مقیاس طولی غیرمحلی -6-2
ثؼس -ثط ؾِ فطوبًؽ عجیؼی اٍل ثی   اثط پبضاهتط همیبؼ عَلی غیطهحلی 

ًكبى زازُ قسُ اؾت.  "6قىل "یه ًبًَهیلِ زٍ ؾط ثبثت زض  ⁄         

زؾت آهسُ ثطهجٌبی تئَضی الاؾتیه  فطوبًؽ عجیؼی ثِ      وِ زض آى، 

ثیبًگط فطوبًؽ عجیؼی هتٌبظط هجتٌی ثط      اًتگطالی غیطهحلی حبضط ثَزُ ٍ 
ثبقس. هسل ایعٍغئَهتطیه ًبًَهیلِ تحت تئَضی الاؾتیه هحلی )ولاؾیه( هی

    ( ٍ هطتجِ تَاثغ پبیِ ًطثع     ثطضؾی، وبهلاً غیطهحلی فطو قسُ )

الوبى  6زض ًظط گطفتِ قسُ اؾت. ّوچٌیي زض ایي هثبل، هیلِ تَؾظ 

ػلاٍُ ثط  "6قىل "(. زض      ؾبظی قسُ اؾت )ایعٍغئَهتطیه گؿؿتِ
هسل اًتگطالی غیطهحلی، هسل زیفطاًؿیلی غیطهحلی اضیٌگي ثطای ًبًَهیلِ 

 هفطٍو ًیع اضائِ قسُ اؾت.

تؼبـ افعایف پبضاهتط زّس وِ ثطای توبهی هَزّبی اضًتبیح ًكبى هی

ّبی عجیؼی ضا زض ّط زٍ ضٍیىطز زیفطاًؿیلی همیبؼ عَلی غیطهحلی، فطوبًؽ
زّس؛ اهب ثِ اؾتثٌبی فطوبًؽ پبیِ، ثِ اظای هَزّبی زٍم ٍ اًتگطالی وبّف هی

ٍ ؾَم اضتؼبـ، ایي وبّف زض تئَضی زیفطاًؿیلی غیطهحلی اضیٌگي، اًسوی 

   هسل غیطهحلی زیفطاًؿیلی، ثب افعایف ثبقس. ثطای هثبل ثطاؾبؼ قسیستط هی

ّبی اٍل، زٍم ٍ ؾَم ًبًَهیلِ ثِ تطتیت، تب ، فطوبًؽ1تب  0اظ همساض 
 وٌٌس. زض حبلی وِ هتٌبظطاً،ت هیاف        ٍ         ،        

 

 
Fig. 6 changes of first three normalized clamped- clamped nanorods 

versus normalized length scale based on integral and differential types 

model 
تغییطات ؾِ فطوبًؽ عجیؼی اٍل ًطهبلیعُ ًبًَهیلِ زٍ ؾط ثبثت ثطحؿت  6شکل 

لَی ثی ّبی اًتگطالی غیطهحلی ٍ ثؼس قسُ ثطهجٌبی تئَضی-پبضاهتط همیبؼ ع
 زیفطاًؿیلی غیطهحلی اضیٌگي.
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ثطای هسل غیطهحلی اًتگطالی ایي افت فطوبًؽ ثِ تطتیت ثهَضت: 

تَاى اظ ضٍی ًوَزاضّبی ثبقس. هیهی        ٍ         ،        
 ٍ ّوچٌیي ثبلاتط ضفتي هَز   زضیبفت وِ ثب افعایف پبضاهتط  "6قىل "

 ّبی عجیؼی حبنل اظ زٍ ضٍیىطز زیفطاًؿیلی ٍ اًتگطالیاضتؼبـ، فطوبًؽ

 قًَس.ًبًَهیلِ ثِ ّن ًعزیه تط هی

 اثر پارامتر فاز محلی -6-3
ؾبظی قسُ ثِ اظای ّبی عجیؼی ًطهبلثط فطوبًؽ   اثط پبضاهتط فبظ هحلی 

 "7قىل "زض  +           *   همبزیط پبضاهتط همیبؼ عَلی غیطهحلی 

ثِ ًوبیف زضآهسُ اؾت. ًتبیح ثطای هَزّبی اضتؼبـ اٍل، زٍم ٍ ؾَم اضائِ قسُ 
، ّوچٌبى وِ 1تب  0اظ همساض    زّس وِ ثب افعایف ، ًكبى هی"7قىل "اًس. 

وٌس؛ ثِ اظای توبهی هبزُ اظ فبظ غیطهحلی ذبلم ثِ فبظ هحلی ذبلم گصاض هی

بهی هَزّبی اضتؼبـ افعایف ؾبظی قسُ زض توّبی ًطهبل، فطوبًؽ  همبزیط 

 وِ ثب افعایف همساض پبضاهتط فبظ افتسیبثٌس. ایي پسیسُ ثِ ایي زلیل اتفبق هیهی
 هحلی، ثرف هحلی ثط ثرف غیطهحلی زض هؼبزلات ؾبذتبضی غبلت قسُ ٍ

 

گطزز ٍ ثٌبثطایي، اثط ایي هٌدط ثِ ون قسى ذبنیت غیطهحلی زض ًبًٍَضق هی
 .تط ذَاّس قسغیطهحلی ووطًگ

، ثب افعایف پبضاهتط فبظ هحلی زض هَزّبی ثبلاتط اضتؼبـ، "7قىل "هغبثك 
تَاى هكبّسُ وطز وِ زض ّط ّب قسیستط اؾت. ّوچٌیي هیافعایف فطوبًؽ

،   ثِ اظای همبزیط ثبلاتط پبضاهتط غیطهحلی    هَز اضتؼبـ، ثب افعایف 
اظ    وٌٌس. ظیطا ٌّگبهی وِ پبضاهتط ّبی عجیؼی ؾطیؼتط ذیع هیفطوبًؽ

یبثس، ًمف هبتطیؽ ؾرتی غیطهحلی زض تَلیس افعایف هی 1تب  0همساض 
عَض تسضیدی هحَ قسُ ٍ ثلؼىؽ، ًمف هبتطیؽ ؾرتی  هبتطیؽ ؾرتی ول ثِ

اَّس قس. اظ ؾَی زیگط هحلی زض تؼییي ضفتبض زیٌبهیىی ًبًَ هیلِ پطضًگ تط ذ
عَض شاتی اثط غیطهحلی ضا زض هبتطیؽ ؾرتی  ثِ   عَض ّوعهبى، افعایف  ثِ

غیطهحلی افعایف زازُ ٍ ثغَض هضبػف، ؾرتی ؾیؿتن ضا ثِ اظای همبزیط ووتط 
ّبی عجیؼی اظ همبزیط ووتطی تضؼیف ثركیسُ ٍ ثٌبثطایي نؼَز فطوبًؽ   

یبثٌس. اثط شاتی پبضاهتط همیبؼ عَلی قطٍع قسُ ٍ ثِ همساض هحلی افعایف هی
   تَاى ایي گًَِ تَخیِ وطز وِ ٍلتی ؾرتی غیطهحلی ضا هی زض هبتطیؽ

یبثس هغبثك تؼطیف تبثغ وطًل، زاهٌِ هحبؾجبتی تبثغ وطًل افعایف افعایف هی
قًَس ٍ هی 1ّبی ایعٍغئَهتطیه ٍاضز للوطٍ تبثیطیبفتِ ٍ تؼساز ثیكتطی اظ الوبى

لِ وطثٌی ضا تمطیت ّبی ًبًَهیّب وِ اتنثٌبثطایي اثط فَانل وَچه ثیي الوبى
یبثس. زضًتیدِ، هسل پیَؾتبض ثِ هسل اتوی ظًٌس؛ ثیف اظ پیف ًوَز هیهی

تط قسُ ٍ ثبػث وبّف ؾرتی ؾبذتبضی ؾیؿتن قسُ ٍ گؿؿتِ ًعزیه

 زّس.ّبی عجیؼی ضا وبّف هیفطوبًؽ
زض تغییطات  +          *    ّب ، اثط افعایف الوبى"8قىل "زض 
ؾبظی قسُ یه هسل هیلِ غیطهحلی اًتگطالی ثب بیِ ًطهبلّبی عجیؼی پفطوبًؽ

ثطحؿت پبضاهتط فبظ          ثؼس -پبضاهتط همیبؼ عَلی غیطهحلی ثی

( ثطهجٌبی زٍ ضٍـ ایعٍغئَهتطیه ٍ الوبى هحسٍز ثطضؾی قسُ   هحلی )
اؾتفبزُ قسُ ٍ هطتجِ تَاثغ پبیِ  k-اؾت. زض ضٍـ ایعٍغئَهتطیه اظ ضیعؾبظی

 زضًظط گطفتِ قسُ اؾت.    ثطاثط ثب 
تَاى زضیبفت وِ زض ضٍـ ایعٍغئَهتطیه ثب افعایف هی "8قىل "اظ 

ّبی عجیؼی ثطای ّط زٍ قطایظ هطظی زٍؾط ثبثت ٍ یىؿط ّب، فطوبًؽالوبى

ثبثت وبّف یبفتِ ٍ ایي وبّف ثِ اظای همبزیط وَچه پبضاهتط فبظ هحلی 

اظ همساض    ، قست ثیكتطی زاضز. ثب افعایف         ذهَنبً زض ثبظُ 
گصاضی، ثط ّن همبزیط فطوبًؽ غیطهحلی پبیِ ثطای توبهی حبلات الوبى 1تب  0

                                                                                                                                           
1
 Influence zone 

ضؾس. ایي زضحبلی اؾت وِ زض هٌغجك قسُ ٍ زلیمبً ثِ همساض هتٌبظط هحلی هی

، -   ,   ّب ثِ اظای توبهی همبزیط ثبظُ ضٍـ الوبى هحسٍز ثب افعایف الوبى
غیطهحلی پبیِ ثط ّن هٌغجك ًكسُ ٍ ثب ذغبی ظیبزی )ذهَنبً  ط فطوبًؽهمبزی

وٌٌس. ( همبزیطی ثیكتط اظ فطوبًؽ هتٌبظط هحلی اتربش هی     ثِ اظای 

ذغبی هصوَض ثطای قطایظ هطظی یىؿط گیطزاض ووتط اظ حبلت هطظی زٍؾط 

ٍ        ثبثت ثَزُ ٍ زض ایي حبلت، زٍ ًوَزاض هطثَط ثِ تؼساز الوبى 
ثب افعایف پبضاهتط فبظ هحلی ثط ّن وبهلاً هٌغجك قسُ ٍ ثِ همساض        

تَاى ًتیدِ گطفت وِ ضٍـ ضؾٌس. ثب ایي تفبؾیط هیهحلی هتٌبظط هی

ّبی اًتگطالی غیطهحلی ؾبظی ضفتبض زیٌبهیىی هیلِایعٍغئَهتطیه ثطای هسل

ثَزُ ٍ زلت ًتبیح  تط ٍ وبضآهستط اظ ضٍـ الوبى هحسٍززٍفبظی ثؿیبض هٌبؾت
 ثركس.حبنلِ ضا تضویي هی

 

دیفرانسیلی -برای مدل انتگرال 2(FRFتابع پاسخ فرکانسی ) -6-4

 غیرمحلی میله

 زیفطاًؿیلی غیطهحلی-یبثی ثِ تبثغ پبؾد فطوبًؿی هسل اًتگطالهٌظَض زؾت ثِ

ثٌسی ٍ اضائِ ؾبذتبض هطثَعِ فطهَل 3هیلِ اثتسا لاظم اؾت وِ هسل هَزال
زیفطاًؿیلی  -ثطای هسل اًتگطال ( )  4تبًؿَض ؾرتی زیٌبهیىی گطزز.

 نَضت ظیط تؼطیف ًوَز: تَاى ثِغیطهحلی هیلِ ضا هی

 ( )  (, -    , -)  (17) 

ؾرتی ٍ خطم ول  ّبی ایعٍغئَهتطیههبتطیؽ - ,، - ,وِ زض آى، 
 ثبقٌس.ؾبذتبض هی

ٍ تطاًْبزُ آى ٍ  - ,( زض هبتطیؽ هَزال 17ثب ضطة عطفیي هؼبزلِ )

 [:27اؾتفبزُ اظ ذبنیت تؼبهس ثطزاضّبی ٍیػُ ذَاّین زاقت ]

, -  ( ), -  , - (, -  الف( -18)  - ,(- ,   

, -  ( ), -  , -  ة( -18)  - ,   

- ,  - , هطثؼی ّبیهبتطیؽ آى، زض وِ
 , -, -  ٍ, -  

ثب تَخِ ثِ ذبنیت تؼبهس زض ثطزاضّبی ٍیػُ ثِ تطتیت، ثطاثط ثب  - ,- , - ,

    (  
    

      
 ثبقس.هی (       )     ٍ  ( 

ٍ هؼىَؼ وطزى ضٍاثظ    - ,ٍ    - ,ة( زض -18ثب ضطة هؼبزلِ )

 ذَاّین ضؾیس. ( )  5ًْبیتبً ثِ هبتطیؽ ًطهی زیٌبهیىی

 ( )  , -(, -    , -)  , -   (19) 

 آیس:زؾت هی ضطة ظیط ثِ ؾطاًدبم، پبؾد فطوبًؿی اظ حبنل

 ( )   ( ) ( )  (20) 

 ثطزاض تحطیه زض فضبی فطوبًؿی اؾت. ( ) وِ زض آى، 

ّسف، یبفتي پبؾد فطوبًؿی یه ًبًَهیلِ غیطهحلی اًتگطالی زٍفبظی 

ثط آى    زٍؾط ثبثت ثِ تحطیه ته ؾیگٌبل هطثؼی ٍ ثطضؾی اثط پبضاهتط 
ثؼس ثطاثط ثب -ثبقس. زض ایي هثبل ػسزی، پبضاهتط همیبؼ عَلی غیطهحلی ثی هی

     ⁄ زضًظط گطفتِ قسُ اؾت. ًبًَهیلِ غیطهحلی زٍفبظی  +       * 

ؾبظی قسُ ٍ هطتجِ تَاثغ  الوبى ایعٍغئَهتطیه گؿؿتِ       هصوَض ثب 

 p-زضًظط گطفتِ قسُ اؾت. ّوچٌیي اظ ضٍیىطز ضیعؾبظی    پبیِ ثطاثط ثب 
ّبی ؾرتی ٍ خطم ول اؾتفبزُ قسُ اؾت. زض یبثی ثِ هبتطیؽثِ هٌظَض زؾت

( ⁄    ثطضؾی قسُ ؾیگٌبل تحطیه ثِ ٍؾظ ًبًَهیلِ )توبم حبلات 

، "9قىل "زؾت آهسُ اؾت. زض  اػوبل قسُ ٍ پبؾد فطوبًؿی زض آى ًمغِ ثِ

 ثسؾت     پبؾد فطوبًؿی ثب زض ًظط گطفتي همساض پبضاهتط فبظ غیطهحلی 
 

                                                                                                                                           
2
 Frequency response function 

3
 Modal model 

4
 Dynamic stiffness 

5
 Receptance 
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 )ة(

(b) 

 
 )ج(

(c) 

 
 )ز(

(d) 
Fig. 8 changes of first normalized frequency of nanorod versus local 

phase parameter a) Isogeometric and clamped- free B.C.
1
, b) 

Isogeometric and clamped-clamped B.C., c) finite element and 

clamped –free B.C. and d) finite element and clamped-clamped B.C. 

تگطالی تغییطات فطوبًؽ 8شکل  ّبی عجیؼی پبیِ ًطهبلیعُ ًبًَهیلِ غیطهحلی اً

زاض، (: )الف( ایعٍغئَهتطیه ٍ قطایظ هطظی یىؿط گیط  ثطحؿت پبضاهتط فبظ هحلی )
)ة( ایعٍغئَهتطیه ٍ قطایظ هطظی زٍؾط گیطزاض، )ج( الوبى هحسٍز ٍ قطایظ هطظی 

 یىؿط گیطزاض ٍ )ز( الوبى هحسٍز ٍ قطایظ هطظی زٍؾط گیطزاض

-9قىل "فطوبًؿی هسل هحلی هیلِ همبیؿِ قسُ اؾت. زض آهسُ ٍ ثب پبؾد 
فطو قسُ     ٍ     ثطاثط ثب   تطتیت، همساض پبضاهتط  ثِ "ة-9قىل "ٍ  "الف

 اؾت.

 2قًَسگی قَز، پسیسُ خوغهكبّسُ هی "9قىل "عَض وِ زض  ّوبى
 بًؿی ثبلا ثطای هسل غیطهحلی هیلِهَزّبی اضتؼبـ زض ثبظُ فطو

 

                                                                                                                                           
1 Boundary conditions 
6
 Clustering phenomenon 

 
 )الف(

(a) 

 
 )ة(

(b) 

 
 )ج(

(c) 
Fig. 7 changes of normalized natural frequencies of clamped- clamped 

nanorod versus local phase parameter a) mode 1, b) mode 2 and c) 
mode 3 

تغییطات فطوبًؽ عجیؼی ًطهبلیعُ ًبًَهیلِ زٍ ؾط ثبثت ثطحؿت پبضاهتط فبظ  7شکل

هَزّبی: )الف( اٍل، )ة( زٍم ٍ )ج( ؾَم ، زض   ( ثِ اظای همبزیط هتفبٍت   هحلی )

 اضتؼبـ
 

 
 )الف(

(a) 
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 (a) )الف(  

 
  (b) )ة(   

Fig. 9 frequency response function of isogeometric local and nonlocal 

rod for two different nonlocal parameters. In (a) the parameter       

and in (b) the parameter      . The escape frequency limit is shown 

by dashed-line. 
تَاثغ پبؾد فطوبًؿی ثطای هسل ایعٍغئَهتطیه هیلِ هحلی ٍ غیطهحلی  9شکل 

  . زض )الف( پبضاهتط  اًتگطالی زٍؾط ثبثت ثِ اظای زٍ همساض هتفبٍت پبضاهتط غیطهحلی 
چیي ثبقس. حس فطوبًؽ لغغ ثب ذظهی    ثطاثط ثب   ٍ زض )ة( پبضاهتط     ثطاثط ثب 

 هكرم قسُ اؾت.

ایي ضفتبض وبهلاً هتفبٍت اظ هسل هحلی، ًبقی اظ ٍخَز ٍخَز آهسُ اؾت.  ثِ

اؾت. زض ایي هغبلؼِ فطوبًؽ هدبًجی ثطای حبلات )الف( ٍ  1فطوبًؽ هدبًجی

،   ثبقس. ثب افعایف همساض پبضاهتط هی      ٍ       )ة( ثِ تطتیت ثطاثط ثب 

ب هسل غیطهحلی یبثس. وِ ایي پسیسُ ثهمساض فطوبًؽ هدبًجی وبّف هی
 [.28ٌیع ؾبظگبضی زاضز ]زیفطاًؿیلی اضیٌگٌ

 گیرینتیجه -7
زیفطاًؿیلی  -ثب اؾتفبزُ اظ تئَضی الاؾتیه اًتگطالزض پػٍّف حبضط، اثتسا 
ثٌسی ػوَهی ایعٍغئَهتطیه تَؾؼِ زازُ قس. ؾپؽ غیطهحلی زٍفبظی، فطهَل

هؼبزلات حطوت یه الوبى هیلِ ایعٍغئَهتطیه یىٌَاذت غیطهحلی هسل قسُ 

همیبؼ هَضز ثطضؾی لطاض -ّبی وَچهٍؾیلِ آى، ضفتبض زیٌبهیىی هیلِ ٍ ثِ

گطفت. زض ایي هغبلؼِ، تأثیط پبضاهتط همیبؼ عَلی غیطهحلی ٍ پبضاهتطّبی 
هٌظَض هغبلؼِ وبضوطز ضٍـ  ػلاٍُ، ثِ فبظی ضٍی پبضاهتط فطوبًؽ ثطضؾی قس. ثِ

هیلِ، ؾطػت ٍ زیفطاًؿیلی  -ایعٍغئَهتطیه زض هؿئلِ اضتؼبـ هسل اًتگطال

ّبی هرتلف ضیعؾبظی قجىِ ثطای هسل ویفیت ّوگطایی ًتبیح ٍ اؾتطاتػی

هیلِ غیطهحلی هصوَض هَضز ثطضؾی لطاض گطفتِ اؾت. قبیبى شوط اؾت وِ، تبثغ 
تٌف انلاح قسُ ثَزُ وِ  -خب اظ ًَع تبثغ گطازیبى وطًل اؾتفبزُ قسُ زض ایي

ت. زضًْبیت، اثط پبضاهتط همیبؼ وبض ضفتِ اؾ ّب ثِثطای اٍلیي ثبض زض تحلیل

عَلی غیطهحلی ثط پبؾد فطوبًؿی هسل هیلِ اضائِ قسُ، تحت یه ؾیگٌبل 

 زؾت آهس. هطثؼی ثِ
 ثٌسی اؾت.ّبی هَخَز ًتبیح ظیط لبثل خوغاظ تدعیِ ٍ تحلیل

  ِویفیت ّوگطایی ًتبیح حبنل اظ ضٍـ ایعٍغئَهتطیه ث

بى هحسٍز ثب هطاتت ثْتط اظ ویفیت ّوگطایی ًتبیح ضٍـ الو

 یبة ذغی اؾت.تَاثغ پبیِ زضٍى
 ًِطخ ّوگطایی ًتبیح ضا افعایف  افعایف هطتجِ تَاثغ پبی

 ای ًوًَِ حل قسُ، زض فطوبًؽ پبیِزّس ٍ ایي افعایف ثط هی
 

                                                                                                                                           
2
 Asymptotic frequency 

 تط اؾت.هحؿَؼ

 زض قطایظ یىؿبى، ًطخ ّوگطایی زض اؾتطاتػی ضیعؾبظی-p 
اؾت اهب ثِ زلیل افعایف تؼساز ًمبط  k-ثبلاتط اظ ضیعؾبظی

ثط اظ ًظط هحبؾجبتی ّعیٌِ p-وٌتطلی اؾتفبزُ اظ اؾتطاتػی

 اؾت.

  ثطای توبهی هَزّبی اضتؼبـ، افعایف پبضاهتطّبی همیبؼ
ّبی عجیؼی ضا عَلی غیطهحلی ٍ فبظ غیطهحلی فطوبًؽ

 زّس.وبّف هی

  ،ثِ اظای همساض هؼیي پبضاهتط همیبؼ عَلی غیطهحلی

فطوبًؽ حبنل اظ ضٍیىطز اًتگطالی وَچىتط اظ فطوبًؽ 
 هتٌبظط حبنل اظ ضٍـ زیفطاًؿیلی اؾت.

  همساض فطوبًؽ هدبًجی ثطای هسل هیلِ غیطهحلی اًتگطالی ثب

 همساض پبضاهتط همیبؼ عَلی غیطهحلی ًؿجت ػىؽ زاضز.

 فهرست علایم -8

 اًطغی وطًكی  

 ثطزاض تحطیه زض فضبی فطوبًؿی ( ) 

 ثطزاض ًیطٍّبی حدوی  

 تبثغ ٍظًی  

 ّبی الاؾتیه هبزُتبًؿَض هسٍل  

 ّبی ایعٍغئَهتطیهتؼساز الوبى    

 ایتؼساز تَاثغ پبیِ  

 ای ضیتعتؼساز خولات تَاثغ پبیِ      

 یه ثؼسی  ای هطتجِ تَاثغ پبیِ ( )    

 حدن ًبًَهیلِ  

 ؾغح همغغ ًبًَهیلِ  

 ًبًَهیلِعَل   

 وبض ًیطٍّبی ذبضخی   

  هبتطیؽ خطم الوبى    

  هبتطیؽ ؾرتی الوبى    

 هبتطیؽ ؾرتی زیٌبهیىی ( ) 

 هبتطیؽ ًطهی زیٌبهیىی ( ) 

 هسٍل یبًگ  

 ایهطتجِ تَاثغ پبیِ  

 هىبى ًمغِ هطخغ  

 هیساى خبثدبیی هحَضی  

 ًیطٍّبی توبؾی ̃ 

 علایم یونانی

 ثطزاض گطّی  

  ثطزاض هتغیطّبی وٌتطلی الوبى    

 پبضاهتط فبظی غیطهحلی   

 پبضاهتط فبظی هحلی   

 ثؼس-پبضاهتط فطوبًؿی ثی   

 ثؼس-پبضاهتط همیبؼ عَلی غیطهحلی ثی  

 تبثؼی اًطغی ول  

 تبًؿَض تٌف  

 تبًؿَض گطًف  

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
96

.1
7.

5.
42

.0
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

06
 ]

 

                               8 / 9

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1396.17.5.42.0
https://mme.modares.ac.ir/article-15-7581-en.html


  

 شیرکو فاروقی و گیر سید محمد حسین گوشه دیفرانسیلی دوفازی با استفاده از روش ایسوشئومتریک -های غیرمحلی انتگرالتحلیل ارتعاش محوری میله

 

 5، شماره 61، دوره 6931مهندسی مکانیک مدرس، مرداد  39
 

 (kgm-3چگبلی )  

 قطایظ هطظی هؿئلِ  

 فطوبًؽ عجیؼی ًبًَهیلِ  

 ام زض فضبی پبضاهتطی-iهرتهِ گطُ    

 هازیرنویس

 الوبى  

 ضیتع     

 مراجع -9
[1] E. Kröner, Elasticity theory of materials with long range cohesive forces, 

International Journal of Solids and Structures, Vol. 3, No. 5, pp. 731-742, 

1967. 
[2] I. A. Kunin, The theory of elastic media with microstructure and the theory 

of dislocations, Mechanics of generalized continua, Berlin Heidelberg, 

Germany, pp. 321-329, 1968. 

[3] J. A. Krumhansl, Some considerations of the relation between solid state 

physics and generalized continuum mechanics, Mechanics of generalized 

continua, Berlin Heidelberg, Germany, pp. 298-311,1968. 

[4] G. B. Edelen, L. Norman,  On the thermodynamics of systems with 

nonlocality, Archive for Rational Mechanics and Analysis, Vol. 43, No. 1,pp. 

24-35, 1971. 

[5] D. G. B. Edelen, A. E. Green, Laws, Nonlocal continuum mechanics, 

Archive for Rationale Mechanics and Analysis,Vol. 43, No. 1,pp. 36–

44,1971. 

[6] A. C. Eringen, D. G. B. Edelen, On nonlocal elasticity, International Journal 

of Engineering Science, Vol. 10, No. 3, pp. 233–248, 1972. 

[7] A. C. Eringen,Theory of nonlocal elasticity and some applications, The 

international journal of structural mechanics and materials science,Vol. 21, 

No. 62, pp. 313–342, 1987. 

[8] S. B. Altan, Existence in nonlocal elasticity, Archive Mechanics ,Vol. 41, No. 

1, pp. 25–36,1989. 

[9] Z. P. Bazant, T. P. Chang, Instability of nonlocal continuum and strain 

averaging, Journal of Engineering Mechanics, Vol. 10, No. 110, pp. 1441–

1450, 1984. 

[10] R. C. Picu, On the functional form of non-local elasticity kernels, Journal of 

Mechnical Physis, Vol. 50, No. 9, pp. 1923–1939, 2002. 

[11] S. Ghosh, V. Sundararaghavan, A. M. Waas, Construction of multi-

dimensional isotropic kernels for nonlocal elasticity based on phonon 

dispersion data, International Journal of Solids and Structures, Vol. 51, No. 

2, pp. 392-401, 2014. 

[12] C. Polizzotto, Nonlocal elasticity and related variational principles, 

International Journal of Solids and Structures, Vol. 38, No. 42–43, pp. 

7359–7380,2001. 

[13] A. A. Pisano, P. Fuschi, Closed form solution for a nonlocal elastic bar in 

tension, International Journal of Solids and Structures, Vol. 40, No. 1, pp. 

13–23,2003. 

[14] A. A. Pisano, A. Sofi, P. Fuschi, Nonlocal integral elasticity: 2D finite 

element based solutions, International Journal of Solids and Structures, Vol.  

46, No. 21, pp. 3836–3849, 2009. 

[15] A. A. Pisano, A. Sofi, P. Fuschi, Finite element solutions for 

nonhomogeneous nonlocal elastic problems, Mechanics Research 

Communications, Vol. 36, No. 7, pp. 755-761, 2009. 

[16] P. Khodabakhshi, J. N. Reddy, A unified integro-differential nonlocal model, 

International Journal of Engineering Science, Vol. 95, No. 1, pp. 60-75, 

2015. 

[17] M. Shaat, Iterative nonlocal elasticity for Kirchhoff plates, International 

Journal of Mechanical Sciences, Vol. 90, No. 11, pp. 162-170, 2015. 

[18] Norouzzadeh, R. Ansari, H. Rouhi. Pre-Buckling Responses of Timoshenko 

Nanobeams Based on the Integral and Differential Models of Nonlocal 

Elasticity: an Isogeometric Approach,  Applied Physics A. Vol. 123, No. 5, 

pp. 1-11, 2017. 

[19] M. Malagu, strain gradient approach to the analysis of nanoarches: 

Formulation and numerical solution with NURBS interpolation, Accessed on 

June 2012, http://resolver.tudelft.nl/uuid:6ed908e1-8f7d-48b0-ae5f-

a6fc852a27f6. 

[20] N. T. Nguyen, D. Hui, J. Lee, H. Nguyen-Xuan, An efficient computational 

approach for size-dependent analysis of functionally graded nanoplates, 

Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 297, pp. No. 

6, 191-218,2015. 

[21] P. Phung-van, M. Abdel-wahab, K. M. Liew, S. Bordas, H. Nguyen-xuan, 

Isogeometric analysis of functionally graded carbon nanotube-reinforced 

composite plates using higher-order shear deformation theory, Composite 

structures, Vol. 123, pp. 137-149, 2015. 

[22] S. Natarajan, S. Chakraborty, M. Thangavel, S. Bordas, T. Rabczuk, Size-

dependent free flexural vibration behavior of functionally graded nanoplates, 

Computational Materials Science, Vol. 65, pp. 74-80, 2012. 

[23] C. D. Boor,  A Practical Guide to Splines, Second Edition, pp. 108-130, New 

York: Springer-Verlag, 1978. 

[24] A. Eringen, Nonlocal polar elastic continua, International Journal of 

Engineering Science, Vol. 10, No. 1, pp. 1-16, 1972. 

[25] J. N. Reddy, Energy Principles and Variational Methods in Applied 

Mechanics, Second Edition, pp. 136-149, New York: Wiley, 2002. 

[26] J. N. Reddy, An Introduction to the Finite Element Method, Third Edition, pp. 

230-245, New York: NY, McGraw-Hill Higher Education, 2006. 

[27] D. J. Ewins, Modal testing: Theory, practice, and application, Second 

Edition, pp. 130-152, England: Baldock, Hertfordshire, Research Studies 

Press, 2000. 

[28] S. Adhikari, T. Murmu, M. A. McCarthy, Frequency domain analysis of 

nonlocal rods embedded in an elastic medium, Physica E: Low-dimensional 

Systems and Nanostructures, Vol. 59, No. 32, pp. 33-40, 2014. 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
96

.1
7.

5.
42

.0
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

06
 ]

 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                               9 / 9

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1396.17.5.42.0
https://mme.modares.ac.ir/article-15-7581-en.html
http://www.tcpdf.org

