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 In this paper, a novel model based on the indicial functions concept is presented to calculate the 

unsteady aerodynamic loads in the incompressible and subsonic compressible flow. Indicial functions 

represent the two-dimensional airfoil response to a unit step change in the angle of attack or the pitch 

rate about the reference axis. In contrast to the incompressible flow where the aerodynamic loads can be 

determined in terms of a single indicial function, four indicial aerodynamic functions are required to 

find them in the compressible one. If the indicial functions are known, the unsteady loads can then be 

obtained through the superposition of indicial responses using Duhamel’s integral for any arbitrary 

motion. For the purpose of combining the aerodynamic loads for the entire subsonic flow speed range, 

i.e.        , new, efficient and Mach dependent approximations of the indicial functions are 

presented by using the analytical as well as numerical data. Using four instead of seven Mach dependent 

coefficients in the common indicial functions, the required coefficient are decreased from 28 to 16 to 

fully describe the aerodynamic loads. Utilizing the indicial functions, a novel and convenient form of 

unsteady aerodynamic loads and the corresponding state-space representation are presented, having a 

unified formulation in incompressible and subsonic compressible flight speed regimes. Based on the 

strip theory as well as the modified lift curve slope, the finite span effect of 3D wings is also included. 

The generated indicial functions are validated against available results, which shows a good agreement. 
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ؾبظی نحیح ٚ ٔٛضٛع وّیسی ثطای تحّیُ آیطٚالاؾتیؿیتٝ ٔٛفك، ٔسَ

خؿٓ  وبضآٔس ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب زض حطوت یب تغییط قىُ

تٛاٖ ثط ٔجٙبی ا٘ٛاع ثبقس. ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ضا ٔیآیطٚزیٙبٔیىی ٔی
ٞبی آیطٚزیٙبٔیىی اظ لجیُ تئٛضی ٘ٛاضی، ضٚـ قجىٝ ٌطزاثی ٔرتّف اظ تئٛضی

ٞبی ٔسضٖ آیطٚزیٙبٔیىی ،زیٙبٔیه ٚ تىٙیه 2، تئٛضی پبؾد ا٘سیؿی1٘بپبیب

ٛز. ثبضٞبی اؾتٛوؽ اؾترطاج ٕ٘-ؾیبلات ٔحبؾجبتی اٚیّط یب ٘ٛیط

تٛا٘ٙس زض حٛظٜ فطوب٘ؽ یب ظٔبٖ ثیبٖ قٛ٘س. آیطٚزیٙبٔیىی ثؿتٝ ثٝ وبضثطز ٔی
ٕ٘بیف ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی زض حٛظٜ فطوب٘ؽ ثٝ ِحبػ تؼییٗ ٔطظ پبیساضی 

ثبقس. ثب فلاتط ٚ تحّیُ پبیساضی ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚیىطز ٔمبزیط ٚیػٜ ٔفیس ٔی

ٞبی آیطٚالاؾتیه، تحّیُ ىی ؾیؿتٓحبَ ثٝ ٔٙظٛض ثطضؾی پبؾد زیٙبٔی ایٗ

آیطٚالاؾتیه غیط ذغی یب ثىبضٌیطی ؾیؿتٓ وٙتطِی حّمٝ ثؿتٝ، ٕ٘بیف 
ٞبی حُ ٘یطٚٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب زض حٛظٜ ظٔبٖ اختٙبة ٘بپصیط ذٛاٞس ثٛز.

ولاؾیىی ثطای ٘یطٚی ثطآ ٚ ٌكتبٚض پیچكی آیطٚزیٙبٔیه زٚثؼسی تٛؾظ 

 [1].ا٘س ٞبی فطوب٘ؽ ٚ ظٔبٖ اضائٝ قسٜحٛظٜ تئٛزٚضؾٗ، ٌطیٙجطي ٚ ٌٚٙط زض

ٞبی اضائٝ قسٜ تٛؾظ ثب تٛخٝ ثٝ فطو حطوت ٞبضٔٛ٘یه ؾبزٜ، تئٛضی
ؾٗ ٚ ٌطیٙجطي تٟٙب زض ٔطظ فلاتط اػتجبض زاقتٝ ٚ ضٚـ حُ ضا ٘یع ثٝ تئٛزٚض

ٕ٘بیٙس. اظ عطفی ثب تٛخٝ ثٝ اثطات تطاوٓ پصیطی ٔحسٚزٜ فطوب٘ؽ ٔحسٚز ٔی

ٞبی آیطٚالاؾتیه، پبؾد ا٘سیؿی ثسؾت آٔسٜ زض حٛظٜ ظٔبٖ خطیبٖ ثط تحّیُ

بضط ثٝ ثبقس. اٌط چٝ، زض حبَ حتٛؾظ ٌٚٙط ٘یع زاضای وبضثطز ٔحسٚز ٔی
ٞبی ػسزی ٘ظیط ضٚـ قجىٝ ٌطزاثی ٘بپبیب، ٚ زیٙبٔیه وٕه پیكطفت ضٚـ

تٛاٖ ثب خعئیبت ثؿیبض ٚ زلت ثبلا پبؾد آیطٚزیٙبٔیه ؾیبلات ٔحبؾجبتی ٔی

٘بپبیبی یه ثبِٛاضٜ ضا ثٝ یه تبضیرچٝ ظٔب٘ی ذبل اظ ٘یطٚ ثسؾت آٚضز، أب ثٝ 

اذتیبض زاقتٗ ٔطاخغ  ٞب ٚ ٘یع ِعْٚ زضٞبی شاتی ایٗ ضٚـزِیُ پیچیسٌی
ٞبی ٔصوٛض ثطای تحّیُ ٔؿبئُ ٔحبؾجبتی ٌؿتطزٜ، اؾتفبزٜ ضٚـ

ضٚ، ثب  اظ ایٗ [1].ثبقس وبضآٔس یب ثؼضبً غیط ػّٕی ٔی آیطٚالاؾتیؿیتٝ ٔتساَٚ ٘ب

تٛخٝ ثٝ ِعْٚ زض اذتیبض زاقتٗ ٔسَ آیطٚزیٙبٔیه ٘بپبیب زض حٛظٜ ظٔبٖ وٝ 
ییطات زِرٛاٜ زض ظاٚیٝ حّٕٝ یب ٘طخ پیچف ضا اثطات تطاوٓ پصیطی خطیبٖ ٚ تغ

ٚ اظ عطف زیٍط ٔٙدط ثٝ اضائٝ ٔسَ ٔحبؾجبتی ٔٙبؾت ٚ ثٝ ٘ؿجت  ثط زاقتٝ

ٞبی ؾبزٜ اظ وٛپّیًٙ ٔسَ آیطٚزیٙبٔیه ٘بپبیب ثب ٔسَ ؾبظٜ زض ثطضؾی

ٞبی تمطیجی ٔجتٙی ثط تٛاثغ آیطٚالاؾتیه ٌطزز، ٔحممبٖ ضا ثٝ اؾتفبزٜ اظ ضٚـ
. پبؾد ا٘سیؿی یه ٔفْٟٛ ضیبضی اؾت وٝ ثٝ [2-5]زازٜ اؾت ا٘سیؿی ؾٛق 

٘بپصیط غیط  تٛا٘س اظ آظٔبیف ثسؾت آیس. ثطای خطیبٖ تطاوٓنٛضت ٔؿتمیٓ ٕ٘ی

. [4]ٞبی ا٘سیؿی ٚخٛز زاض٘س قىُ ثؿتٝ ثطای پبؾد ٞبی تحّیّی ثِٝعج، حُ

 ٞبٞبیی زض تٕبٔی ظٔبٖأب ثطای خطیبٖ تطاوٓ پصیط ٔبزٖٚ نٛت چٙیٗ حُ
نٛضت ٔؼىٛؼ اظ پبؾد  تٛا٘ٙس ثٝایٙحبَ، ٘تبیح تمطیجی ٔی ٔٛخٛز ٘یؿتٙس. ثب

ثٙب  [6].آیطٚزیٙبٔیه ثٝ ٚاؾغٝ حطوت ٘ٛؾب٘ی زض حٛظٜ فطوب٘ؽ ثسؾت آیٙس 

ثٝ تؼطیف، تبثغ ا٘سیؿی، پبؾد ثٝ یه اغتكبـ ٘بٌٟب٘ی ثیبٖ قسٜ ثب تبثغ پّٝ 

ثبقس. زض نٛضتیىٝ تبثغ ا٘سیؿی ٔكرم ثٛزٜ ٚ تئٛضی ثیٗ زٚ حبِت پبیب ٔی
ٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب ثطای ٞط تغییط تٛاٖ ثبضذغی ٘یع ٔؼتجط ثبقس، آٍ٘بٜ ٔی

ِرٛاٜ زض پبضأتطٞبی ٔٛثط ) ظاٚیٝ حّٕٝ، ٘طخ پیچف( ضا ثٝ ٚاؾغٝ انُ خٕغ ز

اظ ٔعایبی ضٚیىطز تٛاثغ  [4].آثبض ٚ ثب اؾتفبزٜ اظ ا٘تٍطاَ زٚٞبُٔ ثسؾت آٚضز 

ٞبی آیطٚزیٙبٔیىی زض تٛاٖ ثٝ تٛنیف زلیك ٚیػٌی ا٘سیؿی آیطٚزیٙبٔیىی ٔی
پصیط/٘بپصیط، ٔحبؾجٝ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب  ٞبی ؾطػت پطٚاظی تطاوٓضغیٓ

ٞبی زِرٛاٜ ظٔب٘ی ٚ أىبٖ تمطیت ظزٖ تٛاثغ ا٘سیؿی ثب اؾتفبزٜ اظ زض حطوت

ٞبی تحّیّی، زیٙبٔیه ؾیبلات ٔحبؾجبتی یب ٘تبیح تدطثی اقبضٜ ٕ٘ٛز ضاثغٝ

                                                                                                                                           
1
 UVLM: Unsteady Vortex-Lattice Method 

2 Indicial Response Theory 

ٞبی ایٗ ضٚیىطز ػلاٜٚ ثط اضائٝ فطٔٛلاؾیٖٛ آیطٚزیٙبٔیىی یىتب زض خطیبٖ [7].

تحّیُ ٔؿبئُ آیطٚالاؾتیه تٛا٘س اثعاض ٔٙبؾجی ثطای تطاوٓ پصیط ٚ ٘بپصیط، ٔی

زض حٛظٜ ظٔبٖ ٚ فطوب٘ؽ ثبقس. ثطای ٔؿبئُ تحّیُ پبیساضی زض خطیبٖ تطاوٓ 
تٛاٖ ثب فطایٙسی ٔكبثٝ ٔجتٙی ثط تٛؾؼٝ تٛاثغ تئٛزٚضؾٗ اظ تٛاثغ  پصیط ٔی

ا٘سیؿی حٛظٜ ظٔبٖ اؾتفبزٜ ٕ٘ٛز. ایٗ فطایٙس ثب ثٝ وبض ٌیطی تجسیلات لاپلاؼ 

ٞبی ٔجتٙی ثط تٛاثغ ا٘سیؿی ثطای ثبِٛاضٜ زٚ ثؼسی ثبقس. ضٚـأىبٖ پصیط ٔی

ا٘س. ثب ایٙحبَ ثب اؾتفبزٜ اظ آیطٚزیٙبٔیه تئٛضی ٘ٛاض انلاح تٛؾؼٝ زازٜ قسٜ
قسٜ ٚ ِحبػ ٕ٘ٛزٖ اثطات ٘ؿجت ٔٙظطی ثبَ، ؾٛئیپ ٚ قیت ٔٙحٙی ثطآ 

ٚ  [10,9]. ٔبظِؿىی [8,4]تٛاٖ آ٘طا ثٝ ٔؿبئُ ؾٝ ثؼسی ٘یع تؼٕیٓ زاز ٔی

ٞبی زایتع ٚ اضتجبط ٔتمبثُ ٔیبٖ ثب اؾتفبزٜ اظ زازٜ[11] ی ٚ زضیكّط ٔبظِؿى

پصیط ٔبزٖٚ  ٘یطٚی ثطآی آیطٚزیٙبٔیىی ضٚی ثبِٛاضٜ ٘ٛؾب٘ی زض خطیبٖ تطاوٓ
قىُ ٕ٘بیی نٛت ٚ پبؾد ا٘سیؿی تٛا٘ؿتٙس تٛاثغ پبؾد ا٘سیؿی تمطیجی ثٝ  

ضا ثسؾت آٚضز٘س. ِٛٔىؽ  0.7ٚ  0.6، 0.5قبُٔ چٟبض خّٕٝ ثطای اػساز ٔبخ 

٘تبیح تحّیّی زلیمی ثطای پبؾد ا٘سیؿی ایدبز قسٜ ٘بقی اظ تغییط پّٝ زض  [3]

ظاٚیٝ حّٕٝ ٚ ٘طخ پیچف زض خطیبٖ تطاوٓ پصیط ٔبزٖٚ نٛت ضا زض ثبظٜ ظٔب٘ی 
، ثب اؾتفبزٜ اظ ثب ضٚیىطزی ٔكبثٝ ٔبظِؿىی[12] ٔحسٚز اضائٝ ٕ٘ٛز. زاَٚ 

آیطٚزیٙبٔیه حٛظٜ فطوب٘ؽ ٚ ثٝ عٛض ٔؿتمیٓ ٕ٘بیف حٛظٜ ظٔبٖ پبؾد 

اٛثغ ٕ٘بیی ثطای خطیبٖ ٘بپصیط ٚ  ٞبی تطاوٓا٘سیؿی ضا ثٝ قىُ ٔدٕٛػی اظ ت

ٞبی ٘یطٚی ثطآ ثب تفىیه پبؾد [1]نٛت اضائٝ ٕ٘ٛز. ِیكٕبٖ  پصیط ٔبزٖٚ تطاوٓ
یؿی وُ ثٝ ٚ ٌكتبٚض ا٘سیؿی ثٝ زٚ ٔؤِفٝ غیطچطذكی ٚ چطذكی، پبؾد ا٘س

پصیط ضا ثط  تغییطات پّٝ ٚاحس زض ظاٚیٝ حّٕٝ ٚ ٘طخ پیچف زض خطیبٖ تطاوٓ

٘بپصیط وٝ  حؿت تٛاثغ ٕ٘بیی قبُٔ ؾٝ خّٕٝ تمطیت ظز. ثطذلاف ضٚیىطز تطاوٓ

ٌطزیس، ٔمساض اِٚیٝ پبؾد ضطثٝ ثب اؾتفبزٜ اظ ٔلاحظبت خطْ ظبٞطی تؼییٗ ٔی
آیس. ایٗ ئٛضی پیؿتٖٛ ثسؾت ٔیٔمساض اِٚیٝ پبؾد ا٘سیؿی ثب اؾتفبزٜ اظ ت

ضٚز زض ٔمساض ٔتٙبظط ثب ثرف غیط چطذكی، ثٝ ؾطػت ثب ظٔبٖ اظ ثیٗ ٔی

  ٕ٘بیس.حبِیىٝ ثرف چطذكی خطیبٖ ذیّی ؾطیغ تب ٔمساض حبِت پبیب ضقس ٔی
ِیكٕبٖ زض ازأٝ ثب اؾتفبزٜ اظ تٛاثغ ا٘سیؿی آیطٚزیٙبٔیىی، ٕ٘بیف فضبی 

ٞبی ٘یطٚی زِرٛاٜ ضا ثطای اؾتفبزٜ زض تحّیُحبِت ثبضٞبی ٘بپبیب ثٝ ٚاؾغٝ 

اٍ٘یعٜ انّی اؾتفبزٜ اظ تىٙیه فضبی حبِت،  [13].آیطٚالاؾتیه اضائٝ ٕ٘ٛز 

زیفطا٘ؿیُ ٔؼِٕٛی ٔطتجٝ اَٚ تٛنیف وٙٙسٜ آیطٚزیٙبٔیه افعٚزٖ ٔؼبزلات 
ای حبوٓ ثط حطوت ثبِٛاضٜ ٚ ؾپؽ تحّیُ ٘بپبیب ثٝ ٔؼبزلات زیٙبٔیه ؾبظٜ

پبیساضی ؾیؿتٓ آیطٚالاؾتیه حبنّٝ ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚیىطز تحّیُ ٔمساض ٚیػٜ 

ؾد اضائٝ زلیك پبؾد ا٘سیؿی ٔؿتّعْ ٚخٛز پب ثبقس.ٌیطی ظٔب٘ی ٔییب ا٘تٍطاَ

ٞبی وبٞف یبفتٝ اؾت. ثٝ زِیُ آیطٚزیٙبٔیه ضٚی ٔحسٚزٜ ٚؾیؼی اظ فطوب٘ؽ
ٞبی آظٔبیكٍبٞی ثطای ٔكىلات ذبنی وٝ زض اؾترطاج پبؾد ا٘سیؿی اظ زازٜ

، ضٚیىطز زیٍطی ثطای اضائٝ ٞبی وبٞف یبفتٝ ثبلا ٔغطح ثٛز٘سفطوب٘ؽ

ٞبی اظ زازٜ نٛت ثب اؾتفبزٜ یبفتٝ اظ پبؾد ا٘سیؿی ٔبزٖٚ ٞبی تؼٕیٓ تمطیت

ٌطچٝ اٚ اظ ایٗ  [6].ٞبی زلیك تٛؾظ ِیكٕبٖ اضائٝ قس تدطثی ٚ ثٝ وٕه حُ
ضٚیىطز ثطای اضائٝ پبؾد ٘یطٚی ثطآی ا٘سیؿی ثٝ ٚاؾغٝ ظاٚیٝ حّٕٝ ٚ ٘طخ 

تٛاٖ پبؾد ٌكتبٚض ای ٔیپیچف اؾتفبزٜ ٕ٘ٛزٜ اؾت، أبثٝ نٛضت ٔكبثٝ

ثب اؾتفبزٜ اظ ٔفْٟٛ تبثغ ا٘سیؿی، ِیكٕبٖ  ا٘سیؿی ٔتٙبظط ضا ٘یع ثسؾت آٚضز.

ا ٘یع ثط ٘یطٚی ثطآی ٘بپبیب ضٚی یه تبثیط حطوت زِرٛاٜ فّپ ِجٝ فطاض ض [14]
ٔبضظٚوب ٚ ٕٞىبضاٖ  نٛت ثطضؾی ٕ٘ٛز. پصیط ٔبزٖٚ ثبِٛاضٜ زض خطیبٖ تطاوٓ

ٞبی  تٛاثغ ا٘سیؿی ٚ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیه ٔتفبٚتی زض ٔحسٚزٜ [16,15]

، ٔبفٛق نٛت ٚ قسٜ نٛت، ٌصضنٛتی ذغی پصیط ٔبزٖٚ ؾطػت پطٚاظی تطاوٓ

ٞبی آیطٚالاؾتیه طوب٘ؽ ؾبظٌبض ثب تحّیُاثطنٛتی زض زٚ حٛظٜ ظٔبٖ ٚ ف
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ؾغٛح ثطآظای زٚ ثؼسی ضا تٛؾؼٝ زاز٘س. آٟ٘ب ثب اؾتفبزٜ اظ آیطٚزیٙبٔیه 

ا٘سیؿی ٘بپبیبی تٛؾؼٝ زازٜ قسٜ، پبؾد آیطٚالاؾتیه ؾغٛح ثطآظای زٚثؼسی 

پصیط قبُٔ زضخبت آظازی حطوت ا٘تمبِی ٚ  ٘بپصیط ٚ تطاوٓ زض خطیبٖ تطاوٓ
٘ظط ثٝ ٔبٞیت غیطذغی آیطٚزیٙبٔیه زض  .[16,17]ز٘س پیچكی ضا ثسؾت آٚض

ثب اؾتفبزٜ اظ تطویت ضٚـ  [18]٘بحیٝ ٌصض نٛتی، ٔبضظٚوب ٚ ٕٞىبضاٖ 

زیٙبٔیه ؾیبلات ٔحبؾجبتی ٚ فطایٙس تحّیّی، ٘یطٚی ثطآ ٚ ٌكتبٚض 

آیطٚزیٙبٔیىی ضا ثط حؿت تٛاثغ ا٘سیؿی ذغی ٚ غیط ذغی زض ؾطػت پطٚاظی 
ٔبضظٚوب ٚ  پصیط ٔبزٖٚ نٛت، ٔبفٛق نٛت ٚ ٌصض نٛتی تٛؾؼٝ زاز٘س. تطاوٓ

زض تحمیمی خبٔغ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی یه ثبِٛاضٜ زٚ زضخٝ [7] ٕٞىبضاٖ 

اظ ضٚقی ٔجتٙی ثط تٛاثغ آظازی تحت زضخبت آظازی ا٘تمبَ ٚ پیچف ثب اؾتفبزٜ 

ٞبی ا٘سیؿی ذغی ٚ غیطذغی ثٝ ٕٞطاٜ زیٙبٔیه ؾیبلات ٔحبؾجبتی زض ضغیٓ
عٛض وٝ اقبضٜ  ٕٞبٖ پصیط ضا تؼییٗ ٕ٘ٛز٘س. ٘بپصیط ٚ تطاوٓ ٔرتّف پطٚاظی تطاوٓ

ٞبی وبضآٔس ٞبی ٔجتٙی ثط زیٙبٔیه ؾیبلات ٔحبؾجبتی ٘یع اظ ضٚـقس ضٚـ

ٝ ٘تبیح ثسؾت آٔسٜ اظ ایٗ ضٚـ اِجت ٞبی ا٘سیؿی ٞؿتٙس.تؼییٗ پبؾد

ثبیؿت اثتسا ثب اؾتفبزٜ اظ ٘تبیح تدطثی ٚ تئٛضی اػتجبض ؾٙدی ٌطز٘س.  ٔی
ثب اػٕبَ تغییطی زض حٍّط اٚیّط/٘ٛیط اؾتٛوؽ ثٝ [19] پبضأؿٛاضاٖ ٚ ٕٞىبضاٖ 

ٞبی ا٘سیؿی یه ثبِٛاضٜ ثٝ تغییطات پّٝ زض ظاٚیٝ حّٕٝ ٚ نٛضت ٔؿتمیٓ پبؾد

ثٝ نٛضت ػسزی ٚ ثب [20] ٘طخ پیچف ضا ٔحبؾجٝ ٕ٘ٛز٘س. ٔیطا٘سا ٚ ٕٞىبضاٖ 

ضٚـ قجىٝ ٌطزاثی پبؾد ا٘سیؿی ثبَ زض خطیبٖ ٔبزٖٚ نٛت  اؾتفبزٜ اظ
پصیط ثٝ تغییط پّٝ زض ظاٚیٝ حّٕٝ ضا اؾترطاج ٕ٘ٛز٘س. ٘تبیح ایكبٖ ٔحسٚز  تطاوٓ

ٞبی ٘بظن ثب ظاٚیٝ حّٕٝ وٛچه ثٝ زِیُ اؾتفبزٜ اظ ٔسَ ضیبضی ذغی ثٝ ثبَ

اظ زیٍط  ثبقس. اثط ػسز ٔبخ، ٘ؿجت ٔٙظطی ٚ ظاٚیٝ ؾٛئیپ ثط پبؾد ا٘سیؿیٔی

زض ثیكتط ٔغبِؼبت ا٘دبْ قسٜ،  ٔٛضٛػبت ثطضؾی قسٜ زض تحمیك ٔصوٛض اؾت.
تٛاثغ ا٘سیؿی آیطٚزیٙبٔیىی تٟٙب زض ٔمبزیط ٔكرهی اظ ػسز ٔبخ تؼییٗ ) ثطای 

تمطیت ٕ٘بیی [21] ا٘س. فطؾبزی ٚ ٕٞىبضاٖ ( قس0.8ٜٚ  0.7، 0.6، 0.5ٔثبَ، 

اٚثؿتٝ ثٝ ػسز ٔبخ زض ٘بحیٝ تطاوٓ پصیط ٚ ٔحسٚزٜ  خسیسی اظ تٛاثغ ا٘سیؿی 

ف ٔبخ ضا اضائٝ ٕ٘ٛز٘س. ثب اؾتفبزٜ اظ تمطیت فٛق ثٝ ٕٞطاٜ ٕ٘بی 0.8تب  0.5
پبیساضی ٚ پبؾد [22] فضبی حبِت ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیه، ؾیٙب ٚ ٕٞىبضاٖ 

پصیط ٔبزٖٚ نٛضت ضا  ٞبی زاضای ؾٛئیپ وبٔپٛظیتی زض خطیبٖ تطاوٓثبَ

ثب اؾتفبزٜ اظ آیطٚزیٙبٔیه ٔجتٙی [23] ثطضؾی ٕ٘ٛز٘س. فیطٚظآثبزی ٚ ٕٞىبضاٖ 

پیكطاٖ ضٚی ، اثط ٘یطٚی  [16] ٞبی ٔبضظٚوب ٚ ٕٞىبضاٖ ثط تٛاثغ ا٘سیؿی ٚ زازٜ
پصیط  پبیساضی آیطٚالاؾتیه ثبَ وبٔپٛظیتی زاضای ؾٛئیپ تحت خطیبٖ تطاوٓ

 ظیطنٛت ضا ٔغبِؼٝ ٕ٘ٛز٘س.

زض ایٗ ٔمبِٝ ثب ثیبٖ ضٚیىطزی ٔتفبٚت اظ تٛاثغ ا٘سیؿی، ٔسِی خسیس اظ 

پصیط ظیطنٛت  ٘بپصیط ٚ تطاوٓ ٞبی تطاوٓ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب زض خطیبٖ
وٝ ثطای ٔغبِؼٝ پبؾد ٚ ٘یع پبیساضی ٔؿبئُ ٔرتّف  قٛز، اضائٝ ٔی

آیطٚالاؾتیه ؾغٛح ثطآظای زٚ ٚ ؾٝ ثؼسی زض حٛظٜ ظٔبٖ ٚ فطوب٘ؽ ٔٙبؾت ٚ 

٘بپصیط وٝ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی تٟٙب ثب  ثبقس. ثطذلاف خطیبٖ تطاوٓوبضآٔس ٔی

پصیط ثٝ  قٛ٘س، زض خطیبٖ تطاوٓیه تبثغ ا٘سیؿی ٘ظیط تبثغ ٌٚٙط تؼییٗ ٔی
ٟبض تبثغ ا٘سیؿی ثطای تؼطیف ٘یطٚی ثطآ ٚ ٌكتبٚض آیطٚزیٙبٔیىی ٘یبظ اؾت. اظ چ

عطفی، ٚخٛز ػجبضات ٕ٘بیی ٚاثؿتٝ ثٝ ٔبخ زض تٛاثغ ا٘سیؿی ٔتساَٚ، ٔٛخت 

آٔس آٖ ضٚاثظ  پیچیسٌی آٟ٘ب زض ا٘تمبَ ثٝ ؾبیط ٔحٛضٞبی زٚضاٖ ثبِٛاضٜ ٚ پی

ؾبظی ضٚاثظ  بضچٝقٛز. اظ ایٙطٚ، ثب ٞسف یىپؾٍٙیٗ آیطٚالاؾتیه ٔی
ٞبیی ٘ٛیٗ ٚ وبضثطزی آیطٚزیٙبٔیه ٔؼتجط زض تٕبٔی ٔحسٚزٜ ظیط نٛت، تمطیت

ٞبی ػسزی ٔٛخٛز اضائٝ ٚ زازٜ اظ تٛاثغ ا٘سیؿی ٔجتٙی ثط ضٚاثظ تحّیّی

، 0.8قٛز،وٝ ػلاٜٚ ثط تبثؼیت پیٛؾتٝ اظ ػسز ٔبخ زض ٔحسٚزٜ نفط تب  ٔی

ثبقٙس. ضاٖ زِرٛاٜ ضٚی ثبِٛاضٜ ٔیزاضای قىُ ٔٙبؾجی ثطای ا٘تمبَ ثٝ ٔطوع زٚ

ٞبیی ؾپؽ، ثب اؾتفبزٜ اظ خٕغ آثبض پبؾد ا٘سیؿی ٚ ا٘تٍطاَ زٚٞبُٔ، ٕ٘بیف

ظیطنٛت، ثطای  ٔتفبٚت اظ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی، ٔؼتجط زض وُ ٔحسٚزٜ خطیبٖ

قٛز. زض ازأٝ، ثطاؾبؼ تئٛضی ٘ٛاضی ٚ  حطوت زِرٛاٜ ثبِٛاضٜ تٛؾؼٝ زازٜ ٔی
ثؼسی  ٔٙحٙی ثطآ، ٔسَ آیطٚزیٙبٔیه ٔصوٛض ثطای ثبَ ؾٝ٘یع انلاح قیت 

ٔٙظٛض اػتجبض ؾٙدی ٔسَ آیطٚزیٙبٔیىی، ٕ٘ٛزاضٞبی تٛاثغ  یبثس. ثٝتؼٕیٓ ٔی

ا٘سیؿی تٛؾؼٝ یبفتٝ ثب ٕ٘ٛزاضٞبی ٔٛخٛز زض ؾبیط ٔطاخغ زض اػساز ٔبخ 

قٛز. اظ خّٕٝ زؾت ٔرتّف ٔمبیؿٝ ٚ ٔغبثمت ذٛثی ثیٗ آٟ٘ب ٔكبٞسٜ ٔی
پصیط  ٘بپصیط تب تطاوٓ تحمیك حبضط وٝ زض تٕبٔی ٔحسٚزٜ خطیبٖ تطاوٓآٚضزٞبی 

اضائٝ تمطیجی ٔتفبٚت اظ ضطایت  -1ٔبزٖٚ نٛت ٔؼتجط ٔی ثبقس، ػجبضتٙس اظ: 

یبثی ثٝ ٕ٘بیف  تٛاثغ ا٘سیؿی زاضای تبثؼیت پیٛؾتٝ اظ ػسز ٔبخ ثٝ ٔٙظٛض زؾت

ٕ٘بیف تمطیت  -2یىؿبٖ پؽ اظ ا٘تمبَ ثٝ ؾبیط ٘مبط یب تغییط ٔحٛض زٚضاٖ. 
خٛ٘ع اظ تبثغ ٌٚٙط ثب چٟبض تبثغ ا٘سیؿی ٔدعا ثطحؿت ٘یطٚی ثطآ ٚ ٌكتبٚض 

اؾتفبزٜ اظ  -3پیچكی ٘بقی اظ تغییط ٘بٌٟب٘ی زض ظاٚیٝ حّٕٝ ٚ ٘طخ پیچف آٖ. 

ٞبی تٛا٘ی یىؿبٖ ٚ ٔؿتمُ اظ ػسز ٔبخ ثطای تٕبٔی تٛاثغ ا٘سیؿی زض  ػجبضت

تٛؾؼٝ ٕ٘بیكی  -4یت ٚاثؿتٝ ثٝ ٔبخ. اػساز ٔبخ ٔرتّف ٚ زض٘تیدٝ وبٞف ضطا
ٔجتٙی ثط تٛاثغ ا٘سیؿی ثب  وبضآٔس ٚ یىتب اظ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب

ٞبی ٕ٘بیی ٔكبثٝ زض فضبی حبِت ثطای وٛپُ قسٖ ثٝ ٔسَ ؾبظٜ زض  ػجبضت

تؼٕیٓ ٔسَ آیطٚزیٙبٔیىی حبنّٝ ثٝ ٔؿبئُ ثبَ  -5ٔؿبئُ آیطٚالاؾتیه. 

 ثؼسی. ؾٝ

 آیزودینامیکی ناپایابارهای  -2

زض نٛضتیىٝ پبؾد ثٝ تغییط پّٝ زض ظاٚیٝ حّٕٝ یب ٘طخ پیچف )تٛاثغ ا٘سیؿی( 
ٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب بٜ ثبضٚ تئٛضی ذغی ٘یع ٔؼتجط ثبقس، آٍ٘ٔكرم ثٛزٜ 

تٛاٖ ثٝ ٚاؾغٝ انُ ثطای ٞط تغییط زِرٛاٜ زض ظاٚیٝ حّٕٝ یب ٘طخ پیچف ضا ٔی

ثب اؾتفبزٜ اظ ا٘تٍطاَ زٚٞبُٔ ثسؾت آٚضز. زض ازأٝ، ٟ٘ی آثبض پبؾد ٚ  ثطٞٓ 

ٔطٚضی وٛتبٜ ثط تٛاثغ ا٘سیؿی پبؾد ٚ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب حبنُ اظ 
 پصیط ٔبزٖٚ نٛت آٚضزٜ قسٜ اؾت. ٘بپصیط ٚ تطاوٓ ٞبی تطاوٓآٟ٘ب زض خطیبٖ

 نبپذیز رژیم سزعت پزواسی تزاکم -1-2

ٌٚٙط ثطای ثیبٖ ٘یطٚٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب ثٝ ٘بپصیط اظ تبثغ  زض خطیبٖ تطاوٓ

ثطای [4]. قٛز ٚاؾغٝ تغییط پّٝ ٚاحس زض ظاٚیٝ حّٕٝ ثبِٛاضٜ اؾتفبزٜ ٔی

ٞبی ٔرتّفی اظ ایٗ تبثغ اضائٝ قسٜ اؾت وٝ اظ ٔیبٖ ٞبی ػّٕی، تمطیتوبضثطز
 [24].زٞس تطی اظ تبثغ ٌٚٙط ضا ٕ٘بیف ٔییكآٟ٘ب تمطیت ٕ٘بیی خٛ٘ع تمطیت زل

(1)  ( )                                 
ثبقس. ٔؤِفٝ چطذكی ٘یطٚی ثؼس ٔی ٔؼطف ظٔبٖ ثی ⁄     وٝ زض آٖ

٘بپصیط ثطحؿت تمطیت ٕ٘بیی خٛ٘ع اظ تبثغ ٌٚٙط،  ثطآی آیطٚزیٙبٔیىی تطاوٓ

 .[4]قٛز  ثیبٖ ٔی (2)، ثطای حطوتی زِرٛاٜ ثٝ نٛضت ضاثغٝ (1)ضاثغٝ 

(2)   
 ( )  

     

 
∫

 

  
 ̇  ⁄ ( ) (   )  

 

  

 

ثٝ تطتیت قیت ٔٙحٙی ضطیت ثطآ، فكبض   ، ٚ  ،  ،    وٝ زض آٖ 
آیطٚزیٙبٔیىی، ٔؿبحت ؾغح ثطآظا ٚ ؾطػت خطیبٖ آظاز ثٛزٜ ٚ ؾطػت فطٚ 

 قٛز.ٚتط تؼییٗ ٔی ⁄  زض ٔحُ  (3)ضیعـ ٘یع ثب ضاثغٝ 

(3)  ̇  ⁄ ( )    ̇( )   (
 

 
  )  ̇( )    ( ) 

   ٞبی ا٘تمبِی ٚ زٚضا٘ی ثبِٛاضٜ، تطتیت ثیبٍ٘ط حطوت ، ثٝ ٚ   وٝ زض آٖ

ثؼس ٔحٛض الاؾتیه ٘ؿجت ثٝ ٔیب٘ٝ ٚتط  ٔٛلؼیت ثی  عَٛ ٘هف ٚتط ثبِٛاضٜ ٚ 

٘بپصیط حَٛ ٔحٛض زٚضاٖ  ثبقٙس. ٔؤِفٝ چطذكی ٌكتبٚض آیطٚزیٙبٔیىی تطاوٓ ٔی

 قٛز.ثیبٖ ٔی (4)پكت ٔیب٘ٝ ٚتط ثبِٛاضٜ ثب ضاثغٝ    ثٝ فبنّٝ 
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(4)   
 ( )   (

 

 
  )   

 ( ) 

ثٝ  ٞبی چطذكی خطیبٖ ٞؿتٙس.سٜ ٔؤِفٝتٟٙب زض ثطٌیط٘ (4)ٚ  (2)ضٚاثظ 
ٞبی  ٘بپصیط ٔؤِفٝ ٔٙظٛض ثیبٖ ٘یطٚٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب زض خطیبٖ تطاوٓ

ٞبی غیطچطذكی غیطچطذكی خطیبٖ ٘یع ثبیؿتی ِحبػ قٛ٘س. ٔؤِفٝ ثرف

 [4].قٛ٘س  تؼطیف ٔی (6)ٚ  (5)٘بپصیط ثب ضٚاثظ  طٚزیٙبٔیىی تطاوٓ٘یطٚٞبی آی

(5)   
  ( )  

 

 
     

 [ ̈( )     ̈( )    ̇( )] 

(6) 

  
  ( )  

 

 
     

 [  ̈( )   (
 

 
   )  ̈( )

  (
 

 
  )  ̇( )] 

 ثبقٙس.، ٔی وٝ زض آٖ ٔكتمبت ٘ؿجت ثٝ ظٔبٖ فیعیىی، 

 پذیز مبدون صوت رژیم سزعت پزواسی تزاکم -2-2
پصیط ظیطنٛت ثٝ ٔٙظٛض ثیبٖ ػجبضات  ٔغبِؼبت ثؿیبضی ضٚی خطیبٖ تطاوٓ

ضاٞىبض ػّٕی  [15,11,10,5,3,1]تحّیّی اظ تٛاثغ ا٘سیؿی ا٘دبْ قسٜ اؾت 

 ٞبی وٛچه زِرٛاٜ اظثیٙی ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ثٝ ٚاؾغٝ حطوتثطای پیف

فٛضیٝ اظ ٘تبیح یه ثبِٛاضٜ زض پطٚاظ ٔبزٖٚ نٛت، اؾتفبزٜ اظ خٕغ آثبض ا٘تٍطاَ 

ثبقس. ثسیٗ ٔٙظٛض، اثتسا تٛاثغ ٞبی ٞبضٔٛ٘یه ؾبزٜ ٔیتئٛضی ثطای ٘ٛؾبٖ

ا٘سیؿی ثطای زضخبت آظازی ٟٔٓ ثبَ یؼٙی ا٘تمبَ ػٕٛزی ٚ پیچكی ثب فطو 

قٛ٘س. ؾپؽ اظ ا٘تٍطاَ ثطٞٓ ػسْ تغییط قىُ ٔمبعغ زض عَٛ ٚتط تؼییٗ ٔی
ٞبی وّی ثطای حطوت ٟ٘ی زٚٞبُٔ ثطای اؾترطاج ٘یطٚٞبی ثطآ ٚ ٕٔبٖ

٘بپصیط، اٍِٛی خطیبٖ  قٛز. زض تئٛضی آیطٚزیٙبٔیه ٘بپبیبی تطاوٓاؾتفبزٜ ٔی

ثبقس. ٔٙكبء ثرف ٔجتٙی ثط زٚ ثرف غیط چطذكی ٚ چطذكی ٔی

قٛز، قتبة ٘ب نفط غیطچطذكی وٝ اثط خطْ ظبٞطی یب ایٙطؾی ٘یع ٘بٔیسٜ ٔی
ؾت وٝ ٔٙدط ثٝ ٘یطٚٞبی ثبقس. ٞٛای اعطاف ثبَ زاضای خطٔی ٔحسٚز اثبَ ٔی

پصیط ثب ؾطػت نٛت ٔحسٚز،  قٛز. زض ؾیبَ تطاوٓایٙطؾی ٔربِف قتبة ٔی

تٛا٘ٙس ذٛزقبٖ ضا ثٝ ؾطػت ثب تغییطات اٍِٛٞبی خطیبٖ غیط چطذكی ٕ٘ی

قطایظ ٔطظی تٙظیٓ ٕ٘بیٙس. ٘یطٚی ثطآ ٚ ٕٔبٖ غیط چطذكی وٝ تٟٙب زض 
ای ثبَ ٞبی ِحظٝٚ ؾطػتٞب ثبقٙس، ثٝ قتبةثؼضی ٘مبط لبثُ ٔحبؾجٝ ٔی

ثؿتٍی ٘ساقتٝ أب ٔتبثط اظ ؾبثمٝ ظٔب٘ی ذٛز ٞؿتٙس. اظ ایٙطٚ، ٔدعا ٕ٘ٛزٖ 

ٞبی چطذكی ٚ غیط چطذكی خطیبٖ ٔعیتی ٘ساضز. زض ٚالغ، زِیُ انّی ثرف

٘بپصیط آٖ اؾت وٝ ثبضٞبی غیط چطذكی زض  چٙیٗ ضٚیىطزی زض خطیبٖ تطاوٓ
ٚاؾغٝ ٔیطا قسٖ ضطثٝ زض أب ثٝ قٛ٘س.ای ٘بٔحسٚز ٔیقطٚع حطوت ضطثٝ

قٛز. ثٙبثطایٗ زض آیطٚزیٙبٔیه پصیط، تىیٙی ٔصوٛض زض حصف ٔی خطیبٖ تطاوٓ

. ثطذلاف حبِت [22,16,4]پصیط، ٔفْٟٛ خطْ ظبٞطی ثی ٔؼٙی اؾت  تطاوٓ

پصیط تٟٙب  ٘بپصیط، چطذف حَٛ ثبِٛاضٜ زض عَٛ ٚتط زض خطیبٖ تطاوٓ تطاوٓ
قٛز. ایٗ ثساٖ ٔؼٙی چٟبضْ ٚتط تؼییٗ ٕ٘ی تٛؾظ ؾطػت ػٕٛزی زض ٘مغٝ ؾٝ

اؾت وٝ زٚ تبثغ ا٘سیؿی، یىی ثطای ا٘تمبَ ػٕٛزی ٚ زیٍطی ثطای ؾطػت 

قٛ٘س. اظ ایٙطٚ، چطذف حَٛ ثبِٛاضٜ تٛؾظ پیچكی، خبیٍعیٗ تبثغ ٌٚٙط ٔی

شضات    قٛز. ؾطػت فطٚضیعـ ای قبُٔ چٟبض تبثغ ا٘سیؿی ثیبٖ ٔیٔدٕٛػٝ
ثب  αٚ زٚضا٘ی   ٞبی ا٘تمبِی ثبَ تحت تبثیط حطوتؾیبَ زض تٕبؼ ثب یه 

(. تٛخٝ قٛز وٝ اٌط چٝ زض ٔؿبئُ 1قٛز )قىُ ثیبٖ ٔی (7)ضاثغٝ 

ٌیطز، زض حبَ آیطٚالاؾتیه ٔحٛض زٚضاٖ زض ٔحُ ٔحٛض الاؾتیه لطاض ٔی
اٚلغ اؾت.  حبضط ٔحٛض چطذف ثٝ عٛض ٔٛلت ضٚی ِجٝ حّٕٝ 

(7)   (   )    ̇( )   ̇( )  

 قٛز. ثیبٖ ٔی (8)، ثب ضاثغٝ ( )̇ وٝ زضآٖ ػجبضت 

(8)  ̇( )   ̇( )    ( ) 

ؾطػت فطٚ ضیعـ قبُٔ زٚ ثرف ثب ٔحتٛای ٔرتّف، یؼٙی ٔمساضی ثبثت 

زض أتساز  ̇ ٚ ٔمساضی ٔتغیط ثط حؿت ػجبضت    ٚ  ̇ ٞبی ثط حؿت ػجبضت

ثبیؿت ثٝ نٛضت خساٌب٘ٝ اثطات ایٗ ػجبضات زض ضٚ ٔی ثبقس. اظ ایٗٚتط، ٔی
تؼییٗ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ِحبػ ٌطز٘س. زض یه ؾطػت ٔبخ ٔكرم، ٘یطٚی 

ثطآ ٚ ٕٔبٖ پیچكی ا٘سیؿی )حَٛ ٔحٛض زٚضاٖ( وُ زض ٘تیدٝ تغییط پّٝ زض 

    ٙبظط ثب ظٔبٖ ثطای قطٚع حطوت ٔت ̇ ٚ ٘طخ پیچف   ظاٚیٝ حّٕٝ 

 .[4]قٛ٘س  تؼطیف ٔی (10)ٚ  (9)نٛضت ضٚاثظ  ثٝ

(9)  ̅( )  
     

 
[ ̇( ) ̅  ( )     ̇( ) ̅  ( )] 

(10)  ̅ ( )  
      

 
[ ̇( ) ̅  ( )     ̇( ) ̅   ( )] 

ٚ  ( )  ̅ ، ( )  ̅ عَٛ ٚتط ثبِٛاضٜ ٚ تٛاثغ ا٘سیؿی  وٝ زض آٖ 

تطتیت ثیبٍ٘ط تٛاثغ ا٘سیؿی ثطآ ٚ ٌكتبٚض ذٕكی  ثٝ ( )   ̅ ٚ  ( )  ̅ 
ثبقٙس. ٘بقی اظ تغییط پّٝ زض ظاٚیٝ حّٕٝ ٚ ٘طخ پیچف حَٛ ِجٝ حّٕٝ ٔی

ٞب زض ِجٝ حّٕٝ تٛخٝ قٛز وٝ ػلأت ثبلا٘ٛیؽ ذظ تیطٜ، ٘كبٖ زٞٙسٜ وٕیت

زض نٛضت ٔكرم ثٛزٖ تٛاثغ ا٘سیؿی، ثب اؾتفبزٜ اظ انُ خٕغ آثبض ثبقس. ٔی

ٚ ٘یع ا٘تٍطاَ زٚٞبُٔ، ٘یطٚی ثطآ ٚ ٌكتبٚض آیطٚزیٙبٔیىی حَٛ ِجٝ حّٕٝ ثطای 
 ثیبٖ ٕ٘ٛز. (12)ٚ  (11)تٛاٖ ثب ضٚاثظ حطوت وٛچه ٚ زِرٛاٜ ثبَ ضا ٔی

(11) 

 ̅( )  
     

 
∫ [

 

  
 ̇( ) ̅  (   )

 

  

   
  ̇( )

  
 ̅  (   )]   

(12) 

 ̅ ( )  
      

 
∫ [

 

  
 ̇( ) ̅  (   )

 

  

   
  ̇( )

  
 ̅   (   )]   

زض ٞط ٔحسٚزٜ پطٚاظی وٝ زض آٖ تٛاثغ ا٘سیؿی زض زؾتطؼ ثبقٙس، 
تٛاٖ ثطای ٔحبؾجٝ ٘یطٚی ثطآ ٚ ٌكتبٚض ضا ٔی (12)ٚ  (11)ٔؼبزلات وّی 

ییٗ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب وٝ زض آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب ثىبض ثطز. ثطای تؼ

پكت ٔیب٘ٝ ٚتط ثبِٛاضٜ لطاض ٌطفتٝ اؾت، اظ لٛا٘یٗ ا٘تمبَ    ٔحّی ثٝ فبنّٝ 

ٌطزز. اؾبؼ ایٗ ا٘تمبَ ٔجتٙی ثط ٔكبثٝ ثٛزٖ ؾطػت ٌكتبٚض اؾتفبزٜ ٔی
ای حَٛ ای حَٛ ٔحٛض ٌصض٘سٜ اظ ٔحٛض زٚضاٖ خسیس ثب ؾطػت ظاٚیٝظاٚیٝ

 (   )̇     ̇ ثؼلاٜٚ ا٘تمبَ ػٕٛزی ٔمغغ ثٝ ٔمساض     ٔحٛض 

پؽ اظ ا٘دبْ ٔحبؾجبت ٔطثٛط ثٝ ا٘تمبَ ٔحٛض زٚضاٖ، ضٚاثظ  [4].ثبقس ٔی

ثطای ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب ثسؾت  (12)ٚ  (11)ای ثب ٔؼبزلات ٔكبثٝ
آیٙس، ثب ایٗ تفبٚت وٝ تٛاثغ ا٘سیؿی تكىیُ زٞٙسٜ آٟ٘ب ثبیؿتی ثب اؾتفبزٜ ٔی

 انلاح قٛ٘س. (16)تب  (13)اظ ضٚاثظ 

 

(13)    ( )   ̅  ( ) 

(14)    ( )   ̅  ( )  
 

 
(   ) ̅  ( ) 

 

Fig. 1 Vertical translation and pitching about an axis through the 

leading edge 
 حطوت ا٘تمبَ ػٕٛزی ٚ پیچكی ثبَ حَٛ ٔحٛض ٌصض٘سٜ اظ ِجٝ حّٕٝ  1شکل 
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(15)    ( )   ̅  ( )  
 

 
(   ) ̅  ( ) 

(16) 

    ( )   ̅    
 

 
(   )( ̅    ̅  )

 
 

  
(   )  ̅   

ثب اؾتفبزٜ اظ تٛاثغ ا٘سیؿی ا٘تمبَ یبفتٝ، ثبضٞبی ٘بپبیبی آیطٚزیٙبٔیىی 

 قٛ٘س. ثبظ٘ٛیؿی ٔی (18)ٚ  (17)پصیط ٔغبثك ثب ضٚاثظ  تطاوٓ

(17) 

  ( )  
     

 
∫ [

  ̇( )

  
   (   )

 

  

   
  ̇( )

  
   (   )]   

(18) 

  ( )  
      

 
∫ [

  ̇( )

  
   (   )

 

  

   
  ̇( )

  
    (   )]   

ٞبی ٞبی ٟٕٔی زض ضاؾتبی تٛؾؼٝ ػجبضتچٙب٘چٝ اقبضٜ قس، فؼبِیت

پصیط ظیطنٛت ا٘دبْ ٞبی تطاوٓتحّیّی ٔٙبؾت ثطای تٛاثغ ا٘سیؿی زض خطیبٖ

ٞبی ٔرتّفی اظ تمطیت تٛاثغ ا٘سیؿی قسٜ اؾت وٝ ٔب حهُ آٟ٘ب ٕ٘بیف

ٞبی ٔرتّف . ثٝ زِیُ خٙجٝ[21,16,11,10,1]ثبقس آیطٚزیٙبٔیه ٘بپبیب ٔی
ٞبی آیطٚالاؾتیه، ٘مغٝ اقتطان ٔحبؾجبتی قبُٔ وبضآیی ٚ ؾِٟٛت زض تحّیُ

اٛثغ  تٛاٖ ثٝ ٞبی آٟ٘ب ٔیثٛزٜ ٚ اظ خّٕٝ تفبٚتتٕبٔی آٟ٘ب ثیبٖ قىُ ٕ٘بیی ت

ٞبی تؼساز خٕلات، ضٚـ اؾترطاج ضطایت ثٝ ٔٙظٛض ٘عزیه قسٖ ثٝ زازٜ

تدطثی ٚ ٔحسٚزٜ اػتجبض تٛاثغ تمطیجی ا٘سیؿی اقبضٜ ٕ٘ٛز. زض ایٗ ٔمبِٝ، ٚ ثٝ 
ٚ  ( )  ̅ ، ( )  ̅ ، ( )  ̅ ٔٙظٛض ٔحبؾجبت ػّٕی آتی، تٛاثغ ا٘سیؿی 

پصیط ظیطنٛت حَٛ ِجٝ حّٕٝ ثٝ قىُ ػٕٛٔی طای خطیبٖ تطاوٓث ( )   ̅ 

 ثبقٙس. ٔی (19)ثیبٖ قسٜ ثب ضاثغٝ 

(19)  ̅(   )  ∑ ̅ ( ) 
  ̅ ( ) 

 

   

 

ضطایت ٔٛخٛز زض تٛاثغ ا٘سیؿی ثٝ نٛضت ػسزی زض ٔمبزیط ٔبخ 

عٛض وٝ زض ثرف ثؼس  . أب ٕٞبٖ[21,16,11,10,1]ا٘س ٔكرهی تؼییٗ قسٜ

٘كبٖ زازٜ ذٛاٞس قس، ایٗ ضطایت ثٝ زلایّی ٘ظیط ٕ٘بیف ٘بزضؾت، ٔحسٚز 
٘بپصیط  ثٛزٖ ثٝ اػساز ٔبخ ٔكرم، زض ثط ٍ٘طفتٗ تٕبٔی ٔحسٚزٜ خطیبٖ تطاوٓ

پصیط ثٝ ٔٙظٛض اضائٝ فطٔٛلاؾیٖٛ یىتب ٚ ٟ٘بیتبً اضائٝ ٕ٘بیكی ٔفیس ٚ  تب تطاوٓ

حبِت( ٘یبظٔٙس وبضآٔس زض ٔحبؾجبت آیطٚالاؾتیه )ثٝ ذهٛل زض فضبی 

 ثبقٙس.انلاح ٚ تغییط ٔی

 نمبیش حوسه فزکبنس اس ببرهبی آیزودینبمیکی -3-2
زض نٛضتی وٝ تٟٙب تؼییٗ ٔطظ ٘بپبیساضی فلاتط زض حٛظٜ فطوب٘ؽ ٔٛضز ٘ظط 

ثبقس، ٕ٘بیف ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب زض حٛظٜ ٔصوٛض ؾٛزٔٙس ذٛاٞس ثٛز. 

ٞبی ٘ٛؾب٘ی ٚ پصیط ثطای حطوت وٓ٘یطٚٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٔبزٖٚ نٛت تطا

اظ ٔیب٘ٝ ٚتط ثبَ ثٝ    پیچكی زِرٛاٜ حَٛ ٔحٛض الاؾتیه وٝ ثٝ فبنّٝ 
تٛاٖ زض فضبی ا٘تمبَ یبفتٝ لاپلاؼ تحت ؾٕت ِجٝ فطاض لطاض ٌطفتٝ اؾت ضا ٔی

 ٘كبٖ زاز.  (21)ٚ  (20)قطایظ اِٚیٝ نفط ثب ضٚاثظ 

 ( )  
     

 
 {[  ( )    ( )]   ( )      ( )   ( )} 

(20)  

(21) 

 ( )  
      

 
 {[  ( )    ( )]   ( )

     ( )    ( )} 

 ٚ تٛاثغ ا٘سیؿی خسیس ٘یع زض فضبیٔتغیط ا٘تمبَ لاپلاؼ   وٝ زض آٖ 
 

قٛ٘س. ثٝ ٔٙظٛض ثیبٖ ٘یطٚٞبی آیطٚزیٙبٔیىی زض ا٘تمبَ یبفتٝ لاپلاؼ ثیبٖ ٔی

 (21)ٚ  (20)زض ضٚاثظ      ، خبیٍعیٙی(23)ٚ  (22)حٛظٜ فطوب٘ؽ، ضٚاثظ 

 [16].قٛز  اػٕبَ ٔی

(22) 

 ( )        
 {[ 

 ( )

 
 
 ( )

 
]   (  )

   
 ( )

 
   (  )} 

(23) 

 ( )         
 {[ 

 ( )

 
 
 ( )

 
]   (  )

   
 ( )

 
    (  )} 

ثبقس. ثب اؾتفبزٜ اظ اضتجبط ٔیبٖ فطوب٘ؽ وبٞف یبفتٝ ٔی  وٝ زض آٖ 

تٛاٖ ٔی [،25] ٘بپصیط زض خطیبٖ تطاوٓ (  ) ٚ  (   ) تبثغ تئٛزٚضؾٗ 
پصیط ٘یع تؼبضیف ٔتٙبظطی ٔكبثٝ تبثغ تئٛزٚضؾٗ ثب تٛاثغ  ثطای خطیبٖ تطاوٓ

 اضائٝ ٕ٘ٛز. (24)ا٘سیؿی ٔغبثك ثب ضاثغٝ 

(24) 
   [       ]     ( )     ( ) 

   ∫    
 

 
( )    

  

         (  )  

، [       ]   تٛاٖ ٔیبٖ تٛاثغ  ای ضا ٔیضٚاثظ ٔكبثٝ

،    ثٝ تطتیت ثب تٛاثغ ا٘سیؽ  [         ]    ٚ  [       ]   

، ( )   ، ( )   تٛاٖ تٛاثغ  ثط لطاض ٕ٘ٛز. ثٝ تؼجیطی ٔی     ٚ     
زض حطوت  ( ) پصیط اظ تبثغ تئٛزٚضؾٗ  ضا ٔكبثٝ تطاوٓ ( )    ٚ  ( )   

 یطٚی ثطآ ٚ ٌكتبٚض آیطٚزیٙبٔیىی زا٘ؿت.٘ٛؾب٘ی ا٘تمبِی ٚ پیچكی اظ ٘

 های توابع اندیسی بزای جزیان ناپایاتقزیب -3

یه ضاٞىبض ٔٛثط ٚ ػّٕی ثطای تحّیُ ٔؿبئُ آیطٚالاؾتیه قبُٔ ٔجبحث 
ثبقس. اظ پبیساضی، پبؾد زیٙبٔیىی ٚ وٙتطَ، اؾتفبزٜ اظ ضٚیىطز فضبی حبِت ٔی

مطیت ٕ٘بیی تٛاثغ ا٘سیؽ ثطای ایٙطٚ ٞسف اضائٝ ٕ٘بیف ٔٙبؾت ٚ ٔؼتجط اظ ت

ا٘تمبَ ٘یطٚی ثطآ ٚ ٌكتبٚض آیطٚزیٙبٔیىی ٔبزٖٚ نٖٛ زض خطیبٖ 

پصیط/٘بپصیط ثٝ فضبی حبِت اؾت. ثٝ ٔٙظٛض ٕ٘بیف تٛاثغ پبؾد ا٘سیؿی  تطاوٓ
٘بپصیط تب  ٞبی تطاوٓخطیبٖ ٘بپبیب ثط حؿت اػساز ٔبخ پیٛؾتٝ وٝ تٕبٔی ٔحسٚزٜ

ٞبی تمطیجی ٔٛخٛز زض ُ ٌطزز، تّفیمی اظ زازٜپصیط ٔبزٖٚ نٛت ضا قبٔ تطاوٓ

 [26]ٚ ٘یع ٘تبیح تحّیّی زلیك [4] ، ٔمبزیط اِٚیٝ ٚ ٔدب٘جی [11,10]ٔطاخغ 

 ٌیط٘س.ی ٔٛضز اؾتفبزٜ لطاض ٔیٞبی ضیبضٞب ٚ تطفٙسؾبظیثٝ ٕٞطاٜ ؾبزٜ

 مقبدیز اولیه و مجبنبی )حدی( -1-3
عٛض زلیك زض تٕبْ ٔحسٚزٜ  تٛاٖ ثٝ یه اظ تٛاثغ ا٘سیؿی ضا ٕ٘ی  ٌطچٝ ٞیچ

نٛضت تٛاثؼی ٔكرم یبفت، أب ٔمبزیط اِٚیٝ ٚ ٔدب٘جی آٟ٘ب  ثؼس ثٝ ظٔبٖ ثی

، (26)ٚ  (25)ٔمبزیط آغبظیٗ ایٗ تٛاثغ، ضٚاثظ  [4].ثبقٙس لبثُ ٔحبؾجٝ ٔی

ٟ٘بیت  ٞبی ٔتٙبظط ثطای حطوت ٞبضٔٛ٘یه زض فطوب٘ؽ ثیٔؼبزَ وٕیت
تٛا٘ٙس ٔحبؾجٝ قٛ٘س. اِجتٝ ضٚ، ثب اؾتفبزٜ اظ ا٘تٍطاَ فٛضیٝ ٔی ٞؿتٙس. ٚ اظ ایٗ

طی ٘یع لبثُ تؼییٗ تزٜنٛضت ؾب ٞب ثب اؾتفبزٜ اظ تئٛضی پیؿتٖٛ ثٝایٗ وٕیت

 ثبقٙس. ٔی

(25)  ̅  ( )  
 

  
  ̅  ( )  

 

  
   

(26)  ̅   ( )  
  

   
  ̅  ( )  

  

  
   

 (27)ثبقس. ٔمبزیط ٔدب٘جی ثیبٖ قسٜ ثب ضٚاثظ ػسز ٔبخ ٔی  وٝ زض آٖ 
ٞبی ا٘سیؿی ٘یطٚٞبی ثطآ ٚ ٌكتبٚض پیچكی ثبِٛاضٜ زض ، ثیبٍ٘ط وٕیت(28)ٚ 

٘بپصیط آٟ٘ب زض  ثبقٙس وٝ ثب ضطة ٕ٘ٛزٖ ٔمبزیط ٔكبثٝ تطاوٓحطوت پبیب ٔی

 [4].آیٙس ٌلاضت ثسؾت ٔی-ضطیت پطا٘تُ
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(27)  ̅  ( )  
 

 √    
  ̅  ( )  

 

√    
  

(28)  ̅   ( )  
  

 √    
  ̅  ( )  

  

 √    
  

ٚ  [11] ٞبی ٔبظِؿىیٚ ٘یع زازٜ (28)تب  (25)ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚاثظ تحّیّی 

، ٔمبزیط اِٚیٝ ٚ ٔدب٘جی تٛاثغ ا٘سیؿی (19)ثٝ ٕٞطاٜ ضاثغٝ [16] ٔبضظٚوب 
ٔحبؾجٝ  0.7ٚ  0.5زض اػساز ٔبخ  ( )    ٚ  ( )   ، ( )   ، ( )   

ٞب،  ا٘س. ثب ٔمبیؿٝ ٘تبیح ٔٙسضج زض ایٗ خسَٚآٚضزٜ قسٜ 2ٚ  1ٞبی  ٚ زض خسَٚ

 پی ثطز.[11] ٞبی اضائٝ قسٜ تٛؾظ ٔبظِؿىی تٛاٖ ثٝ نحت زازٜٔی

ٞبی حبَ، ٔمبزیط اثتسایی ٚ ٔدب٘جی تٛاثغ ا٘سیؿی ٔؿترطج اظ زازٜ ثب ایٗ
ثب ٔمبزیط ٔتٙبظط تحّیّی ٔغبثمت ٘ساض٘س. ایٗ ػسْ تغبثك زض  [16]ٔبضظٚوب 

قٛز. ثٙبثطایٗ، زض  ٘یع ٔكبٞسٜ ٔی 0.8ٚ  0.6ٞبی اضائٝ قسٜ زض اػساز ٔبخ زازٜ

پصیط ٔبزٖٚ نٛت وٝ زض خسَٚ  ظ٘ٙسٜ تٛاثغ ا٘سیؿی تطاوٓ نحت ضطایت تمطیت

 ا٘س، تطزیس ٚخٛز زاضز.آٚضزٜ قسٜیه اظ ٔطخغ ٔصوٛض 

 توابع اندیسی تحلیلی -2-3
ثب اؾتفبزٜ اظ تغییط پّٝ زض ظاٚیٝ حّٕٝ ٚ ٘یع ٘طخ پیچف تٛا٘ؿت [3] ِٛٔىؽ 

تحّیّی ٕ٘بیف زٞس.  ظٔب٘ی ٞط چٙس وٛتبٜ ثٝ نٛضتتٛاثغ ا٘سیؿی ضا ثطای ثبظٜ 

پصیط ٘بپبیبی  ثب حُ ٔؼبزلات ٔٛج زض خطیبٖ تطاوٓ[26] اٚ ٚ ٕٞىبضا٘ف 

ضا  ⁄(   )      زٚثؼسی، تٛظیغ فكبض ضٚی ثبِٛاضٜ زض ثبظٜ ظٔب٘ی 
نٛضت  ٔحبؾجٝ ٕ٘ٛز٘س. ثب اؾتفبزٜ اظ ایٗ تٛظیغ فكبض، ٘یطٚی ثطآ ٚ ٌكتبٚض ثٝ

تب  (29)تبثؼی اظ ظٔبٖ ٚ ٕٞچٙیٗ تٛاثغ ا٘سیؿی ثی ثؼس اؾترطاج قس٘س. ضٚاثظ 

 ثبقٙس. ثیبٍ٘ط تٛاثغ ا٘سیؿی زض ٔحسٚزٜ ٔصوٛض ٔی (32)
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سیؿی زض ٔبخ  1جدول  اثغ ا٘ ِٚیٝ ٚ ٔدب٘جی تٛ  0.5ٔمبزیط ا
Table 1 Initial and asymptotic value of indicial functions of M=0.5 

 تبثغ ا٘سیؿی
  [16] ٔبضظٚوب [11] تحّیّی ٚ ٔبظِؿىی 

ِٚیٝ ٔدب٘جیٔمساض  ٔمساض ا ِٚیٝ   ٔمساض ٔدب٘جی ٔمساض ا

   ( ) 1.273 1.155 1.293 1.155 

   ( ) -0.637 -0.289 0.101 0.289 

   ( ) 0.637 0.866 -0.011 0.289 

    ( ) -0.424 -0.289 -0.105 0 

 

سیؿی زض ٔبخ  2جدول  اثغ ا٘ ِٚیٝ ٚ ٔدب٘جی تٛ  0.7ٔمبزیط ا
Table 2 Initial and asymptotic value of indicial functions of M=0.7 

 تبثغ ا٘سیؿی
  [16] ٔبضظٚوب [11] تحّیّی ٚ ٔبظِؿىی 

ِٚیٝ ِٚیٝ ٔمساض ٔدب٘جی ٔمساض ا  ٔمساض ٔدب٘جی ٔمساض ا

   ( ) 0.910 1.400 0.930 1.400 

   ( ) -0.455 -0.350 0.041 0.350 

   ( ) 0.455 1.052 0.001 0.350 

    ( ) -0.303 -0.350 -0.073 0 

 توابع اندیسی تقزیبی -3-3

٘بپصیط، تٛاثغ ا٘سیؿی زض  عٛض وٝ پیكتط ثیبٖ قس، ثط ذلاف خطیبٖ تطاوٓ ٕٞبٖ

تٛاٖ خع ثطای ٔمبزیط ذبنی اظ ظٔبٖ، ثٝ نٛت ضا ٕ٘ی پصیط ٔبزٖٚ خطیبٖ تطاوٓ

نٛضت تحّیّی ثیبٖ ٕ٘ٛز. اظ ایٙطٚ، تؼییٗ پبؾد ا٘سیؿی زض ثبظٜ ٔیب٘ی 
(  (   )⁄ ٞب ثٛزٜ اؾت. یه ضٚـ ( ٔٛضٛع اغّت تحمیك    

ثیٙی تٛاثغ ا٘سیؿی اؾتفبزٜ اظ انُ ثطٞٓ ٟ٘ی ا٘تٍطاَ فٛضیٝ وبضآٔس ثطای پیف

)ٚضٚزی( ٚ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی اؾت. ثب فطو اضتجبط ذغی ٔیبٖ حطوت 

پصیط ٔجتٙی  تٛاٖ ضٚاثظ ٔٙبؾجی ضا ثطای ثبِٛاضٜ زض خطیبٖ تطاوٓ)ذطٚخی(، ٔی
٘بپصیط اؾترطاج ٕ٘ٛز. پبیٝ ٚ اؾبؼ ایٗ ضٚـ  ثط ٔمبیؿٝ ٔؿتمیٓ ثب حبِت تطاوٓ

اضتجبط ٘تبیح ػسزی ثسؾت آٔسٜ ثطای حطوت ٘ٛؾب٘ی ثبِٛاضٜ زض حٛظٜ فطوب٘ؽ 

ٔٙظٛض ثطلطاضی یه اضتجبط ٔؼىٛؼ ٔٙتح ثٝ پبؾد  ثبقس. ثٝیثٝ حٛظٜ ظٔبٖ ٔ

ٞبی ٞبی آیطٚزیٙبٔیىی زض تؼساز وبفی اظ فطوب٘ؽ ا٘سیؿی زلیك، ثبیؿتی پبؾد
ٞبی ، ا٘تٍطاَ[11,10]ٔبظِؿىی ٚ زضیكّط  [1].٘ٛؾب٘ی زض زؾتطؼ ثبقس 

 0.7ٚ  0.6، 0.5اضتجبط زٞٙسٜ تٛاثغ فطوب٘ؿی ثٝ تٛاثغ ا٘سیؿی ثطای اػساز ٔبخ 

اٛثغ ا٘سیؿی اضائٝ قسٜ تٛؾظ آٟ٘ب، ٔكبثٝ  ضا ثٝ نٛضت ػسزی ٔحبؾجٝ ٕ٘ٛز٘س. ت

ثبقس، أب ضطایت تكىیُ زٞٙسٜ تٛاثغ زض یه ٔحُ ٚاحس )ٔثلاً ٔی (19)ضاثغٝ 
ثٝ ِجٝ حّٕٝ اظ [11] ا٘س. ثطای ا٘تمبَ تٛاثغ ا٘سیؿی ٔطخغ حّٕٝ( اضائٝ ٘كسِٜجٝ 

 قٛز.اؾتفبزٜ ٔی (34)ٚ  (33)ضٚاثظ ا٘تمبَ ثیبٖ قسٜ ثب ضٚاثظ 

(33)  ̅  ( )     ( )  
 

 
   ( ) 

(34)  ̅  ( )       ⁄
( )  

 

 
   ( ) 

 ̅   ( )        ⁄
( )  

 

 
   ( )  

 

 
     ⁄

( )  
 

  
   ( ) 

(35)  

تبثغ ا٘سیؿی ٌكتبٚض ٘بقی اظ تغییط پّٝ زض ظاٚیٝ حّٕٝ ٚ     وٝ زض آٖ 

     ⁄
  ٚ      ⁄

ثٝ تطتیت ثیبٍ٘ط تٛاثغ ا٘سیؿی ثطآ ٚ ٌكتبٚض ٘بقی اظ تغییط  

ٚتط ٔی ثبقٙس. تٛخٝ قٛز وٝ ثبظٚی تٛاثغ  ⁄  پّٝ زض ٘طخ پیچف حَٛ  ٘مغٝ 

 (33)ا٘سیؿی ٌكتبٚض حَٛ ٔطوع آیطٚزیٙبٔیىی ٚالغ اؾت. ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚاثظ 
ِجٝ حّٕٝ زض ؾٝ ػسز ٔبخ ٔكرم  ، ٔمبزیط تٛاثغ ا٘سیؿی ٚالغ زض(35)تب 

اٛٞس آٔس ثبقٙس. حبَ ثب اؾتفبزٜ اظ زازٜ ٔی ٞبی فٛق ٚ ضٚیىطزی وٝ زض ازأٝ ذ

 آٚضز.تطی اظ اػساز ٔبخ ثسؾت طزٜتٛاٖ تٛاثغ ا٘سیؿی ضا زض ثبظٜ ٌؿتٔی

 ایجبدتوابع اندیسی تقزیبی به صورت تببع پیوسته اس عدد مبخ -4-3
اٛثغ ا٘سیؿی تٟٙب زض اػساز ٔبخ ٔكرم ٚ ٔحسٚزی  ٕٞبٖ عٛض وٝ ثیبٖ قس، ت

. ثٝ ػلاٜٚ، ٚخٛز ػجبضات ٕ٘بیی ثب [21,16,11,10,1]ثبقٙس زض زؾتطؼ ٔی

زض ٘تیدٝ ٞبی ٔرتّف، ثبػث پیچیسٌی تٛاثغ ا٘سیؿی ا٘تمبَ یبفتٝ ٚ تٛاٖ
ٌطزز وٝ زض ٟ٘بیت ثٝ ٚاؾغٝ افعٚزٜ قسٖ ثٝ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب ٔی

ٞبی آیطٚالاؾتیه، ٔلاحظبت ای غبِجبً حدیٓ زض تحّیُٔؼبزلات ؾبظٜ

ٕ٘بیس. اظ ایٙطٚ، ثطای زؾتیبثی ثٝ تٛاثغ ٔحبؾجبتی ثیكتطی ضا ٔغبِجٝ ٔی

( ٚ زض ضٕٗ 0.8تب ٔبخ  تطی ضا پٛقف زازٜ )ٔبخ نفطا٘سیؿی وٝ ثبظٜ ٌؿتطزٜ
تطی زض ا٘تمبَ ٚ زض ٘تیدٝ ٔحبؾجبت آیطٚالاؾتیه ثبقٙس، زاضای قىُ ؾبزٜ

 قٛز.ٞبی ٔٛخٛز تٛؾؼٝ زازٜ ٔیزٜضٚیىطز ٔتفبٚتی ثط ٔجٙی زا

ثطای ٔكرم قسٖ ٞط یه اظ تٛاثغ ا٘سیؿی ثٝ ٞفت  (19)عجك ضاثغٝ 
ضطیت تبثغ ػسز ٔبخ ٘یبظ اؾت. ثسٖٚ اظ زؾت زازٖ وّیبت، ثب ٔؿتمُ ٚ ٔؼّْٛ 

تٛاٖ تؼساز ضطایت فطو ٕ٘ٛزٖ ٕ٘ٛزٖ ضطایت ٕ٘بیی تٛاثغ ا٘سیؿی ، ٔی

ٔدَٟٛ ضا وبٞف زاز. زض ایٗ تحمیك، زٚ ضٚیىطز ثطای ثیبٖ ضطایت ٕ٘بیی 

ٌطزیس. زض ضٚیىطز اَٚ، ضطایت ٕ٘بیی ٞط یه اظ چٟبض تبثغ ا٘سیؿی ضا ٔغطح 
تٛاٖ ثٝ نٛضت ثٛاثتی ٔؿتمُ اظ ػسز ٔبخ ٚ ٔكبثٝ ثب ضطایت ٕ٘بیی خٕلات ٔی
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( زض ٘ظط ٌطفت. زض ضٚیىطز 0.5ٔكبثٝ آٟ٘ب زض ػسز ٔبخ ٔكرهی )ثطای ٔثبَ، 

ظی ثیكتط ؾبزْٚ وٝ ٘تبیح آٖ زض ایٗ ٔمبِٝ اضائٝ قسٜ اؾت، ثطای ؾبزٜ

ذهٛل زض ا٘تمبَ تٛاثغ ا٘سیؿی ثٝ ٔحُ زِرٛاٜ ضٚی ثبِٛاضٜ، ضطایت ٕ٘بیی  ثٝ
تٕبٔی تٛاثغ ا٘سیؿی ثٝ نٛضت ثٛاثتی ٔؿتمُ اظ ػسز ٔبخ، أب ٔكبثٝ ثب ضطایت 

قٛ٘س. اظ ایٙطٚ،  زض ػسز ٔبخ ٔكرهی ِحبػ ٔی    ٕ٘بیی خٕلات ٔتٙبظط 

زٚضاٖ خسیس ثبِٛاضٜ، ٔكبثٝ ثب  خٕلات تٛاثغ ا٘سیؿی پؽ اظ ا٘تمبَ ثٝ ٔطوع

 ثبقٙس.  خٕلات پیف اظ ا٘تمبَ ٔی
زض ٞط زٚ ضٚیىطز فٛق، ثب ِحبػ ٕ٘ٛزٖ ؾٝ خّٕٝ تبذیطی زض ٞط یه اظ 

تٛاثغ ا٘سیؿی، ثبیؿتی زض ٔدٕٛع قب٘عزٜ ضطیت ٔدَٟٛ ثطای ٞط ػسز ٔبخ 

 (32)تب  (25)تؼییٗ ٌطز٘س. ثركی اظ ٔدٟٛلات ٔصوٛض ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚاثظ 

پصیط ٔبزٖٚ نٛت ٔؼتجط ٞؿتٙس. ثٝ  زازٜ قسٜ ٚ ثطای تٕبٔی ثبظٜ خطیبٖ تطاوٓ
ٕٞطاٜ ثب [11] ٚ [1] ٞبی ٔطاخغ ؾتیبثی ثٝ ؾبیط ٔدٟٛلات، زازٜٔٙظٛض ز

ٞب تٟٙب زض وٝ ایٗ زازٜقٛ٘س. اظ آ٘دبیی اؾتفبزٜ ٔی (35)تب  (33)ضٚاثظ ا٘تمبَ 

یبثی، یبثی یب زضٖٚٞبی ثطٖٚاػساز ٔبخ ٔحسٚزی ٔٛخٛز ٞؿتٙس، اظ تىٙیه

 قٛ٘س.زلات ٔٛضز ٘یبظ اؾتفبزٜ ٔیثؿتٝ ثٝ ٘یبظ، ثطای ثسؾت آٚضزٖ ٔؼب

 نبپذیز توابع اندیسی تزاکم -5-3

٘بپصیط تٟٙب ثب  پیكتط اقبضٜ قسوٝ ٘یطٚٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب زض خطیبٖ تطاوٓ

ٌطز٘س ٚ ایٗ زض حبِی اؾت وٝ ثطای اؾتفبزٜ اظ یه تبثغ ا٘سیؿی تؼییٗ ٔی

ؾبظی ضٚیىطزی یىتب پصیط ثٝ چٟبض تبثغ ٘یبظ اؾت. ثٝ ٔٙظٛض پیبزٜ خطیبٖ تطاوٓ

تٛاٖ تمطیت آیطٚزیٙبٔیىی ثطای حُ ٔؿبئُ آیطٚالاؾتیه ٔی زض تؼییٗ ثبضٞبی
خٛ٘ع اظ تبثغ ٌٚٙط ضا ثٝ چٟبض تبثغ ا٘سیؿی تفىیه ٕ٘ٛز ثٝ ٘حٛی وٝ تغییطی 

زض ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی حبنُ اظ زٚ زیسٌبٜ فٛق حبنُ ٍ٘طزز. ثب اؾتفبزٜ اظ 

 (16)تب  (13)، ثٝ وبضٌیطی ضٚاثظ [11,4]ٞبی ػسزی ٚ ٕ٘ٛزاضٞبی ٔطاخغ زازٜ

تٛاٖ تٛاثغ ا٘سیؿی ٚ ٘یع تٛخٝ ثٝ ٔحٛض زٚضاٖ ٚ ثبظٚی اػٕبَ ٌكتبٚض، ٔی
 تؼطیف ٕ٘ٛز. (39)تب  (36)نٛضت ضٚاثظ  ٘بپصیط ثٝ ای زض خطیبٖ تطاوٓٔكبثٝ
(36)  ̅  ( )          

                     

(37)  ̅  ( )   
 

 
 ̅  ( ) 

(38)  ̅  ( )  
 

 
 ̅  ( ) 

(39)  ̅   ( )   
 

  
 ̅  ( )  

 

  
 

( تٛاثغ ا٘سیؿی ٔؼبزَ ٘بقی اظ    ̅ ،   ̅ ( ٚ )  ̅ ،   ̅ وٝ زض آٖ )

تغییط پّٝ ٚاحس ثٝ تطتیت زض ظاٚیٝ حّٕٝ ٚ ٘طخ پیچف زض ِجٝ حّٕٝ ثطای 

اقبضٜ قس، ثیبٖ  3-4عٛض وٝ زض ثرف  ثبقٙس. ٕٞبٖ٘بپصیط ٔی خطیبٖ تطاوٓ
تٛاثغ ا٘سیؿی ثٝ  نٛضت تٛاثؼی ثب ػجبضات ٕ٘بیی ٔكبثٝ، ثبػث ؾِٟٛت ٚ 

ثب اؾتفبزٜ اظ قٛز. ٞبی ٘بقی اظ ا٘تمبَ تٛاثغ ا٘سیؿی ٔیاختٙبة اظ پیچیسٌی

، (39)تب  (36)ٔمبزیط اِٚیٝ، ٔدب٘جی ٚ ٔیب٘ی تٛاثغ ا٘سیؿی اضائٝ قسٜ ثب ضٚاثظ 

٘بپصیط ثب ػجبضات ٕ٘بیی ٔكبثٝ  تٛاٖ تٛاثغ ا٘سیؿی ٔؼبزِی ثطای خطیبٖ تطاوٓٔی
اؾترطاج ٕ٘ٛز، وٝ زض ثرف ٘تبیح ثب آٟ٘ب  0.5زض ٔبخ     ثب تبثغ ا٘سیؿی 

 اقبضٜ ذٛاٞس قس.

 اندیسی دوبعدیبارهای آیزدینامیکی  توسعه -4

زض ایٗ ثرف فطٔٛلاؾیٛ٘ی ٔٙبؾت ٚ وبضآٔس اظ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب 
اٛثغ ا٘سیؿی ثب ػجبضت ٞبی ٞبی ٕ٘بیی ٔكبثٝ ثطای تحّیُٔجتٙی ثط ت

قٛز. اظ ؾٛی زیٍط ٔجبحث اضائٝ ایطٚالاؾتیه زض فضبی حبِت تٛؾؼٝ زازٜ ٔی

ه ا٘سیؿی ٘بپبیب ضٚی ٔمبعغ قسٜ تب ثٝ ایٙدب وٝ ٔجتٙی ثط تٛؾؼٝ آیطٚزیٙبٔی

زٚثؼسی ثٛزٜ اؾت، ثب اؾتفبزٜ اظ ٔدٕٛػٝ انلاحبتی قبُٔ ثٝ وبضٌیطی تئٛضی 

ٚ  ٘ؿجت ٔٙظطیآیطٚزیٙبٔیه ٘ٛاضی ٚ ٘یع ِحبػ ٕ٘ٛزٖ اثطات ٘ؿجت ٔٙظطی، 

 یبثس.قیت ٔٙحٙی ثطآ ثٝ ٔؿبئُ ؾٝ ثؼسی تؼٕیٓ ٔی

 نمبیش ببرهبی آیزدینبمیکی متنبسب بب فضبی حبلت -1-4
ا٘تمبَ ٔؼبزلات آیطٚالاؾتیه ثٝ فضبی حبِت ثٝ زِیُ ٔبٞیت آٟ٘ب وٝ زض 

ٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٞؿتٙس، ٔٙدط ثٝ ضٚیىطز ٔٙبؾجی ثطای ثطزاض٘سٜ ٔیطایی

ٞبی فضبی ٌطزز. اٍ٘یعٜ انّی ثٝ وبضٌیطی ضٚـتحّیُ ٔؿبئُ ٘بپبیؿتبض ٔی

وٙٙسٜ ثبضٞبی حبِت، اؾترطاج ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ٔؼِٕٛی ٔطتجٝ اَٚ تٛنیف 
ای آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب اؾت وٝ ثب افعٚزٖ آٟ٘ب ثٝ ٔؼبزلات زیٙبٔیه ؾبظٜ

ٞبی ٔمساض ٞبی ظٔب٘ی ضا ثب اؾتفبزٜ اظ تحّیُتٛاٖ پبیساضی ٚ پبؾدثبِٛاضٜ ٔی

ٌیطی ٔؿتمیٓ اظ ٔؼبزلات آیطٚالاؾتیه حبوٓ ثسؾت آٚضز. ٚیػٜ یب ا٘تٍطاَ

ِت زض ثیبٖ آیطٚزیٙبٔیه ٘بپبیب ا٘ؼغبف پصیطی ٚ ػٕٛٔیت ضٚـ فضبی حب
 ٌطزز.ٞبی آیطٚالاؾتیه ٔیٔٛخت وبضآٔسی ٚ خصاثیت آٖ ثطای تحّیُ

ٞبی ٕ٘بیی ٔكبثٝ، ٔٙدط ثٝ تٛاثغ ا٘سیؿی اؾترطاج تٛاثغ ا٘سیؿی ثب ػجبضت

، حتی پؽ اظ ا٘تمبَ آٟ٘ب ثٝ ٔحُ ٔحٛض (19)ثب قىُ وّی زازٜ قسٜ ثب ضاثغٝ 

قٛز. لاظْ ثٝ شوط اؾت وٝ زض ایٗ حبِت، فطایٙس ا٘تمبَ ثب انلاح الاؾتیه ٔی
 قٛز. ا٘دبْ ٔی (43)تب  (40)ضطایت تكىیُ زٞٙسٜ تٛاثغ ا٘سیؿی عجك ضٚاثظ 

(40)       ̅    

(41)       ̅    
 

 
(   ) ̅    

(42)       ̅    
 

 
(   ) ̅    

        ̅     
 

 
(   )( ̅     ̅   )  

 

 
(   )  ̅    

(43)  

ثٝ تطتیت ثیبٍ٘ط ضطایت تٛاثغ ا٘سیؿی زض ٔىبٖ    ٚ   ̅ وٝ زض آٖ ػجبضات 

ثبقٙس. اظ اظ ٔیب٘ٝ ٚتط ثبِٛاضٜ ٔی   ِجٝ حّٕٝ ٚ ٔحٛض الاؾتیه ٚالغ زض فبنّٝ 
 قٛ٘س. زازٜ ٔی (44)ایٙطٚ، تٛاثغ ا٘سیؿی زض ٔحُ ٔحٛض الاؾتیه ثب ضاثغٝ 

(44)   (   )  ∑    ( ) 
    

 

   

 

ٔؼطف تٛاثغ ا٘سیؿی ٘یطٚی ثطآ ٚ ٌكتبٚض آیطٚزیٙبٔیىی    وٝ زض آٖ 
    ،    ،    ثطای تغییط پّٝ زض ظاٚیٝ حّٕٝ ٚ ٘طخ پیچف یؼٙی ثٝ تطتیت 

، ٚ ٕٞچٙیٗ اؾتفبزٜ    ثبقٙس. ثب فطو قطٚع حطوت اظ ظٔبٖ  ٔی     ٚ 

اٚلؼی  ثطای زٚضاٖ  (18)ٚ  (17)، ضٚاثظ  ثٝ خبی ظٔبٖ ثی ثؼس   اظ ظٔبٖ 

 قٛ٘س. ثبظ٘ٛیؿی ٔی (46)تب  (45)ثبِٛاضٜ حَٛ ٔحٛض الاؾتیه ٔغبثك ثب ضٚاثظ 

(45) 

 ( )  
     

 
{ ̇( )   ( )     ̇( )   ( ) 

 ∫
  ̇( )

  
   (   )

 

 

 

   ∫
  ̇( )

  
   (   )  }

 

 

 

(46) 

   ( )  
      

 
{ ̇( )   ( )     ̇( )    ( ) 

 ∫
  ̇( )

  
   (   )

 

 

 

   ∫
  ̇( )

  
    (   )  }

 

 

 

آیطٚزیٙبٔیىی زض فضبی حبِت زٚ ضٚیىطز زض ازأٝ، ثطای تٛؾؼٝ ثبضٞبی 

ٌط زض ثطذٛضز ثب ٔؿئّٝ ثبقس، وٝ ثؿتٝ ثٝ زیسٌبٜ تحّیُٔتهٛض ٔی
، ٞب ضا ثٝ وبض ثطز. زض ضٚیىطز اَٚتٛاٖ ٞطیه اظ ایٗ ضٚیىطزآیطٚالاؾتیه ٔی

قٛز. زض ایٗ حبِت ثبضٞبی  خبیٍصاضی ٔی (46)ٚ  (45)زض ضٚاثظ  (44)ضاثغٝ 

 قٛ٘س. تٛنیف ٔی (48)ٚ  (47)آیطٚزیٙبٔیىی ثب ضٚاثظ 
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(47) 

 ( )  
     

 
{     ̇( )         ̇( ) 

  ̇( )∑     
   

 

 
 

 

   

    ̇( )∑     
   

 

 
 

 

   

 

 ∑    

 

   

      ∑       }

 

   

 

   ( )  
      

 
{     ̇( )          ̇( ) 

  ̇( )∑     
   

 

 
 

 

   

    ̇( )∑      
   

 

 
 

 

   

 

 ∑    

 

   

      ∑     

 

   

   } 

(48) 

 (49)ثب ضٚاثظ   پبضأتط وٝ زض آٖ ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ٔطتجٝ اَٚ حبوٓ ثط

 قٛ٘س. زازٜ ٔی (50)ٚ 

(49)  ̇  ( )  (  
 

 
)   ( )   ̈( ) 

(50)  ̇  ( )  (  
 

 
)   ( )   ̈( ) 

ٚ اػٕبَ  (46)ٚ  (45)زض  (44)زض ضٚیىطز زْٚ، ثب خبیٍصاضی 
اظ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ثسؾت  ٌیطی خعء ثٝ خعء، ٕ٘بیكی زیٍط ا٘تٍطاَ

 آیس. ٔی

 ( )  
     

 
{ ̇( )   ( )   ( ) ̇  ( )   ( ) ̇  ( ) 

    ̇( )   ( )  [    ( )     ̇  ( )] ( ) 

(51)     ( ) ̇  ( )  ∑    

 

   

    ∑    

 

   

   } 

   ( )  
      

 
{ ̇( )   ( )   ( ) ̇  ( )   ( ) ̇  ( ) 

    ̇( )    ( )  [    ( )     ̇   ( )] ( ) 

(52)     ( ) ̇   ( )  ∑    

 

   

    ∑    

 

   

    

 قٛ٘س. زازٜ ٔی (58)تب  (53)ٞب ثب ضٚاثظ  ٞبی تكىیُ زٞٙسٜ آٖ وٝ ػجبضت

(53)          (  
 

 
)
 

 

(54)         (
 

 
)
 

(            ) 

(55)          (  
 

 
)
 

 

(56)         (
 

 
)
 

(             ) 

(57)  ̇  ( )  (  
 

 
)   ( )   ( ) 

(58)  ̇  ( )  (  
 

 
)   ( )   ( ) 

ٞبی ایٗ ٘ٛع ٕ٘بیف ٘یطٚٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب ضٕٗ حصف ػجبضت
ٞب ثٝ ، ٔٛخت وبضآٔسی ٚ ؾِٟٛت زض افعٚزٖ آٖ(46)ٚ  (45)ا٘تٍطاِی اظ ضٚاثظ 

ا٘تمبَ ٔؼبزلات آیطٚالاؾتیه حبنّٝ ثٝ  ٔؼبزلات حبوٓ ثط ؾبظٜ ٚ زض ٟ٘بیت
ٌطزز. زض ضٕٗ، ثٝ زِیُ یىؿبٖ ؾبظی ٕ٘بیف تٛاثغ ا٘سیؿی فضبی حبِت ٔی

اٚثظ اضائٝ قسٜ ثطای تٕبٔی ٔحسٚزٜ  ٘بپصیط ثب تطاوٓ خطیبٖ تطاوٓ پصیط، ض
 ثبقس.پصیط ٔؼتجط ٔی ٘بپصیط تب ٔبزٖٚ نٛت تطاوٓ تطاوٓ

 

 تهبزای یک ببل پیوس تئوری نواری -2-4
 ٚ ثبظزٞی ٔحبؾجبتی ثبلا، ثٝ عٛض ؾبظی ؾطیغتئٛضی ٘ٛاضی ثٝ زِیُ ٔسَ

 

نٛضت  زض ایٗ تئٛضی، ثبَ ثٝقٛز.  ای زض عطاحی ٔمسٔبتی اؾتفبزٜ ٔیٌؿتطزٜ

قٛز. تطویجی اظ چٙسیٗ خعء )٘ٛاض( زض أتساز زٞب٘ٝ آٖ زض ٘ظط ٌطفتٝ ٔی

ظاٚیٝ حّٕٝ ٔحّی  ضطیت ثطآ ضٚی ٞط ٘ٛاض زض أتساز ٚتط اظ ثبَ ٔتٙبؾت ثب
ثٛزٜ ٚ زض ضٕٗ ثطآ ضٚی یه ٘ٛاض اثطی ضٚی زیٍطی ٘ساضز. زض قىُ  ( ) 

ٌطزز وٝ ٘یطٚی ثطآ ضٚی ٞط ٘ٛاض ٔكبثٝ حبِتی فطو ٔی ای ایٗ تئٛضی،پبیٝ

ضٚ، ضٕٗ اؾتفبزٜ اظ  ٘ٛاض ثركی اظ ثبَ زٚ ثؼسی ثب زٞب٘ٝ ٘بٔحسٚز ثٛزٜ ٚ اظ ایٗ

٘یطٚی قٛز. ٘ظط ٔیاثطات ضیكٝ ٚ ٘ٛن ثبَ نطفٝ ٞبی ٔمغؼی ثبِٛاضٜ اظٚیػٌی
 قٛز.ٌیطی اظ اثط تٕبٔی ٘ٛاضٞب تؼییٗ ٔیثطآی وُ ٚاضز ثط یه ثبَ، ثب ا٘تٍطاَ

(59)   
 

 
   

     ∫  ( )  
 

 

 

ضؾس. اظ ایٙطٚ، لاظْ زض ٚالؼیت، ٔمساض ٘یطٚی ثطآ زض ٘ٛن ثبَ ثٝ نفط ٔی

اؾت ثٝ ٔٙظٛض وبٞف ٘یطٚی ثطآ زض أتساز زٞب٘ٝ ثبَ ٚ ثٝ ؾٕت ٘ٛن آٖ، 

٘یطٚی ثطآی حبنُ اظ تئٛضی ٘ٛاض انلاح ٌطزز. ایٗ ػُٕ ثب اؾتفبزٜ اظ تٛاثغ 

، اظ لجیُ ضٚاثظ   (60)فطضی ٔسَ وٙٙسٜ تغییط قیت ٔٙحٙی ثطآ زض عَٛ زٞبٝ٘
 [27].قٛز، ٔیؿط ٔی(61)ٚ 

(60)     ( )    ̅ [  (
 

 
)
 

] 

(61)     ( )    ̅    (
  

  
) 

 تصحیح شیب منحنی بزآ -3-4

پصیطی، ثبَ ٔحسٚز یب ؾٛئیپ  وٓثٝ ٔٙظٛض ِحبػ ٕ٘ٛزٖ اثطات ٘بقی اظ تطا

ثب قٛز. تٛاٖ انلاحبت زیٍطی ٘یع ثط ضطایت آیطٚزیٙبٔیىی اػٕبَ ٔی ٔی

پصیطی ٞٛا تبثیط ثیكتطی ضٚی ٘یطٚٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٔبخ، تطاوٓافعایف ػسز 
 [27].یبثس وبٞف ٔی (62)زاقتٝ ٚ قیت ٔٙحٙی ثطآ ٔغبثك ثب ضاثغٝ 

(62)    
  

 

√    
    

ٔٙدط ثٝ وبٞف قیت  (63)٘یع ثط عجك ضاثغٝ    وبٞف ٘ؿجت ٔٙظطی 

 [27].قٛز ٔٙحٙی ثطآ زض ثبَ ثب زٞب٘ٝ ٔحسٚز ٔی

(63)    
   

   
     (   )⁄

 

پصیطی ٚ ٘یع  ثٝ ٔٙظٛض انلاح قیت ٔٙحٙی ثطآ وٝ ٕٞعٔبٖ اثطات تطاوٓ

 [28].قٛز  اؾتفبزٜ ٔی (64)زٞب٘ٝ ٔحسٚز ثبَ ضا زض ثط زاقتٝ ثبقس، اظ ضاثغٝ 

(64)        
  

√(    )    
 

ثؼسی ثٙبثطایٗ، ثطای تؼٕیٓ آیطٚزیٙبٔیه زٚثؼسی ثٝ آیطٚزیٙبٔیه ؾٝ

ثطای ثیبٖ قیت  (64)ثب ضاثغٝ  (61)تب  (60)تٛاٖ اظ تطویت یىی ضٚاثظ  ٔی
 ٔٙحٙی ثطآ اؾتفبزٜ ٕ٘ٛز.

 اعتبارسنجی و نتایج -5

 اعتببرسنجی -1-5

ثٝ زِیُ ٔبٞیت ٔؿتمُ چٟبض تبثغ ا٘سیؿی تٛنیف وٙٙسٜ ٘یطٚٞبی 
لاظْ اؾت  ٞبی زض زؾتطؼ اظ ؾبیط ٔطاخغ آیطٚزیٙبٔیىی ٚ ٘یع ٔحسٚزیت زازٜ

ٞبی اضائٝ قسٜ ثٝ عٛض خبٔغ ثطضؾی قٛز. ثسیٗ  تب نحت ٚ اػتجبضؾٙدی تمطیت

اٛثغ ا٘سیؿی  ؾبظی قطایظ ٚ ٔمیبؼ زازٜٔٙظٛض، ثب یىؿبٖ ٞب، ٕ٘ٛزاضٞبی ت

ثطای اػساز ٔبخ  [21,11,4,1]قسٜ ثب ٕ٘ٛزاضٞبی ٔٛخٛز زض ٔطاخغ تٛؾؼٝ زازٜ 
حبنُ اظ تمطیت     بثغ ا٘سیؿی ، ٕ٘ٛزاض ت2قٛ٘س. زض قىُ  ٔكبثٝ ٔمبیؿٝ ٔی

آٚضزٜ قسٜ  [11,1]ٕٞطاٜ ٕ٘ٛزاضٞبی ٔطاخغ  قسٜ زض ایٗ ٔمبِٝ ثٝ تٛؾؼٝ زازٜ

، [1]اؾت. لاظْ ثٝ شوط اؾت، ثب تٛخٝ ثٝ ثبظٜ ٘تبیح اضائٝ قسٜ تٛؾظ ٔطخغ 

ثطضؾی ٚضؼیت ٕٞپٛقب٘ی ٔمبزیط ٔدب٘جی ٚ ٘یع ا٘غجبق وبُٔ ٘تبیح، ثٝ 
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قٛز. ثب ایٙحبَ ثٝ ِحبػ ویفی، ٕ٘ٛزاضٞب ضفتبض  ٔیٔحسٚز  2ٕ٘ٛزاضٞبی قىُ 

ٞبی فطؾبزی زٞٙس. ثٝ ٔٙظٛض ٔمبیؿٝ ٘تبیح ثب زازٜ ای ضا اظذٛز ٘كبٖ ٔی ٔكبثٝ

زض     ٚ     تمطیت تٛاثغ ا٘سیؿی   [11],ٚ ٘یع ٔبظِؿىی[21] ٚ ٕٞىبضاٖ 
ٝ ثٝ ا٘س. ثب تٛخ ٕ٘بیف زازٜ قسٜ 4ٚ  3ٞبی  زض قىُ 0.7ٚ  0.5اػساز ٔبخ 

ای اظ اػساز ٔبخ، ٔمبیؿٝ ثیكتط ٞبی ٔٛخٛز زض ٔمبزیط ٔكبثٝٔحسٚز ثٛزٖ زازٜ

قٛز. ثسیٗ ٔحسٚز ٔی [11] ٞبی اضائٝ قسٜ تٛؾظ ٔبظِؿىی٘تبیح ثٝ ٕ٘ٛزاض

ٞبی ٔٙظٛض ٕ٘ٛزاضٞبی ٔطثٛط ثٝ چٟبض تبثغ ا٘سیؿی وٝ ثب اؾتفبزٜ اظ زازٜ
ا٘س، زض تمطیت ظزٜ قسٜ 0.7ٚ  0.6، 0.5ٞبی نفط، تٛؾؼٝ زازٜ قسٜ زض ٔبخ

ىی ثٝ ِحبػ ویفی ٚ وٕی ٔمبیؿٝ ٞبی ٔبظِؿثب زازٜ  8تب  5ٞبی  قىُ

 تٛاٖ ثٝ ٔغبثمت ثؿیبض ذٛة تٛاثغٌطز٘س. ثب تٛخٝ ثٝ ٕ٘ٛزاضٞبی ٔصوٛض ٔی ٔی

 

 
Fig. 2 Comparison of the indicial function     at Mach number of 0.6 

with Leishman [1] and Mazelsky [11] 
اثغ ا٘س 2شکل   [11,1]ثب ٔطاخغ  0.6زض ٔبخ     یؿی ٔمبیؿٝ تٛ

 

Fig. 3 Comparison of the indicial function     at Mach number of 0.5 

and 0.7 with Farsadi [21] and Mazelsky [11] 
  [21,11]ثب ٔطاخغ  0.6ٚ  0.5زض اػساز ٔبخ     ٔمبیؿٝ تبثغ ا٘سیؿی  3شکل 

 
Fig. 4  Comparison of the indicial function     at Mach number of 0.5 

and 0.7 with  Farsadi [21] and Mazelsky [11] 
سیؿی  4شکل  اثغ ا٘   [21,11]ثب ٔطاخغ   0.6ٚ  0.5زض  ٔبخ     ٔمبیؿٝ تٛ

 
Fig. 5 Comparison of the indicial function     at various Mach number 

with Mazelski [11] 
 [11]ٞبی ٔبظِؿىی زض اػساز ٔبخ ٔرتّف ثبزازٜ    ٔمبیؿٝ تبثغ ا٘سیؿی  5شکل 

 
Fig. 6  Comparison of the indicial function     at various Mach 

number with Mazelski  
 ٞبی ٔبظِؿىیزض اػساز ٔبخ ٔرتّف ثبزازٜ    ٔمبیؿٝ تبثغ ا٘سیؿی  6شکل 

 
Fig. 7 Comparison of the indicial function     at various Mach number 

with Mazelski 

 ٞبی ٔبظِؿىیزض اػساز ٔبخ ٔرتّف ثبزازٜ    ٔمبیؿٝ تبثغ ا٘سیؿی  7شکل 

 
Fig. 8 Comparison of the indicial function      at various Mach 

number with Mazelski 
 ٞبی ٔبظِؿىیزض اػساز ٔبخ ٔرتّف ثبزازٜ     ٔمبیؿٝ تبثغ ا٘سیؿی  8شکل 
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ٞبی ٔكبثٝ پی ثطز. ایٗ ٘تیدٝ ثٝ زِیُ اؾتفبزٜ اظ تٛاٖ 0.5ا٘سیؿی زض ٔبخ 

ٞبی ٔصوٛض ٘یع عٛض وٝ زض قىُ لبثُ ا٘تظبض اؾت. زض ؾبیط اػساز ٔبخ، ٕٞبٖ

ثبقس، ٕ٘ٛزاضٞب زاضای ٔمبزیط اثتسایی ٚ ا٘تٟبیی ٔكبثٟی ٞؿتٙس. لبثُ ضٚیت ٔی
اظ خّٕٝ قٛز وٝ ٞبیی خعئی ٔكبٞسٜ ٔی أب، زض ٔمبزیط ظٔب٘ی ٔیب٘ی اذتلاف

ی تٛاٖ ثٝ ضٚیىطز اتربش قسٜ، یؼٙی اؾتفبزٜ اظ ضطایت تٛا٘ زلایُ آٖ ٔی 

 ٔؿتمُ اظ ػسز ٔبخ، اقبضٜ ٕ٘ٛز.

 نتبیج -2-5
ٌصاضی ٘تبیح تمطیت تٛؾؼٝ زازٜ قسٜ اظ تٛاثغ ا٘سیؿی  ثب تٛخٝ ثٝ نحٝ

، 0.7ٚ  0.6، 0.5پصیط ثب اؾتفبزٜ اظ ٔمبیؿٝ ٘تبیح زض اػساز ٔبخ نفط،  تطاوٓ

تٛاٖ تمطیت تٛؾؼٝ زازٜ قسٜ ٔصوٛض ضا ثطای تٕبٔی ثبظٜ خطیبٖ ٔیحبَ 

ٞبی نٛضت پصیط ٔبزٖٚ نٛت تؼٕیٓ زاز. عجك ثطضؾی ٘بپصیط تب تطاوٓ تطاوٓ

، ضفتبض ثؿیبض ٘عزیىی اظ تٛاثغ ا٘سیؿی 0.2ٌطفتٝ زض اػسازٔبخ وٕتط اظ 
قٛز سٜ ٔی٘بپصیط ٔكبٞ پصیط ثب تٛاثغ ا٘سیؿی ٔكبثٝ آٟ٘ب زض حبِت تطاوٓ تطاوٓ

عٛض وٝ پیكتط ٘یع اقبضٜ قس، ثطذلاف ٔمبزیط ٘بٔحسٚز تٛاثغ  اِجتٝ ٕٞبٖ [1].

پصیط زاضای ٔمساض  ٘بپصیط زض قطٚع حطوت، تٛاثغ ا٘سیؿی تطاوٓ ا٘سیؿی تطاوٓ

ٞبی ثسؾت آٔسٜ ثطای اػساز ٔبخ ٔحسٚزی ٞؿتٙس. ثب ایٙحبَ ثب تٛخٝ ثٝ زازٜ
سٜ زض ػسز ٔبخ نفط تٛاٖ اظ ضطایت تٛاثغ ا٘سیؿی ایدبز ق، ٔی0.2وٕتط اظ 

ثطای ثیبٖ ٘یطٚی ثطآ ٚ ٌكتبٚض آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب زض ٔؿبئُ ٔطثٛط ثٝ 

 آیطٚالاؾتیؿیتٝ اؾتفبزٜ ٕ٘ٛز. 

ضطایت تٛاثغ ا٘سیؿی ٘یطٚی ثطآ ٚ ٌكتبٚض  12تب  9ٞبی  زض قىُ
پصیط ثطای تغییط پّٝ ٚاحس زض ظاٚیٝ حّٕٝ ٚ ٘طخ  آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیبی تطاوٓ

 ( )    ٚ  ( )   ، ( )   ، ( )   ٝ تطتیت تٛاثغ پیچف، یؼٙی ث

ثٝ           ، زض ٔحسٚزٜ اػساز ٔبخ (44)تؼطیف قسٜ ثب ضاثغٝ 

عٛض وٝ اقبضٜ قس ثطای  ا٘س. ٕٞبٖنٛضت ٕ٘ٛزاضٞبیی تبثغ ػسز ٔبخ آٚضزٜ قسٜ
٘بپصیط ثطای اؾترطاج  تٛاٖ اظ تٛاثغ ا٘سیؿی تطاوٓ، ٔی0.2اػسازٔبخ وٕتط اظ 

ٔیىی ٘بپبیب اؾتفبزٜ ٕ٘ٛز. ثسیٗ ٔٙظٛض، ضطایت ٔطثٛط ثٝ تٛاثغ ثبضٞبی آیطٚزیٙب

 ا٘س.آٚضزٜ قسٜ  3٘بپصیط زض خسَٚ ا٘سیؿی تطاوٓ

٘بپصیط ٚ  قٛز وٝ زض تٛؾؼٝ تٛاثغ ا٘سیؿی زض ٞط زٚ خطیبٖ تطاوٓیبزآٚض ٔی
ٞبی ٞبی ٕ٘بیی ٔؿتمُ اظ ػسز ٔبخ ٚ ٔكبثٝ ثب تٛاٖ پصیط ظیطنٛت اظ تٛاٖ تطاوٓ

، 0.5ٚاؾغٝ تغییط پّٝ ٚاحس زض ظاٚیٝ حّٕٝ ثطای ػسز ٔبخ  تبثغ ا٘سیؿی ثطآ ثٝ

، اؾتفبزٜ قسٜ اؾت. پؽ اظ اؾترطاج ضطایت تٛاثغ ا٘سیؿی وٝ ثركی 4خسَٚ 

تٛاٖ ثب اؾتفبزٜ اظ ضاثغٝ اضائٝ قسٜ اؾت، ٔی 6ٚ  5ٞبی  اظ آٟ٘ب زض لبِت خسَٚ
 ٚزیٙبٔیىی حَٛ ِجٝ حّٕٝ زض تٕبٔیتٛاثغ ا٘سیؿی ثطآ ٚ ٌكتبٚض آیط (44)

 

 

Fig. 9    Coefficients of the indicial functions due to plunging and 

pitching at           
ٞبی ٘ٛؾب٘ی پصیط ثٝ ٚاؾغٝ حطوت تمطیت تٛاثغ ا٘سیؿی تطاوٓ   ضطایت  9شکل 

          ا٘تمبِی ٚ پیچكی زض ٔحسٚزٜ اػساز ٔبخ 

 
Fig. 10    Coefficients of the indicial functions due to plunging and 

pitching at           
ٞبی ٘ٛؾب٘ی پصیط ثٝ ٚاؾغٝ حطوت تمطیت تٛاثغ ا٘سیؿی تطاوٓ   ضطایت  10شکل 

          ا٘تمبِی ٚ پیچكی زض ٔحسٚزٜ اػساز ٔبخ 

 
Fig. 11    Coefficients of the indicial functions due to plunging and 

pitching  at           
ٞبی ٘ٛؾب٘ی پصیط ثٝ ٚاؾغٝ حطوت تمطیت تٛاثغ ا٘سیؿی تطاوٓ   ضطایت  11شکل 

          ا٘تمبِی ٚ پیچكی زض ٔحسٚزٜ اػساز ٔبخ 

 ثٙسی ٘تبیحای اظ خٕغپصیط ٔبزٖٚ نٛت ضا تطؾیٓ ٕ٘ٛز. ذلانٝ ٔحسٚزٜ تطاوٓ

ٞبی  ، تٛؾظ قى0.8ُثسؾت آٔسٜ ثطای اػساز ٔبخ ٔحسٚز ٚ زض ثبظٜ نفط تب 

 ا٘س.ٕ٘بیف زازٜ قسٜ 16تب  13

 گیزینتیجه -6

زض ایٗ ٔمبِٝ، ٔسِی خسیس اظ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب ثب اؾتفبزٜ اظ ٔفبٞیٕی 

 ٘ظیط تٛاثغ ا٘سیؿی، انُ خٕغ آثبض پبؾد ٚ ا٘تٍطاَ زٚٞبُٔ ثطای حطوت

 
 ضطایت تمطیت ظ٘ٙسٜ ثطآ ٚ ٌكتبٚض ا٘سیؿی زض ٔبخ نفط 3جدول 

Table 3 Coefficients for approximating the indicial lift and moment at 

Mach numbers M=0.0 
 تبثغ ا٘سیؿی            

-0.0247 -0.2274 -0.2679 1      

0.0062 0.0568 0.067 -0.25      

-0.0185 -0.1706 -0.201 0.75      

0.0046 0.0426 0.0502 -0.25       

ی  4جدول   تمطیت ظ٘ٙسٜ ثطآ ٚ ٌكتبٚض ا٘سیؿیضطایت تٛا٘

Table 4 Exponential coefficients for approximating the indicial lift and 
moment  

 تبثغ ا٘سیؿی            

1.890 0.3720 0.0754 0     

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
-0.5

0

0.5

1

1.5

Mach

b
0

 

 

b
0cm

 ,b
0cmq

b
0cq

b
0c

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

Mach

b
1

b
1c

b
1cq

b
1cmq

b
1cm

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

Mach

b
2

b
2c

b
2cq

b
2cmq

b
2cm

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
96

.1
7.

1.
40

.0
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

19
 ]

 

                            10 / 12

file:///C:/Users/Desert%20Rose/dropbox/MME/Dey%2095/0085/E-%20170085A%20%20S.docx%23_ENREF_1
https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1396.17.1.40.0
https://mme.modares.ac.ir/article-15-8301-en.html


  

 ي َمکاران مُدی وجاتی با استفادٌ اس تًابع اودیسی پذیز سیزصًت تزاکم -واپذیز بارَای آیزيدیىامیک واپایای تزاکمارائٍ مدل جامع بزای محاسبٍ 

 

 474 6، شماره 68، دوره 64:7مهندسی مکانیک مدرس، فروردین 
 

 پصیط ٔرتّف  تٛاثغ ثطآ ٚ ٌكتبٚض ا٘سیؿی ثٝ ٚاؾغٝ تغییط ٘بٌٟب٘ی ظاٚیٝ حّٕٝ زض چٙس ػسز ٔبخ تطاوٓ ضطایت تمطیت ظ٘ٙسٜ  5جدول 
 Table 5 Coefficients for approximating the indicial lift and moment functions due to a sudden change in angle of attack for several subsonic Mach 

numbers 
سیؿی  سیؿی     ضطایت تبثغ ا٘     ضطایت تبثغ ا٘

 ػسز ٔبخ
                        

0.0062 0.0568 0.0670 -0.2500 -0.0247 -0.2274 -0.2679 1.0000 0.0 

-1.5558 0.1808 0.0386 -0.2552 2.8569 -0.4820 -0.2124 1.0206 0.2 

-0.9883 0.1325 0.0569 -0.2621 1.7286 -0.3982 -0.2566 1.0483 0.3 

-0.7014 0.1049 0.0735 -0.2728 1.1461 -0.3316 -0.3140 1.0911 0.4 

-0.5195 0.0721 0.0995 -0.2887 0.7733 -0.2493 -0.4055 1.1547 0.5 

-0.3574 -0.0006 0.1400 -0.3125 0.4396 -0.0836 -0.5450 1.2500 0.6 

-0.2182 -0.0728 0.1863 -0.3501 0.3067 -0.1080 -0.6896 1.4003 0.7 

-0.0661 -0.1798 0.2646 -0.4167 0.1820 -0.0546 -0.9982 1.6667 0.8 

 

 تٛاثغ ثطآ ٚ ٌكتبٚض ا٘سیؿی ثٝ ٚاؾغٝ تغییط ٘بٌٟب٘ی ٘طخ پیچف یه ثبِٛاضٜ تحت زٚضاٖ حَٛ ِجٝ حّٕٝ زض اػساز ٔبخ ٔرتّف ضطایت تمطیت ظ٘ٙسٜ  6جدول 
 Table 6 Coefficients for approximating the indicial lift and moment functions due to a sudden change in pitching rate for an airfoil rotating about its 

leading edge for several subsonic Mach numbers 
سیؿی ضطایت تبثغ ا٘سیؿی         ضطایت تبثغ ا٘  

 ػسز ٔبخ
                        

0.0046 0.0426 0.0502 -0.2500 -0.0185 -0.1706 -0.2010 0.7500 0.0 

-0.9570 0.1183 0.0328 -0.2552 1.2907 -0.2874 -0.1772 0.7655 0.2 

-0.5827 0.0950 0.0423 -0.2621 0.7290 -0.2510 -0.2032 0.7862 0.3 

-0.3871 0.0748 0.0545 -0.2728 0.4266 -0.1996 -0.2495 0.8183 0.4 

-0.2533 0.0409 0.0767 -0.2887 0.2400 -0.1581 -0.3113 0.8660 0.5 

-0.1152 -0.0282 0.1023 -0.3125 0.1285 -0.1516 -0.3839 0.9375 0.6 

-0.0716 -0.0024 0.1209 -0.3501 0.0950 -0.2097 -0.4808 1.0502 0.7 

-0.0506 0.0088 0.1931 -0.4167 0.0813 -0.2350 -0.6984 1.2500 0.8 

 

 
Fig. 12    Coefficients of the indicial functions due to plunging and 

pitching at           
ٞبی ٘ٛؾب٘ی پصیط ثٝ ٚاؾغٝ حطوت تمطیت تٛاثغ ا٘سیؿی تطاوٓ   ضطایت  12شکل 

          ا٘تمبِی ٚ پیچكی زض ٔحسٚزٜ اػساز ٔبخ 
 

 
Fig. 13 The indicial lift functions due to a sudden change in angle of 

attack at various Mach number 
تٛاثغ ا٘سیؿی ثطآ ٘بقی اظ تغییط ٘بٌٟب٘ی زض ظاٚیٝ حّٕٝ ثطای اػساز ٔبخ  13شکل 

 ٔرتّف

 
Fig. 14 The indicial moment functions due to a sudden change in angle 

of attack at various Mach number 
تٛاثغ ا٘سیؿی ٌكتبٚض ٘بقی اظ تغییط ٘بٌٟب٘ی زض ظاٚیٝ حّٕٝ ثطای اػساز ٔبخ  14شکل 

 ٔرتّف
 

 
Fig. 15 The indicial lift functions due to a sudden change in pitching 

rate at various Mach number 

تٛاثغ ا٘سیؿی ثطآ ٘بقی اظ تغییط ٘بٌٟب٘ی زض ٘طخ پیچف ثطای اػساز ٔبخ  15شکل 

 ٔرتّف
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Fig. 16 The indicial moment functions due to a sudden in pitching rate 

at various Mach number 

تٛاثغ ا٘سیؿی ٌكتبٚض ٘بقی اظ تغییط ٘بٌٟب٘ی زض ٘طخ پیچف ثطای اػساز ٔبخ  16شکل 

 ٔرتّف

پصیط ٔبزٖٚ نٛت اضائٝ قسٜ  ٘بپصیط ٚ تطاوٓ زِرٛاٜ یه ثبِٛاضٜ زض خطیبٖ تطاوٓ

ٞبیی ٞبی ػسزی ٔٛخٛز، تمطیت ٞبی تحّیّی ٚ زازٜ اؾت. ثب اؾتفبزٜ اظ ػجبضت

ا٘س  ا٘سیؿی ثطای تٕبٔی ٔحسٚزٜ خطیبٖ ظیط نٛت ٔحبؾجٝ قسٜ٘ٛیٗ اظ تٛاثغ 

وٝ ػلاٜٚ ثط تبثؼیت پیٛؾتٝ اظ ػسز ٔبخ زاضای قىُ ٔٙبؾجی ثطای ا٘تمبَ ثٝ 
ثبقٙس. تٛاثغ ا٘سیؿی تٛؾؼٝ زازٜ قسٜ زض ثطزاض٘سٜ ؾبیط ٘مبط ضٚی ثبِٛاضٜ ٔی

ثطای ثبقٙس. اظ آ٘دبییىٝ  چٟبض ضطیت تبثغ ػسز ٔبخ ٚ ؾٝ ثبثت ٕ٘بیی ٔی

تٛنیف وبُٔ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب  اظ چٟبض تبثغ ا٘سیؿی اؾتفبزٜ 

ٞبی  قٛز، ثٙبثطایٗ تؼساز ضطایت تبثغ ػسز ٔبخ ٔٛضز ٘یبظ ٘ؿجت ثٝ ضٚـ ٔی
اظ ٔعایبی لبثُ تٛخٝ تٛاثغ  ا٘س. ضطیت وبٞف یبفتٝ 16ضطیت ثٝ  28ٔتساَٚ اظ 

ٞبی ٕ٘بیی آٟ٘ب اظ ػجبضت تٛاٖ ثٝ ٔؿتمُ ثٛزٖ ضطایتا٘سیؿی ایدبز قسٜ، ٔی

ػسز ٔبخ ٚ زض ٘تیدٝ ؾِٟٛت ا٘تمبَ تٛاثغ ا٘سیؿی ثٝ ٔطوع زٚضاٖ زِرٛاٜ ضٚی 

ٚ ٘یع  0.8ثبِٛاضٜ، زض زؾتطؼ ثٛزٖ آٟ٘ب زض تٕبٔی ثبظٜ ػسز ٔبخ نفط تب ٔبخ 
اضائٝ ٕ٘بیكی ٔٙبؾت ٚ یىپبضچٝ اظ ضٚاثظ آیطٚزیٙبٔیىی ثطای وٛپُ قسٖ ثٝ 

پصیط/٘بپصیط( اقبضٜ ٕ٘ٛز. ثب  زٜ ظیط نٛت )تطاوٓٔسَ ؾبظٜ زض تٕبٔی ٔحسٚ

پصیط،  تٛخٝ ثٝ ضطٚضت ثیبٖ تمطیجی اظ تبثغ ٌٚٙط ٔكبثٝ ثب تٛاثغ ا٘سیؿی تطاوٓ

چٟبض تبثغ ا٘سیؿی ٔؼبزَ ثب تبثغ ا٘سیؿی تٛنیف قسٜ ثب تمطیت خٛ٘ع اؾترطاج 
ٝ ا٘س. اظ ؾٛی زیٍط، ضٚیىطز اتربش قسٜ زض تٛؾؼٝ تٛاثغ ا٘سیؿی ٔٙدط ث قسٜ

٘بپصیط ٚ  ٞبی تطاوٓ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب ثب فطٔٛلاؾیٛ٘ی یىتب ثطای خطیبٖ

ٞبی پصیط ٔبزٖٚ نٛت زض حٛظٜ ظٔبٖ ٚ فطوب٘ؽ قسٜ اؾت وٝ زض تحّیُ تطاوٓ

پبؾد ٚ ٘یع ٔجبحث پبیساضی ٔؿبئُ آیطٚالاؾتیه ثٝ ٚیػٜ زض فضبی حبِت، 
ح حبنُ ٘كبٖ زازٜ قس وٝ ثبقٙس. ثب تٛخٝ ثٝ ٘تبیٔفیس ٚ ثؿیبض وبضآٔس ٔی

٘بپصیط ثب زلت  تٛاٖ اظ تٛاثغ ا٘سیؿی تطاوٓ ٔی 0.2ثطای اػساز ٔبخ وٕتط اظ 

پصیط ٚ تؼییٗ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٘بپبیب  ؾبظی خطیبٖ تطاوٓ ٔٙبؾجی ثطای ٔسَ

اؾتفبزٜ ٕ٘ٛز. ثٝ ػلاٜٚ، ٌطچٝ ثبضٞبی آیطٚزیٙبٔیىی ٔصوٛض ثطای ؾغٛح 
ا٘س، أب ثب اؾتفبزٜ اظ تئٛضی ٘ٛاضی ٚ اػٕبَ زازٜ قسٜثطآظای زٚ ثؼسی تٛؾؼٝ 

ثؼسی ثب ٘ؿجت ٔٙظطی ٔحسٚز انلاحبت زض قیت ٔٙحٙی ثطآ، اثطات ثبَ ؾٝ

 زض ٔسَ ثسؾت آٔسٜ ِحبػ قسٜ اؾت.
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