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گیزًذ. هکبًیک، ػوزاى ٍ َّافضب هَرد اعتفبدُ قزار هیّبی گًَبگَى هٌْذعی اس جولِ هٌْذعی ای در ؽبخِّبی هخزٍعی ثِ عَر گغتزدُپَعتِ 
ّبی هخزٍعی ًبقص ثب اعتفبدُ اس یک رّیبفت ػذدی در ؽزایظ هزسی هختلف هَرد هغبلؼِ قزار گزفتِ ارتؼبؽبت غیزخغی پَعتِدر ایي هقبلِ، 

ثزؽی هزتجِ اٍل داًل ٍ ثب اعتفبدُ اس اصل  اعت. ثزای ًیل ثِ ایي ّذف هؼبدلات حبکن ٍ ؽزایظ هزسی هزتجظ، ثز اعبط تئَری تغییز ؽکل
ی هؼبدلات اس رٍػ تزثیغ دیفزاًغیلی تؼوین یبثی ثِ فزم گغغتِهٌظَر دعتثؼذعبسی هؼبدلات حبکن، ثِاًذ. پظ اس ثیّویلتَى اعتخزاج ؽذُ

ل هؼوَلی در آهذُ اعت ٍ رٍؽی تحت یبفتِ اعتفبدُ ؽذُ اعت. عپظ ثب اػوبل رٍػ گلزکیي ػذدی هؼبدلات حبکن ثِ فزم هؼبدلات دیفزاًغی
ی سهبى ثِ خذهت گزفتِ ؽذُ اعت. در ًْبیت پبعخ ی هؼبدلات در حَسُدعت آٍردى فزم گغغتِثٌذی هتٌبٍة ثزای ثِعبسی ؽجکِػٌَاى گغغتِ

ػذدی، اثزات ػَاهلی ًظیز ی ًتبیج دعت آهذُ اعت. ثب ارائِکوبى ثِ-ی هخزٍعی ثب اعتفبدُ اس رٍػ عَلفزکبًغی ارتؼبؽبت غیزخغی پَعتِ
ّبی ی رأط هخزٍط ٍ ؽزایظ هزسی هختلف ثز ارتؼبؽبت غیزخغی پَعتِّبی کَچک ٍ ثشرگ، ساٍیًِغجت ضخبهت ثِ ؽؼبع، ًغت ؽؼبع

قبثل ّبی هحیغی پَعتِ تأثیز ؽَد کِ تغییز ؽکل هَد ارتؼبؽی غبلت ٍ تؼذاد هَجهخزٍعی هَرد تحلیل ٍ ثزرعی قزار گزفتِ اعت. هؾبّذُ هی
 .ؽًَذگی ٍ ارتؼبؽبت غیزخغی داردتَجْی ثز اثزات عخت
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 Conical shells are widely used in various engineering branches such as mechanical engineering, civil 
and aerospace engineering. In the present paper, based on the first order shear deformation theory 

(FSDT) of shells, the nonlinear vibration behavior of truncated conical shells under different boundary 
conditions is investigated using a numerical approach. To this end, the governing equations of motion 

and corresponding boundary conditions are derived by the use of Hamilton's principle. After catching 

the dimensionless form of equations, the generalized differential quadrature (GDQ) method is deployed 
to obtain a discretized set of nonlinear governing equations. Thereafter a Galerkin-based scheme is 

applied to achieve a time-varying set of ordinary differential equations and a method called periodic 

grid discretization so as to discretize the equations on the time domain. The pseudo arc-length 
continuation method is finally used to obtain the frequency-amplitude response of conical shells. 

Selected numerical results are presented to examine the effects of different factors such as thickness-to-

radius ratio, up and down edges radius ratio, semi-vertex angle of cone, circumferential wave number 

and boundary conditions. It can be concluded that the change of the vibrational mode shapes and 

circumferential wave number have significant effects on the nonlinear vibration characteristics and 

hardening effects. 
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 مقذمه 1-

ٞبی ٌٛ٘بٌٖٛ ٟٔٙسؾی ی زض قبذٝاٞبی ٔرطٚعی ثٝ عٛض ٌؿتطزٜپٛؾتٝ

ٞبی ػٕطا٘ی ٔٛضز ٞب، فضبپیٕبٞب ٚ ؾبظٜٞب، ٔٛقهٞب، ظیطزضیبییچٖٛ وكتی ٞٓ

ی ٌیط٘س. ایٗ وبضثطز ٌؿتطزٜ ثبػج ایزبز اٍ٘یعٜ ثطای تٛؾؼٝاؾتفبزٜ لطاض ٔی

ٞبی فیعیىی ثیٙی ضفتبض اضتؼبقی ٔسَٔٙظٛض پیفٞبی زلیك ضیبضی ثٝٔسِی

ٞب ثطای عطاحی ٌطزیسٜ اؾت. ثٝ عٛضی وٝ قٙبذت ضفتبض اضتؼبقی پٛؾتٝ

یبثس. ٞبیی ثب اضتؼبـ وٙتطَ قسٜ ٚ وبٞف ٘ٛیع إٞیت ظیبزی ٔیؾبظٜ

ٛؾتٝ ثٝ حسٚز ٘یٓ لطٖ پیف ثبظ ٞبی پی ٔغبِٝ ثط ضٚی تئٛضیتبضیرچٝ

چٖٛ تئٛضی زاُ٘، تیٕٛقٙىٛ ٚ ضایؿٙط ثط ٞبی ٌٛ٘بٌٖٛ ٌٞٓطزز. تئٛضی ٔی

ا٘س وٝ اغّت ایٗ وبضٞب تٛؾظ ٞبی ٌٛ٘بٌٖٛ اضائٝ قسٜاؾبؼ فطضیبت ٚ تمطیت

ٔؼطفی قسٜ اؾت. لاظْ ثٝ شوط اؾت وٝ ثیكتط ٔغبِؼبت ا٘زبْ قسٜ  [1]ِیؿب 

تؼبقبت ی اضثیطٜ، زض ظٔیٙٝٞبی ٔرتّف ٔٛرٛز زض زثط اؾبؼ تئٛضی

ای ٔغبِؼبت ٞبی اؾتٛا٘ٝثبقس. زض ٔمبیؿٝ ثب پٛؾتٝای ٔیٞبی اؾتٛا٘ٝ پٛؾتٝ

 ثبقس.ٞبی ٔرطٚعی ثؿیبض ا٘سن ٔینٛضت ٌطفتٝ ثط ضٚی پٛؾتٝ
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ٞبی ی اضتؼبقبت ذغی پٛؾتٝاظ رّٕٝ ٔغبِؼبت نٛضت ٌطفتٝ زض ظٔیٙٝ

 قٛ٘س اقبضٜ وطز.تٛاٖ ثٝ ٔٛاضزی وٝ زض ازأٝ ثیبٖ ٔیٔرطٚعی ٔی

ثٝ ٔٙظٛض ثطضؾی  1یبفتٝاظ ضٚـ تطثیغ زیفطا٘ؿیّی تؼٕیٓ [2]قٛ  

ضٚـ وبِ٘ٛٛقٗ  [3]ٞبی ٔرطٚعی اؾتفبزٜ وطز. ؾیٛاِه اضتؼبقبت آظاز پٛؾتٝ

ٞبی ٔرطٚعی چطذبٖ ی اضتؼبقبت پٛؾتٝضا ثطای ٔغبِؼٝ 2ٔٙفطز ٌؿؿتٝ

ٔٛزٞبی ٔتمبضٖ ٔحٛضی ٚ  [4]ٔؼطفی ٕ٘ٛز. ٌِٛسثطي ٚ ٕٞىبضا٘ف 

ٞبی ٔرطٚعی ٘بلم ضا ٔٛضز ٔغبِؼٝ لطاض زاز٘س. ی عجیؼی پٛؾتٝٞب فطوب٘ؽ

ٞبی ٔرطٚعی چطذبٖ اضتؼبقبت آظاز ٚ ٔٛزٞبی اضتؼبقی پٛؾتٝ [5]وبِٙیٙع 

ضٚـ ٔبتطیؽ ا٘تمبَ ضا ثطای  [7,6]ٔتمبضٖ ضا ثطضؾی ٕ٘ٛز. آیطی ٚ ٕٞىبضا٘ف 

ٛز٘س. ٞبی ٔرطٚعی ثب ضربٔت ٔتغیط اضائٝ ٕ٘ی اضتؼبقبت آظاز پٛؾتٝٔغبِؼٝ

ٞبی ی اضتؼبقبت آظاز پٛؾتٝٞبی تٛا٘ی ثٝ ٔٙظٛض ٔغبِؼٝضٚـ حُ ؾطی

ٔٛضز اؾتفبزٜ لطاض  [9,8]ٔرطٚعی ایعٚتطٚپیه ٚ اضتٛتطٚپیه تٛؾظ تبً٘ 

ٚ ٕٞچٙیٗ ٞٛئب  [11,10]ٌطفت. ثط اؾبؼ تئٛضی ٔطتجٝ اَٚ لاٚ، ِٓ ٚ ٞٛئب 

ٞبی ٔرطٚعی ی اضتؼبقبت آظاز پٛؾتٝیه ضٚـ تحّیّی ضا ثطای ٔغبِؼٝ [12]

 [13]اضتٛتطٚپیه ثب قطایظ ٔطظی ولاؾیه اضائٝ وطز٘س. ٚیّىٙع ٚ ٕٞىبضا٘ف 

ٞبی ٔرطٚعی اضتٛتطٚپیه ضا تحت قطایظ ٔطظی ٔرتّف اضتؼبقبت آظاز پٛؾتٝ

ٞبی ٔٛضز تزعیٝ ٚ تحّیُ لطاض زاز٘س. تحّیُ اضتؼبقبت ٚ وٕب٘ف پٛؾتٝ

اض تٛؾظ ؾٛفیف ٚ ٞبی ٌیطزٌبٜٔرطٚعی اضتٛتطٚپیه غیطٍٕٞٗ ثب تىیٝ

اضتؼبقبت آظاز  [15]نٛضت ٌطفت. ریٗ ٚ ٕٞىبضا٘ف  [14]ٕٞىبضا٘ف 

ٞبی ٔرطٚعی ٘بلم ضا ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ حُ ؾطی فٛضیٝ ٔغبِؼٝ پٛؾتٝ

ٞبی ٔرطٚعی ٘بلم ضا اضتؼبقبت ذغی ٚ پبیساضی پٛؾتٝ [16]ٕ٘ٛز٘س. ؾٛفیف 

اضتؼبقبت  [17]ف تحت ثبض ٔحٛضی ٔٛضز ثطضؾی لطاض زاز. وٕطیبٖ ٚ ٕٞىبضا٘

ٞبی وطثٙی ٔتطاوٓ ضا ٞبی ٔرطٚعی تمٛیت قسٜ تٛؾظ ٘بِ٘ٛٝآظاز ذغی پٛؾتٝ

یبفتٝ ثطضؾی وطز٘س. زًٚ٘ ٚ تیٓ ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ تطثیغ زیفطا٘ؿیّی تؼٕیٓ

ٞبی ٔرطٚعی ٘بلم ٞسفٕٙس ٞبی ذغی پٛؾتٝاضتؼبقبت آظاز ٚ فطوب٘ؽ [18]

 زٜ اظ ضٚـ ٌّطویٗ ٔغبِؼٝ ٕ٘ٛز٘س.وٙٙسٜ ضا ثب اؾتفبٞبی ؾفتزاضای حّمٝ

زٞس وٝ تبوٖٙٛ ٔغبِؼبت ا٘سوی ثطای ثطضؾی ثطضؾی زثیطٜ ٘كبٖ ٔی

ٞبی ٔرطٚعی ثٝ ا٘زبْ ضؾیسٜ اؾت وٝ ایٗ ٔؿبِٝ اضتؼبقبت غیطذغی پٛؾتٝ

 3ٞبی ٔتؼبٔسٞبی ٔرطٚعی زض ٔرتهبت ٔٙحٙیاظ پیچیسٌی ٔؼبزلات پٛؾتٝ

ٞبی تحّیّی ٚ ثب ٝ تٕبٔبً ثٝ ضٚـی ایٗ تحمیمبت وقٛز. اظ رّٕٝ٘بقی ٔی

ض تٛاٖ ثٝ ٔٛاضزی وٝ زؾبظی ٔؼبزلات ا٘زبْ قسٜ اؾت ٔیاؾتفبزٜ اظ ؾبزٜ

 قٛ٘س اقبضٜ ٕ٘ٛز.ازأٝ شوط ٔی

ٞبی ٔرطٚعی ٔتٛضق ضا اضتؼبقبت غیطذغی پٛؾتٝ [19]غٚ ٚ ٕٞىبضا٘ف 

زاز٘س. ٞبی ٌّطویٗ ٚ ٞبضٔٛ٘یه ثبلا٘ؽ ٔٛضز ٔغبِؼٝ لطاض وبضٌیطی ضٚـثب ثٝ

ٞبی ٔرطٚعی ٘بلم ٘ؿجتب ٘بظن ٔتحطن ثب اؾتفبزٜ اضتؼبقبت غیطذغی پٛؾتٝ

ٔٛضز  [20]ٞبی ٌّطویٗ ٚ ٞبضٔٛ٘یه ثبلا٘ؽ تٛؾظ فٛ ٚ ٕٞىبضا٘ف اظ ضٚـ

اضتؼبقبت غیطذغی ٚ پبیساضی  [21]ٔغبِؼٝ لطاض ٌطفت. قٗ ٚ ٕٞىبضا٘ف 

یه ثبلا٘ؽ ٞبی ٔرطٚعی ٘بلم چطذبٖ ضا ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ٞبضٔٛ٘پٛؾتٝ

ٞبی ٔرطٚعی ٘بلم اضتؼبقبت غیطذغی پٛؾتٝ [22]ثطضؾی ٕ٘ٛز٘س. ؾٛفیف 

، ٌّطویٗ ٚ ٞبضٔٛ٘یه ثبلا٘ؽ 4ٟ٘یٞبی ثطٞٓٞسفٕٙس ضا ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ

 ٔغبِؼٝ وطز.

ی ی حبضط پؽ اظ ثٝ زؾت آٚضزٖ ٔؼبزلات غیطذغی پٛؾتٝٔمبِٝ زض

اَٚ زاُ٘ ثب اؾتفبزٜ اظ  ٔرطعی ٘بلم ثط اؾبؼ تئٛضی تغییط قىُ ثطقی ٔطتجٝ

ثؼس ٕ٘ٛزٖ ٔؼبزلات، اظ ضٚـ تطثیغ ( ٚ ثی5انُ وبض ٔزبظی )ٕٞیّتٖٛ

                                                                                                                                  
1
 Generalized differential quadrature (GDQ) 

2
 Discrete Singular Convolution 

3
 Orthogonal curvilinear coordinates 

4
 Superposition 

5
 Hamilton principle 

ؾبظی ٔؼبزلات یبفتٝ ٚ ٌّطویٗ ػسزی ثٝ ٔٙظٛض ٌؿؿتٝزیفطا٘ؿیّی تؼٕیٓ

زؾت آٚضزٖ پبؾد اؾتفبزٜ قسٜ اؾت. ٔؼبزلات غیطذغی ٌؿؿتٝ ثٝ ٔٙظٛض ثٝ

ا٘س. لاظْ ثٝ شوط حُ قسٜ 6ٕبٖو-فطوب٘ؿی زض ٟ٘بیت ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ عَٛ

اؾت وٝ زض ایٗ ٔمبِٝ ثطای ٘رؿتیٗ ثبض اظ یه ضٚـ ػسزی ٚ ثسٖٚ ؾبزٜ 

ٞبی تحّیّی اظ لجیُ ٘بزیسٜ ٌطفتٗ ایٙطؾی ٚ ٞبی ٔٛرٛز زض ضٚـؾبظی

ٞبی ٔرطٚعی ای ثطای حُ ٔؼبزلات اضتؼبقی پٛؾتٝنفحٝٞبی زضٖٚربثزبیی

اضتؼبقی  ؾت وٝ تغییط قىُ ٔٛزاؾتفبزٜ قسٜ اؾت. ٕٞچٙیٗ ٘كبٖ زازٜ ا

عٛضی وٝ ٌصاضز. ثٝای ثط ضفتبض اضتؼبقی آٖ ٔیغبِت پٛؾتٝ، تبحیط لبثُ ٔلاحظٝ

ٚ زؾترٛـ  قٛ٘سٌی ثب تغییط قىُ ٔٛز غبِت تغییط اٍِٛ زازٜاحطات ؾرت

 .قٛ٘ستغییط ٘بٌٟب٘ی ٔی

 بنذی ریاضی معادلات حاکم و شرایط مرزی مرتبطفرمول -2

قٛز. زض ایٗ زض ٘ظط ٌطفتٝ ٔی 1ی ٔرطٚعی ٘بلم ٔغبثك قىُ یه پٛؾتٝ

ضربٔت ٚ   قؼبع ثعضي،    قؼبع وٛچه،    ی ضأؼ، ٘هف ظاٚیٝ  قىُ 

          عَٛ ٔرطٚط زض ضاؾتبی یبَ )ِٔٛس( آٖ اؾت. )  

      ⁄      ⁄) 

ثط اؾبؼ تئٛضی تغییط قىُ ثطقی ٔطتجٝ اَٚ زاُ٘، ذغٛط ػٕٛز ثط 

ٔب٘ٙس. ٕٞچٙیٗ ثط ٙب پؽ اظ تغییط قىُ، ػٕٛز ثط ؾغح ٔجٙب ثبلی ٕ٘یؾغح ٔج

( تٛاثؼی ذغی اظ   ٚ    ای )نفحٝٞبی زضٖٚاؾبؼ ایٗ تئٛضی، ربثزبیی

( ٘یع زض ضاؾتبی ضربٔت پٛؾتٝ   ضربٔت پٛؾتٝ ثٛزٜ ٚ ربثزبیی ػطضی )

 قٛز.حبثت زض ٘ظط ٌطفتٝ ٔی

ی ٔرطٚعی زض اٜ ثط ضٚی پٛؾتٝی زِرٛٔیساٖ ربثزبیی ثطای یه ٘مغٝ

 قٛز: ٔحبؾجٝ ٔی (1)ثب ضٚاثظ   ٚ   ،  ٞبی ضاؾتبی ٔحٛض
  (       )   (     )    (     ) 
  (       )   (     )    (     ) 

  (       )   (     ) (1) 

ثٝ تطتیت ٔؼطف ربثزبیی ؾغح   ٚ   ،  ٌط ظٔبٖ، ثیبٖ  وٝ زض آٖ 

  ٚ   ثبقٙس. ( ٔی ( ٚ قؼبػی ) (، ٕٔبؾی ) ٔیب٘ی زض ضاؾتبٞبی ٔحٛضی )

  ٚ   ی ٔیب٘ی حَٛ ٔحٛضٞبی ٘یع ٔؼطف زٚضاٖ ثطزاضٞبی ٘طٔبَ نفحٝ

 ٞؿتٙس.

ی وبضٔٗ ٚ زض ٘ظط ٌطفتٗ ٔیساٖ ربثزبیی زض ضاثغٝثط اؾبؼ فطو فٖٛ

 ثیبٖ ٕ٘ٛز. (2)ی تٛاٖ ثب ضاثغٝتٙؿٛض وط٘ف ضا ٔیٞبی غیطنفط ، ٔؤِفٝ(2)
       

              
        

    
(        )

 
     

   
 
     

   
 

 

 

(2) 

 ضا ٘ٛقت: (3)تٛاٖ ضٚاثظ  ٔی (2)زض ضاثغٝ 

 

Fig. 1 Schematic of a truncated conical shell 
 ی ٔرطٚعی ٘بلمقٕبتیه پٛؾتٝ 1شكل 

                                                                                                                                  
6
 Pseudo arc-length 
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(               )

 
 
   
 

   
  

    
(         )

 
     

      
 

  

                 
   
 

 

            
(         )

 
  

    
(         )

 
     (3) 

تؼییٗ  (4)ی ثٛزٜ ٚ ثب ضاثغٝ  قؼبع ٔرطٚط زض عَٛ زِرٛاٜ   وٝ 

 قٛز. ٔی

           (4) 

زؾت ثٝ (5)ی ( ثب اؾتفبزٜ اظ ضاثغٝ ٞبی تٙؿٛض تٙف ولاؾیه )ٔؤِفٝ

 آیٙس.ٔی

                      (5) 

، ضٚاثظ (5)ی زض ضاثغٝ (3)ی ٞبی وط٘ف اظ ضاثغٌٝصاضی ٔؤِفٝثب ربی

 آیٙس: ثسؾت ٔی (6)

    (    )(   
      )   (   

      )  
    (    )(   

      )   (   
      )  

         (        )  

                      (6) 

زض  ⁄  ثیبٍ٘ط ضطیت تهحیح ثطقی اؾت ٚ ثطاثط  (6)ی زض ضاثغٝ   وٝ 

ٞبی ولاؾیه لأٝ ٞؿتٙس وٝ ثب حبثت  ٚ   ٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت. ٕٞچٙیٗ 

تؼطیف  (7)ی ( ثب ضاثغٝ ( ٚ ضطیت پٛآؾٖٛ ) اؾتفبزٜ اظ ٔسَٚ الاؾتیؿیتٝ )

 قٛ٘س.ٔی

  
  

(    )
   

 

   
 (7) 

تٛاٖ ثب اؾتفبزٜ اظ ٞب ضا ٔیٔؼبزلات حبوٓ ٚ قطایظ ٔطظی ٔتٙبظط ثب آٖ

 تٛاٖ ٘ٛقت:ٔزبظی ٔی وبضزؾت آٚضز. ثط اؾبؼ انُ انُ وبض ٔزبظی ثٝ

∫ (           )  
  

  

   (8) 

ا٘طغی رٙجكی، تطتیت ثیبٍ٘ط تغییطات ٔزبظی ثٝ    ٚ     ،    وٝ 

 ا٘طغی وط٘كی ٚ وبض ا٘زبْ قسٜ تٛؾظ ٘یطٚٞبی ذبضری ٞؿتٙس.

 آیس.زؾت ٔیثٝ (9)ی ا٘طغی وط٘كی پٛؾتٝ اظ ضاثغٝ

    ∫{       
                 

         

 

 

                       
      }   

(9) 
اػٕبَ قسٜ ثط یه     ٚ ٌكتبٚضٞبی ذٕكی     وٝ ٘یطٚٞبی ٔٙتزٝ 

 زؾت آٚضز.ثٝ (10)ی نٛضت ضاثغٝتٛاٖ ثٝٔمغغ پٛؾتٝ ضا ٔی

    ∫      
  ⁄

   ⁄

     ∫       
  ⁄

   ⁄

 (10) 

ٚ زض ٘ظط ٌطفتٗ پبضأتطٞبی  (10)ی زض ضاثغٝ (6)ٌصاضی ضٚاثظ ثب ربی
 :(11)ی ٔؼطفی قسٜ زض ضاثغٝ

*           +  ∫ (    )*      +  
  ⁄

   ⁄

  

*           +  ∫  *      +  
  ⁄

   ⁄

  

*           +  ∫  *      +  
  ⁄

   ⁄

 

 

 

 

 

 

(11) 

تٛاٖ ضا ٔی (9)ی ی ظبٞط قسٜ زض ضاثغٝ٘یطٚٞب ٚ ٌكتبٚضٞبی ٔٙتزٝ

 تؼطیف وطز. (12)ی تٛؾظ ضاثغٝ

          
               

          
          

               
          

          
               

          

          
               

          
                                     
                        (12) 

تٛاٖ ثٝ ا٘طغی رٙجكی پٛؾتٝ ثط اؾبؼ تئٛضی ٔطتجٝ اَٚ ثطقی ضا ٘یع ٔی

 ثیبٖ ٕ٘ٛز. (13)ی نٛضت ضاثغٝ

    
 

 
∫ ∫  2(        )

 
 (        )

 
    

 3
  ⁄

   ⁄

 

 

    

 
 

 
∫ {     

                 
       

           

 

 

      
       

 }   (13) 
 وٝ:

*        +  ∫  *      +  
  ⁄

   ⁄

 (14) 

 ثطاثط اؾت ثب:   ٚ    ،   ٕٞچٙیٗ وبض ذبضری ٘بقی اظ ثبضٞبی 

   ∫*           +  
 

 

 (15) 

، ٔؼبزلات غیطذغی (8)ی زض ضاثغٝ (15)ٚ  (13)، (9)ثب لطاض زازٖ ضٚاثظ 

 آیٙس.زؾت ٔیثٝ) ث-(16-)اِف-(16نٛضت ضٚاثظ حبوٓ ثٝ

      
     
 

                  ( اِف  -16) 

      
     
 

 
  
 
                  ( ة  -16) 

     
    
 
 
   
 
 (      )   (

      
 

*
  

 

 (
      
 

*
  
 (
      
  

*
   
           ( ح  -16) 

      
     
 

                  ( ت  -16) 

      
     
 

                  ( ث  -16) 

حبنُ ) ث-(16-)اِف-(16ٕٞچٙیٗ قطایظ ٔطظی ثٝ نٛضت ضٚاثظ 

 قٛ٘س. ٔی

                   ( اِف  -17) 

                   ( ة  -17) 

     (          
      
 

*   

 (   
      
 

       )     ( ح  -17) 

                   ( ت  -17) 

                   ( ث  -17) 

ٞبی ربثزبیی، وبفی زؾت آٚضزٖ ٔؼبزلات حبوٓ ثط حؿت ٔؤِفٝثطای ثٝ

ٌصاضی ٕ٘ٛز. ثب ربی (17)زؾت آٔسٜ ضا زض ضٚاثظ اؾت ٘یطٚٞب ٚ ٌكتبٚضٞبی ثٝ

،    وٝ پٛؾتٝ ایعٚتطٚپیه زض ٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت، ضطایت تٛرٝ ثٝ ایٗ

ٚ    ،   ثطاثط نفط ذٛاٞٙس ثٛز، ٕٞچٙیٗ ٘یطٚٞبی ذبضری    ٚ     ،    

قٛ٘س. ثٙبثطایٗ ٔؼبزلات زض اضتؼبقبت غیطذغی آظاز ثطاثط نفط فطو ٔی   
 ٘ٛقت.  (18)نٛضت ضٚاثظ تٛاٖ ثٝٞبی ربثزبیی ٔیحبوٓ ضا ثطحؿت ٔؤِفٝ

 (18-اِف)                                   

 (18-ة)                                   

 (18-ح)                                   
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 (18-ت)                                

 (18-ث)                                

 ثطلطاض٘س: (19)، ضٚاثظ (18)وٝ زض ضٚاثظ 

              4
      

 
 
     

  
5  

      
  

  

    
(       )   

 
 
(           )      

  
  

       (
       

 
 
        

  
*  

    
      
 

 
      
 

 
(       )      

  
  

        4
      

 
 
     

  
5         

      
  

  

    
         

  
 
       
  

  

    
     
 

      
     
 

 
       

  
  

    
     
  

                 
       

 
 

             
        

  
 
       

  
  

                              (19) 
ٚ  ⁄     ، ⁄     ثٝ تطتیت ٔؼطف     ٚ     ،    وٝ 

زض    ٚ    ،   ٕٞچٙیٗ ثرف غیطذغی ٔؼبزلات ثبقٙس. ٔی ⁄      

 پیٛؾت اِف آٚضزٜ قسٜ اؾت.

-ٌیطزاض، ؾبزٜ-ٞبی ٌیطزاضقطایظ ٔطظی زض ٘ظط ٌطفتٝ قسٜ ثطای حبِت

 ؾبزٜ ػجبضت اؾت اظ:-ٌیطزاض ٚ ؾبزٜ

 ٌیطزاض:-ٌیطزاض

                     (20) 

 ؾبزٜ:-ؾبزٜ

                         (21) 

 ٌیطزاض:-ؾبزٜ

                       
                     (22) 

 وٝ:

    [       
        

 
] 

 [
      
 

]  [
        

 
] 

    [       
        

 
]  [

      
 

] 
(23) 

 تعدسازی معادلات و شرایط مرزیتی -1-2

 :(24)ی ضاثغٝثؼس ثٝ نٛضت ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ پبضأتطٞبی ثی

  
 

 
 ( ̅  ̅  ̅)  

(     )

 
   

 

 
 

( ̅  ̅)  (   )       
  
 
   

 

 
√
   
  
  

(           )  
(           )

   
     ̅           

(           )  
(           )

    
 

  

  ̅  
  
  
   ̅  

  
   

  
(24) 

 -)اِف-(25تٛاٖ ثٝ نٛضت ضٚاثظ ثؼس ٔؼبزلات حبوٓ ضا ٔیفطْ ثی

 ٘ٛقت. )ث-(25

 زض پیٛؾت ة تؼطیف قسٜ اؾت.  ̅ ٚ    ̅ وٝ ٔمبزیط 

 رونذ حل عذدی معادلات -3

یبفتٝ، ، اظ ضٚـ تطثیغ زیفطا٘ؿیّی تؼٕیٓحُ ػسزی ٔؼبزلات اضتؼبقی ثطای

ثٙسی ٔٙظٛض قجىٝؾبظی ٔؼبزلات اؾتفبزٜ قسٜ اؾت. ثٝثطای ٌؿؿؿتٝ [23]

 اؾتفبزٜ قسٜ اؾت. 1ِٛثبتٛ-ٌبٚؼ-ی چجیكٛاظ ضایغٝ  ٘مبط زض ضاؾتبی 

 ٔٛضز اؾتفبزٜ لطاض ٌطفتٝ اؾت. (27)ی ٘یع ضاثغٝ  زض ضاؾتبی 

   
   

  
            (27) 

ی تؼطیف قسٜ ثط ضٚی ٘مبط یه تبثغ زٚ ٔتغیطٜ (   ) اٌط فطو قٛز 

,        -  ٚ,        
  ثبقس. ٕٞچٙیٗ  -

( )  ٚ  
ثٝ تطتیت ٔؼطف  ( )

ٞب زض ٞؿتٙس وٝ ارعای آٖ  ٚ   ٞبی ضطایت ٚظ٘ی زض ضاؾتبی ٔبتطیؽ

ٚ   ٘ؿجت ثٝ   پیٛؾت ت آٚضزٜ قسٜ اؾت. زض ایٗ نٛضت ٔكتك ٔطتجٝ زْٚ 

 تمطیت ظز. (28)ی تٛاٖ ثب ضاثغٝضا ٔی  

     .  
( )
   

( )
/     (28) 

ٌط فطْ ثطزاضی ثیبٖ   ٚ  2ٔؼطف ضطة تٙؿٛضی وطٚ٘ىط  وٝ ػلأت 

 ثبقس.ٔی  ی تبثغ زٚٔتغیطٜ

   0 (     )    .      /    .      
/     .       

/1 

 (29) 

 ثٝ عطیك ٔكبثٝ فطْ ثطزاضی تٛاثغ ربثزبیی زٚثؼسی ثطاثط اؾت ثب:

 (   )      (   )      (   )      
 (   )      (   )     (30) 

 ی ٔؼبزلات حبوٓ ضا، فطْ ٌؿؿتٝ(28-30)وبضٌیطی ضٚاثظ ثٙبثطایٗ ثب ثٝ

 ٘ٛقت. (31)ی تٛاٖ ثٝ نٛضت ضاثغٝٔی

  ̈        ( )    (31) 

٘ؿجت ثٝ ظٔبٖ ٚ   ٔؼطف ٔكتك زْٚ  ̈ 

  ٚ   ثطزاض ٔتغیطٞبی ٔیساٖ اؾت.   +              *  

ٞبی غیطذغی ثیبٍ٘ط ثرف ( )   ٞبی ؾفتی ٚ رطْ ثٛزٜ ٚ ٔبتطیؽ

اؾت. قطایظ ٞب اقبضٜ قسٜ ثبقس وٝ زض پیٛؾت ث ثٝ آٖٔبتطیؽ ؾفتی ٔی

 آیس.ٔطظی ٘یع ثٝ عٛض ٔكبثٝ ثٝ فطْ ٌؿؿتٝ زض ٔی

ثطای تجسیُ ٔؼبزلات حطوت ثٝ زؾتٍبٜ ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ػبزی اظ 

ٞبی ٌطزز. ثٝ ایٗ ٔٙظٛض پبؾدضٚقی ٔٛؾْٛ ثٝ ٌّطویٗ ػسزی اؾتفبزٜ ٔی

زؾت آٔسٜ اظ اظ ثرف ذغی ٔؼبزلات ثٝ ػٙٛاٖ تٛاثغ پبیٝ ٔٛضز اؾتفبزٜ لطاض ثٝ

٘ظط وطزٖ ٚ نطف      ̃   ٌیط٘س. ثٙبثطایٗ ثب فطو پبؾد ٞبضٔٛ٘یه ٔی

 قٛز.حبنُ ٔی (32)ی ٞبی غیطذغی ٔؼبزلات ضاثغٝاظ ثرف

  ̃      ̃      ̃  { ̃   ̃   ̃   ̃   ̃ }
 

 (32) 

 (32)ی ٌط فطوب٘ؽ عجیؼی غیطذغی اؾت. ثب حُ ٔؼبزِٝثیبٖ  وٝ 

آیس. زؾت ٔیؾیؿتٓ ثٝ ٞبی عجیؼی ذغی ٚ ثطزاض ٔٛزٞبی اضتؼبقیفطوب٘ؽ

ی ثٝ نٛضت ضاثغٝ (32)ی ٔٙظٛض اػٕبَ ضٚـ ٌّطویٗ ػسزی پبؾد ٔؼبزِٝثٝ

 قٛز.زض ٘ظط ٌطفتٝ ٔی (33)

                                                                                                                                  
1
 Chebyshev-Gauss-Lobatto 

2
 Kronecker tensor product 

 ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅    ̅ ̅    ( اِف  -25) 

 ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅    ̅ ̅    ( ة  -25) 

 ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅    ̅     ( ح  -25) 

 ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅    ̅ ̅    ( ت  -25) 

 ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅    ̅ ̅    ( ث  -25) 

  
 

 
4     

   

    
 5             (26) 
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     (33) 

ی اَٚ ثطزاض ٚیػٜ  ی ٌّطویٗ قبُٔ ٔؼطف ٔبتطیؽ تٛاثغ پبیٝ  وٝ 

 ثیبٍ٘ط ثطزاض ٔرتهبت تؼٕیٓ یبفتٝ اؾت.  ؾیؿتٓ ٚ 

 (   ) (  )  

[
 
 
 
 
      
      
      
      

      ]
 
 
 
 

  

  
(  )  

 0  
( )
   
( )
     

( )
     

( )
   
( )
   
( )
     

( )
1
 

 

 (34) 

        
 0 ̃    

( )
    ̃    

( )
1  

        
 0 ̃    

( )
    ̃    

( )
1  

        
 0 ̃    

( )
    ̃    

( )
1  

        
 0 ̃    

( )
    ̃    

( )
1  

        
 0 ̃    

( )
    ̃    

( )
1 

(35) 
 :(31)زض  (33)ی ٌصاضی ضاثغٝ. ثب ربی        وٝ 

   ̈         (  )    (36) 
زض تٛاثغ پبیٝ فطاٞٓ قٛز٘یبظ ثٝ یه  (36)ی وٝ أىبٖ ضطة ضاثغٝثطای آٖ

 ٌطزز.تؼطیف ٔی (37)ی ثبقس وٝ تٛؾظ ضاثغٌٝط ٔبتطیؿی ٔیػُٕ

       

   

[
 
 
 
 
 
          

          

          

          

          ]
 
 
 
 
 

 

 (37) 
 -        ,ٌیطی ٞؿتٙس وٝ ثط ضٚی ٌطٞبی ا٘تٍطاَػُٕ   ٚ    وٝ 

 ٚ,        
ا٘س. ثب ضطة ٛؾت ت تؼطیف قسٜٚ زض پی ؾبذتٝ قسٜ -

ٔؼبزِٝ زیفطا٘ؿیُ ٔؼِٕٛی ٚاثؿتٝ ثٝ ظٔبٖ اضائٝ  (36)ی زض ضاثغٝ  ٌط  ػُٕ

 قٛز.حبنُ ٔی (38)ی قسٜ تٛؾظ ضاثغٝ

 ̃ ̈   ̃   ̃  (  )    (38) 
 وٝ زض آٖ:

 ̃          ̃          ̃  (  )      (  ) (39) 
   ثٝ     تؼساز زضربت آظازی ؾیؿتٓ اظ  (38)ی وبضٌیطی ضاثغٝثب ثٝ

ای ثبػج وبٞف ٔمساض ٚ ظٔبٖ عٛض لبثُ ٔلاحظٝیبثس وٝ ایٗ أط ثٝوبٞف ٔی

، (31)ی ی اضائٝ قسٜ زض ضاثغٝٔٙظٛض حُ ٔؼبزٌِٝطزز. ثٝا٘زبْ ٔحبؾجبت ٔی

ثٙسی ٔتٙبٚة، ؾبظی قجىٝتٝوبضٌیطی ضٚقی ٔٛؾْٛ ثٝ ٌؿؿثب ثٝ

ٌط قٛز وٝ ثٝ ایٗ ٔٙظٛض اظ یه ػُٕؾبظی ثط ضٚی ظٔبٖ ٘یع ا٘زبْ ٔی ٌؿؿتٝ

⁄     ٌطزز. ثب تؼطیف اؾتفبزٜ ٔی [24]ٌیطی ثؿیبض زلیك ٔكتك
وٝ زض   

ثٝ  (39)ی فطوب٘ؽ اضتؼبقبت غیطذغی اؾت، ضاثغٝ   ٚ  ⁄       آٖ 

 آیس.زض ٔی (40)ی نٛضت ضاثغٝ

(
  

  
*
 

 ̃ ̈   ̃   ̃  (  )    (40) 

ثٙسی ٘مبط ثط ضٚی ظٔبٖ ضا تؼساز ٘مبط ٌطٞی ظٔبٖ ثبقس، قجىٝ   اٌط 

 ٘كبٖ زاز. (41)ی تٛاٖ ثٝ تٛؾظ ضاثغٝٔی

  
  

 

  
        

                  (41) 

 ثط ضٚی ظٔبٖ ػجبضت اؾت اظ:  ی فطْ ٌؿؿتٝ

       [  
( )

    
     

( )

    
     

( )

    
     

( )

    
]
 

 
(42) 

   ٌیطی ٘ؿجت ثٝ ظٔبٖ وٝ ثب ٌط ٔكتكچٙیٗ ػُٕٞٓ
قٛز ثٝ ٔؼطفی ٔی ( )

 .[24]قٛز تؼطیف ٔی (43)ی قىُ ضاثغٝ

{
  
 

  
 

     

     (  )
      

  (   )

  
 

     (  )
         

 (      )

  
             

                

{
 
 
 
 

 
 
 
      

  
 

  
 
 

 

     
(  )   

     
 (   )

  

     
(  )      

     
 (      )

  

             

                

   
( )
   [    ]    

( )
 (  ) ,    - (43) 

   ٌطٞبی وبضٌیطی ػُٕٚ ثٝ (42)ی اظ ضاثغٝ اؾتفبزٜثب 
ی ، فطْ ٌؿؿتٝ()

 آیس.زض ٔی (44)ی ثٝ نٛضت ضاثغٝ (40)ی ضاثغٝ

(
  

  
*
 

 ̃    
( ) 

  ̃   ̃  (  )     (44) 

فطْ ثطزاضی یه ضاثغٝ وٝ ثٝ ٔٙظٛض تكىیُ  (45)ای ثب تٛرٝ ثٝ ضاثغٝ

 :[25] ضٚزوبض ٔی ثٝ

⌈   ⌉  (    )⌈ ⌉ (45) 

 ثبظ٘ٛیؿی ٕ٘ٛز. (46)ی تٛاٖ ثٝ قىُ ضاثغٝضا ٔی (44)ی ضاثغٝ

:(
  

  
*
 

.   
( )
  ̃/  (     ̃); ⌈ ⌉  ⌈ ̃  (  )⌉    

 (46) 

 اؾت.      ای ثب اثؼبز ٔبتطیؽ یىٝ    وٝ 

وٝ ٔؼطف   ٚ تؼییٗ ٔزٟٛلات  (46)ی ٔؼبزِٝ زض ٟ٘بیت ثٝ ٔٙظٛض حُ

وٕبٖ -زؾت آٚضزٖ پبؾد فطوب٘ؿی اظ ضٚـ عَٛثطزاض ربثزبیی اؾت ٚ ٘یع ثٝ

ثٝ عٛض ٔرتهط  [26]وٕبٖ -ی ػّٕىطز ضٚـ عَٛاؾت. زض ازأٝ ٘حٜٛ قسٜ

 تٛضیح زازٜ قسٜ اؾت.

ثٝ اظای ٔمبزیط ٔرتّف  (   ) ٔٙظٛض حُ زؾتٍبٜ ٔؼبزلات غیطذغی ثٝ

ضافؿٖٛ ٚ ٘یع ضٚـ تؼمیت -ٞبی ٔرتّفی ٕٞچٖٛ ضٚـ ٘یٛتٗضٚـ  پبضأتط 

اؾىبِط حمیمی ٚ  یه  ،     رب )وٙتطَ( ؾبزٜ ٚرٛز زاضز. زض ایٗ

ٞبی شوط قسٜ ثطای حُ ٞبی ضٚـثبقس. یىی اظ ضؼفٔی           

    یب   اؾت وٝ غاوٛثیٗ  (   )زؾتٍبٜ ٔؼبزلات غیطذغی زض ٘مبعی اظ 

تٛا٘س زض ربٞبیی ضخ زٞس وٝ انغلاحبً ٔی    ٔٙفطز ثبقس. ٔٙفطز ثٛزٖ 

٘بٌٟب٘ی اظ ٔؿیط اِٚیٝ ثبقس. ٔٙحٙی زض آٖ ٘مبط زاضای تبذٛضزٌی یب ثبظٌكت 

زض ضٚـ عَٛ وٕبٖ ثطای غّجٝ ثط ایٗ ٔكىُ پبضأتطٞبی ٔؿأِٝ ٔزسزا تؼطیف 

قٛز ثٝ عٛضی ٔؼطفی ٔی  قٛ٘س. ثٝ ایٗ ٔٙظٛض پبضأتط تمطیجی عَٛ وٕبٖ ٔی

ثبقٙس. ٕٞچٙیٗ ثطزاض رسیسی ثٝ نٛضت ٔی  ٚاثؿتٝ ثٝ   ٚ   وٝ 

تٛاٖ اؾت. ثب ا٘زبْ ایٗ وبض ٔی  تٝ ثٝ قٛ٘س وٝ ٚاثؿتؼطیف ٔی (   )  

(   ) زؾتٍبٜ ٔؼبزلات پبضأتطی رسیسی ثٝ نٛضت    ثب پبضأتط    

زؾت آٚضزٖ پبؾد ایٗ زؾتٍبٜ ٔؼبزلات لاظْ اؾت وٝ تكىیُ زاز. ثطای ثٝ

زض ٘مبط تبذٛضزٌی     قٛز وٝ غیطٔٙفطز ثبقس. حبثت ٔی    یب   غاوٛثیٗ 

 ثبقس.ٔٙحٙی غیطٔٙفطز ٔی

 نتایج عذدی -4
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ی ٔرطٚعی ٘بلم ی ٘تبیذ ػسزی پبؾد فطوب٘ؿی پٛؾتٝزض ایٗ ثرف ثب اضائٝ

ؾبزٜ ٔٛضز ثطضؾی لطاض -ٌیطزاض ٚ ؾبزٜ-ٌیطزاض، ؾبزٜ-زض قطایظ ٔطظی ٌیطزاض

 ی ٔٛضز ثطضؾی ػجبضت اؾت اظٌطفتٝ اؾت. ذٛال ٔىب٘یىی پٛؾتٝ

،  وٝ  (     )       ٚ       ، (    )           

ثبقٙس. تطتیت ٔؼطف ٔسَٚ الاؾتیؿیتٝ، ضطیت پٛآؾٖٛ ٚ چٍبِی ٔیثٝ  ٚ   

ی حبضط زض ٞبی اضائٝ قسٜ زض ٔمبِٝثٝ ٔٙظٛض ثطضؾی نحت ٘تبیذ، پبؾد

ٔلاحظٝ ثب یىی اظ وبضٞبی ٔٛرٛز زض زثیطٜ ٔمبیؿٝ قسٜ اؾت ٚ  1رسَٚ 

قٛز وٝ ٘تبیذ اضائٝ قسٜ زض تحمیك حبضط ثب زلت ٔٙبؾجی ثب ٘تبیذ ٔطرغ  ٔی

 ٔغبثمت زاض٘س. [21]

ٞبی اظ آ٘زبیی ٔغبِؼبت ا٘زبْ قسٜ ثط ضٚی اضتؼبقبت غیطذغی پٛؾتٝ

ٔرطٚعی ثؿیبض ا٘سن اؾت، ِصا ثطای حهَٛ اعٕیٙبٖ اظ ضٚـ ٚ ٘تبیذ 

ی ضأؼ ظاٚیٌٝطفتٗ ٘یٓی حبضط ثب زض ٘ظط غیطذغی اضائٝ قسٜ، ٘تبیذ ٔمبِٝ

ٚ  [27]( ثب ٘تبیذ اضائٝ قسٜ تٛؾظ قٗ    ٔرطٚط ٘بلم ثطاثط نفط زضرٝ )

ای ٔمبیؿٝ قسٜ اؾت. لاظْ ثٝ ی اؾتٛا٘ٝثطای یه پٛؾتٝ [28]٘یع ضارٛ ٚ ضائٛ 

ی ضأؼ ٔرطٚط ثطاثط نفط زض ٘ظط ٌطفتٝ شوط اؾت زض نٛضتی وٝ ٘یٓ ظاٚیٝ

ی یُ ذٛاٞس قس. ثٝ ایٗ ٔٙظٛض یه پٛؾتٝقٛز، ٔرطٚط ٘بلم ثٝ اؾتٛا٘ٝ تجس

 ،             ،      ٔرطٚعی ثب ٔكرهبت 

زض              ٚ       ،          ،          

 ٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت.

ٞبی ٔحیغی زض ٚ تؼساز ٔٛد    ٞبی عِٛی ٘تبیذ ثطای تؼساز ٔٛد

٘كبٖ  2ا٘س. ٘تبیذ اضائٝ قسٜ زض رسَٚ زؾت آٔسٜثٝ      ؾٝ حبِت 

زؾت آٔسٜ اظ تحمیك حبضط ثب زلت ذٛثی ثب ٔطارغ ٞبی ثٝزٞس وٝ پبؾد ٔی

 ٔصوٛض ٔغبثمت زاضز.

 تحلیل پاسخ فرکانسی -1-4

ٞبیی ٔرطٚعی زض ایٗ ثرف پبؾد فطوب٘ؿی اضتؼبقبت غیطذغی پٛؾتٝ

 بی وٛچه ثٝٞایعٚتطٚپیه ثٝ اظای ٔتغیطٞبی ٔرتّف اظ لجیُ ٘ؿجت قؼبع

ی ضأؼ ٔرطٚط، ثطای ؾٝ قؼبع ثعضي، ٘ؿجت ضربٔت ثٝ قؼبع، ٘یٓ ظاٚیٝ

 ؾبزٜ ٔٛضز ثطضؾی لطاض-ٌیطزاض ٚ ؾبزٜ-ٌیطزاض، ؾبزٜ-قطط ٔطظی ٌیطزاض

 ٌطفتٝ اؾت.

 
   ) √       ثؼس )ٞبی عجیؼی ثیی فطوب٘ؽٔمبیؿٝ 1جدول 

 ) ( ثٝ ⁄ 

 :زض قطایظ ٔطظی ٔرتّف ٚاظای ٔٛزٞبی اضتؼبقی ٌٛ٘بٌٖٛ 
 (                                       ⁄       
              ⁄     ) 
Table 1 Comparison of dimensionless fundamental natural frequencies 

(       √ (   
 )  ⁄ ) for vibration modes and boundary 

conditions (                                     
   ⁄                     ⁄     ) 

ی ( ثطای یه پٛؾتٝ⁄     ی ٘ؿجت فطوب٘ؽ غیطذغی ثٝ ذغی )ٔمبیؿٝ 2جدول 

 ٔرطٚعی ایعٚتطٚپیه
(                                           
                   ) 
Table 2 Comparison of nonlinear to linear frequency ratio (     ⁄ ) 

for an isotropic conical shell (                        
                                   ⁄ ) 

ٞبی ٔرتّف پبؾد فطوب٘ؿی اضتؼبقبت غیطذغی ثٝ اظای ٘ؿجت 2زض قىُ 

ٌیطزاض، -( زض ؾٝ قطط ٔطظی ٌیطزاض⁄   ضربٔت ثٝ قؼبع ثعضي ٔرطٚط )

زٞٙس وٝ ثب ؾبزٜ ثطضؾی قسٜ اؾت. ٘تبیذ ٘كبٖ ٔی-ٌیطزاض ٚ ؾبزٜ-ؾبزٜ

ٞبی ٔحیغی قىُ ٔٛز اضتؼبقی ذغی ٚ تؼساز ٔٛد ⁄   افعایف ٘ؿجت 

ٌیطزاض ثب افعایف -عٛضی وٝ زض قطط ٔطظی ٌیطزاضٕٔىٗ اؾت تغییط وٙٙس. ثٝ

ٚ  8ٞبی ٔحیغی ثٝ تطتیت ثطاثط تؼساز ٔٛد 0.008ثٝ  0.005اظ  ⁄   ٘ؿجت 

چٙیٗ یبثس. ٞٓوبٞف ٔی 1قٛ٘سٌیثبقس ٚ زض ایٗ ٔحسٚزٜ احطات ؾرتٔی 6

ثٛزٜ ٚ  6ٞبی ٔحیغی ثطاثط تؼساز ٔٛد 0.01ثٝ  0.008اظ  ⁄   ثب افعایف 

عٛض ثٝقٛز. قٛ٘سٌی ٔكبٞسٜ ٔیٔب٘س ٚ افعایف زض احطات ؾرتحبثت ثبلی ٔی

قىُ ٔٛز  ⁄   تٛاٖ ٘تیزٝ ٌطفت وٝ چٙب٘چٝ ثب افعایف ٘ؿجت وّی ٔی

یبثس. أب ی وبٞف ٔیقٛ٘سٌاضتؼبقی ذغی پٛؾتٝ تغییط وٙس، احطات ؾرت

چٙب٘چٝ قىُ ٔٛز اضتؼبقی حبثت ٚ ثسٖٚ تغییط ثبلی ثٕب٘س، افعایف ٘ؿجت 

 قٛ٘سٌی ٕٞطاٜ اؾت.ثب افعایف احطات ؾرت ⁄   

( ثط اضتؼبقبت ⁄    ٞبی ٔرتّف )تأحیط ٘ؿجت قؼبع 3زض قىُ 

ی ٔرطٚعی زض قطایظ ٔطظی ٔرتّف ثطضؾی قسٜ اؾت. لاظْ غیطذغی پٛؾتٝ

ثبقس. قؼبع ثعضي ٔرطٚط ٘بلم ٔی   قؼبع وٛچه ٚ    وٝ  ثٝ شوط اؾت

-ٌبٜ ؾبزٜزٞٙس وٝ زض تٕبٔی قطایظ ٔطظی ثٝ اؾتخٙبء تىیٝ٘تبیذ ٘كبٖ ٔی

قىُ ٔٛز اضتؼبقی ذغی ٚ تؼساز  ⁄    چٝ ثب افعایف ٘ؿجت ؾبزٜ چٙبٖ

قٛز قٛ٘سٌی زض پٛؾتٝ وٓ ٔیٞبی ٔحیغی حبثت ثبلی ثٕب٘س احطات ؾرتٔٛد

ٞبی ٔحیغی ٕٞطاٜ ثب تغییط تؼساز ٔٛد ⁄    نٛضتی وٝ افعایف  أب زض

قٛز وٝ زض چٙیٗ ٔلاحظی ٔییبثس. ٞٓقٛ٘سٌی افعایف ٔیثبقس احطات ؾرت

ؾبزٜ ٔٛز اضتؼبقی حبثت ٚ ثٝ نٛضت ٔتمبضٖ ٔحٛضی ثٛزٜ ٚ -ٌبٜ ؾبزٜتىیٝ

 قٛ٘سٌی ضا ثٝ ز٘جبَ زاضز.افعایف احطات ؾرت ⁄    افعایف ٘ؿجت 

پبؾد فطوب٘ؿی اضتؼبقبت غیطذغی ضا ثطای ٔمبزیط ٔرتّف ٘یٓ  4قىُ 

زٞس. ثب افعایف ( ٚ زض قطایظ ٔطظی ٔتفبٚت ٘كبٖ ٔی ی ضأؼ ٔرطٚط )ظاٚیٝ

قٛ٘سٌی قٛز وٝ احطات ؾرتزض رٝ ٔكبٞسٜ ٔی 70زضرٝ تب  30اظ   ی ظاٚیٝ

وبٞف ٚ ٌیطزاض ثٝ عٛض ٔتٙبٚة اثتسا -ٌیطزاض ٚ ؾبزٜ-زض قطایظ ٔطظی ٌیطزاض

ؾبزٜ قىُ ٔٛز اضتؼبقی غبِت، -ٌبٜ ؾبزٜیبثس. زض تىیٝؾپؽ افعایف ٔی

قٛ٘سٌی ثٝ عٛض پیٛؾتٝ ظیبز ، احطات ؾرت ٔتمبضٖ ٔحٛضی ثٛزٜ ٚ ثب افعایف 

 قٛز.ٔی

تأحیط تغییط قطایظ ٔطظی ثط پبؾد فطوب٘ؿی اضتؼبقبت  5زض قىُ 

ٌطفت وٝ  تٛاٖ ٘تیزٝی ٔرطٚعی ثطضؾی قسٜ اؾت. ٔیپٛؾتٝ غیطذغی

 ٌیطزاض ٚ-ٌیطزا، ؾبزٜ-ٞبی ٌیطزاضٌبٜاحطات ؾرت قٛ٘سٌی ثٝ تطتیت زض تىیٝ
 

                                                                                                                                  
1
 Hardening effects 

ؾبزٜ-ؾبزٜ ٌیطزاض-ؾبزٜ  ٌیطزاض-ٌیطزاض   

 ٔطرغ ٔٛز
[21] 

ی ٔمبِٝ

 حبضط

ٔطرغ 
[21] 

ی ٔمبِٝ

 حبضط
ٔطرغ 
[21] 

ی ٔمبِٝ

 حبضط

0.2233 0.2230 0.3458 0.3751 0.3970 0.3971 1 

0.3248 0.3255 0.3598 0.3837 0.4095 0.4095 2 

0.3348 0.3353 0.3657 0.3999 0.4151 0.4151 3 

0.3524 0.3529 0.4102 0.4326 0.4570 0.4569 4 

0.3947 0.3951 0.4164 0.4488 0.4577 0.4575 5 

0.4033 0.4036 0.4715 0.5137 0.5189 0.5179 6 

0.4684 0.4683 0.5203 0.5249 0.5430 0.5429 7 

(   )  (   ) (   )  (   ) 
    
 

ٔطرغ  
[28] 

ٔطرغ 
[27] 

ی ٔمبِٝ

 حبضط
ٔطرغ 
[28] 

ٔطرغ 
[27] 

ی ٔمبِٝ

 حبضط

1.0060 1.0072 1.0063 1.0006 1.0008 1.0010 1.0 

1.0235 1.0342 1.0250 1.0024 1.0029 1.0034 2.0 

1.0516 1.0731 1.0552 1.0053 1.0063 1.0095 3.0 
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 (a))اِف(  

 

 
 (b))ة(  

 
 (c))ح(  

Fig. 2 Non-dimensional maximum deflection of conical shell versus 

frequency ratio for different  ratio of (   ⁄ ), a) fully clamped, b) 
simply supported-clamped, c) fully simply supported 

ٞبی ٔتفبٚت ضربٔت ثٝ قؼبع پبؾد فطوب٘ؿی اضتؼبقبت غیطذغی ثطای ٘ؿجت 2شكل 

 ؾبزٜ-ٌیطزاض ز( ؾبزٜ-ٌیطزاض د( ؾبزٜ-: اِف( ٌیطزاض(⁄   )ثعضي ٔرطٚط 

ای وٝ ثیكتطیٗ احطات ٌٛ٘ٝثٝوٙس، ؾبزٜ ضٚ٘س افعایف ضا عی ٔی-ؾبزٜ

-ٌبٜ ٌیطزاضؾبزٜ ٚ وٕتطیٗ آٖ زض تىیٝ-ٌبٜ ؾبزٜتىیٝقٛ٘سٌی زض  ؾرت

 قٛز.ٌیطزاض زیسٜ ٔی

 ی ٔرطٚعیتٝٞبیی اظ قىُ ٔٛزٞبی اضتؼبقی یه پٛؾ٘یع ٕ٘ٛ٘ٝ 6قىُ 
 

 زٞس.( ٔرتّف ٘كبٖ ٔی ٞبی ٔحیغی )٘بلم ضا ثٝ اظای تؼساز ٔٛد

 گیرینتیجه 5-

ٞبی ٔرطٚعی ٘بلم ٔٛضز ثطضؾی لطاض  پٛؾتٝزض ایٗ ٔمبِٝ اضتؼبقبت غیطذغی 

 ٔٙظٛض اؾترطاد ٔؼبزلات حبوٓ ٚ قطایظ ٔطظی، ثط اؾبؼٌطفتٝ اؾت. ثٝ
 

 
 (a))اِف(  

 

 
 (b))ة(  

 
 (c))ح(  

Fig. 3 Non-dimensional maximum deflection of conical shell versus 

frequency ratio for different ratio of (    ⁄ ), a) fully clamped, b) 
simply supported-clamped, c) fully simply supported 

ٞبی ٔتفبٚت ٞبی قؼبعپبؾد فطوب٘ؿی اضتؼبقبت غیطذغی ثطای ٘ؿجت 3شكل 
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 (a))اِف(  

 

 
 (b))ة(  

 
 (c))ح(  

Fig. 4 Non-dimensional maximum deflection of conical shell versus 

frequency ratio for different (   ⁄ ) ratio,  a) fully clamped,  b) simply 
supported-clamped, c) fully simply supported 

ٞبی ٔتفبٚت ضربٔت ثٝ قؼبع پبؾد فطوب٘ؿی اضتؼبقبت غیطذغی ثطای ٘ؿجت 4شكل 

 ؾبزٜ-ٌیطزاض ز( ؾبزٜ-د( ؾبزٜ ٌیطزاض-: اِف( ٌیطزاض(⁄   )رطٚط ثعضي ٔ
 

ٞبی ٔزبظی ی زاُ٘، انُ ربثزبییتئٛضی تغییط قىُ ثطقی ٔطتجٝ اَٚ پٛؾتٝ

ٞبی تطثیغ زیفطا٘ؿیّی ضٚـ وبضٌیطیٔٛضز اؾتفبزٜ لطاض ٌطفت. ثب ثٝ

اظ ی ٔىبٖ ٚ ثب اؾتفبزٜ ؾبظی زض حٛظٜیبفتٝ ٌّٚطویٗ ػسزی ٌؿؿتٝ تؼٕیٓ

 ثٙسی ٔتٙبٚة ٌؿؿتٝ ؾبظی ثط ضٚی ظٔبٖ نٛضتؾبظی قجىٝضٚـ ٌؿؿتٝ
 

 
Fig. 5 Non-dimensional maximum deflection of conical shell versus 

frequency ratio for boundary conditions 
 پبؾد فطوب٘ؿی اضتؼبقبت غیطذغی زض قطایظ ٔطظی ٔرتّف 5شكل 

ٞبی ٔرطٚعی پصیطفت ٚ زض ٟ٘بیت پبؾد فطوب٘ؿی اضتؼبقبت غیطذغی پٛؾتٝ

ی ٘تبیذ ػسزی احطات زؾت آٔس. ثب اضائٝ وٕبٖ ثٝ-ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ عَٛ

ٞبی وٛچه ثٝ ثعضي، چٖٛ ٘ؿجت ضربٔت ثٝ قؼبع، ٘ؿت قؼبعػٛأّی ٞٓ

ٔرتّف ثط اضتؼبقبت غیطذغی  ی ضأؼ ٔرطٚط ٚ قطایظ ٔطظیظاٚیٝ

ٞبی ٔرطٚعی ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٌطفت. ٔكبٞسٜ ٌطزیس وٝ تغییط قىُ  پٛؾتٝ

قٛ٘سٌی ٚ ٛرٟی ثط احطات ؾرتٔٛز اضتؼبقی غبِت پٛؾتٝ، تأحیط لبثُ ت

تٛاٖ ثٝ زؾت آٔسٜ ٔیتطیٗ ٘تبیذ ثٝچٙیٗ اظ ٟٔٓاضتؼبقبت غیطذغی زاضز. ٞٓ

 ٔٛاضز ظیط اقبضٜ ٕ٘ٛز.

  زض نٛضتی وٝ قىُ ، (⁄   )ثب افعایف ٘ؿجت ضربٔت ثٝ قؼبع

ٞبی عِٛی ٚ ٔحیغی پٛؾتٝ تغییط ٘ىٙس، ٔٛز اضتؼبقی ٚ تؼساز ٔٛد

یبفتٝ ٚ چٙب٘چٝ قىُ ٔٛز اضتؼبقی ٚ احطات ؾرت قٛ٘سٌی افعایف 

قٛ٘سٌی ٞبی ٔحیغی زچبض تغییط قٛز احطات ؾرتتؼساز ٔٛد

ػّت تغییط ٘بٌٟب٘ی اٍِٛی احطات ؾرت قٛ٘سٌی ضا یبثس. وبٞف ٔی

تٛاٖ زض تغییط ٘بٌٟب٘ی ؾفتی ؾبظٜ رؿت ٚ رٛ وطز. ثٝ ایٗ ٔؼٙی ٔی

ظٜ ثٝ وٝ تغییط قىُ ٔٛز اضتؼبقی غبِت ثط اٍِٛی تغییط ؾفتی ؾب

 ٌصاضز.عٛض ٔؿتمیٓ تأحیط ٔی
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Fig. 6 Mode shapes of the conical shell for different circumferential ( ) 
wave numbers 

(  ٞبی ٔحیغی )اظای تؼساز ٔٛدثٝ ی ٔرطٚعیقىُ ٔٛزٞبی اضتؼبقی پٛؾتٝ 6شكل 
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 ٝی ٔرطٚعی ثب افعایف ٘ؿجت قؼبع وٛچه ثٝ قؼبع ثعضي پٛؾت

ٌیطزاض چٙب٘چٝ -ٌیطزاض ٚ ؾبزٜ-ٞبی ٌیطزاضٌبٜ(، زض تىیٝ⁄    )

ٞبی عِٛی ٚ ٔحیغی حبثت ثبلی قىُ ٔٛز اضتؼبقی ٚ تؼساز ٔٛد

٘چٝ یبثس أب چٙبقٛ٘سٌی زض پٛؾتٝ وبٞف ٔیثٕب٘ٙس، احطات ؾرت

قٛ٘سٌی ثب ذٛـ تغییط قٛز، احطات ؾرتقىُ ٔٛز اضتؼبقی زؾت

ؾبزٜ قىُ -ٌبٜ ؾبزٜچٙیٗ زض تىیٝٞٓ افعایف ٕٞطاٜ ذٛاٞس ثٛز.

 ⁄    ٔٛز اضتؼبقی غبِت ٔتمبضاٖ ٔحٛضی ثٛزٜ ٚ ثب افعایف ٘ؿجت 

قٛ٘سٌی زض ایٗ قطط ٔطظی ثٝ عٛض پیٛؾتٝ افعایف احطات ؾرت

٘تیزٝ ٌطفت وٝ ثب تغییط قىُ ٔٛز  تٛاٖ چٙیٗیبثس. ِصا ٔیٔی

 ٌیطزاض-ٌیطزاض ٚ ؾبزٜ-ٌیطزاض ضتؼبقی غبِت پٛؾتٝ زض قطایظ ٔطظیا

-ٌبٜ ؾبزٜقٛز أب زض تىیٝؾفتی ؾبظٜ ٘بٌٟبٖ زؾترٛـ تغییط ٔی

ٖ ٔحٛضی ٚ ثسٖٚ تغییط ثبلی ؾبزٜ وٝ قىُ ٔٛز اضتؼبقی ٔتمبض

 وٙس.ٔب٘س ؾفتی ؾبظٜ اظ اٍِٛی یىٙٛاذتی پیطٚی ٔی ٔی

 ٝزضرٝ  70زضرٝ تب  30(، اظ  ی ضأؼ ٔرطٚط )ثب افعایف ٘یٓ ظاٚی

-قٛ٘سٌی زض قطایظ ٔطظی ٌیطزاضقٛز وٝ احطات ؾرتٔكبٞسٜ ٔی

ٌیطزاض ثٝ عٛض ٔتٙبٚة اثتسا وبٞف ٚ ؾپؽ افعایف -ٌیطزاض ٚ ؾبزٜ

ؾبزٜ قىُ ٔٛز اضتؼبقی غبِت، ٔتمبضٖ -ٌبٜ ؾبزٜیبثس. زض تىیٝٔی

قٛ٘سٌی ثٝ عٛض پیٛؾتٝ ، احطات ؾرت  ٔحٛضی ثٛزٜ ٚ ثب افعایف

 قٛز.ظیبز ٔی

  قٛ٘سٌی ثٝ تطتیت زض ؾرتثب تغییط قطایظ ٔطظی احطات

ؾبزٜ ضٚ٘س -ٌیطزاض ٚ ؾبزٜ-ٌیطزاض، ؾبزٜ-ٞبی ٌیطزاض ٌبٜ تىیٝ

زٞس وٝ ٞط چٝ زض ایٗ ٔٛضٛع ٘كبٖ ٔی وٙس.افعایكی ضا عی ٔی

احطات ٚزیت ثیكتطی ایزبز قٛز ٔطظٞب ثطای پٛؾتٝ ٔحس

 قٛ٘سٌی ثب وبٞف ثیكتطی ٕٞطاٜ اؾت. ؾرت

 ٝؾبزٜ ثب تغییط پبضأتطٞبی ٞٙسؾی قىُ ٔٛز -ٌبٜ ؾبزٜزض تىی

اضتؼبقی غبِت ثسٖٚ تغییط ٚ ثٝ نٛضت ٔتمبضٖ ٔحٛضی ثٛزٜ ٚ ثب 

افعایف تٕبٔی پبضأتطٞبی ٞٙسؾی زض ایٗ قطط ٔطظی احطات ؾرت 

 قٛ٘سٌی ثب افعایف ٕٞطاٜ اؾت.

 فهرست علایم 6-

 ٔبتطیؽ تٛاثغ پبیٝ  

  
  زض ضاؾتبی   ی ٌیط ٔطتجٌٝط ٔكتكػُٕ ( )

  
  زض ضاؾتبی   ی ٌیط ٔطتجٌٝط ٔكتكػُٕ ( )

   
 ٘ؿجت ثٝ ظٔبٖ  ی ٌیط ٔطتجٌٝط ٔكتكػُٕ ( )

 (    ٔسَٚ الاؾتیؿیتٝ )  

 ( ضربٔت )  

 ٔبتطیؽ یىٝ  

 ٔبتطیؽ ؾفتی  

 ٔبتطیؽ ؾفتی غیطذغی    

 ضطیت تهحیح ثطقی   

 ی ٔرطٚعیعَٛ یبَ پٛؾتٝ  

 ٔبتطیؽ رطْ  

 ٌكتبٚضٞبی ذٕكی    

 ٞبی عِٛیتؼساز ٔٛد  

  تؼساز ٘مبط ٌطٞی زض ضاؾتبی    

 ٞبی ٔحیغیتؼساز ٔٛد  

  تؼساز ٘مبط ٌطٞی زض ضاؾتبی    

 تؼساز وُ ٘مبط ٌطٞی ضٚی ٔىبٖ   

 ٌطٞی ضٚی ظٔبٖتؼساز ز٘مبط    

 ٘یطٚٞبی ٔٙتزٝ    

 یبفتٝثطزاض ٔرتهبت تؼٕیٓ  

 ٞبثطزاض ٔزٟٛلات قبُٔ ربثزبیی  

 ( قؼبع وٛچه ٔرطٚط )   

 ( قؼبع ثعضي ٔرطٚط )   

 ( قؼبع ٔرطٚط زض ؾغح ٔمغغ زِرٛاٜ )  

 ثؼس ٔرطٚط زض ؾغح ٔمغغ زِرٛاٜقؼبع ثی ̅ 

  ٌیط زض ضاؾتبی ٌط ا٘تٍطاَػُٕ   

  ٌیط زض ضاؾتبی ٌط ا٘تٍطاَػُٕ   

 ( ظٔبٖ )  

 ( ی تٙبٚة )زٚضٜ   

 ثؼسی تٙبٚة ثیزٚضٜ  

 ی ٔیب٘یربثزبیی عِٛی نفحٝ  

 ی ٔیب٘یربثزبیی ٔحیغی نفحٝ  

 ی ٔیب٘یربثزبیی قؼبػی نفحٝ  

      ثؼس ٔتغیطٞبی فطْ ثی ̅  ̅  ̅ 

 ٔرتهبت عِٛیٔحٛض   

 ٔحٛض ٔرتهبت قؼبػی  

 ٞبی غیطذغی ٔؼبزلاتثرف  

 ی ٔؼبزلاتثؼس قسٜٞبی غیطذغی ثیثرف ̅ 

 علایم یونانی

 ٔحٛض ٔرتهبت ٔحیغی  

  زٚضاٖ ؾغح ٔیب٘ی حَٛ ٔحٛض   

  زٚضاٖ ؾغح ٔیب٘ی حَٛ ٔحٛض   

 وط٘ف    

 تٙف    

 ضطیت پٛآؾٖٛ  

 (     چٍبِی )  

 ا٘طغی رٙجكی   

 ا٘طغی وط٘كی   

 وبض ٘یطٚٞبی ذبضری   

 فطوب٘ؽ عجیؼی  

 فطوب٘ؽ اضتؼبقبت غیطذغی    

 ثؼسفطوب٘ؽ غیطذغی ثی   

 ضطایت ؾبذتبضی لأٝ    

 ی ضأؼ ٔرطٚط٘یٓ ظاٚیٝ  

 ٘ؿجت قؼبع ثعضي ثٝ عَٛ ٔرطٚط  

 ثؼسٔحٛض ٔرتهبت عِٛی ثی  

 ٘ؿجت عَٛ ثٝ ضربٔت ٔرطٚط  

 پیوست 7-

 (18)ی های غیرخطی در راتطهعثارت -الف -7
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وزنی روش ترتیع دیفرانسیلی اجسای ماتریس ضرایة  -ج-7

 یافته تعمیم

یبفتٝ ثب زض زض ضٚـ تطثیغ زیفطا٘ؿیّی تؼٕیٓ  ی ٚظ٘ی ٔكتك ٔطتجٝضطایت 

ػجبضت اؾت اظ -     , ٘ظط ٌطفتٗ تٛظیغ ٘مبط ٌؿؿتٝ ثٝ نٛضت 

[20]: 
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 (31)ی های تعریف شده در راتطهماتریس -ت-7
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 وٝ:
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 ̅
  

̅ وٝ   〈   ̅ 〉ٚ ػلأت  〈     ی یه ٔؼطف قىُ لغطی قسٜ 〈

ثٝ عطیك ٔكبثٝ     ٞبی ی ؾبیط ٔؤِفٝچٙیٗ فطْ ٌؿؿتٝٔبتطیؽ اؾت. ٞٓ

 لبثُ ٔحبؾجٝ اؾت.

   〈  ̅       ̅       ̅       ̅       ̅     〉  
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 1ٞبزأبضز ٔؼطف ضطة  ٞبی یىٝ ثٛزٜ ٚ ػلأت ٔبتطیؽ   ٚ    وٝ 

 اؾت.

٘یع ثٝ عطیك ٔكبثٝ لبثُ ٔحبؾجٝ  ( )  ٚ  ( )  ، ( )  ، ( )  

 ٞؿتٙس

 (37)ی گیری در راتطهگر انتگرالعمل -ث -7

∫  ( )  
   

  

  :∑  ̃( )  
( )

    

   

;       

    [  ]    
 :∑  ̃( )  

( )

    

   

;  

 ̃( )  6
(     )

   

    (   ) 
   

(       )
    (       )

   

    (   ) 
 

                   
(       )

   

    (   ) 
7                    

  وٝ 
زض ضٚـ تطثیغ   ی ٌیط یب ضطایت ٚظ٘ی ٔطتجٌٝط ٔكتكػُٕ ( )

ٔؤِفٝ اؾت وٝ    ثطزاضی ؾغٛ٘ی ثب تؼساز   یبفتٝ ثٛزٜ ٚ زیفطا٘ؿیّی تؼٕیٓ

                                                                                                                                  
1
 Hadamard product 

 ثبقس.ٔی              زض  ( ) قبُٔ ٔمبزیط ٌطٞی تبثغ زِرٛاٜ 
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