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ور درون استون، آب، تتراکلوریدکربن و بوتانول، با در نظر گرفتن تئوری میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی غوطهخطی در این پژوهش رفتار غیر 
گیرد. این تئوری شامل پارامتر مقیاس طولی مواد است که اثر اندازه را در بررسی رفتار سیستم غیرکلاسیک گرادیان کرنشی مورد بررسی قرار می

نوک جاذبه واندروالس بین /گری موجود در نیروی دافعهرخطی میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی ناشی از غیرخطیگیرد. رفتار غیدر نظر می
ها در هوا و خلاء متفاوت نطور کلی با رفتار آدلیل وجود نیروی هیدرودینامیکی بهور در سیال بهباشد. رفتار میکروتیر غوطهو نمونه میپروب 

، تابع پتانسیل و همچنین صفحه ای و معمولی، شرایط مرزی، تحلیل پایداریفرکانسی، شکل مود، معادلات حرکت پارهاست. در این مقاله پاسخ 
برای این منظور  یافته مقایسه شده است. بهبود کوپل تنش تئوریآید. علاوه بر این نتایج مدل فعلی با دست میصورت تحلیلی بهفاز سیستم به

شود. انتهای گیردار این متصل به انتهای آزاد آن به صورت یک جرم متمرکز در نظر گرفته مینوک پروب ی اتمی و میکروتیر میکروسکوپ نیرو
صورت هارمونیک تحریک شده و معادلات غیرخطی حاکم بر حرکت میکروتیر با در نظر گرفتن تئوری میکروتیر از طریق المان پیزوالکتریک به

آید. با استفاده از روش گلرکین فرم دیفرانسیل معمولی معادله حرکت سیستم دست میتفاده از اصل همیلتون بهتیر اویلر برنولی و همچنین با اس
 .صورت تحلیلی حل خواهد شددست خواهد آمد و با استفاده از رویکرد انحراف جزئی بهبه
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 In this study, nonlinear behavior of an atomic force microscopes (AFM) immersed in acetone, water, 

carbon tetrachloride (CCl4), and 1-butanol is investigated using non-classical strain gradient theory. In 

this theory, the size effect of system is taking into account by means of material length scale parameter. 
The nonlinear behavior of the AFM is due to the nonlinearity of the AFM tip–sample interaction caused 

by the Van der Waals attraction/repulsion force. Behavior of micro beam immersed in liquid is 
completely different with its behavior in air and vacuum due to the existence of hydrodynamic force. 

The Resonant frequencies, mode shapes, governing nonlinear partial and ordinary differential equations 

(PDE and ODE) of motion, stability analysis, boundary conditions, potential function and phase-plane 
of the system are obtained analytically in the present study. Furthermore, the results are compared with 

the one obtained by the modified couple stress theory. For this purpose, the AFM and the probe at the 

free end of micro beam are modeled as a lumped mass. The fixed end of micro beam is excited by 
piezoelectric element. The nonlinear PDE of motion is derived based on Euler-Bernoulli theory by 

employing the Hamilton principle.  The Galerkin method is utilized to gain the governing nonlinear 

ODE of motion and the obtained ODE is analytically solved by means of perturbation techniques. 
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 مقدمه 1-

در سال  [1]برای اولین بار توسط باینینگ  1میکروسکوپ های نیروی اتمی

های متفاوتی نظیر ها در محیطروسکوپاین میک .اختراع شده است 1986

های نیروی اتمی هوا، خلاء و مایع مورد استفاده قرار گرفته است. میکروسکوپ
                                                                                                                                  
1 Atomic force microscope 

برداری با وضوح بالا در مقیاس نانو دارای قابلیت قابل توجهی در تصویر

در ابعاد نانو و  2کاریای برای دستطور گستردهو به [4-2]باشند می

ی 3همچنین نانولیتوگراف
ل هایسیستم در  مورد  4میکرو/نانو الکترومکانیکا

                                                                                                                                  
2 Nano-manipulation 
3 Nano-lithography 
4 Micro/Nano-electromechanical systems 
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های نیروی های میکروسکوپ. از دیگر کاربرد[7-5]گیرند استفاده قرار می

اتمی بررسی خواص و ساختار مواد رسانا، عایق، نرم، سخت، منسجم، پودری و 

های سطح، توزیع چسبندگی، اصطحکاک و ناخالصی سطح گیری ویژگیاندازه

 .[8]باشد نمونه در ابعاد نانو می

و  1های عملیاتی در میکروسکوپ نیروی اتمی به دو دسته ایستاحالت

صورت ثابت تا زاویه معینی تیر بهایستا، میکرو شوند. در حالتتقسیم می 2پویا

شود. در ر تنظیم شده خمش، هنگام روبش حفظ میشود و این مقداخم می

کند. بنابراین، صورت فیزیکی سطح را لمس میهای ایستا، نوک پروب بهحالت

های هستند. مبنای عملکرد میکروسکوپ [9] 3های ایستا از نوع تماسیحالت

اساس انحراف تیر ناشی از نیروی دافعه نیروی اتمی در حالت تماسی بر

تیر در های پویا، میکرودر حالت باشد.واندروالس بین نمونه و پروب می

کند و مقدار تنظیم شده دامنه نوسان، هنگام فرکانسی مشخص نوسان می

 5و غیرتماسی 4ایهای پویا شامل انواع ضربهشود. حالتروبش حفظ می

امکان آسیب رسیدن به نمونه را هنگام روبش  [10]ای حالت ضربه .هستند

های سطحی، اطلاعاتی در تواند علاوه بر پستی بلندیدهد و میکاهش می

های شیمیایی و فیزیکی را نیز فراهم کند. در حالت مورد خصوصیت

شود تا در تحریک می 6میکروتیر با محرک پیزوالکتریک [11]غیرتماسی 

نوک پروب در حال لرزش در  .فرکانس تشدید یا نزدیک به آن نوسان کند

کند تا طوری که سطح را لمس نمیگیرد، بهنزدیکی سطح نمونه قرار می

میکروتیر حس کند. البته  نیروی جاذبه ضعیف بین نوک پروب و نمونه را

تواند در محیط مایع کار کند. حتی در هوا نیز، اتصال تماسی نمیحالت غیر

 .شودمایع به نوک پروب سبب ناموفق شدن عملیات می

و نیاز به بررسی  7شناسیدلیل رشد سریع در حوزه نانو زیستامروزه به

مایع، استفاده محیطی در محیط مواد زیست 8شناسیخواص مکانیکی و ریخت

هایی افزایش یافته است. های نیروی اتمی در چنین محیطاز میکروسکوپ

طوری که محیط مایع امکان زنده ماندن نمونه را در طول تحقیق محقق به

کرده است. از دیگر مزایای تحقیق در محیط مایع حذف نیروی مویینگی 

و همچنین کاهش آلودگی نوک سوزن  [13]و کاهش نیروی واندروالس  [12]

های نمونه در طول جایی که مولکول. از آن[14]باشد و نمونه مورد بررسی می

چسبند موجب کاهش وضوحیت برداری در محیط هوا به نوک پروب میتصویر

ها در محیط مایع دیگر به نوک پروب گردند. اما این مولکولتصویر می

اند. تصاویر اولیه از نچسبیده و موجب افزایش دقت و کیفیت تصاویر گردیده

یروی اتمی های نی میکروسکوپوسیلههای قرار گرفته در محیط مایع بهنمونه

طوری که در حالت تماسی ممکن است دست آمده اند بهدر حالت تماسی به

های نیروی نوک پروب در طول تحقیق به نمونه آسیب برساند. میکروسکوپ

بار توسط پوتمن و همکاران ای در محیط مایع برای اولیناتمی در حالت ضربه

بر جلوگیری از آسیب انجام شده است. در این نوع از حالت کاری علاوه [15]

رسیدن به نمونه، چسبندگی و اصطکاک نیز حذف شده و کیفیت تصویر 

یفیت آن به فرکانس تشدید برداری بهتر شده است. سرعت تصویربرداری و ک

رو بررسی رفتار دینامیکی میکروتیر و حساسیت میکروتیر بستگی دارد. از این

دهد که نتایج باشد. تحقیقات نشان میمیکروسکوپ نیروی اتمی ضروری می

سازی جرم متمرکز در های گسسته نظیر مدلسازیحاصل از مدل
                                                                                                                                  
1 static 
2 dynamic 
3 Contact mode 
4 Tapping-mode 
5 Non-contact mode 
6 piezoelectric 
7 Nano-Biotechnology 
8 morphology 

. [16]تایح آزمایشگاهی دارند های بالای تحریک، اختلاف بالایی با نفرکانس

علاوه بر این مدل جرم متمرکز تنها پاسخی برای جابجایی عمودی تیر را ارائه 

وسکوپ نیروی اتمی کند در حالی که در آزمایشگاه سیستم تشخیص میکرمی

رو برای حذف این کند. از اینگیری میتیر را نیز اندازهی چرخش میکروزاویه

گردد سازی میکرو تیر استفاده میبرنولی برای مدل-مشکل از تئوری اویلر

دلیل وجود نیروی غیرخطی بین نوک پروب و نمونه، حل تحلیلی . به[17]

از این رو برای تحلیل دینامیکی ست، ای حاکمه ناممکن امعادلات پاره

نیاز است هایی نظیر المان محدود و گلرکین موردنظر روشسیستم مورد

[18]. 

الکترومکانیکال دارای های میکرو/ نانوتیرهای استفاده شده در سیستم

دهد هایی در اندازه میکرون و زیر میکرون است. آزمایشات نشان میضخامت

هایی با چنین ابعادی، تغییر شکل و ارتعاشات وابسته به اندازه که در سیستم

دست آمده، رفتار وابسته به اندازه یک باشد. طبق نتایج آزمایشگاهی بهمی

یستم تفاوت زیادی باشد و زمانی که اندازه مشخصه سخاصیت ذاتی مواد می

 روباشد. از اینندارد دارای اثر قابل توجهی می 9با مقیاس طولی ماده

بینی و توضیح رفتار قادر به پیشهای مکانیک محیط پیوسته کلاسیک تئوری

 .[19]باشد های با ابعاد میکرون و زیر میکرون نمیوابسته به اندازه در سیستم

، تئوری 10های غیرکلاسیک مانند تئوری الاستیسیته غیرمحلیتئوری

طور مناسبی رفتارهای به 12، تئوری تنش کوپل بهبود یافته11گرادیان کرنشی

کنند. تئوری گرادیان کرنشی برای اولین بار توسط وابسته به اندازه را ارائه می

مربوط به  معرفی شده است. در این تئوری سه پارامتر مقیاس طولی [20]لم 

های در ابعاد میکرو شامل گرادیان چرخشی، گرادیان اتساع و گرادیان سازه

از تئوری گرادیان کرنشی  [21]خواه کششی در نظر گرفته شده است. وطن

سازی میکروتیر استفاده کرده است و با استفاده از تئوری انحراف در مدل

ارتعاشات اجباری غیرخطی میکروتیر دوسر مفصل را با در نظر  13جزئی

رفتار  [22]گرفتن اثر کشیدگی صفحه میانی بررسی کرده است. کنگ 

اساس تئوری گرادیان استاتیکی و دینامیکی میکروتیرهای اویلر برنولی را بر

ارتعاشات میکروتیر مدل شده براساس  [22]کرنشی بررسی کرده است. ونگ 

تئوری تیموشنکو و تئوری گرادیان کرنشی را بررسی کرده است. کهروبائیان 

معادلات غیرخطی حاکم بر میکروتیر را با در نظر گرفتن اثر کشیدگی  [23]

دست آورده است. عباسی اساس تئوری گرادیان کرنشی بهصفحه میانی بر

با استفاده از تئوری گرادیان کرنشی فرکانس رزونانس و همچنین   [24]

حساسیت میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی را مورد بررسی قرار داده و 

نشان داده است در صورتی که ضخامت میکروتیر نزدیک پارامتر مقیاس طولی 

ن باشد و علاوه بر آن سفتی تماسی نیز زیاد باشد استفاده از تئوری گرادیا

رفتار  [25]باشد. عباسی در کرنشی برای تحلیل دینامیکی میکروتیر نیاز می

اساس تئوری گرادیان کرنشی بر [26]ارتعاشی میکروتیر ارائه شده توسط دایا 

انس را مورد بررسی قرار داده و نشان داده است که حساسیت و فرکانس رزون

با استفاده از تئوری  [27]این میکروتیر به اندازه وابسته است. کهروبائیان 

دینامیکی میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی را  تنش کوپل بهبود یافته رفتار

 بررسی کرده است.

تر ای در محیط مایع نسبت به محیط هوا مشکلسازی حالت ضربهمدل

ده باشد. رفتار میکروتیر در محیط مایع تحت تاثیر ضریب میراکننمی

                                                                                                                                  
9 Length scale material 
10 Non-local Elasticity 
11 Strain gradient 
12 Modified couple stress 
13 perturbation 
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 [28]پیام فرخ باشد.و همچنین جرم اضافی سیال می1هیدرودینامیکی

فرکانس رزونانس و همچنین حساسیت میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی با 

باشد با در نظر ور میطوری که درون سیال غوطهمقطع مستطیل شکل را به

 [29]گرفتن تغیرات سختی سطح مورد بررسی قرار داده است. کورایم 

ور درون سیال را با درنظر ارتعاشات میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی غوطه

یزوالکتریک متصل به دو طرف میکروتیر تحلیل کرده و نشان گرفتن دو لایه پ

ترین مود بوده و داده است که مود اول برای سفتی تماسی پایین حساس

حساسیت  [30]آید. لی دست میبهترین تصویر با تحریک این مود به

اساس تئوری تنش کوپل تمی مدل شده برمیکروتیر میکروسکوپ نیروی ا

ور درون مایع های متنوع را بررسی کرده و پارامتر مقیاس بهبود یافته و غوطه

 ها را ارائه کرده است.طولی میکرو تیر در این محیط

در این مقاله ارتعاشات غیرخطی میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی 

غیرکلاسیک گرادیان کرنشی  برنولی و تئوری-اویلر مدل شده براساس تئوری

گیرد. مورد بررسی قرار می 4و بوتانول 3، آب، تتراکلوریدکربن2در استون

معادلات غیرخطی با مشتقات جزئی حاکم بر جابجایی میکروتیر و همچنین 

آید. علاوه بر این دست میشرایط مرزی حاکم بر آن با اعمال اصل همیلتون به

درنظر گرفتن مود اول ارتعاشی معادلات  با استفاده از روش گلرکین و با

دیفرانسیل با مشتقات جزئی حاکم بر میکروتیر به معادلات دیفرانسیل 

معمولی تبدیل شده سپس با استفاده از رویکرد انحراف جزئی و با استفاده از 

گردد. در انتها رفتار صورت تحلیلی حل میبه 5روش مقیاس چندگانه

های هندسی متفاوت مورد بررسی به ازای پارامترخطی میکروتیر دینامیک غیر

تنش کوپل بهبود یافته مقایسه  کلاسیکقرار گرفته و نتایج با تئوری غیر

شایان ذکر است با توجه به بررسی تحقیقات انجام شده، تا به حال گردد. می

موضوع ارتعاشات غیرخطی میکروسکوپ نیروی اتمی مدل شده به وسیله 

گرادیان کرنشی و در محیط مایع انجام نشده است تئوری غیرکلاسیک 

طوری که در این پژوهش هدف بررسی رفتار غیرخطی میکروتیر به

 باشد.میکروسکوپ نیروی اتمی با درنظر گرفتن اثر اندازه در محیط مایع می

 سازی ریاضیمدل 2-

مدل میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی نشان داده شده است..  "1شکل "در 

به ترتیب  "1شکل "، نشان داده شده در 𝐿 ،𝑧0 ،𝑑(t) ،𝑏 ،ℎمترهای پارا

های سطح بیانگر طول میکروتیر، فاصله محور افقی تا میانگین ناهمواری

نمونه، نیروی تحریک اعمالی توسط پیزوالکتریک. عرض میکروتیر و ضخامت 

 نشان داده شده است. 𝑦و محور عمودی با  𝑥باشد. محور افقی با میکروتیر می
 

 
Fig. 1 Schematic of the atomic force microscope micro beam [21] 

 [21]میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی  1شكل 
                                                                                                                                  
1 hydrodynamic 
2 acetone 
3 𝐶𝐶𝐿4 
4 1-butanol 
5 multiple scales method 

 شكل مود و فرکانس طبیعی -2-1

یکروتیر و همچنین شکل مود م [31] 6ریتز-در ابتدا با استفاده از روش ریلی

آوریم. برای این منظور ماکزیمم انرزی دست میفرکانس طبیعی آن را به

 جنبشی و پتانسیل سیستم برابر است با:

( الف- 1) 
 

(1) 

𝑇max = 𝜔2𝑇∗
max 

𝑇max =
1

2
𝜔2 (∫ 𝜌𝐴𝑦2(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑀𝑡𝑦2(𝐿)

𝐿

0

) 

(2) 𝑈max =
1

2
(∫ [𝑠(𝑦′′(𝑥))2 + 𝑘(𝑦′′′(𝑥))2]

𝐿

0

𝑑𝑥) 

دهنده شکل مود و به ترتیب نشان 𝜔و   𝑦(𝑥)(،2( و )1در روابط )

باشند. مطابق با این فرکانس طبیعی میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی می

 گردد.( فرض می3صورت رابطه )روش شکل مود میکروتیر به

(3) 𝑦(x) = ∑ 𝐶𝑖𝜑𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

 

تابعی دلخواه بوده که در شرایط مرزی میکروتیر  𝜑𝑖(𝑥)(، 3در رابطه )

( در روابط 3باشند. با جایگذاری رابطه )ها ضرایب ثابتی می 𝐶𝑖صدق کرده و 

 ( داریم که:2( و )1)

(4) 𝑇∗
max =

1

2
∑ ∑ 𝑀𝑖𝑗𝐶𝑖𝐶𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

(5) 𝑈max =
1

2
∑ ∑ 𝐾𝑖𝑗𝐶𝑖𝐶𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

گر به ترتیب بیان 𝐾𝑖𝑗و  𝑀𝑖𝑗 طوری که در معادلات نشان داده شدهبه

 گردند.صورت زیر ارائه میهای جرم و سختی بوده و  بهماتریس

(6) 𝑀𝑖𝑗 = ∫ 𝜌𝐴𝜑𝑖(𝑥)𝜑𝑗(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

+ 𝑀𝑡𝜑𝑖(𝐿)𝜑𝑗(𝐿) 

(7) 𝐾𝑖𝑗 = ∫ [𝑠𝜑𝑖
′′(𝑥)𝜑𝑗

′′(𝑥) + 𝑘𝜑𝑖′′′(𝑥)𝜑𝑗′′′(𝑥)]𝑑𝑥
𝐿

0

 

.)نماد باشد. حال با استفاده از می 𝑥بیانگر مشتق نسبت به متغیر  ′(

گذاری در ( و جای7( و )6دست آمده از روابط )های جرم و سختی بهماتریس

 آید.دست میبه𝐶𝑖 و همچنین ضرایب  𝜔معادله زیر فرکانس طبیعی 

(8) (𝑘𝑖𝑗 − 𝜔2𝑀𝑖𝑗)𝐶𝑗 = 0 
(، شکل مود 3( در رابطه )8دست آمده از رابطه )با جایگذاری مقادیر به

 دست خواهد آمد.بهسیستم 

 مدل دینامیكی حاکم بر حرکت میكروتیر -2-2

دست آوردن معادله دینامیکی حاکم بر حرکت میکروتیر میکروسکوپ برای به

 گردد:نیروی اتمی فرضیات زیر درنظر گرفته می

ای بوده به طوری که با حالت کاری میکروسکوپ نیروی اتمی ضربه -

 کند.دامنه ثابت سطح نمونه را روبش می

پروب متصل به انتهای آزاد میکروتیر کروی بوده و همچنین محیط  -

 باشد.کاری میکروسکوپ نیروی اتمی مایع می

 باشد.نیروی غیرخطی بین نمونه و نوک پروب واندروالس می -

سازی میکروتیر با در نظر گرفتن تئوری غیرکلاسیک گرادیان مدل -

زی و معادله حاکم بر برنولی انجام شده و شرایط مر-کرنشی و اویلر

 حرکت میکروتیر با استفاده از روش همیلتون استخراج شده است.

، انرژی جنبشی و انرژی پتانسیل "1شکل "با توجه به مدل ارائه شده در 

 گردد:صورت زیر محاسبه میمیکروتیر براساس تئوری گرادیان کرنشی به

                                                                                                                                  
6 Rayleigh-Ritz method 
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(9) 

𝑇 =
1

2
𝑚s (𝑦̇(𝐿, 𝑡) + 𝑑̇(𝑡))

2
 

       +
1

2
∫ 𝜌𝐴

𝐿

0

(𝑦̇(𝑥, 𝑡) + 𝑑̇(𝑡))
2

𝑑𝑥 

(10) 𝑈 =
1

2
(∫ [𝑠(𝑦′′(𝑥, 𝑡))2 + 𝑘(𝑦′′′(𝑥, 𝑡))2]

𝐿

0

𝑑𝑥) 

𝑦(𝑥, 𝑡) که در  گر جابجایی هر نقطه دلخواه از میکروتیر بودهبیان

 𝑘و  𝑠از انتهای ثابت میکروتیر قرار دارد. از طرفی پارامترهای  𝑥ی فاصله

 ( برابر است با:10موجود در رابطه )

(11) 𝑠 = 𝐸𝐼 + 𝜇𝐴(2𝑙0
2 +

8

15
𝑙1

2 + 𝑙2
2) 

(12) 𝑘 = 𝜇𝐼 (2𝑙0
2 +

4

5
𝑙1

2) 

E ،𝜇 ،𝐴 ،𝐼  به ترتیب بیانگر مدول یانگ، مدول برشی، سطح مقطع

، پارامترهای مقیاس 𝑙0 ،𝑙1 ،𝑙2باشند. به علاوه میکروتیر و ممان اینرسی می

  طولی هستند.

 آید:دست میکار اعمال شده بر میکروتیر به صورت زیر به

(13) 𝑊 = 𝑓vdw𝑦(𝐿, 𝑡) + ∫ 𝑓liq𝑦(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝐿

0

 

𝑓vdw ( نیروی غ13در رابطه )بین  یرخطی واندروالس بوده به طوری که

گردد. این نیرو شامل دو ترم دافعه و نوک پروب و سطح نمونه اعمال می

 .[32,33] دست آمده استطوری که توسط رابطه زیر بهجاذبه بوده به

(14) 𝑍 = 𝑧0 − 𝑦(𝐿, 𝑡) − 𝑑(𝑡) 

(15) 𝑓vdw =
𝐴2𝑅

6(𝑍)2 −
𝐴1𝑅

180(𝑍)8 

𝐴2, 𝐴1, 𝑅 ( بیانگر شعاع پروب و ثابت15در رابطه )1های هاماکر 

باشند. همچنین نیروی هیدرودینامیکی وارد بر میکروتیر از طرف سیال می

( نشان داده شده است. این نیرو شامل دو ترم 13در رابطه ) 𝑓liqتوسط 

( 16صورت رابطه )که به [30]بوده  3و میرایی لزج 2مجزای جرم اضافی

  استخراج شده است.

(16) 𝑓liq = −𝜌𝑎𝑦̈(𝑥, 𝑡) − 𝑐𝑎𝑦̇(𝑥, 𝑡) 
به ترتیب جرم اضافی و ضریب میرایی را نشان 𝑐𝑎 و  𝜌𝑎(، 16در رابطه )

 :[34]ها برابر است با آنطوری که مقادیر دهند بهمی

(17) 𝜌𝑎 =
π

4
𝜌𝑓𝑏2RE[Γ(𝜔)] 

(18) 𝑐𝑎 =
π

4
𝜌𝑓𝜔𝑏2IM[Γ(𝜔)] 

دست ( به20( و )19توسط روابط ) IM[Γ(𝜔)]و  RE[Γ(𝜔)]از طرفی 

 اند.آمده

(19) RE[Γ(𝜔)] = 𝑎1 +
𝑎2

√Re
 

(20) IM[Γ(𝜔)] =
𝑏1

√Re
+

𝑏2

Re
 

𝑎1طوری که به = 𝑎2و  1.0553 = 𝑏1و  3.7997 = و  3.8018

𝑏2 = است که از  4بیانگر عدد رینولدز Reبوده و همچنین  [35]   2.73642

 .[34]گردد ی زیر محاسبه میطریق رابطه

(21) Re =
𝜌𝑓𝜔𝑏2

4𝜐
 

باشد. لزجت سیال می𝜐 چگالی و  𝜌𝑓در معادلات ارائه شده منظور از 

دست آوردن معادله حاکم بر حرکت میکروتیر و همچنین شرایط جهت به

 شود.صورت زیر استفاده میمرزی حاکم بر آن از اصل همیلتون به

                                                                                                                                  
1 Haymaker constant 
2 added mass 
3 Viscous damper 
4 Reynold’s number 

(22) ∫ 𝛿(𝑇 − 𝑈 + 𝑤)
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = 0 

( و 10,9گیری روی روابط )(، تغییرات و انتگرال22با توجه به رابطه )

 خواهند شد.صورت زیر اعمال ( به13)

(23) 

∫ 𝛿𝑇
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = − ∫ 𝑚𝑠

𝛿

𝛿𝑡
(𝑦̇(𝐿, 𝑡)

𝑡2

𝑡1

+ 𝑑̇(𝑡)) 𝛿𝑦(𝐿, 𝑡)𝑑𝑡 

             − ∫ ∫ 𝜌𝐴
𝐿

0

𝛿

𝛿𝑡
(𝑦̇(𝑥, 𝑡)

𝑡2

𝑡1

+ 𝑑̇(𝑡)) 𝛿𝑦(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 

(24) 

∫ 𝛿𝑈
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = ∫ 𝑘𝑦′′′(𝐿, 𝑡)𝛿𝑦′′(𝐿, 𝑡)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

 

− ∫ 𝑘𝑦′′′(0, 𝑡)𝛿𝑦′′(0, 𝑡)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

 

+ ∫ ∫ (𝑠𝑦′′′′(𝑥, 𝑡) − 𝑘𝑦′′′′′′(𝑥, 𝑡))𝛿𝑦(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐿

0

𝑡2

𝑡1

 

+ ∫ (𝑠𝑦′′(𝐿, 𝑡) − 𝑘𝑦′′′′(𝐿, 𝑡))𝛿𝑦′(𝐿, 𝑡)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

 

+ ∫ (−𝑠𝑦′′(0, 𝑡) + 𝑘𝑦′′′′(0, 𝑡))𝛿𝑦′(0, 𝑡)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

 

+ ∫ (−𝑠𝑦′′′(𝐿, 𝑡) + 𝑘𝑦′′′′′(𝐿, 𝑡))𝛿𝑦(𝐿, 𝑡)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

 

+ ∫ (𝑠𝑦′′′(0, 𝑡) − 𝑘𝑦′′′′′(0, 𝑡))𝛿𝑦(0, 𝑡)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

 

(25) 

∫ 𝛿𝑊
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = ∫ ∫ (𝑓vdw𝛿(𝐿 − 𝑥))𝛿𝑦(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐿

0

𝑡2

𝑡1

 

                    + ∫ ∫ 𝑓liq𝛿𝑦(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐿

0

𝑡2

𝑡1

 

𝛿(𝐿عبارت − 𝑥) ( بیان گر تابع دلتای دیراک می25در رابطه ) باشد. با

( معادله حاکم بر جابجایی 22( در رابطه )25-23جایگذاری معادلات )

 آید:دست میزیر بهصورت میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی به

(26) 
𝑠𝑦′′′′(𝑥, 𝑡) − 𝑘𝑦′′′′′′(𝑥, 𝑡) + (𝜌𝐴 + 𝜌𝑎)𝑦̈(𝑥, 𝑡) 

              +𝑐𝑎𝑦̇(𝑥, 𝑡) = 𝑓vdw𝛿(𝐿 − 𝑥) − 𝜌𝐴𝑑̈(𝑡) 

 عبارت است از: همچنین شرایط مرزی حاکم بر میکروتیر

(27) 

−𝑘′′′′′(𝐿, 𝑡) + 𝑠𝑦′′′(𝐿, 𝑡) = 𝑚s(𝑦̈(𝐿, 𝑡) + 𝑑̇(𝑡)) 
−𝑠𝑦′′(𝐿, 𝑡) + 𝑘𝑦′′′′(𝐿, 𝑡) = 0 

𝑦(0, 𝑡) = 𝑦′(0, 𝑡) = 𝑦′′′(0, 𝑡) = 𝑦′′(𝐿, 𝑡) = 0 

رو با در باشد. از این( ناهمگن می27شرایط مرزی نشان داده در رابطه )

 کنیم:نظر گرفتن تغیر متغیر زیر شرایط مرزی را همگن می

(28) 𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑡) + 𝑑(𝑡)𝑔(𝑥) 

 کند:تابعی دلخواه بوده که در شرایط زیر صدق می 𝑔(𝑥) ,(28در رابطه )

(29) 

𝑔(𝐿) = −1 

𝑔′′′(0) = 𝑔′(0) = 𝑔(0) = 0 

𝑔′′′(𝐿) = 𝑔′′(𝐿) = 0 

 صورت زیر تبدیل خواهند شد:( به27( و)26( و )15از این رو روابط )

(30) 

𝑠𝑤′′′′(𝑥, 𝑡) − 𝑘𝑤′′′′′′′(𝑥, 𝑡) + (𝜌𝐴 + 𝜌𝑎)𝑤̈(𝑥, 𝑡) 
         +𝑐𝑎𝑤̇(𝑥, 𝑡) = 𝑓vdw𝛿(𝐿 − 𝑥) − 𝑐𝑎𝑑̇(𝑡)𝑔(𝑥) 

         −𝜌𝐴𝑑̈(𝑡) − (𝜌𝐴 + 𝜌𝑎)𝑑̈(𝑡)𝑔(𝑥) 

         +𝑘𝑑(𝑡)𝑔′′′′′′(𝑥) − 𝑠𝑑(𝑡)𝑔′′′′(𝑥) 

(31) 

−𝑘𝑤′′′′′(𝐿, 𝑡) + 𝑠𝑤′′′(𝐿, 𝑡) = 𝑚s𝑤̈(𝐿, 𝑡) 
𝑤(0, 𝑡) = 𝑤′(0, 𝑡) = 𝑤′′′(0, 𝑡) = 0 

𝑤′′′′(𝐿, 𝑡) = 𝑤′′(𝐿, 𝑡) = 0 

(32) 𝑓vdw =
𝐴2𝑅

6(𝑧0 − 𝑤(𝐿, 𝑡))2 −
𝐴1𝑅

180(𝑧0 − 𝑤(𝐿, 𝑡))8 
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 672 12شماره  17، دوره 1396اسفندمهندسی مکانیک مدرس، 
 

حاکم (، معادله دیفرانسیل معمولی 30با اعمال روش گلرکین بر رابطه )

صورت برای این منظور تابع جواب به آید.دست میبر حرکت میکروتیر به

 گردد.( فرض می33رابطه )

(33) 𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝜑𝑖(𝑥)𝑞𝑖(𝑡)

𝑖

 

های ارتعاشی بوده که با قرار بیانگر مجموعه مود 𝜑𝑖(𝑥)طوری که به

آید. میدست ( به3( و جایگذاری در رابطه )8دست آمده از رابطه )به 𝐶𝑖دادن 

(، 30( در رابطه )33با در نظر گرفتن تنها شکل مود اول و جایگذاری رابطه )

 ( خواهد شد.34معادله حاکم بر حرکت میکروتیر تبدیل به )

(34) 

𝑓vdw𝜑(𝐿) = (∫ (𝜌𝐴 + 𝜌𝑎)(𝜑(𝑥))
2

𝑑𝑥
𝐿

0

) 𝑞̈(𝑡) 

+ (∫ 𝑐𝑎(𝜑(𝑥))
2

𝑑𝑥
𝐿

0

) 𝑞̇(𝑡) 

+ (∫ (𝑠𝜑′′′′(𝑥) − 𝑘𝜑′′′′′′(𝑥))𝜑(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

) 𝑞(𝑡) 

+ (∫ (𝜌𝐴 + (𝜌𝐴 + 𝜌𝑎)𝑔(𝑥))
𝐿

0

𝜑(𝑥)𝑑𝑥) 𝑑̈(𝑡) 

+ (∫ (−𝑐𝑎𝑔(𝑥))𝜑(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

) 𝑑̇(𝑡) 

− (∫ (𝑘𝑔′′′′′′(𝑥) − 𝑠𝑔′′′′(𝑥))
𝐿

0

𝜑(𝑥)𝑑𝑥) 𝑑(𝑡) 

( به صورت 31( با استفاده از شرایط مرزی )34در رابطه ) 𝑞(𝑡)ضریب 

 گردد.زیر ساده می

(∫ (𝑠𝜑′′′′(𝑥) − 𝑘𝜑′′′′′′(𝑥))𝜑(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

) = 

(𝑠𝜑′′′𝜑 |
𝐿
0

− 𝑘𝜑′′′′′𝜑 |
𝐿
0

+ 𝑠 ∫ (𝜑′′)2𝑑𝑥
𝐿

0

+ 𝑘 ∫ (𝜑′′′)2𝑑𝑥
𝐿

0

) 

= 𝑚s(𝜑(𝐿))
2

𝑞̈ + ( ∫ 𝑠(𝜑′′)2𝑑𝑥
𝐿

0

+ 𝑘 ∫ (𝜑′′′)2𝑑𝑥
𝐿

0

) 𝑞 

(35)  

( معادله حاکم بر حرکت سیستم 34( در رابطه )35با جایگذاری رابطه )

 دست خواهد آمد:به صورت زیر به

(36) 

(∫ (𝜌𝐴 + 𝜌𝑎)(𝜑(𝑥))
2

𝑑𝑥
𝐿

0

+ 𝑚𝑠(𝜑(𝐿))
2

) 𝑞̈(𝑡) 

        + (∫ 𝑐𝑎(𝜑(𝑥))
2

𝑑𝑥
𝐿

0

) 𝑞̇(𝑡) 

        + ( ∫ 𝑠(𝜑′′)2𝑑𝑥
𝐿

0

+ 𝑘 ∫ (𝜑′′′)2𝑑𝑥
𝐿

0

) 𝑞(𝑡) 

        + (∫ (𝜌𝐴 + (𝜌𝐴 + 𝜌𝑎)𝑔(𝑥))
𝐿

0

𝜑(𝑥)𝑑𝑥) 𝑑̈(𝑡) 

        + (∫ (−𝑐𝑎𝑔(𝑥))𝜑(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

) 𝑑̇(𝑡) 

        − (∫ (𝑘𝑔′′′′′′(𝑥) − 𝑠𝑔′′′′(𝑥))
𝐿

0

𝜑(𝑥)𝑑𝑥) 𝑑(𝑡) 

        = 𝑓vdw𝜑(𝐿) 

 شود:تغییر متغیر زیر برای جابجایی نوک میکروتیر در نظر گرفته می

(37) ζ(𝑡) = 𝜑(𝐿)𝑞(𝑡) + 𝑑(𝑡) 
 ( داریم:36( در رابطه )37جایگذاری رابطه ) طوری که بابه

(∫ (𝜌𝐴 + (𝜌𝐴 + 𝜌𝑎)𝑔(𝑥))
𝐿

0
𝜑(𝑥)𝑑𝑥)

(𝜑(𝐿))
2 𝜁̈ + 

(∫ 𝑐𝑎(𝜑(𝑥))
2

𝑑𝑥
𝐿

0
)

(𝜑(𝐿))
2 𝜁̇ + 

(∫ 𝑠(𝜑′′)2𝑑𝑥
𝐿

0
+ 𝑘 ∫ (𝜑′′′)2𝑑𝑥

𝐿

0
)

(𝜑(𝐿))
2 𝜁 + 

(∫ (𝜌𝐴 + (𝜌𝐴 + 𝜌𝑎)𝑔(𝑥))
𝐿

0
𝜑(𝑥)𝑑𝑥)

𝜑(𝐿)
𝑑̈(𝑡) + 

(∫ (−𝑐𝑎𝑔(𝑥))𝜑(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0
)

𝜑(𝐿)
𝑑̇(𝑡) − 

(∫ (𝑘𝑔′′′′′′(𝑥) − 𝑠𝑔′′′′(𝑥))
𝐿

0
𝜑(𝑥)𝑑𝑥)

𝜑(𝐿)
𝑑(𝑡) = 𝑓vdw 

(38) 

 صورت زیر تبدیل خواهد شد.به 𝑓vdwاز طرفی نیروی واندروالس 

(39) 𝑓vdw =
𝐴2𝑅

6(𝑧0 − 𝜁)2 −
𝐴1𝑅

180(𝑧0 − 𝜁)8 

میکروتیر  1دست آوردن مدل پارامتر محدوداز آنجایی که هدف به

صورت زیر خواهد فرم معادله حاکم بر سیستم بهباشد، می "2شکل "صورت به

 بود.

 ( خواهیم داشت:40( و )38معادلات )با توجه به 
(40) 𝑚eq𝜁̈ + 𝑏eq(𝜁̇ − 𝑑̇) + 𝑘eq(𝜁 − 𝑑) = 𝑓vdw 

(∫ (𝜌𝐴 + (𝜌𝐴 + 𝜌𝑎)𝑔(𝑥))
𝐿

0

𝜑(𝑥)𝑑𝑥) = 0 )41( 

(∫ 𝑐𝑎(𝜑(𝑥))
2

𝑑𝑥
𝐿

0
)

𝜑(𝐿)
= (∫ (−𝑐𝑎𝑔(𝑥))𝜑(𝑥)𝑑𝑥

𝐿

0

) 

(∫ (𝑘𝑔′′′′′′(𝑥) − 𝑠𝑔′′′′(𝑥))
𝐿

0

𝜑(𝑥)𝑑𝑥) = )42( 

              
( ∫ 𝑠(𝜑′′)2𝑑𝑥

𝐿

0
+ 𝑘 ∫ (𝜑′′′)2𝑑𝑥

𝐿

0
)

𝜑(𝐿)
 )43) 

𝑚eq =
(∫ (𝜌𝐴 + (𝜌𝐴 + 𝜌𝑎)𝑔(𝑥))

𝐿

0
𝜑(𝑥)𝑑𝑥)

(𝜑(𝐿))
2  (44) 

𝑐eq =
(∫ 𝑐𝑎(𝜑(𝑥))

2
𝑑𝑥

𝐿

0
)

(𝜑(𝐿))
2  )45( 

𝑘eq =
( ∫ 𝑠(𝜑′′)2𝑑𝑥

𝐿

0
+ 𝑘 ∫ (𝜑′′′)2𝑑𝑥

𝐿

0
)

(𝜑(𝐿))
2  )46( 

𝑑(𝑡) دهنده تحریک اعمال شده بر انتهای در معادلات ارائه شده نشان

 ( نشان47ثابت میکروتیر توسط المان پیزوالکتریک بوده که از طریق رابطه )

 

 
Fig. 2 The equivalent lumped-parameters model of the AFM micro 
beam.[36] 

 [36]مدل پارامتر محدود میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی  2شكل 

                                                                                                                                  
1 Lumped parameters model 
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 12شماره  17، دوره 1396اسفندمهندسی مکانیک مدرس،  622
 

 شود.داده می

(47) 𝑑(t) = 𝐴excsin (𝜔exc𝑡) 
𝐴exc  و𝜔exc ( به ترتیب نشان47در رابطه ) دهنده دامنه و فرکانس

میکروتیر میکروسکوپ نیروی باشند. برای بررسی رفتار غیرخطی تحریک می

 شود:بعد زیر در نظر گرفته میاتمی پارامترهای بی

(48) 

𝜂 =
𝜁

𝐿0
, 𝜏 = 𝜔1𝑡, Ω =

𝜔exc

𝜔1
, 𝑞 =

𝐴exc

𝐿0
, 𝛼 =

𝑧0

𝐿0
,  

𝜔1 = √
𝑘eq

𝑚eq
, 𝑝 =

𝑏eq

𝑚eq𝜔1
 

 :[8]برابر است با  𝐿0به طوری که 

(49) 𝐿0 =
3

2
(𝐷)

1

3, 𝐷 =
𝐴2𝑅

3𝑘eq
 

( 50( به رابطه )40( رابطه )48بعد شده )با استفاده از پارامترهای بی

 تبدیل خواهد شد.

(50) 𝜂̈ + 𝑝𝜂̇ + 𝜂 = 𝑓vdw + 𝐾cos(Ω𝜏 + 𝜃) 

  که:به طوری

(51) 𝐾 = √𝑞2 + (𝑞𝑝Ω)2, 𝜃 = − tan−1 (
1

𝑝Ω
) 

(52) 𝑓vdw =
ℎ2

(𝛼 − 𝜂)2
−

ℎ1

(𝛼 − 𝜂)8
 

(53) ℎ2 = (
𝐴2𝑅

6𝐿0𝑘eq
)

𝑘eq
classic

𝑘eq
, ℎ1 = (

𝐴1𝑅

180𝐿0𝑘eq
)

𝑘eq
classic

𝑘eq
 

 تحلیل پایداری3-

های با حذف ترم تحریک اعمال شده از طریق پیزوالکتریک و همچنین ترم

صورت میکروتیر به(، معادله استاتیکی حاکم بر 50وابسته به زمان در رابطه )

  آید.دست میزیر به

(54) 𝜂 =
ℎ2

(𝛼 − 𝜂)2 −
ℎ1

(𝛼 − 𝜂)8 

آید. با توجه به دست می( نقاط تعادل میکروتیر به54ی )با حل رابطه

کوچک بودن ترم دافعه نیروی واندروالس در مقایسه با ترم جاذبه، سیستم 

 𝛼و  ℎ2حداکثر سه نقطه تعادل خواهد داشت. از این رو نسبت به مقادیر 

صورت کند. برای تحلیل پایداری بهپایداری و نقاط تعادل سیستم تغییر می

𝑧0در حالتی که  ℎ2برحسب  𝜂عددی، نمودار تغییر پارامتر  = 𝐿0  باشد می

بعد شدن معادله حاکم بر نشان داده شده است. با توجه به بی "3شکل "در 

𝜂سیستم مقادیر بزرگتر از  =  𝛼 ها رو از آنته از اینتعبیر فیزیکی نداش

ارائه  "4شکل "به صورت  "3شکل "گردد و اصلاح شده نظر میصرف

 گردد.می

بعد بوده و برای هر دو تئوری کلاسیک و ای بی( معادله50معادله )

در  ℎ2بعد باشد. در حالی که مقدار پارامتر بیغیرکلاسیک مشترک می

ی یکسان، مقدار متفاوتی دارد. های مختلف به ازای پارامتر های فیزیکتئوری

ℎ2نشان داده شده است سیستم به ازای  "4شکل "طور که در همان <

 کند.ناظر با آن نوسان میحول نقطه تعادل مت  0.1488

های وابسته به زمان و در حالتی که تابع پتانسیل میکروتیر با حذف ترم

 آید.ت میدس( به56صورت رابطه )تحریک پیزوالکتریک وجود ندارد به

(55) 𝑓(𝜂) = 𝜂 − (
ℎ2

(𝛼 − 𝜂)2 −
ℎ1

(𝛼 − 𝜂)8) 

(56) 𝐹(𝜂) = ∫ 𝑓(𝜂) 𝑑𝜂 

 نشان 𝜂را به ازای مقادیر مختلف  𝐹(𝜂)نمودار تابع پتانسیل   "5شکل "
 

 
Fig. 3 Bifurcation diagram of equilibrium points according to variation 

of ℎ2 
 ℎ2نمودار چندشاخگی نقاط تعادل براساس تغییر پارامتر  3 شكل

 

Fig. 4 Corrected bifurcation diagram of equilibrium points according to 

variation of ℎ2 

 ℎ2نمودار اصلاح شده چندشاخگی نقاط تعادل براساس تغییر پارامتر  4شكل 

نشان داده شده است نمودار تابع  "5شکل "طور که در دهد. همانمی

نقطه اکسترمم شامل یک نقطه ماکزیمم و دو نقطه مینیمم  3پتانسیل دارای 

 باشد.می

برای نشان دادن رفتار دینامیکی میکرو تیر حول نقاط تعادل، صفحه فاز 

رسم شده است. برای این منظور با حذف ترم تحریک  "6شکل "سیستم در 

 شود.( نوشته می57حرکت میکروتیر به صورت رابطه )( معادله 50از رابطه )

(57) 𝜂̈ + 𝑝𝜂̇ + 𝑓(𝜂) = 0 

𝑥 با در نظر گرفتن متغیرهای حالت  = 𝜂  و𝑦 = 𝜂̇  معادله فضای حالت

 آید.دست می( به58سیستم به صورت رابطه )

(58) 
[
𝑥̇
𝑦̇

] = [

𝑦

−𝑝𝑦 − (
ℎ2

(𝛼 − 𝑥)2 −
ℎ1

(𝛼 − 𝑥)8)
] 

( به ازای یک دسته شرایط اولیه، صفحه 58به طوری که با حل رابطه )

 Aو  C، نقاط "6شکل "آید. در دست میبه "6شکل "فاز میکرو تیر مطابق 

را نشان  1نقطه تعادل زینی  Bپایدار بوده و نقطه 1از نوع نقطه تعادل مارپیچ
                                                                                                                                  
1 focus point 

ℎ2 

𝜂
 

ℎ2 

𝜂
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باشد زیاد می Aدر مقایسه با نقطه  Cجایی که دامنه نقطه دهد. از آنمی

 Aرو نقطه تعادل استاتیکی میکروتیر نقطه  دارد. از اینمفهوم فیزیکی ن

 باشد.می

 تحلیل دینامیک غیرخطی 4-

های برای تحلیل دینامیک غیرخطی میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی روش

 [38] 2های عددی ترکیبیو روش [37]متعددی نظیر رویکرد انحراف جزئی 

توسط محققان انجام گرفته است. در این قسمت معادله غیرخطی حاکم بر 

رویکرد انحراف جزئی  حرکت میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی با استفاده از

 گردد.و با استفاده از روش مقیاس چندگانه حل می

نقطه تعادل استاتیکی میکروتیر با حذف ترم تحریک و پارامترهای 

 آید.دست می( به59وابسته به زمان از طریق حل معادله )

(59) 𝜂1 −
ℎ2

(𝛼 − 𝜂1)2 +
ℎ1

(𝛼 − 𝜂1)8 = 0 

 

 

Fig. 5 The potential function of nonlinear governing equation of atomic 

force microscope micro beam 
 تابع پتانسیل معادله غیرخطی میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی  5شكل 

 
Fig. 6 Phase plane diagram of micro beam 

 نمودار صفحه فاز میکرو تیر 6شكل 

                                                                                                                                  
1 Saddle point 
2 hybrid numerical methods 

باشد. نیروی غیرخطی تیر میدهنده نقطه تعادل میکرونشان 𝜂1طوری که به

( 60، با استفاده از بسط تیلور به رابطه )𝜂11واندروالس حول نقطه تعادل اول 

 گردد.تبدیل می

(60) 
ℎ2

(𝛼 − 𝜂)2 −
ℎ1

(𝛼 − 𝜂)8 = 𝜂11 + 𝛽1𝑦 + 𝛽2𝑦2 + 𝛽3𝑦3 

(61) 𝛽1 =
2ℎ2

(𝛼 − 𝜂11)3 −
8ℎ1

(𝛼 − 𝜂11)9 

(62) 𝛽2 =
3ℎ2

(𝛼 − 𝜂11)4 −
36ℎ1

(𝛼 − 𝜂11)10 

(63) 𝛽3 =
4ℎ2

(𝛼 − 𝜂11)5
−

120ℎ1

(𝛼 − 𝜂11)11
 

𝑦(، 60در معادله ) طوریبه = 𝜂 − 𝜂11 گذاری رابطه باشد. با جایمی

( معادله حاکم بر حرکت 50در رابطه ) y( و همچنین تغییر متغیر 60)

 گردد.( بیان می64میکروتیر به صورت رابطه )
𝑦̈ + 𝑝𝑦̇ + (𝜔new)2𝑦 = 𝛽2𝑦2 + 𝛽3𝑦3 + 𝐾cos(Ω𝜏 + 𝜃) 

(64)  

𝜔newبه طوری که  = √1 − 𝛽1 ( با در 64باشد. برای حل معادله )می

𝑘نظر گرفتن تغییر متغیرهای  = 𝜀3𝑘̂ ،𝑝 = 2𝜀2𝑝̂  و𝑦 = 𝜀𝑢  و جایگذاری

 گردد.( حاصل می65(، رابطه )64ها در معادله )آن

(65) 
𝑢̈ + 2𝜀2𝑝̂𝑢̇ + (𝜔new)2𝑢 

= 𝛽2𝜀𝑢2 + 𝛽3𝜀2𝑢3 + 𝜀2𝑘̂cos(Ω𝜏 + 𝜃) 

 .[37]شود  گرفته مقیاس چندگانه متغیرهای زیر در نظربا توجه به روش 

(66)  𝑇𝑛 = 𝜀𝑛𝜏,   𝑛 = 1,2,3, … 
( به مشتق نسبت 68)( و 67با در نظر گرفتن روابط ) 𝜏مشتق نسبت به 

 گردد.تبدیل می 𝑇به 

(67) 𝑑

𝑑𝜏
= 𝐷0 + 𝜀𝐷1 + 𝜀2𝐷2 + ⋯, 

(68) 𝑑2

𝑑𝜏2 = 𝐷0
2 + 2𝜀𝐷0𝐷1 + 𝜀2(𝐷1

2 + 2𝐷0𝐷2) + ⋯, 

𝐷𝑛که  طوریبه = 𝜕/𝜕𝑇𝑛 صورت رابطه ( به65باشد. حل معادله )می

 باشد.می 𝑂(𝜀2)طوری که ترم تحریک آید بهدست می( به69)

(69) 
𝑢(𝜏, 𝜀) = 𝑢0(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀𝑢1(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)

+ 𝜀2𝑢2(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) 

Ωکه با توجه به این − 𝜔new  در𝑂(𝜀2)  قرار دارد برای فرکانس اولیه

 داریم که:

(70) Ω = 𝜔new + 𝜀2𝜎 

شود و مقدار اختلاف  نامیده می 3پارامتر انحراف تشدید 𝜎در این رابطه 

مربوطه را نشان  بین فرکانس تحریک و فرکانس طبیعی خطی سیستم

 ( قابل بیان است.71به صورت رابطه ) Ωτ(، 66دهد. با توجه به رابطه )می

(71) Ωτ = 𝜔new𝜏 + 𝜀2𝜎𝜏 = 𝜔new𝑇0 + 𝜎𝑇2 

( و جداسازی ضرایب 65( در رابطه )71( و )69با جایگذاری روابط )

 آید.دست میمعادلات زیر به 𝜀های مختلف توان

(72) 𝜀0 → 𝐷0
2𝑢0 + 𝑢0𝜔new

2 = 0 

(73) 𝜀1 → 2𝐷0𝐷1𝑢0 + 𝐷0
2𝑢1 − 𝑢0

2𝛽2 + 𝑢1𝜔new
2 = 0 

(74) 

𝜀2 → −𝑘̂cos(𝜎𝑇2 + 𝑇0𝜔new) + 2𝑝̂𝐷0𝑢0 + 𝐷1
2𝑢0

+ 
           2𝐷0𝐷2𝑢0 + 2𝐷0𝐷1𝑢1 + 𝐷0

2𝑢0 − 2𝑢0𝑢1𝛽2

− 

           𝑢0
3𝛽3 + 𝑢2𝜔new

2 = 0 

 ( برابر خواهد بود با:72به طوری که جواب رابطه )

(75)  𝑢0 = 𝑒𝑖𝑇0𝜔new𝐴(𝑇1, 𝑇2) + 𝑒−𝑖𝑇0𝜔new𝐴̅(𝑇1, 𝑇2) 

                                                                                                                                  
3 Detuning parameter 
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𝐴̅  بیانگر مزدوج مختلط𝐴 ( در رابطه 75باشد. با جایگذاری رابطه )می

 ( داریم که:73)
(𝐷0

2 + 𝜔new
2)𝑢1 = −2𝑖𝜔new𝐷1𝐴(𝑇1, 𝑇2)𝑒𝑖𝑇0𝜔new 

+𝛽2{𝐴2(𝑇1, 𝑇2)𝑒2𝑖𝑇0𝜔new + 𝐴(𝑇1, 𝑇2)𝐴̅(𝑇1, 𝑇2)} + 𝐶𝐶 

(76)  

CC ( بیانگرمزدوج 76در رابطه )از رابطه  1روباشد. ترم زمانمختلط می

 گردد.( به صورت زیر حذف می76)

(77) 𝐷1𝐴 = 0 → 𝐴 = 𝐴(𝑇2) 

صورت زیر رو به( با حذف ترم زمان76از این رو جواب خصوصی رابطه )

 آید.میدست به

(78) 𝑢1 =
𝛽2

𝜔new
2 𝐴𝐴̅ −

𝛽2𝐴2

3𝜔new
2 𝑒2𝑖𝑇0𝜔new + 𝑐𝑐 

 ( داریم:74ی )در رابطه 𝑢0و  𝑢1با جایگذاری 

(79) 

(𝐷0
2 + 𝜔new

2)𝑢2 = − {2𝑖𝜔new(𝐴′ + 𝑝̂𝐴)

+ (3𝛽3 +
10𝛽2

2

3𝜔new
2) 𝐴2𝐴̅

−
𝑘̂𝑒𝑖(𝜎𝑇2+𝜃)

2
} + CC + NST 

NST ( بیانگر ترم79در رابطه )باشد. همچنین رو میهای غیر زمان(. )′ 

رو از است. برای حذف ترم زمان 𝑇2( بیانگر مشتق نسبت به 79در رابطه )

 عبارت زیر باید برابر صفر گردد:( 79رابطه )

(80) 

2𝑖𝜔new(𝐴′ + 𝑝̂𝐴) + (3𝛽3 +
10𝛽2

2

3𝜔new
2) 𝐴2𝐴̅

−
𝑘̂𝑒𝑖(𝜎𝑇2+𝜃)

2
 

 گردد:در فرم قطبی به صورت زیر در نظر گرفته می 𝐴پارامتر 

(81) 𝐴 =
1

2
𝑎(𝑇2)𝑒𝑖𝛽(𝑇2) 

( در 81باشند. با جایگذاری رابطه )اعداد حقیقی می 𝛽و  𝑎طوری که به

های حقیقی و موهومی آن، روابط ( و برابر صفر قرار دادن قسمت80رابطه )

 گردد:زیر ایجاد می

(82) 𝑎′ = −𝑝̂𝑎 +
𝑘̂

2𝜔new
sin (𝜎𝑇2 − 𝛽̃) 

(83) 𝑎𝛽′ = −
9𝛽3𝜔new

2 + 10𝛽3
2

24𝜔new
3 𝑎3 −

𝑘̂cos (𝜎𝑇2 − 𝛽̃)

2𝜔new
 

γبا در نظر گرفتن تغییر متغیر  = 𝜎𝑇2 − 𝛽̃ ( به 83( و )82معادلات )

 شوند.نوشته میصورت زیر 

(84) 𝑎′ = −𝑝̂𝑎 +
𝑘̂

2𝜔new
sin (γ) 

(85) 𝑎γ′ = 𝑎𝜎 +
9𝛽3𝜔new

2 + 10𝛽3
2

24𝜔new
3 𝑎3 +

𝑘̂cos (γ)

2𝜔new
 

′𝛽با در نظر گرفتن شرایط حالت ماندگار،  = 𝑎′ = خواهند بود. به  0

 گردد.( به صورت زیر بازنویسی می85( و )84طوری که معادلات )

(86) 𝑝̂𝑎 =
𝑘̂

2𝜔new
sin (γ) 

(87) − (𝑎𝜎 +
9𝛽3𝜔new

2 + 10𝛽3
2

24𝜔new
3 𝑎3) =

𝑘̂cos (γ)

2𝜔new
 

 و در نهایت با توجه به دو معادله فوق معادله زیر حاصل خواهد شد.

(88) (𝜎 +
9𝛽3𝜔new

2 + 10𝛽3
2

24𝜔new
3 𝑎2)

2

+ 𝑝̂2 = (
𝑘̂

2𝜔new
)

2

 

                                                                                                                                  
1 Secular  

( پاسخ فرکانسی میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی را در 88معادله )

دهد. این معادله به دامنه ارتعاشات، اولیه نشان مینزدیکی فرکانس تشدید 

دامنه تحریک و پارامتر انحراف تشدید وابسته است. در این بخش جهت 

بررسی تاثیر پارامترهای هندسی و همچنین اثر اندازه در رفتار دینامیک 

 1غیرخطی میکروتیر، نمودار دامنه و فاز پاسخ با استفاده از مقادیر جدول 

 ردد.گارائه می

، [30] 2های ارائه شده در جدول با افزایش ضخامت میکروتیر در سیال

دامنه پاسخ سیستم کاهش یافته و نمودار فاز پاسخ به سمت چپ متمایل 

های با لزجت متفاوت فرق دارد به این گردد. رفتار میکروتیر در سیالمی

طور یابد. همانت که با کاهش لزجت دامنه ارتعاش سیستم افزایش میصور

مشخص است به ازای  "10-7های شکل"که از نمودارهای ارائه شده در 

دلیل دارا بودن دامنه تحریک ثابت، دامنه ارتعاش در بوتانول بهفرکانس و 

در  ترتیب این دامنه به ازای قرار گرفتنکمترین لزجت بیشترین بوده و به

 یابد.کربن کاهش میاستون، آب و تتراکلورید

، رفتار میکروتیر ℎ/𝑙با افزایش نسبت  "10-7اشکال "در نمودارهای 

مدل شده براساس تئوری غیرکلاسیک گرادیان کرنشی به رفتار تئوری تنش 

ℎ/𝑙یافته ) کوپل بهبود = توان نتیچه گردد به طوری که می( نزدیک می ∞

کلاسیک بر های کلاسیک و غیرافزایش ضخامت میکروتیر تئوریگرفت که با 

رو تئوری گرادیان کرنشی تاثیر اثر اندازه را در گردند. از اینهم منطبق می

های با ابعاد نانو و میکرو نسبت به تنش کوپل بهبود رفتار دینامیکی سیستم

 دهد.یافته و همچنین تئوری کلاسیک بهتر نمایش می

 
 ات میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمیمشخص  1جدول

Table 1 Specifications of the AFM micro beam 

𝒉 17.6 μm 
𝑳 352 μm 
𝒃 35.2 μm 
𝑬 1.44 GPa 
𝒍 17.6 μm 

𝐦𝐭 17.7 × 10−13kg 
𝒛𝟎 15 nm 
𝝁 521.7 MPa 
𝝆 2330 kg/m3 

𝒍𝟎 = 𝒍𝟏 = 𝒍𝟐 17.6 μm 
𝑨𝟏 1.3596 × 10−70 Jm6 
𝑨𝟐 1.865 × 10−19 J 

 
 های بررسی شده در پژوهشمشخصات سیال  2جدول

Table 2 The properties of considered liquids in this study 

 آب

 997kg/m3 چگالی
8.59 لزجت × 10−4kg/ms 

 5.04kHz فرکانس

 استون

 785kg/m3 چگالی
3.08 لزجت × 10−4kg/ms 

 6.35kHz فرکانس

 تتراکلرید کربن

 590kg/m3 چگالی
8.79 لزجت × 10−4kg/ms 

 4.22kHz فرکانس

 بوتانول

 850kg/m3 چگالی
2.47 لزجت × 10−4kg/ms 

 3.93kHz فرکانس
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(a) 
 

 

 
Fig. 7 The frequency-response of the micro-beam in water: (a) 
amplitude of response (b) phase of response  

 فاز پاسخ (b)دامنه پاسخ  (a)در آب:  پاسخ فرکانسی میکروتیر 7شكل 

 گیرینتیجه 5-

در این پژوهش، رفتار غیرخطی میکروتیر میکروسکوپ نیروی اتمی درون آب، 

کربن و بوتانول بررسی شده است. انتهای ثابت میکروتیر استون، تتراکلورید

 شده و نیروی غیرخطیرمونیک تحریک صورت هاتوسط المان پیزوالکتریک به

 

 

 

 
(a) 

 
Fig. 8 The frequency-response of the micro-beam in acetone: (a) 
amplitude of response (b) phase of response  

 فاز پاسخ (b)دامنه پاسخ  (a)در استون:  پاسخ فرکانسی میکروتیر 8شكل 

 

 
Fig. 9 The frequency-response of the micro-beam in 𝐶𝐶𝐿4: (a) 
amplitude of response (b) phase of response  

 فاز پاسخ (b)دامنه پاسخ  𝐶𝐶𝐿4 (a)در  پاسخ فرکانسی میکروتیر 9 شكل

 

واندروالس بین نوک پروب و نمونه اعمال شده است. در گام اول شکل مود و 

 دست آمده است. درریتز به-ش ریلیاساس رومیکروتیر برفرکانس طبیعی 
 

(b) 
 

(b) 
 

(b) 
 

(a) 
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(a) 

 

 

 

(b) 

Fig. 10 The frequency-response of the micro-beam in butanol: (a) 

amplitude of response (b) phase of response  
 فاز پاسخ (b)دامنه پاسخ  (a)در بوتانول:  پاسخ فرکانسی میکروتیر 10شكل 

 

گام دوم مدل حاکم بر حرکت میکروتیر با در نظر گرفتن تئوری گرادیان 

دست آمده است. مدل برنولی و با استفاده از اصل همیلتون به-کرنشی و اویلر

دست آمده از حرکت میکروتیر به صورت معادله دیفرانسیل با مشتقات به

اکم بر آن جزئی بوده که با اعمال روش گلرکین معادله دیفرانسیل معمولی ح

دست آمده است. در گام سوم پایداری و صفحه فاز سیستم به ازای شرایط به

وابسته به پارامتر  ℎ2مختلف بررسی شده است و نشان داده شده که پارامتر 

های مختلف مقدار متفاوتی دارد. در گام آخر اندازه میکروتیر بوده و در تئوری

میکروتیر با رویکرد انحراف جزئی معادله دیفرانسیل معمولی حاکم بر حرکت 

دهد که با و با استفاده از روش مقیاس چندگانه حل شده و نتایج نشان می

افزایش ضخامت میکروتیر و همچنین لزجت سیال دامنه پدیده جهش در 

تمام سیال های بررسی شده کاهش یافته است. همچنین فاز پاسخ نیز با 

ایل شده است. با توجه به افزایش ضخامت میکروتیر به سمت چپ متم

توان نتیجه گرفت که تئوری دست آمده از دامنه و فاز پاسخ مینمودارهای به

دقت  𝑙2و  𝑙1و  𝑙0گرادیان کرنشی با در نظر گرفتن سه پارامتر مقیاس طولی 

طوری که هرچه که بیشتری نسبت به تئوری تنش کوپل بهبود یافته دارد به

 .د این دو تئوری به هم نزدیک خواهند شدضخامت میکروتیر بیشتر گرد
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