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تطضؾی گكتاٍض گطازیاى خاشتِ  اثط هاَّاضُ غیطٍؾتات ؾِ هحَضُ تحتزٍضاًی حطوت هساضی زض زیٌاهیه آقَتٌان  تأثیطزض ایي همالِ،  -چکیده

زلیل پیچیسگی هؼازلات وَپلِ قسُ حطوت ِ . تقستِ ضٍـ ّویلتَى اؾترطاج  هساضی -ٍضؼیهسل ضیاضی هاَّاضُ غیطٍؾتات زض حطوت  قسُ اؾت.

 -ٍضؼیآًسٍیط تطای پاضاهتطّای -یؿتن تا اؾتفازُ اظ تثسیل تَؾؼِ یافتِ زپطیت تَؾظ هرتصات ؾطتهسل ضیاضی ؾ، واّف هطتثِ هساضی -ٍضؼی

زض هؼازلِ ّویلتًَیي  یاغتكاقّای  تطمصَضت ِ حطوت هساضی ٍ گكتاٍضّای گطازیاى خاشتِ ت هطتَط تِ پؽ اظ تثسیل، ترفاًدام گطفت.  هساضی

پطزاظز. ًتایح حاصل  سؾِ هٌیفلسّای ضیواًی تِ تحلیل آقَب زض هؼازلات اغتكاقی ؾیؿتن هیهؼیاض اًحٌاء ضیچی تط اؾاؼ ٌّؾپؽ . ًسظاّط قس

هاًٌس هماعغ ػسزی  یّا ًوایس. ّوچٌیي ضٍـ آقَب ضا زض ؾیؿتن اثثات هیضذساز اظ اًحٌاء ضیچی زض وٌاض همازیط ًوای لیاپاًف، خاشب قگفت ٍ 

 .وٌس یس هیأیضا ت زٍقاذگی ّیتطٍولیٌیه ٍ ًتایح ضٍـ اًحٌاء ضیچیی، ّای ؾطی ظهاً پَاًىاضُ، هؿیطّای صفحِ فاظی ٍ پاؾد

 غیطٍؾتات، هٌیفلس ضیواًی، اًحٌاء ضیچی، ًوای لیاپاًف.  آقَب، هاَّاضُ واژگان: کلید
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Abstract- Chaotic dynamics of spin-orbit motion of a triaxial gyrostat satellite under the gravity gradient perturbations 

is considered. The Hamiltonian approach is used for modeling of the coupled spin-orbit equations of motion. The 

complex Hamiltonian of the system is reduced via the extended Deprit canonical transformation. This reduction yields 

to the derivation of the perturbation form of the Hamiltonian which can be used in the Ricci curvature criterion based on 

the Riemannian manifold geometry for the analysis of chaos. The results obtained from Ricci method as well as the 

values from the Lyapunov exponent demonstrate the presence of a strange attractor and chaos phenomenon in the 

perturbed system. The simulation results based on the numerical methods such as Poincare' section, trajectories of phase 

portrait, and time series responses confirm the heteroclinic bifurcation and chaos in the system.  

Keywords: Chaos, Gyrostat Satellite, Riemannian Manifold, Ricci Curvature, Lyapunov Exponent. 
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 مقدمه  -1
پایساضؾاظ،  1الؼولی ّای ػىؽ ضُ غیطٍؾتات تا ٍخَز چطخهاَّا

. ضذساز گیطز هی لطاض اؾتفازُ هَضز ّای حؿاؼ زض هاهَضیت
ًظوی زض  زض هاَّاضُ غیطٍؾتات هَخة تی 2پسیسُ آقَب

ز. تٌاتطایي تحلیل َق هی هاَّاضُ ؾیؿتنهطتَط تِ  ایّ پاؾد
تیٌی ٍ  غیطٍؾتات زض پیفزیٌاهیه غیط ذغی آقَتٌان هاَّاضُ 

وِ ؾیؿتن هاَّاضُ  . اظ آًدااؾتخلَگیطی اظ آقَب ضطٍضی 
گكتاٍضّای  تأثیطتاقس،  غیطٍؾتات زاضای زیٌاهیه ّویلتًَی هی

. اظ زَقتَاًس هٌدط تِ آقَتٌان قسى ؾیؿتن  اغتكاقی هی
تَاى تِ اضافِ  تط هاَّاضُ هیی اػوالی ات اغتكاقتأثیطخولِ 

تِ زیٌاهیه غیط ذغی زٍضاًی هاَّاضُ وطزى حطوت هساضی 
تَاًس احتوال آقَب زض ؾیؿتن ضا  غیطٍؾتات اقاضُ وطز وِ هی

 . [7-1]افعایف زّس 
زلیل ِ ؾیؿتن هاَّاضُ غیطٍؾتات تٌْا زض حطوت زٍضاًی ت

اـ،  الؼولی زض ؾاذتاض هىاًیىی ٍخَز پایساض ؾاظّای چطخ ػىؽ
صَضت اضافِ ًوَزى ای تطذَضزاض اؾت. زض  اظ زیٌاهیه پیچیسُ

زیٌاهیه حطوت هساضی تِ زیٌاهیه زٍضاًی هاَّاضُ، هؼازلات 
تط قسُ ٍ تحلیل هسل ضیاضی تِ  حطوت ؾیؿتن تؿیاض پیچیسُ

ّای واّف  . تٌاتطایي اؾتفازُ اظ ضٍـقَز هی تط هطاتة هكىل
هؼازلات ؾیؿتن تطای اًدام آًالیع ضیاضی ضٍی هسل  3هطتثِ

ایي هٌظَض اظ تثسیل واًًَی  تطایضؾس.  ًظط هیِ ضطٍضی ت
ّای زٍضاًی  تطای زیٌاهیه وِ لثلاًقَز  هیاؾتفازُ  4زپطیت

 5زٍضاًی-اؾتفازُ قسُ تَز ٍ زض ایٌدا تطای زیٌاهیه اًتمالی
 [. 8] قَز هیتَؾؼِ زازُ 

ّای هتؼسزی زض تطضؾی  ّای اذیط، پػٍّف زض ؾال
زیٌاهیه آقَتٌان هاَّاضُ تٌْا زض حطوت زٍضاًی اًدام قسُ 

ات حطوت هساضی تأثیطاؾت. اها زض ّیچ یه اظ آًْا تِ تطضؾی 
تط زیٌاهیه آقَتی هاَّاضُ پطزاذتِ ًكسُ اؾت. زض ایي همالات 
تطای تحلیل پسیسُ آقَب زض ؾیؿتن ّویلتًَی هاَّاضُ، ػوستاً 

ّای  زض وٌاض ضٍـ 6لیك اًتگطال هلٌیىفاظ ضٍـ ضیاضی ز
، تطضؾی هماعغ پَاًىاضُ ٍ هؿیطّای 7ػسزی هاًٌس ًوای لیاپاًف

فاظی اؾتفازُ قسُ اؾت. زض ایي هیاى تىاضگیطی ضٍـ هلٌیىف 

                                                            
1. Reaction Wheels 

2. Chaos 

3. Reduction 

4. Deprit Canonical Transformation 

5. Spin-Orbit Motion 

6. Melnikov Method 

7. Lyapunov Exponents 

زض تحلیل زیٌاهیه آقَتٌان ًیاظهٌس حل زلیك هساضات 
اؾت وِ تطای هسل پیچیسُ هاَّاضُ غیطٍؾتات زض  8ّیتطٍولیٌیه

. تا ووه تحلیل [14-9] اقس واض زقَاضی  هساضی -ٍضؼیحطوت 
تَاى ایي هكىل ضا تطعطف ًوَز. ضٍـ  آقَب تِ ضٍـ ضیچی هی

تِ تحلیل  10تط اؾاؼ ٌّسؾِ هٌیفلسّای ضیواًی 9اًحٌاء ضیچی
 پطزاظز.  هیی ّویلتًَی ّا ضیاضی آقَب زض ؾیؿتن

 فاظی یه تثسیل اظ فضای، زض ضٍـ تحلیلی ضیچی
 زیٌاهیىی تِ فضای ٌّسؾی تسٍى ًیاظ تِ حل زلیك هساضات

قَز. تا اؾتفازُ اظ ایي تثسیل، زٍ هساض  اؾتفازُ هی ؾیؿتن
ًعزیه تِ ّن زض فضای زیٌاهیىی حالت فاظی ؾیؿتن تا 

یی ضٍی هٌیفلس ضیواًی زض هحیظ ٌّسؾی هٌغثك ّا 11غئَزظیه
ٍ  12وكیسگیّای آقَتٌان،  قًَس. تٌاتطایي، زض ؾیؿتن هی

ی ّا زض فضای ٌّسؾی تَؾظ اًحٌاء  غئَزظیه 13تاذَضزگ
. تطای ایي هٌظَض، تا  قَز هیّای ضیواًی لاتل تفؿیط  هٌیفلس

زض همایؿِ تا همازیط ًوای  14تؼطیف پاضاهتطی تٌام اؾىالط ضیچی
 وطزتَاى ٍخَز آقَب زض ؾیؿتن ضا تطضؾی ٍ اثثات  لیاپاًف هی

[15-20.] 
هاَّاضُ غیطٍؾتات ؾِ  هساضی -ٍضؼیزض ایي همالِ، حطوت 

هحَضُ قاهل تسًِ اصلی صلة تِ ّوطاُ ؾِ ػسز چطخ 
. تا تَخِ تِ قسؾاظی  الؼولی تِ ضٍـ ّویلتَى هسل ػىؽ

پیچیسگی هؼازلات ؾیؿتن، واّف هطتثِ هؼازلات ؾیؿتن تا 
اؾتفازُ اظ تثسیل تَؾؼِ یافتِ زپطیت تَؾظ هتغیطّای خسیس 

ط -ؾطت اًدام گطفت.  ضیهسا -ٍضؼیزض حطوت  15آًسٍی
اؾترطاج هؼازلات ّویلتًَیي ؾیؿتن تِ صَضت اغتكاقی، ضاُ 
ضا تطای اؾتفازُ اظ ضٍـ تحلیلی ضیچی زض تطضؾی آقَب زض 

اؾىالط  تِ ؾاظز. همازیط هٌفی هطتَط ؾیؿتن هاَّاضُ ّوَاض هی
ضیچی زض وٌاض همازیط هثثت ًوای لیاپاًف، ضفتاض آقَتٌان زض 

س. ّوچٌیي تِ هٌظَض تطضؾی اػتثاض ًتایح وٌ هیؾیؿتن ضا اثثات 
ّای ػسزی ّوچَى  هسُ اظ ضٍـ تحلیلی ضیچی، ضٍـآ تِ زؾت

ّای  تطضؾی هماعغ پَاًىاضُ، هؿیطّای صفحِ فاظی ٍ پاؾد
یس آقَب ؤؾاظی ػسزی ؾیؿتن ه ؾطی ظهاًی حاصل اظ قثیِ

 تاقٌس. زض ؾیؿتن هی

                                                            
8. Heteroclinic Orbits 

9. Ricci Curvature Method 

10. Riemannian Manifold Geometry 

11. Geodesic 

12. Stretching 

13. Folding 

14. Ricci Scalar 

15. Serret-Andoyer Variables 
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 مدل ریاضی سیستم  -2
ًِ اصلی صلة تِ ّوطاُ ؾِ ؾاذتاض هاَّاضُ غیطٍؾتات قاهل تس

الؼولی، ضتَضّایی  ّای ػىؽ الؼولی اؾت. چطخ چطخ ػىؽ

تِ ػٌَاى پایساضؾاظ ّای هساض تؿتِ  زض ؾیؿتنّؿتٌس وِ 

ًس. تا لطاض زازى ضتَضّا زض ضاؾتای هحَض قَ وٌتطلی اؾتفازُ هی

اصلی هاَّاضُ غیطٍؾتات، تاًؿَض هواى ایٌطؾی ول هاَّاضُ 

 . قَز هیلغطی 

زض  هساضی -ٍضؼیؾاظی زیٌاهیه وَپلِ قسُ  زض هسل

هاَّاضُ غیطٍؾتات ؾِ هحَضُ، ؾِ زؾتگاُ هرتصات هتؼاهس 

اؾتفازُ قسُ اؾت. زض زؾتگاُ هرتصات ایٌطؾی  1هغاتك قىل 

{ , , }I I II X Y Z تط هطوع خطم ظهیي هٌغثك  زؾتگاُ، هطوع

گصضز. زؾتگاُ  هی 1اظ هحَض اػتسال تْاضی IXٍ هحَضتَزُ 

}هرتصات هساضی  , , }O O OO X Y Z ِتا تطزاضّای یىˆ ˆ ˆI,J,K  ِو

 OXهحَضٍالغ اؾت، هطوع آى تط هطوع خطم هاَّاضُ غیطٍؾتات 

ای حطوت  هٌتن ظاٍیَِػوَز تط صفحِ هساض زض ضاؾتای هثثت ه

 OZهواؼ تط ضاؾتای حطوت هساضی ٍ هحَض OYهساضی، هحَض

 2 زض خْت ذظ ٍاصل هطوع خطم هاَّاضُ ٍ هطوع خطم ظهیي

} تاقس. زؾتگاُ هرتصات تسًی هی , , }B B BB X Y Z  ِهتصل ت

ˆهاَّاضُ تا تطزاضّای یىِ ˆ ˆi,j,k وِ هطوع آى زض قَز  هی ِقٌاذت

ٍ هحَضّای هتؼاهس آى  لطاض زاضزهطوع خطم هاَّاضُ غیطٍؾتات 

  تاقس. هیهٌغثك تط هحَضّای اصلی هاَّاضُ غیطٍؾتات 

,زیٌاهیه ٍضؼی هاَّاضُ تَؾظ ظٍایای اٍلط  ,    تا

 ای تیي گیطی ظاٍیِ تیة ولاؾیه تیاى قسُ وِ هثیي خْتتط

ّای هرتصات هساضی ٍ تسًی اؾت. زیٌاهیه هساضی  زؾتگاُ

هاَّاضُ ًیع زض هساض زایطٍی تحت گكتاٍضّای اغتكاقی گطازیاى 

فاصلِ تیي  ORز. زض حطوت هساضی،قَ خاشتِ ظهیي اًدام هی

ؾطػت ظاٍیِ ای هاَّاضُ حَل  Oهطوع خطم هاَّاضُ ٍ ظهیي ٍ

dظهیي تحت ضاتغِ  / dO O t  اؾت وِ زض آى O ل هؼاز

ًوایف  1قَز وِ زض قىل  آًَهالی ذاضج اظ هطوع تؼطیف هی

ؾاظی، اظ ػَاهل اؾتْلاوی  زض ایي هسل [.21] زازُ قسُ اؾت

هاَّاضُ  ضٍی ؾیؿتن تط ٍ غیطُ ات آیطٍزیٌاهیىیتأثیطهاًٌس 

 .قسُ اؾتًظط  صطف طٍؾتاتیغ

تا تَخِ تِ فطضیات اًدام قسُ، هسل ؾیٌواتیىی هاَّاضُ 

 آیس.  ( تِ زؾت هی3-1غیطٍؾتات تِ صَضت هؼازلات )

                                                            
1. Vernal Equinox  

2. Nadir 

 
 هاَّاضُ  هساضی -ٍضؼیّای هرتصات حطوت  زؾتگاُ 1ضکل 

 

 (1) cos cos sinx        
(2)   sin cos cosy       

 (3) sinz    

 
ای تسًِ اصلی  ؾطػت ظاٍیِ x،y ٍzوِ زض آى وِ

 هساضی -ٍضؼیهاَّاضُ زض زؾتگاُ تسًی اؾت. ؾیٌتیه حطوت 

اؾترطاج تفازُ اظ ضٍـ ّویلتَى هاَّاضُ غیطٍؾتات تا اؾ

 تِ صَضت( ؾیؿتن Lقَز. تسیي هٌظَض، اتتسا لاگطاًػیي ) هی

. اًطغی خٌثكی ُتفاضل اًطغی خٌثكی ٍ پتاًؿیل ًَقتِ قس

ّای  زٍضاًی قاهل تطم-ات زض حطوت ٍضؼیهاَّاضُ غیطٍؾت

 تاقس.  هی (4هؼازلِ ) تِ صَضتاًتمالی ٍ زٍضاًی 

(4) 
Translation RotationT T T   

صَضت ضاتغِ ِ ت حطوت هساضی هاَّاضُوِ اًطغی خٌثكی 

 .تاقس ( هی5)

(5) G GB i

3
2 2

Translation

1

1 1

2 2
B g

i

T m V m V


   

خطم ّط یه اظ  gmخطم تسًِ اصلی هاَّاضُ،  Bmوِ

 الؼولی اؾت،  ّای ػىؽ چطخ
BG G TV =V +(ω ×ρ)  ٍ

iG G T iV =V +(ω ×ρ ؾطػت هطوع خطم تسًِ اصلی تطتیة ِ ت (

ّای  ّط یه اظ چطخ هطوع خطم ؾطػت هغلك هاَّاضُ ٍ

فاصلِ تیي هطوع خطم تسًِ  زض آى الؼولی اؾت وِ ػىؽ

فاصلِ  iاؾت،  Gتا هطوع خطم ول هاَّاضُ BGاصلی هاَّاضُ

، Gتا iGالؼولی ّای ػىؽ ختیي هطوع خطم ّط یه اظ چط

 قاهلؾطػت هطوع خطم ول هاَّاضُ غیطٍؾتات  GVّوچٌیي

الؼولی اؾت وِ تطاتط تا  ّای ػىؽ تسًِ اصلی ٍ چطخ
2 2 2 2

G OO OV RR    ٍُتَزT ِای ول  تطزاض ؾطػت ظاٍی

ای زٍضاًی ٍ  ّای ؾطػت ظاٍیِ هاَّاضُ غیطٍؾتات قاهل تطم
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صَضت هؼازلات ِ ی تّای اؾت وِ زاضای هَلفِهساضی هاَّاضُ 

 .تاقس هی (6-8)

(6) cos scoxx x O       
(7)   cos sinyy y O       

(8) sinzz z O      

اًطغی خٌثكی هطتَط تِ حطوت اًتمالی  عثك فطضیات فَق،

 .قَز ؾازُ هی (9هؼازلِ )صَضت ِ هاَّاضُ ت

2

Translation

2 2

2 2

2

2

1 1
( ) {(

2 2

(

)

(2 ) ) (

)}

g

O O

s

g

s O

xx yy zz p yy zzB

xx zz xx yy

m r
R

m

m m

T m R

I    

   





  

  

  (9)

3s تِ صَضتخطم ول هاَّاضُ  smوِ زض آى B gm m m ،
2 2 /P g sI m r m ٍ r  فاصلِ تیي هطوع خطم ّط چطخ

اًطغی . اؾت الؼولی تا هطوع خطم تسًِ اصلی هاَّاضُ ػىؽ

هحاؾثِ  (10ضاتغِ ) تِ صَضتخٌثكی زٍضاًی هاَّاضُ ّن 

 .قَز هی

(10) 





2 2

Rotation

2 2 2 2

1
( 3 ) ( 3 )

2

1
( 3 ) ( )

2

( )

x w xx y w yy

z w zz w x y z

w xx x yy y zz z

T I I I I

I I I

I

 



  

   

     

     

 

 وِ زض آى، xI،  yIٍ  zI تسًِ صلة هاَّاضُ  هواى ایٌطؾی

 ،ًؿثت تِ هطوع خطهف WI ّای  هواى ایٌطؾی ّط یه اظ چطخ

وِ زض ّط ؾِ هحَض تا  الؼولی ًؿثت تِ هطوع خطهكاى اؾت ػىؽ

Ωx،  Ωٍ اًس ّن هؿاٍی فطض قسُ y ٍ Ωz ای  ّای ظاٍیِ ؾطػت

وِ  ّؿتٌس الؼولی ًؿثت تِ تسًِ اصلی هاَّاضُ ّای ػىؽ چطخ

 .هحَض زٍضاى آًْا هٌغثك تط هحَضّای زؾتگاُ تسًی اؾت

 -ٍضؼی(، اًطغی خٌثكی حطوت 10( ٍ )9تا هدوَع ضٍاتظ )

 قَز. هی ( تیاى11هؼازلِ ) تِ صَضت هاَّاضُ غیطٍؾتات هساضی

(11) 

  

  

2 2 ' 2 ' 2

' 2

2

2

2 2

x y

z

1 1

2 2

1
(Ω Ω Ω ) ( Ω Ω

2

Ω  )

s O O x xx y yy

z zz P yy zz xx zz xx yy

W x y z W xx yy

O

zz

T m R I I

I I

I

R

I

  

      

 



   

   

    



 

'وِ 

iI قَز. هیتؼطیف  (12هؼازلِ ) تِ صَضت  

(12) 
2

' 3 (2 ); , ,
g

i W g B

s

i

m r
I I I m m i x y z

m
      

 ّای وِ هطتثِ تطم زض هؼازلِ اًطغی خٌثكی، اظ آًدا
O  ٍ2

O 

تط اؾت، تٌاتطایي هؼازلِ  تؿیاض وَچه ّا ًؿثت تِ ؾایط تطم

 تِ صَضت هحاؾثات ٍ تحلیلتِ هٌظَض ؾازگی زض ( 11)

همایط ثاتت  یظااِ . زض حالت هساض تاظ تقَز ًَقتِ هیاغتكاقی 

هؼازلِ اًطغی  ،الؼولی ّای ػىؽ ای چطخ ّای ظاٍیِ ؾطػت

 قَز.  خٌثكی هی

(13) 2

0 1 2( , ) ( , ) ( )i i O i i O iT T q q T q q T q     
 وِ زض آى iq ّا هرتصات تؼوین یافتِ ؾیؿتن زض حطوت

تاقس وِ ؾِ  هیاؾت وِ قاهل پٌح هرتصِ  هساضی -ٍضؼی

, هرتصِ ,    ِتطای حطوت زٍضاًی ٍ زٍ هرتص,O OR ًیع

ای تَزى هساض زض ًظط گطفتِ  فطض صفحِ تطای حطوت هساضی تا

  ( تطلطاضًس.16-14زض آى ضٍاتظ )قسُ اؾت ٍ 

(14) 

T

0

2 2 2 2 2

2

x

1
I

2

1 1 1
(Ω Ω

2 2 2

Ω ) ( Ω Ω Ω  )

x y z x y z

s O O s O W x y

z W x y y zz

T

m R m R I

I

     



  

         

   

   

 

T

1

T

x y z

1
[I]

2

Ω Ω Ω

x y z

W

T C C C S S

I C C C S S

    

    

        

     

(15) 

(16) 

2

T

1
I

2
T C C C S S

C C C S S

    

    

      

  

 

 (.)هؼازلات زیگط  هیوِ زض هؼازلات تالا ٍ توا sin(.)S  ٍ

(.) cos(.)Cّوچٌیي هاتطیؽ ،I قَز. ( تیاى هی17) تِ صَضت  

(17) 
I

x P P

P y P

P P z

I I I

I I I

I I I

 
 


 
  

 

تسٍى زض ًظط ّوچٌیي اًطغی پتاًؿیل گطاًكی هاَّاضُ 

ضاتغِ  تِ صَضتّای هطتَط تِ گطازیاى خاشتِ ظهیي  گطفتي تطم

 قَز. ( تؼطیف هی18)

(18) g

s

O

GMm
U

R


  

تاقس.  خطم ظهیي هی Mثاتت خْاًی گطاًف ٍ  Gوِ زض آى 
ّای خٌثكی ٍ پتاًؿیل زض هؼازلات  تا تَخِ تِ هؼازلات اًطغی

عثك  ؾیؿتن یزیٌاهیىتِ هٌظَض اؾترطاج هسل (، 18( ٍ )11)
تحت ضاتغِاتتسا لاگطاًػیي ؾیؿتن  ،ضٍـ ّویلتَى

gL T U  ی تؼوین یافتِ ّا هَهٌتن. ؾپؽ قَز هحاؾثِ هی

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
92

.1
3.

9.
13

.1
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

26
 ]

 

                             4 / 14

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1392.13.9.13.1
https://mme.modares.ac.ir/article-15-9442-fa.html


 انو همکار سید مهدی ابطحی . . . مداری آضوبناک ماهواره ژیروستات به  -تحلیل دینامیک وضعی
 

 1شمارۀ  93دورۀ ، 9312 آذر مهندسي مکانیک مدرس                                                                                              16

 آیٌس. هی تِ زؾت( 19) ِ ووه ضٍاتظتتغیط ؾیؿتن تطای ّط ه

 
 
(19) 

,   , ,  

,
O OR

O O

L L L
P P P

L L
P P

R

  



 



  
  
 

 
 
 

 

تِ  هساضی -ٍضؼیًْایتاً ّویلتًَیي ؾیؿتن زض حطوت 
 قَز.  هیاؾترطاج  (20هؼازلِ ) صَضت

(20) 
O OO O RH P P P P R P L             

( ٍ لطاض 19ّای تؼوین یافتِ عثك ضٍاتظ ) هَهٌتنتا هحاؾثِ 
 (21هؼازلِ ) تِ صَضت(، ّویلتًَیي ؾیؿتن 20زازى زض ضاتغِ )

 .[22] زقَ ؾازُ هی

   2

0 1 2O O gH T T T U                          (21)  

1تا اؾتفازُ اظ هحَضّای اصلی زؾتگاُ هرتصات  2 3, ,   
، ّویلتًَیي قَز ( هی20هاتطیؽ )ؾاظی  هٌدط تِ لغطیوِ 

زض هرتصات خسیس ی تؼوین یافتِ ّا تط حؿة ؾطػتؾیؿتن 
xی اظاِ ت y z c t e      (22هؼازلِ ) تِ صَضت 

 قَز. هحاؾثِ هی
2

n 0 0 1 0 2( ) ( )H H H H                              (22)  
 :وِ زض آى

 

2 2 2 2

0 1 1 2 2 3 3

2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1

2

s O

s
s O O

O

H I I I m R

GMm
m R

R

  



   

  (23)
 

             (24)  
2 2 2 2 2

2 1 Θ Ψ 2 Θ Ψ 3 Θ

1 1 1

2 2 2
H I C C I C S I S                 (25)  

وِ
1 ،2 ٍ3ای زض ضاؾتای هحَضّای  ی ظاٍیِّا ؾطػت

ول  ی ایٌطؾیّا هواى 1I،2I  ٍ3I اؾت Iٍاصلی هاتطیؽ
اًس وِ هؼازل همازیط ٍیػُ هاتطیؽ  زض هحَضّای اصلی هاَّاضُ

I تاقٌس. ّوچٌیي پؽ اظ تثسیل تِ هرتصات خسیس هی 
زض ضاؾتای هحَضّای  Φ,Θ,Ψ هدوَػِ ظٍایای اٍلط خسیس

,خایگعیي ظٍایای اٍلط اٍلیِ ؾیؿتن  Iاصلی  ,   
ی تؼوین یافتِ ضا تط اؾاؼ ّا هَهٌتنقًَس. ّوچٌیي  هی

 ،( هحاؾثِ وطز19ُتحت ضاتغِ ) Φ,Θ,Ψهتغیطّای خسیس 
ّای  هَهٌتنّای تؼوین یافتِ تط حؿة  ؾپؽ تا حل ؾطػت

ّای  هَهٌتن( تٌْا تط حؿة 22تؼوین یافتِ، ّویلتًَیي هؼازلِ )
 . قَز ؾازُ هی (26هؼازلِ )تؼوین یافتِ زض فطم اغتكاقی 

(26) n up 1 p1 2 p2H H H H     

 ضٍاتظ ظیط تطلطاضًس: وِ زض آى

 

 

 
 

(27) 

22 2 2
2Ψ Ψ Ψ

up Θ

3 2 1

2
2 2

Ψ Ψ
Ψ

Θ 1 2

Ψ Θ Ψ Ψ

Θ 1 2

tan

t

2 2 2 2

Θ ( )
2 2

a
1

( )n
1

Θ

OR

s

s

O

PP C S
H P

I m I I

GMm P C S
P

R C I I

P
P P S C

C I I





 
    

 

 
    

 

 
   
 

 

(28) 2 2 2 2 2

p1 1 Θ Ψ 2 Θ Ψ 3 Θ

1 1 1

2 2 2
H I C C I C S I S    

 

(29)  
0

2 2 2

p2 Ψ Θ Ψ Θ Ψ Ψ

2

2 4

1

2

H P P S P P S S P S

P P

  

 

 



 

2

1 0   ٍ2

2 1/ s Om R   پاضاهتطّای اغتكاقی

هطتَط تِ  p1H  ٍp2Hّای اغتكاقی  تطم ٍ ّؿتٌس ؾیؿتن

حطوت هساضی  تأثیطتاقٌس. تٌاتطایي  حطوت هساضی هاَّاضُ هی

ّای  تطم تِ صَضتًؿثت تِ زیٌاهیه زٍضاًی ًاچیع تَزُ ٍ 

 ز. قَ هیاغتكاقی تیاى 

ّای اًدام قسُ زض ضاتغِ  ؾاظی تا ٍخَز توام ؾازُ

ّویلتًَیي ؾیؿتن ٍ ًَقتي تِ فطم هؼازلات اغتكاقی، 

 زض تحلیل اظ پیچیسگی ظیازی هساضی -ٍضؼیّوچٌاى زیٌاهیه 

ِ تطذَضزاض اؾت. ٍخَز ثَاتت حطوتی هاًٌس هؼازلِ اًطغی )ت

ای ول ؾیؿتن )زض  ظاٍیِ هَهٌتنزلیل پایؿتاض تَزى ؾیؿتن( ٍ 

ضاُ ضا تطای واّف هطتثِ  ،(وٌتطلی ضٍزیتسٍى ٍ هساض تاظؾیؿتن 

 ؾاظز. هیتط ّوَاض  ؾیؿتن تِ هٌظَض تحلیل ضیاضی ؾازُ
 

 کاهص مرتبه معادلات سیستم -3
(، هتغیط26هؼازلِ ّویلتًَیي ؾیؿتن عثك هؼازلِ )تا تَخِ تِ 

  ِتغَض صطیح زض ضاتغِ ّویلتًَیي ٍاضز ًكسُ، زض ًتید 
P ؾیؿتن تَزُ ٍ 1یه هتغیط تٌاٍتی

یىی اظ ثَاتت حطوت  
 2اهىاى واّف هطتثِقَز. زض ًتیدِ  ؾیؿتن هحؿَب هی

ّویلتًَیي ؾیؿتن ٍخَز زاضز وِ تا اؾتفازُ اظ تثسیل واًًَی 
اًدام  هساضی -ٍضؼیزپطیت تَؾؼِ زازُ قسُ تطای حطوت 

آًسٍیط تط اؾاؼ -گیطز. زض ایي ضٍـ واّف، هتغیطّای ؾطت هی
ز. تا اؾتفازُ اظ تثسیل واًًَی قَ ضٍاتظ هثلث وطٍی تؼطیف هی

یطّای زٍضاًی ٍ هساضی ؾیؿتن قاهل زپطیت تؼوین یافتِ، هتغ
Φ لسین هتغیطّای Θ ΨΦ, Θ, Ψ, , , , , , ,

O OO O RR P P P P P ِت

س gتطتیة تِ هتغیطّای خسی l, , , , , ,
O OO O h rr P P P P P

                                                            
1. Cyclic Coordinate 

2. Reduction 

1 1 Θ Ψ 1 2 Θ Ψ 2 3 Θ 3H I C C I C S I S    
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, ,h g l  [. 8قَز ] هیتثسیل  (30هؼازلِ )تَؾظ ضٍاتظ 

(30) 
Φ Θ Ψ Ψ, , ,

,
O O O OR

P P P P S S P P

P P P P

    

  

  

 
 

تثسیل واًًَی تَؾؼِ آًسٍیط هطتَط تِ -هتغیطّای ؾطت

ّای تسًی، ایٌطؾی ٍ  یافتِ زپطیت تِ ّوطاُ تطتیة زؾتگاُ

ًوایف  2زؾتگاُ ووىی ثاتت تطای حطوت زٍضاًی زض قىل 

زازُ قسُ اؾت. ّوچٌیي هؼازلات هطتَط تِ ایي تثسیل وِ تط 

تِ آیٌس،  هی تِ زؾت ABCاؾاؼ ضٍاتظ هَخَز زض هثلث وطٍی 

 [.23تاقٌس ] هی (33-31هؼازلات ) صَضت

(31)      cos Θ cos cos sin( )sin( )cos( )I J I J g   

(32) 
     

 

cos Ψ cos Φ cos

sin Φ sin( ) cos( )

l h g

h g I

   

  

(33) 
     cos Φ cos Ψ cos

sin(Ψ )sin( ) cos( )

h l g

l g J

   

  

هؼازلِ  تِ صَضت I  ٍJ(، پاضاهتطّای 33-31ضٍاتظ )وِ زض 

 قَز. ( تؼطیف هی34)

(34)    cos   ,      cosh l

g g

P P
I J

P P
   

( زض هؼازلِ ّویلتًَیي 34( تا )31تا خایگعیٌی هؼازلات )

( 35هؼازلِ ) تِ صَضت(، ّویلتًَیي واّف یافتِ ؾیؿتن 26)

 قَز. هحاؾثِ هی
' ' ' '

n up 1 p1 2 p2H H H H    (35)                                  

'وِ زض آى 

upH، '

p1H ٍ '

p2H 36هؼازلات ) تِ صَضت-

 س.ًقَ ( هحاؾثِ هی38

 

 

(36) 

22
' 2 2l
up

3

2 2

1 2

1
( )

2 2 2

Or s
g l

s O

l l

P GMmP
H P P

I m r

S C

I I

    

 
 

 

 

 

' 2 2 2 2 2

p1 3 3 I 3 3 1

2 2

2I 2J 1 2 1

2

2

1 1
[ ( )

2 2

( )(

]

)

J I J g

I J g I J l J

I g

H I I C C I S S C I I

S S I I S S C C S C I S

I C S

    

   

 (37)
 

(38)  

O

' 2 2 2

p2 λ 2 2

2 2

1 1

2 2O J I I J g l

l I J I g l I I j

H P P S S S C S C

P S S S S S S S S



 
    

 

     

هؼازلات واًًَی حطوت تط اؾاؼ ّویلتًَیي واّف یافتِ 

 آیٌس.  ( تِ زؾت هی39تَؾظ هؼازلات )

 
 [8] آًسٍیط زض تثسیل تَؾؼِ یافتِ زپطیت-هتغیطّای ؾطت 2ضکل 

 
' '

ggqq , P Nn n

q

H H

P q

 
   
 

(39)                               

ی تؼوین ّا هَهٌتنّا qPّا هرتصات تؼوین یافتِ، qوِ 

 [. 21گكتاٍض گطازیاى خاشتِ تحت ضاتغِ ظیط اؾت ] Nggیافتِ ٍ

   

 

2

3 2 2 3 1 23

1 2 2

3 ˆ ˆN [ i j
2

k̂]

gg
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I I S C I I S C
R

I I S C

   

 


   

  (40)

تایس تَؾظ تثسیل زپطیت  (40زض ضاتغِ )هتغیطّای هَخَز 

ز. زض حالت قَآًسٍیط تثسیل -تَؾؼِ یافتِ تِ هرتصات ؾطت

ٍ ( زٍ پاضاهتط39غیطاغتكاقی، هغاتك هؼازلات )
O  ثاتت

  ٍ Pّای  هَهٌتنتَزُ ٍ زض ًتیدِ 
O

P  ثَاتت حطوت ؾیؿتن

زضخِ آظازی تِ  5تاقٌس. زض ًتیدِ تا تثسیل فَق، ؾیؿتن  هی

زضخِ آظازی قاهل زیٌاهیه ٍضؼی ٍ هساضی  3یه ؾیؿتن 

 قَز. هاَّاضُ تثسیل هی
 

 روش انحناء ریمانی ریچی -4
زض ایي ترف تا اؾتفازُ اظ ٌّسؾِ هٌیفلسّای ضیواًی تِ تحلیل 

پطزاذتیِ  آقَب زض ؾیؿتن ّویلتًَی تغَض ضیاضیی ٍ ٌّسؾیی   

 ـ قَز هی ی تحلیلیی زلییك   ّیا  . هعیت ایي قیَُ ًؿیثت تیِ ضٍ

آقَب هاًٌس اًتگطال هلٌیىف ؾازگی واضتطز آى اؾت. ذصَصیاً  

ایي هَضَع زض هیَضز ؾیؿیتن پیچییسُ هیاَّاضُ غیطٍؾیتات زض      

 . زقَ هی ًوایاىزٍضاًی تیكتط -حطوت ٍضؼی
خای تطضؾیی پاییساضی ؾیؿیتن زض فضیای     ِ زض ایي ضٍـ، ت
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هیَضز   1زض فضای پیىطتٌسی هٌیفلسّای ٌّسؾیی  پایساضیفاظی، 
گییطز. تیِ اییي تطتییة ویِ تیط اؾیاؼ هؼازلیِ          تطضؾی لطاض هی

 ّویلتییَى، زض هیییاى توییاهی هؿیییطّای ّیین اًییطغی هوىییي    
( )tگیطز وِ اًیطظی   ، حطوت زیٌاهیىی زض هؿیطی اًدام هی

قَز. ایي لضیِ زض فضای هٌیفلسّای  خٌثكی زض آى حسالل هی
ؾیؿیتن ضٍی هٌیفلیسی تیا     قَز تیا حطویت   ٌّسؾی هؼازل هی

حسالل هؿیط وِ تِ هٌیفلس ضیواًی زض فضای پیىطتٌسی ٌّسؾی 
  [.15]هؼطٍف اؾت 

ضٍی هٌیفلییس  A  ٍBتییِ وَتییاّتطیي هؿیییط تیییي زٍ ًمغییِ 

گَیٌس وِ تاػث ثاتت قیسى تیاتؼی    هیضیواًی ذغَط غئَزظیه 

d تِ صَضت 2عَل لَؼ 0
B

A
s  تؼطییف  قَز. تط اؾاؼ  هی

، تؼطییف  3ذغَط غئَزظیه ٍ اصیل حیسالل ویاضوطز هیائَپطتؽ    

قیَز. زض   زیٌاهیه ّویلتًَی زض فضای ٌّسؾی اهىاى پصیط هیی 

ِ ًْایت اضتثاط تیي فضای زیٌاهیىی ٍ فضای هٌیفلس ٌّسؾی تی 

هتطییه اًیطغی خٌثكیی     تیِ صیَضت  ٍؾیلِ هٌیفلسّای ضیواًی 

d 2 ds T t طایي، هؿییطّای فیاظی زض   قَز. تٌیات  تؼطیف هی

ّییا زض فضییای پیىطتٌییسی  فضییای زیٌییاهیىی هؼییازل غئَزظیییه

 (41)ی خٌثكیی هغیاتك ضاتغیِ    غٌّسؾی تَؾییلِ هتطییه اًیط   

 . [18،22-16] قَز هی
2 2 2

ij ij

ij

d 2 d 2 d 2 d d

2[ ( )]a d d

i j i j

i j

g

s T t q q t q q

E U q q q

   

  (41)

هاتطیؽ  ،هرتصِ تؼوین یافتِ qپاضاهتط هؿیط،  s وِ زض آى

اًطغی ثاتت  E ٍاخعاء هاتطیؽ هتطیه  ijaهؼیي،هتطیه هثثت 

gٍ  ول ( )U q تَؾظ هتطیه فَق،  .اًطغی پتاًؿیل ؾیؿتن اؾت

زض فضای  ّا ؾیؿتن زیٌاهیىی هؼازل غئَزظیه ّای تطغوتَضی

تِ قَز. زض زؾتگاُ تسًی، هؼازلِ غئَزظیه  هٌیفلس ٌّسؾی هی

  تاقس. هی (42هؼازلِ ) صَضت
2

jk2

d d d
0

d d d

i j k
iq q q

s s s
                                   (42)  

jkوِ

i اؾت  5ؾیَیتا-هطتَط تِ هؼازلِ لَی 4ًواز وطیؿتفل

 قَز.  هحاؾثِ هی (43ضاتغِ ) تِ صَضت ijوِ اظ ضٍی

(43) jm kjkm
jk

1
  ( )

2

i im

j k mq q q

 


 
   

  
 

                                                            
1. Geometric Configuration Space 

2. Arc-length Functional 

3. Maupertuis Least Action Principle 

4. Christoffel Coefficient 

5. Levi-Civita 

ّای حؿاؼ تِ قطایظ اٍلیِ، هؿیطّای فیاظی زض   زض ؾیؿتن

گییطز. اظ عیطف زیگیط زض     ظهاى هؼیي زض هٌغمِ ًاپایساض لطاض هی

فضای ٌّسؾی، تطای فضای پیىطتٌسی ٌّسؾی فكطزُ وِ تاػث 

قَز، فاصلِ  هحسٍز قسى هتغیطّای ؾیؿتن تا گصقت ظهاى هی

وكیسگی ٍ  زّس. تٌاتطایي ضا افعایف ًویتیي هؿیطّای ؾیؿتن 

ی ًكیییاى زٌّیییسُ ًاپاییییساضی  هؿییییطّای فیییاظتیییاذَضزگی 

آقییَب زض ؾیؿییتن ضذیساز  ّییای ًعزییه تییِ ّیین ٍ   تطغوتیَضی 

ّیا زض هٌیفلیس    هیی ّویلتًَی اؾت. اضتثاط تییي پاییساضی غئَزظ  

ضیواًی ٍ اًحٌاء هٌیفلس تَؾیلِ هؼازلِ هطتثِ زٍ تغییطاتی تیاتؼی  

قَز. ایي هؼازلیِ،   هكرص هی 6ؾیَیتا-لَی-غاوَتیعَل لَؼ 

 ّا اًحطاف زٍ غئَزظیه هداٍض ضا تَؾظ هیساى خسایف غئَزظیه

ًواییس ویِ پاییساضی ٍ ًاپاییساضی      ضا تییاى هیی   تَؾیلِ پیاضاهتط 

 . [19-17] وٌس هكرص هی (44)ّا ضا تحت ضاتغِ  غئَزظیه

(44) 
2

jik2

d d
R 0

d d d

i j k
i iq q

s s s





   

/وِ زض آى di s      هكیتك وَاضیاًیت زض عیَل غئَزظییه

 [. 20قَز ] حؿاب هی (45)اؾت وِ تا ضاتغِ 

(45) 
jk

d d

d d d

i i j
k kq

s s s

 



   

 تِ صیَضت  7وطیؿتفل-ًْایتاً ّط ػضَ هاتطیؽ اًحٌاء ضیواى

 آیس.  هی تِ زؾت (46هؼازلِ )

(46) 
jlk jk ml jl mkR

i i

jk jli m i m i

l kq q

 
     
 

 

هییلان تحلیییل پسیییسُ آقییَب زض ضٍـ ضیچییی، فاصییلِ زٍ  

غئَزظیه هداٍض اؾت وِ پاییساضی زیٌیاهیىی آًْیا ٍاتؿیتِ تیِ      

اؾت. همازیط ٍیػُ هثثت هثییي  فَق همازیط ٍیػُ هاتطیؽ اًحٌاء 

ّیا ضا   ّا ٍ همیازیط هٌفیی ٍاگطاییی غئَزظییه     ّوگطایی غئَزظیه

ّا تَؾیظ هدویَع همیازیط     ولی غئَزظیهزّس. اًحطاف  ًكاى هی

jikRٍیػُ هاتطیؽ i     قیَز.   هؼطٍف تِ اؾیىالط ضیچیی تطضؾیی هیی

وطٍی  اؾىالط ضیچی هثثت هثیي ًظن زض ؾیؿتن هغاتك ٌّسؾِ

ضهًَیه اؾت ٍ اؾىالط ضیچی هٌفی ًكیاى  ّا یّا ٍ پاؾدضیواًی 

 8لی لثاچفؿىیّصلَ ّا هغاتك ٌّسؾِ زٌّسُ ًاپایساضی غئَزظیه

ی ؾیؿتن ضا ّا تاقس وِ احتوال آقَب زض پاؾد یه 8لثاچفؿىی

 . [17،19] زّس ضا افعایف هی

                                                            
6. Jacobi-Levi-Civita 

7. Christoffel-Riemann Curvature 

8. Lobachevskian 
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 تحلیل آضوب به روش ریچی -5
 صیَضت تیِ   هیاَّاضُ غیطٍؾیتات   ؾیؿیتن وِ ّویلتًَیي  اظ آًدا

تحلییل  تیَاى زض   هیی ضٍـ ضیچیی   اظ ،تیاى قسُ اؾتاغتكاقی 

ّیای   اًتگیطال ویِ   زلییل اییي  ِ تاظ عطف زیگط، . تْطُ تطز آقَب

 -ٍضؼیؾیؿتن اغتكاقی هاَّاضُ غیطٍؾتات زض حطوت  حطوتی

زضخیِ   تؼیساز تِ  گكتاٍضّای گطازیاى خاشتِ ظهیيتحت  هساضی

تاقس، زض ًتیدِ هساضات ؾیؿتن اغتكاقی ضا  آظازی ؾیؿتن ًوی

لین  ًتیدِ تَاى زلیماً هحاؾثِ ًوَز. تطای حل ایي هكىل اظ  ًوی

 .قَز ظیط اؾتفازُ هی

locهٌیفلییسّای پایییساض ٍ ًاپایییساض هحلییی : 1لممم  ε( )sW   ٍ

loc ε( )uW    هتؼلییك تییِ هییساضات پطیَزیییه اغتكاقییی زض یییه

هدوَػِ ًعزیه هساضات پطیَزیه غییط اغتكاقیی ّؿیتٌس. تیِ     

εػییلاٍُ، هییساضات    0( , )sq t t  ٍε 0( , )uq t t   وییِ اظ ّوؿیییایگی

)εهٌیفلسّای  )sW   ٍ
ε( )uW  ی ّا قًَس، زض تاظُ آغاظ هی

 . قًَس تیاى هی (47ضٍاتظ )ظهاًی ًكاى زازُ قسُ زض 
2

ε 0 0 1 0 0

2

ε 0 0 1 0 0

( , ) ( ) ( , ) ( ), [ , )

( , ) ( ) ( , ) ( ), ( , ]

s o s

u o u

q t t q t t q t t O t t

q t t q t t q t t O t t

 

 

     

     

(47) 

تطتیة هساضات غیط اغتكاقی ٍ اغتكاقیی  ِ ت oq  ٍεqوِ 

حل هساضات اٍلیي هؼازلِ اضتؼاقی اؾیت. هغیاتك    1qّؿتٌس ٍ 

تَاى اظ هٌیفلسّای ًاهتغیط ؾیؿتن غییط اغتكاقیی    هیلن فَق، 

 :. یؼٌیییوییطزتدییای هییساضات ؾیؿییتن اغتكاقییی اؾییتفازُ    

loc ε loc o( ) ( )s sW W   ٍloc ε loc o( ) ( )u uW W  [16.] 

 :ؾِ قطط وِ زض صَضتی

 .( ّویلتًَیي ؾیؿتن ثاتت تاقس1)

( ترف اغتكاقی ّویلتیًَیي تٌْیا تیاتؼی اظ هىیاى تاقیس ٍ      2)

 ّای ؾطػتی ًثاقس. ٍاتؿتِ تِ تطم

ّایی هطتغ ؾطػت ییا   ( اًطغی خٌثكی ؾیؿتن تٌْا قاهل تطم3)

 ّای تؼوین یافتِ تاقس.  هَهٌتن هطتغ

تَاى تطای ؾیؿتن زیٌاهیىی  ضٍـ ضیچی ضا هی تطلطاض تاقس،

وِ تواهی قطایظ فَق زض ؾیؿیتن   اظ آًداّوچٌیي  تىاض گطفت.

وٌیس، ضٍـ ضیچیی تیطای تحلییل      هسل قسُ صیسق هیی  هاَّاضُ 

قیَز. هغیاتك هؼیازلات     آقَب زض ؾیؿتن هصوَض اؾیتفازُ هیی  

(، هاتطیؽ هتطیه اًیطغی  41( ٍ )35) a    زض ؾیؿیتن ویاّف

 قَز.  هحاؾثِ هی (48هؼازلِ ) تِ صَضتیافتِ 

 

2

2 2
2

1 2

2 2
2 1 1 2

0 0

a 0 0

0 0

l l

l l

s

I

S I C

I I

I I S I I C

m

 
 

 
 
 

  
 
 
 
 

 

(48) 

1وییِ زض آى،  3 2/I I I،2 1 2/I I I  ٍ2/s sm m I 

وِ اًطغی ول ؾیؿتن تیسٍى   پاضاهتطّای تی تؼس ّؿتٌس. اظ آًدا

همییساضی ثاتییت اؾییت ٍ اظ قییطایظ اٍلیییِ   Eٍضٍزی اغتكاقییی 

تَاًس هؼازل تریف غییط    هیآیس، ایي همساض  هی تِ زؾتؾیؿتن 

اغتكاقی ّویلتًَیي ؾیؿتن تاقس. زض ًتیدِ هتطیه تیاى قسُ 

 .قَز هحاؾثِ هی (49هؼازلِ ) تِ صَضت( 41زض ضاتغِ )

(49) 
1 1 2 2( )E H H a      

واز ّای ً هكتك( تِ ّوطاُ هحاؾثِ 43تا اؾتفازُ اظ هؼازلِ )

( تاًؿیَض اًحٌیاء ضیویاًی ٍ    46وطیؿتفل ٍ تا اؾتفازُ اظ ضاتغیِ ) 

غیط  هحاؾیثِ هدویَع ػٌاصیط ل   تاًؿَض ضیچی هحاؾثِ قسُ ٍ تا 

 (50ضاتغِ ) تِ صَضتاؾىالط ضیچی  پاضاهتط تاًؿَض ضیچی،اصلی 

 آیس. زؾت هیِ ت

(50) 
i

g l

j

h,g,l, , , ,

(R )

( ,, , ), ,
O OO O h rr P P

R

P P P

ic tr

Ric I J




 

ٍ h ،Phزض هؼازلِ فَق، 
O

P
اظ هؼیازلات   I  ٍJثاتت تَزُ ٍ  

ٍ تیا وویه ؾیؿیتن غییط      1 قَز. هغاتك لن ( خایگعیي هی34)

اغتكاقی، همساض هساضات ّیتطٍولیٌیه ؾیؿتن تطای اؾتفازُ زض 

َ ( تطای هحاؾثِ اؾىالط ضیچیی تاییس اؾیترطاج    50ضاتغِ )  ًس.قی

 (52( ٍ )51) تییي هؼیازلات زیٌیاهیىی   تطای ایي هٌظَض، ظهاى 

 قَز. حصف هی

(51) 
'

n

g

H
g

P





 

(52) 
'

n

l

H
l

P





 

 تیِ زؾیت   l  ٍPlتیاتؼی اظ   تیِ صیَضت   gپاضاهتط تا ایي واض، 

 آیس.  هی

(53) 
0

2 2
1 1 2

02 2
2 1 1 2

( )d
l g l l

l
l l l

P I S I I C
g l g

P I I S I I C


 

 
  

تط  Plهمازیط اٍلیِ پاضاهتطّا ّؿتٌس. تطای ایٌىِ  0l ٍ0gوِ 

، وافی اؾت ّویلتًَیي ؾیؿتن تط حؿیة  آیسزؾت ِ ت lحؿة 

هساضات ّیتطٍولیٌیه زض حالت غیط اغتكاقیی ٍ تیسٍى ٍضٍزی   
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(، چیَى  36. عثك هؼازلِ )قَزوِ همساضی ثاتت اؾت اؾترطاج 
'

upH ،2 2/
Or sP m  ٍ/s OGMm r  ،قَز هیثاتت اًس: 

(54) 
2 2 2 2

2 2

up

1 2 3 1 2

1l l l l

g l

S C S C
P P h

I I I I I

  
      

   
 

وِ
uph  2 ثاتت اؾت. تا تؼطییف

up 2 up( / )gh I P h  ِهؼازلی

 آیس. زض هی (55هؼازلِ ) تِ صَضتتالا 

(55) 
2 2

1 2 1 1 2

2 2
2 1 1

p

2

u l l

l l

l g

I I I S I I Ch
P P

I I S I I C

 

 
   

ًكاى زٌّسُ هیساضات ّیتطٍولیٌییه هتمیاضى     وِ ػلاهت

(، 53( زض هؼازلیِ ) 55اعطاف ًمغِ ظیٌیی اؾیت. تیا لیطاضزازى )    

 آیس.  هی تِ زؾت lتٌْا تاتؼی اظ  تِ صَضتg همساض 

)وِ ؾیؿتن زض ًمغیِ ظیٌیی    اظ آًدا , ) (0,0)ll P    فالیس

حل تحلیلی اؾت، تٌاتطایي همیساض هیساضات ّیتطٍویٌییه ضا زض    

)ّوؿییایگی ًمغییِ ظیٌییی یؼٌییی زض ًمغییِ , ) (0 ,0)ll P   

همساضی وَچیه اؾیت. تیا لیطاض زازى      وِ  وٌین هی هحاؾثِ

 قَز. ظیط هحاؾثِ هی تِ صَضت Pl(، 55ًمغِ فَق زض هؼازلِ )

(56) 
2 2 2 2

1 1 2

2 2
2 1 1 2

( ) ( )l

g

l

l

l

l

I S S I I C C

I I C
P

I
P

S I

   

 
   

( زض ًمغییِ 53) ضاتغییِ تَؾییظ gّوچٌیییي همییساض پطاهتییط 

( , ) ( ,0)ll P   قَز ( هی57تا ضاتغِ ) تطاتط. 

0

2 2
1 1 2

0
2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2

d
[ ( ) ( )][ ]

l
l l

l

l l l l

I S I I C
g l g

I S S I I C C I I S I I C 


 

    


(57)  

(، همساض اؾىالط 50( زض ضاتغِ )57( ٍ )56خایگعیٌی )تا 

8تحت همازیط ثاتت l ضیچی تط حؿة پاضاهتط

1 2.2 10   ،

2 1.2I ،1 0.8I ،8

2 1.1 10  ،3 1.4I  ،0.001  

0ؾیؿتن تطاتط  همازیط قطایظ اٍلیٍِ  0.01g ،0 0.1h ، 

0 0l ،0 1.6O ،0 6675Or ،
0

1gP ،
0

1hP ، 

0
0lP ،

0
0.3

O
P ،

0
1

Or
P  ِوِ  اؾت قسُ زض ًظط گفت

 ًكاى زازُ قسُ اؾت. 3ًوَزاض آى زض قىل 

، همازیط هٌفی اؾیىالط ضیچیی ًكیاى زٌّیسُ     3هغاتك قىل 

تاقیس ویِ احتویال آقیَب زض      ّیا هیی   ًاپایساضی ضفتاض غئَزظیه

هییاًگیي اؾیىالط   زّیس. ّوچٌییي همیساض     ؾیؿتن ضا افعایف هی

ضیچییی تییا هحاؾییثِ ؾییغح ظیییط هٌحٌییی اؾییىالط ضیچییی تییا     

گیطی تاتغ اؾىالط ضیچی تیي زٍ ًمغِ ظیٌیی تیِ صیَضت     اًتگطال

 تاقس. ( هی58هؼازلِ )

 
  l ًوَزاض آقَتٌان اؾىالط ضیچی تط حؿة 3ضکل 

 

 (58) 0

1
( , ( ), ( )) 587lRic Ric l g l P l dl




    

زض ؾیؿیتن  همساض هیاًگیي هٌفی اؾىالط ّن تییاًگط آقیَب   

l,0,اؾت. تِ ػیلاٍُ، زض اعیطاف ًمیاط ظیٌیی          ًویَزاض ،

ّایی تا فطواًؽ تالا اؾت وِ هثیي  ًظوی اؾىالط ضیچی زاضای تی

ّیا زض هٌیفلیسّای    ًاپایساضی ظیاز ؾیؿتن زض ٍاگطایی غئَزظییه 

ٌّسؾی ٍ ًتیدتاً ضذساز آقَب زض اعطاف ًماط ظیٌی اؾت. اییي  

هَضَع تا تماعغ هٌیفلسّای پاییساض ٍ ًاپاییساض زض اعیطاف ًمیاط     

 ظیٌی هٌغثك اؾت. 
 

 تحلیل آضوب به روش نمای لیاپانف -6
گیطی فاصلِ زٍ هساض وٌاض ّن زض  زض ضٍـ ًوای لیاپاًف، تا اًساظُ

ی، حؿاؾیت ؾیؿتن تِ تغییط زض قطایظ عَض ػسزِ یه لحظِ ت

ز. زض قَ اٍلیِ تغَض ًوایی زض صفحِ فاظی تطضؾی هی

ی ّویلتًَی آقَتٌان، تا ایداز تغییط وَچه زض ّا ؾیؿتن

قطایظ اٍلیِ، ٍاگطایی قسیسی زض هؿیطّای فاظی ًعزیه ّن 

) تطای هتغیطّای حالت  قَز. ًوای لیاپاًف ایداز هی )iq t  ِت

  [.13،14آیس ] هی تِ زؾت (59ضاتغِ ) صَضت

(59) 
  

0

( )1 1
lim d lim ln

(0)

t

i

i
t t

i

q t
E q

t t q


  

 
   

وِ 0iq قطایظ اٍلیِ هتغیط حالت iq t ٍ( ( ))iE q t 

همازیط ٍیػُ حمیمی هاتطیؽ غاوَتیي ًطخ ٍاگطایی هؿیطّای 

ؾیؿتن اؾت. ًوَزاض همساض تعضگتطیي ًوای لیاپاًف ًؿثت تِ 

قطایظ اٍلیِ همازیط ثاتت ٍ تطاؾاؼ  پاضاهتط اغتكاقی

تىاضگطفتِ قسُ زض ترف لثلی تطای هحاؾثِ اؾىالط ضیچی زض 
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/21اؾت وِ پاضاهتط ًكاى زازُ قسُ  4قىل  OR   قاهل

2تطویة ٍ فاوتَضگیطی اظ پاضاهتطّای  2

0 0

2

1 0 (1/ )V R  

ٍ 2

2 )((1/ 1 )/s Om R  ٍ2

0(3 / 2 )(1/ )g OR R   هطتَط

 س. ٌتاق اغتكاقی گطازیاى خاشتِ هیگكتاٍض  ٍ حطوت هساضیتِ 

ّای  اؾىالط ضیچی زض قىلًتایح حاصلِ اظ ًوای لیاپاًف ٍ 

هثثت تَزى تِ ایي تطتیة وِ . اًس واهلاً تا ّن هٌغثك 4 ٍ 3

هثیي افعایف فاصلِ تیي هساضات   ًوای لیاپاًف تا افعایف

هداٍض ّن تغَض ًوایی، ایداز خاشب قگفت ٍ آقَب زض ؾیؿتن 

اؾت وِ ایي هَضَع هؼازل تا هٌفی تَزى اؾىالط ضیچی ٍ 

ّا اؾت. همازیط ًوای لیاپاًف ًتایح حاصل اظ  ٍاگطایی غئَزظیه

یس وطزُ ٍ ّط زٍ ٍخَز آقَب أیتحلیل ٌّسؾی ضیچی ضا ًیع ت

 ٌس.وٌ اثثات هیضا زض ؾیؿتن 
 

 سازی سیستم نتایج ضبیه -7
زض ایي ترف، اتتسا حطوت آقَتٌان هاَّاضُ غیطٍؾتات تٌْا زض 

هسل زٍضاًی هاَّاضُ تحت تأثیط گكتاٍض گطازیاى خاشتِ ظهیي 

قَز. ؾپؽ تأثیط حطوت هساضی زض  عَض ػسزی تطضؾی هی تِ

 تطای ایي واض، هؼازلاتقَز.  زیٌاهیه زٍضاًی ّن ًكاى زازُ هی

ؾاظی  هساضی ؾیؿتن هاَّاضُ غیطٍؾتات قثیِ -حطوت ٍضؼی

ؾیؿتن  قس. زض اتتسا تأثیط حطوت هساضی ًازیسُ گطفتِ قس، یؼٌی

1زٍضاًی هاَّاضُ غیطٍؾتات هساض تاظ تِ اظای همازیط 2 0   

ؾاظی قس. همازیط اٍلیِ ٍ ثاتت ؾیؿتن هغاتك همازیط تىاض  قثیِ

 گطفتِ زض ترف لثل زض ًظط گطفتِ قسُ اؾت.

گصاضی  ؾاظی ؾیؿتن ٍ صحِ تِ هٌظَض تطضؾی اػتثاض هسل

ؾاظی، زیٌاهیه ؾیؿتن تط هثٌای هؼازلات  ًتایح حاصل اظ قثیِ

ؾاظی قس. تطای  اٍلط ًیع اؾترطاج ٍ قثیِ-حطوت ًیَتي

ای ول ؾیؿتن حَل ًمغِ  طاج هؼازلات اٍلط، هَهٌتن ظاٍیِاؾتر

( هحاؾثِ 59هطوع خطم هاَّاضُ غیطٍؾتات تِ صَضت هؼازلِ )

 [.21قَز ] هی
 

 
  همساض تعضگتطیي ًوای لیاپاًف ًؿثت تِ پاضاهتط اغتكاقی 4ضکل 

 (59) 

 ' '

T

'

H Ω i ( Ω )j

( Ω

ˆ

k

ˆ

) ˆ

x xx W x y yy W y

z zz W z

I I I I

I I

 



   

 
 

'وِ زض آى 

xI ،'

yI ٍ '

zI  ِ( زض ًظط گطفتِ 12)هغاتك ضاتغ

ای ول ؾیؿتن ًؿثت  ظاٍیِ هَهٌتنگیطی اظ  تا هكتك قًَس. هی

زلات حطوت زٍضاًی هاَّاضُ اهؼ ضاتغِ اٍلط، عثكتِ ظهاى، 

تِ گكتاٍضّای اغتكاقی خاشتِ ظهیي  تأثیطتحت غیطٍؾتات 

 س.ٌآی هی تِ زؾت زض زؾتگاُ تسًی (62-60هؼازلات ) صَضت

 

(60) 

 

 

' ' '

' ' 2

(Ω Ω

3
Ω ) sin 2 cos

2

x xx z y yy zz W x yy z

zz y z y

O

I I I I

I I
R

   


  

   

  
 

 
 

(61) 

 

 

' ' '

' '

(Ω Ω

3
Ω ) sin 2 cos

2

y yy x z xx zz W y zz x

xx z z x

O

I I I I

I I
R

   


  

   

  
 

 

(62) 

 

 

' ' '

' '

(Ω Ω

3
Ω ) sin 2 cos

2

z zz y x xx yy W z xx y

yy x x y

O

I I I I

I I
R

   


  

   

  
 

( زض 8-6اظ ضٍاتظ ) xx،yy ٍzz هتغیطّای وِ

ًظط اظ  تا صطفّوچٌیي  س.ًقَ خایگصاضی هی فَق هؼازلات

قتاب هطوع خطم ظهیي ًؿثت تِ ذَضقیس، هؼازلِ حطوت 

زض زؾتگاُ هرتصات لاًَى زٍم ًیَتي  عثكاًتمالی هاَّاضُ 

 قَز. ( تیاى هی63هؼازلِ ) تِ صَضتهساضی 

   2F
2 J Kˆ ˆ

O O O O O O O

s

R R R R
m

      (63)  

ات تأثیطًیطٍّای گطاًكی ٍ  Fوِ زقَ اؾترطاج هی

( 63( تا )60هؼازلات ) اغتكاقی گطازیاى خاشتِ ظهیي اؾت.

 س. وٌ هاَّاضُ غیطٍؾتات ضا تیاى هی هساضی -ٍضؼیحطوت 

فاظی، هؿیطّای  تَؾظّای آقَتٌان ؾیؿتن زٍضاًی  پاؾد

ًكاى  7تا  5ّای ؾطی ظهاًی زض اقىال  هماعغ پَاًىاضُ ٍ پاؾد

ٍ ٍ تطگكتی هحسٍز  تا تَخِ تِ هؿیطّای فاظی .زازُ قسُ اؾت

زض ّوچٌیي پطاوٌسگی ًماط زض هماعغ پَاًىاضُ، آقَب 

ضفتاض آقَتٌان قَز.  هی ی ؾیؿتن هساض تاظ هكاّسُّا پاؾد

اغتكاقات گطازیاى خاشتِ ظهیي تط  تأثیط ًاقی اظتَاًس  هی

تؿیاض  تأثیطوِ  تاقسؾیؿتن ّویلتًَی هاَّاضُ غیطٍؾتات 

هٌدط تِ تغییطات قگطفی زض گكتاٍضّای اغتكاقی وَچه 

 ز.قَ زیٌاهیه ّویلتًَی ؾیؿتن هی
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xهؿیط فاظی ؾِ تؼسی  -الف y z   

 
 

 
xهؿیط فاظی زٍ تؼسی  -ب y 

 
 

 
هؿیط فاظی زٍ تؼسی  -ج

x z  
 

 
yهؿیط فاظی زٍ تؼسی  -ز z  

 یاظاِ ت زٍضاًی هؿیطّای فاظی ؾیؿتن 5ضکل 
1 2 0   

 
xهمغغ پَاًىاضُ  -الف y  تطغوتَضی حاصل تماعغ 

x y z     ِ0تا صفحz  
 

 
همغغ پَاًىاضُ  -ب

x z   تطغوتَضیحاصل تماعغ 

x y z     ِ0.7تا صفحy 
 

 

 
yهمغغ پَاًىاضُ  -ج z   تطغوتَضیحاصل تماعغ 

x y z     ِ0تا صفحx  

ِ اظای هماعغ پَاًىاضُ ؾیؿتن ت 6ضکل 
1 2 0   

 

اٍلط زض وٌاض  -ؾاظی هؼازلات ًیَتي ًتایح حاصل اظ قثیِ

اًغثاق واهل ًتایح زٍ ًتایح حاصل اظ زیٌاهیه ّویلتًَی، 

ؾاظی ؾیؿتن ضا  گصاضی ًتایح قثیِ ؾاظی ٍ صحِ فطآیٌس هسل

ؾاظی ؾیؿتن زٍضاًی تاظاء  ّوچٌیي، ًتایح قثیِ زّس. ًكاى هی

1همازیط 2 0   [ ِهمایؿِ 24تا ًتایح هٌسضج زض همال ]

 قَز. ؾاظی تا اًغثاق واهل ًتایح تائیس هی قسُ ٍ اػتثاض هسل
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 ًؿثت تِ ظهاى xپاؾد -الف

 
 ًؿثت تِ ظهاى yپاؾد -ب

 
 ًؿثت تِ ظهاى zپاؾد -ج

 
 ًؿثت تِ ظهاى  پاؾد -ز

ِ تزٍضاًی هاَّاضُ غیطٍؾتات ّای ؾطی ظهاًی ؾیؿتن  پاؾد 7ضکل 

 یاظا
1 2 0   

 

 زیٌاهیه زٍضاًی تط حطوت هساضی تأثیطتِ هٌظَض تطضؾی 

عثك ؾیؿتن  هساضی -ٍضؼی حطوت، هسل هاَّاضُ غیطٍؾتات

تحت پاضاهتطّای ثاتت ٍ قطایظ  (52 ٍ 51) ّویلتًَی هؼازلات

گطازیاى  تا اػوال گكتاٍض 5ترف اٍلیِ تىاض گطفتِ قسُ زض 

82تاظاء  خاشتِ ظهیي 10 ε ِّای  . پاؾدقس ؾاظی قثی

 10تا  8ّای  زض قىل ؾیؿتن هساضی -ٍضؼیآقَتٌان حطوت 

فاظی، هماعغ پَاًىاضُ ٍ  صفحِ ًكاى زازُ قسُ اؾت. هؿیطّای

-ّای قثِضفتاضّوگی هثیي  ،ّای ؾطی ظهاًی ؾیؿتن پاؾد

 ایي زض اؾت. هساضی -ٍضؼیزیٌاهیه  زض ٌانآقَت پطیَزیه ٍ

ات حطوت تأثیطتِ ّوطاُ ؾاظی، گكتاٍض گطازیاى خاشتِ  هسل

هساضی تِ ػٌَاى اغتكاقات ذاضخی تط زیٌاهیه ّویلتًَی 

ایي هسل ّای آقَتٌان  پاؾداًس وِ  زٍضاًی هاَّاضُ اػوال قسُ

 تا هسل زٍضاًی هتفاٍت اؾت. 

 
xقثِ پطیَزیه  هؿیط فاظی زٍ تؼسی -الف y  

 l-i-jهؿیط فاظی ؾِ تؼسی  -ب
 

i=Arccos(Ph/Pg) 

 i-jتؼسی زٍ هؿیط فاظی  -ج
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 (rad) 

 l-jتؼسی زٍ هؿیط فاظی  -ُ
 

82یاظاِ ت ؾیؿتن ٍ آقَتٌانهؿیطّای فاظی  8ضکل  10 ε 
 

i=Arccos(Ph/Pg) 

/تا  i-j-lحاصل تماعغ  i-jهمغغ پَاًىاضُ  -الف 2l  
 

l (rad) 

2.7Jتا  i-j-lحاصل تماعغ  l-iهمغغ پَاًىاضُ  -ب  
 

l (rad) 

0.8iتا  i-j-lحاصل تماعغ  l-jهمغغ پَاًىاضُ  -ج  
 

 هساضی -ٍضؼیهماعغ پَاًىاضُ آقَتٌان زیٌاهیه ؾیؿتن  9ضکل 
82 ایاظِ تهاَّاضُ غیطٍؾتات  10 ε 

 
                                               t (s)                              ×104 

 ًؿثت تِ ظهاى lپاؾد  -الف
 

 
 پاؾد -ب

l
P ًؿثت تِ ظهاى 

82یاظاِ ت ؾیؿتن ّای ؾطی ظهاًی آقَتٌان پاؾد 11ضکل  10 ε 

 

هساضی ًتایح حاصل  -ؾاظی ؾیؿتن ٍضؼی قثیًِْایتاً ضفتاض 

اظ ضٍـ اًحٌاء ضیچی ٍ ًوای لیاپاًف ضا زض اثثات آقَب تأییس ٍ 

 ًوایس. گصاضی هی صحِ

هاًٌس  ػَاهل اؾتْلاوی زض هاَّاضُ غیطٍؾتات ٍالؼی،

. گصاضًستأثیطؾیؿتن زض زیٌاهیه  آیطٍزیٌاهیىی ٍ غیطُ ًیطٍّای

زض آقَب  حصف ٍ تَاًس تاػث واّف اظ یه عطف هی اؾتْلان

زض  اؾتْلان تأثیط ،اظ عطف زیگط .سًقَ هست ظهاى عَلاًی

هوىي ، اغتكاقی ّای تطم تِ صَضت هاَّاضُ زیٌاهیه ّویلتًَی

 تأثیطتطضؾی  وِز قَضفتاض آقَتٌان هٌدط تِ افعایف اؾت 

 . ذَز ًیاظهٌس تحمیك ٍؾیؼی اؾت ػَاهل اؾتْلاوی تط ؾیؿتن

 

 گیری نتیجه -8
حطوت هساضی زض زیٌاهیه زٍضاًی  تأثیطایي همالِ تِ تطضؾی زض 

اؾت. تطای ایي  قسُ آقَتٌان هاَّاضُ غیطٍؾتات پطزاذتِ

هاَّاضُ غیطٍؾتات تِ  هساضی -ٍضؼیهٌظَض، زیٌاهیه حطوت 

ؾاظی قس. تا تَخِ تِ پیچیسگی هسل،  ضٍـ ّویلتَى هسل

تثسیل واًًَی تَؾؼِ هطتثِ هؼازلات ضیاضی ؾیؿتن تَؾظ 

آًسٍیط واّف یافت.  -یافتِ زپطیت تا اؾتفازُ اظ هتغیطّای ؾطت

 هؼازلات اغتكاقی، تِ صَضتاّف یافتِ ّویلتًَیي و تا ًَقتي

فطم هٌاؾة تطای اؾتفازُ اظ ضٍـ اًحٌاء ضیچی زض تحلیل 

. همازیط هٌفی اؾىالط ضیچی زض وٌاض همازیط سقاؾترطاج آقَب 

، ضفتاض آقَتٌان هاَّاضُ غیطٍؾتات ضا اثثات هثثت ًوای لیاپاًف

ؾاظی ؾیؿتن هساض تاظ  س. ّوچٌیي ًتایح حاصل اظ قثیِوٌ هی
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قاهل تطضؾی هماعغ پَاًىاضُ، هؿیطّای صفحِ فاظی ٍ 

ّای ؾطی ظهاًی هَیس تماعغ هساضات ّیتطٍولیٌیه، ایداز  پاؾد

 تاقس. ّوچٌیي خاشب قگفت ٍ ضفتاض آقَتٌان زض ؾیؿتن هی

ًتایح حاصل اظ ضٍـ ضیچی ٍ ًوای لیاپاًف  اظی ؾیؿتن،ؾ قثیِ

ؾاظی هدعای حطوت  . تا قثیِوٌس گصاضی هی ییس ٍ صحِأضا ًیع ت

ؾیؿتن هاَّاضُ غیطٍؾتات،  هساضی -ٍضؼیزٍضاًی ٍ حطوت 

پاضاهتطّای هساضی زض زیٌاهیه آقَتٌان هاَّاضُ زیسُ  تأثیط

تطی اظ زیٌاهیه هاَّاضُ تِ هٌظَض  قسُ ٍ زض ًتیدِ هسل زلیك

وٌتطل آقَب هحاؾثِ گكتاٍضّای اغتكاقی تطای تحلیل ٍ 

 سُ اؾت.قهؼطفی 
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