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بر روی یک کوادروتور در حالت هاور  LQRشده با الگوریتم ازدحام ذرات و کنترلر این مقاله به مقایسه عملکرد دو کنترلر گام به عقب بهینه 
پردازد. کوادروتور یک سیستم دینامیکی پایدار نیست و توسعه کنترلرهای بهینه با کارایی بالا برای آن حائز اهمیت است. در ابتدا مدل می

سپس دو کنترلر گام به عقب و  شوند.سازی مدل دینامیکی ارائه میدینامیکی کوادورتور معرفی شده و معادلات فضای حالت به منظور شبیه
LQR سازی کنترلر گام به عقب، پارامترهای آن به کمک الگوریتم شوند. به منظور بهینهبرای کنترل ارتفاع و زوایای کوادروتور طراحی می

ا داشته باشد. هم چنین فرامین کمترین مقدار خود ر LQRگردند که تابع هزینه در نظر گرفته شده برای کنترلر ای تعیین میازدحام ذرات به گونه
دقیق تر، تابع هزینه به ازای  رسیدن به مقایسهبرای  شوند.ورودی به موتورها به منظور نشان دادن توانایی کنترلر موردنظر محاسبه و ترسیم می

دهند که کنترلر گام به نتایج نشان میشوند. دو کنترلر محاسبه شده و نتایج با یکدیگر مقایسه می برای Rو  Qهای وزنی مقادیر مختلف ماتریس
های وزنی مختلف تابع هزینه در کنترلر و به ازای ماتریسعقب به کمک الگوریتم ازدحام ذرات توانایی بالاتری در کمینه سازی تابع هزینه دارد 
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 Comparison of Back stepping method optimized via particle swarm optimization algorithm and LQR 
method for hovering control of a quadrotor is presented in this paper. Quadrotor is not a stable 

dynamical system and development of high performance controllers for it is important. First the 

dynamic model of a quadrotor is introduced and state-space equations are presented in order to simulate 
the dynamic model. Then two Back stepping and LQR controllers are designed to control Euler angles 

and height of the quadrotor. In order to optimize back stepping controller, its parameters are determined 

using particle swarm optimization algorithm to minimize cost function considered for LQR controller. 

Also, commands to the motors are calculated and plotted to show the feasibility of the controller. To 

obtain better comparison, the cost function is calculated for different weighting matrices of Q and R for 

two controllers and the results are compared. The results show that Back stepping controller has more 
ability to minimize the cost function in comparison to LQR and the cost function in Back stepping has 

fewer values for several choices of weighting matrices. 
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 مقدمه 1-

های پرنده روند های اخیر مطالعات به منظور مدلسازی و کنترل رباتدر دهه

های کنترل موجود رو به رو به رشدی را به خود گرفته است و الگوریتم

 افزایش است.

شده برای کوادروتور ملاحظه های کنترلی طراحیبا بررسی الگوریتم

های کنترل کلاسیک، شود که با کامل تر شدن تحقیقات بر روی روشمی

ای پیدا کرده است. های اخیر جایگاه ویژههای ترکیبی در سالاستفاده از روش

هوشمند  هایها با استفاده از الگوریتمکنندهتعیین پارامترهای طراحی کنترل

های ها و الگوریتماخیراً روند رو به رشدی به خود گرفته است. روش

 های تقریبیو الگوریتم های دقیقسازی به دو دسته الگوریتمبهینه

های دقیق قادر به یافتن جواب بهینه به صورت شوند. الگوریتمبندی میتقسیم

ی ندارند و زمان حل سازی سخت کارایدقیق هستند اما در مورد مسائل بهینه

های تقریبی قادر یابد. الگوریتمآنها در این مسائل به صورت نمایی افزایش می

های خوب )نزدیک به بهینه( در زمان حل کوتاه برای مسائل به یافتن جواب
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های تقریبی معمولًا به دو دسته سازی سخت هستند. الگوریتمبهینه

دو مشکل اصلی  شوند.بندی میطبقه 2و فرا ابتکاری 1های ابتکاریالگوریتم

های محلی و ناتوانی آنها برای های ابتکاری، قرار گرفتن آنها در بهینهالگوریتم

های فراابتکاری برای حل این کاربرد در مسائل گوناگون است. الگوریتم

های فراابتکاری، اند. در واقع الگوریتمهای ابتکاری ارائه شدهمشکلات الگوریتم

سازی تقریبی هستند که دارای راهکارهای های بهینهانواع الگوریتم یکی از

ای از باشند و قابل کاربرد در طیف گستردهرفت از بهینه محلی میبرون

ها، الگوریتم ژنتیک، الگوریتم ازدحام هایی از این الگوریتممثال .مسائل هستند

ی، الگوریتم تکامل ذرات، الگوریتم سرمایش تدریجی، الگوریتم رقابت استعمار

تفاضلی، الگوریتم مورچگان، الگوریتم جهش قورباغه، الگوریتم زنبور عسل، 

الگوریتم جست و جوی هارمونی، الگوریتم جست و جوی گرانشی، الگوریتم 

 های دیگر هستند.ها و بسیاری الگوریتمفاخته، الگوریتم خفاش

م ازدحام ذرات الگوریت [2]الگوریتم ژنتیک و در مرجع  [1]در مرجع 

 اند.استفاده شدهبر روی کوادروتور  PIDکننده برای تنظیم ضرایب کنترل

کننده گام به عقب بهینه شده با الگوریتم نیز کنترل[4] و  [3]در مراجع 

 ازدحام ذرات برای کوادروتور طراحی شده است.

های تطبیقی مانند منطق های کنترل کلاسیک با روشترکیب روش

هایی هستند که به منظور بهبود های عصبی و ... نیز از روششبکهفازی، 

ها پارامترهای طراحی یک کارایی کنترلرها به کار می روند و در این روش

 شوند.کنترلر به صورت متغیر با زمان تنظیم می

های تطبیقی نیز به منظور ایجاد پاسخ مناسب در مقابل تغییرات روش

اند. در مورد بررسی قرار گرفته سازیمدلآرام در سیستم و همچنین خطاهای 

 PIDهای کنندهاز الگوریتم فازی برای تنظیم ضرایب کنترل [6]و  [5]مراجع 

کننده کنترل [7]و مود لغزشی بهره گرفته شده است. هم چنین در مرجع 

LQR  با الگوریتم فازی به منظور بهبود عملکرد و مقاوم تر شدن در برابر

های عصبی نیز به های شبکهروش  ها ترکیب شده است.اغتشاشات و نامعینی

و  [8]اند. در مراجع یزان کمتر استفاده شده اما دور از نظر نگه داشته نشدهم

و گام به عقب ترکیب  PIDهای عصبی به ترتیب با الگوریتم شبکه [9]

های پارامتری موجود در دینامیک ، برای جبران عدم قطعیت[10]در  اند.شده

ی سه مسی کوپتر از سه روش کنترلی غیرخطی تطبیقی مدل مرجع برا

تک خروجی و معادلات  -حالت متفاوت مبتنی بر معادلات خطی تک ورودی

چند  -چند خروجی و معادلات غیرخطی چند ورودی -خطی چند ورودی

 خروجی استفاده شده است.

 معرفی کوادروتور مورد بررسی 2-

 4ساخت شرکت پروت 3سازی شده در این مقاله ای.آر.درونکوادروتور شبیه

و  MHz ARM9 468است. این کوادروتور یک کامپیوتر داخلی با پردازنده 

که تحت سیستم عامل لینوکس است با خود به  128MBحافظه اجرایی 

همراه دارد و دارای سیستم کنترل اتوماتیک است که امکان بلند شدن و فرود 

 1کند. نمای کلی یک ای.آر.درون در شکل آمدن کوادروتور را فراهم می

 شود.مشاهده می

سازی مدل و مشخصات مورد نیاز برای شبیه مقادیر پارامترهای فیزیکی

اند. گیری شدهبه صورت فیزیکی اندازه [11]غیرخطی این کوادروتور در مرجع 

 قابل مشاهده هستند. 1این مقادیر در جدول 

                                                                                                                                  
1 Heuristic 
2 Metaheuristic 
3 AR.Drone 
4 parrot 

 

Fig. 1 Overview of an AR.Drone 
  ای.آر.درون نمای کلی از 1شكل 

 [11] مقادیر پارامترهای فیزیکی کوادروتور  1جدول 
Table 1 Value of physical parameters of the quadrotor [11] 

پارامتر 

 فیزیکی
 واحد مقدار توضیح

m 335 جرم gr 

L )18 فاصله مرکز ملخ تا مرکز جرم )بازوی ممان cm 

𝐼𝑧 ممان اینرسی حول محور z 0.0047 kgm2 

𝐼𝑥  ممان اینرسی حول محورx 0.0018 kgm2 

𝐼𝑦  ممان اینرسی حول محورy 0.0018 kgm2 

b 6-10×5.7231 ضریب تراست ملخ Ns2 

d 7-10×1.7169 ضریب گشتاور آیرودینامیکی Nms2 

𝐽𝑟 5-10×1.85 اینرسی روتور kgm2 

 مدلسازی دینامیکی کوادروتور -3

گیرند به مدلسازی مورد استفاده قرار میای که در این فرضیات ساده کننده

 شرح زیر هستند:

 شود.می فرض مسطح زمین -1

 شود.در نظر گرفته می صلب هاملخ و کوادروتور سازه -2

  متقارن است. شود که سازهفرض می -3

قارن مرکز ت بر جرم و نیز مبدأ دستگاه مختصات بدنی منطبق مرکز -4

 شوند.سازه در نظر گرفته می

 اصلی محورهای بر کوادروتور به متصل بدنی مختصات محورهای -5

 قطری اینرسی، ممان ماتریس صورت این در هستند کوادروتور منطبق

 .شودمی معادلات شدن ترباعث ساده و شده

 مربع متناسب با هاپسای ایجادشده توسط ملخ نیروی و تراست -6

 .شوندمی گرفته نظر در ملخ ایزاویه سرعت

مطابق با  xyzو دستگاه مختصات بدنی XYZدستگاه مختصات اینرسی

 شود.در نظر گرفته می 2شکل 

 

 استخراج مدل دینامیک دورانی کوادروتور  -1-3

 شده توسط دوران کوادروتور و سرعتای برابر با مومنتوم تولیدمومنتوم زاویه
 

 
Fig. 2 Body and inertial frames 

 های مختصات اینرسی و بدنینمایش دستگاه 2شكل 
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و  𝜔𝑥  ،𝜔𝑦برآیند گشتاورهای خارجی،   𝑀⃗⃗شود ملخ هاست. فرض میای زاویه

𝜔𝑧 ای و های زاویهسرعت𝛺blade ای ساعتگرد و اختلاف بین سرعت زاویه

 :پادساعتگرد باشد
(1) 𝛺blade = 𝛺1 + 𝛺3 − 𝛺2 − 𝛺4 

هریک از ملخ هاست. با ای سرعت زاویه 𝛺𝑖,𝑖=1,2,3,4که در رابطه فوق 

، رابطه زیر برای گشتاور  [12]اویلر به شیوه مرجع -رابطه نیوتن استفاده از

 شود:خارجی استخراج می

(2) 

𝑀⃗⃗ = [

𝐼𝑥𝜔̇𝑥 + 𝜔𝑦𝜔𝑧(𝐼𝑧 − 𝐼𝑦) + 𝐽𝑟𝛺𝜔𝑦
𝐼𝑦𝜔̇𝑦 + 𝜔𝑥𝜔𝑧(𝐼𝑥 − 𝐼𝑧) + 𝐽𝑟𝛺𝜔𝑥

𝐼𝑧𝜔̇𝑧 + 𝜔𝑥𝜔𝑦(𝐼𝑦 − 𝐼𝑥)

] 

نیروی تراست تولیدشده توسط هر موتور باشد و  𝑇𝑖,𝑖=1,2,3,4اگر 

𝜏𝑖,𝑖=1,2,3,4  گشتاور تولیدشده در جهت مخالف چرخش هر ملخ باشد که

 شود، خواهیم داشت:توسط هوا روی ملخ اعمال می

(3) 𝜏𝑖 = 𝑑𝛺𝑖
2   ,    𝑇𝑖 = 𝑏𝛺𝑖

2 
دهیم. نشان می 𝜏𝑧و  𝜏𝑥 ،𝜏𝑦 گشتاورهای رول، پیچ و یاو را به ترتیب با 

 در این صورت خواهیم داشت:

𝑀⃗⃗ = [

𝜏𝑥
𝜏𝑦
𝜏𝑧
] = [

−(𝑇2 − 𝑇4)𝐿
(𝑇1 − 𝑇3)𝐿

(−𝜏1 − 𝜏3 + 𝜏2 + 𝜏4)
] = [

−(𝑇2 − 𝑇4)𝐿
(𝑇1 − 𝑇3)𝐿

𝑑

𝑏
(−𝑇1 − 𝑇3 + 𝑇2 + 𝑇4)

] 

(4)  

، بازنویسی معادله جدید برحسب مشتقات  (4) و (2) با ترکیب معادلات

ای حول های زاویهکارگیری رابطه بین سرعتای، بههای زاویهسرعت

محاسبه شده است و در نهایت  [12]محورهای بدنی و نرخ زوایای اویلر که در 

ای بسیار کوچک و تبدیل معادلات به نمایش بر حسب نظر از ترمهبا صرف

گیرد( به رابطه زیر اده از ماتریس دوران صورت میزوایای اویلر )که با استف

 رسیم:می

(5) 

[

𝜑̈

𝜃̈
𝛹̈

]  = [

𝑎1(𝜃̇𝛹̇) − 𝑎4(𝜃̇ + 𝜑𝛹̇)𝛺 + 𝑏3𝜏𝑧𝜃 + 𝑏1𝜏𝑥

𝑎2(𝜑̇𝛹̇) + 𝑎5(𝜑̇ − 𝜃𝛹̇)𝛺 − 𝑏3𝜏𝑧𝜑 + 𝑏2𝜏𝑦

𝑎3(𝜑̇𝜃̇) + (𝑎5𝛺𝜑̇ + 𝑏2𝜏𝑦)𝜑 + 𝑏3𝜏𝑧

] 

 که در آن:

𝑎1 =
(𝐼𝑦 − 𝐼𝑧)

𝐼𝑥
+ 1  , 𝑎2 =

(𝐼𝑧 − 𝐼𝑥)

𝐼𝑦
− 1   , 𝑎3 =

(𝐼𝑥 − 𝐼𝑦)

𝐼𝑧
+ 1 

(6) 𝑎4 =
𝐽𝑟
𝐼𝑥
  ,    𝑎5 =

𝐽𝑟
𝐼𝑦
  ,   𝑏1 =

1

𝐼𝑥
  , 𝑏2 =

1

𝐼𝑦
  , 𝑏3 =

1

𝐼𝑧
 

برای مطالعه سیستم در فرم فضای حالت متغیرهای حالت به صورت زیر 

 شوند:در نظر گرفته می

(7) {
  
 

  
 
𝑥1(𝑡) = 𝜑(𝑡)

𝑥2(𝑡) = 𝜑̇(𝑡)

𝑥3(𝑡) = 𝜃(𝑡)

𝑥4(𝑡) = 𝜃̇(𝑡)

𝑥5(𝑡) = 𝛹(𝑡)

𝑥6(𝑡) = 𝛹̇(𝑡)

    ,     {

𝑈2(𝑡) = 𝜏𝑥
𝑈3(𝑡) = 𝜏𝑦
𝑈4(𝑡) = 𝜏𝑧

 

به فرم نمایش فضای حالت به روابط  (6)و  (5)و با بازنویسی معادلات 

 رسیم:نهایی زیر برای مدلسازی دینامیک دورانی کوادروتور می

(8) {
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑥̇1 = 𝑥2
𝑥̇2 = 𝑎1(𝑥4𝑥6) − 𝑎4(𝑥4 + 𝑥1𝑥6)𝛺

+𝑏3. 𝑈4. 𝑥3 + 𝑏1. 𝑈2
𝑥̇3 = 𝑥4

𝑥̇4 = 𝑎2(𝑥2𝑥6) + 𝑎5(𝑥2 − 𝑥3𝑥6)𝛺
−𝑏3. 𝑈4. 𝑥1 + 𝑏2. 𝑈3

𝑥̇5 = 𝑥6
𝑥̇6 = 𝑎3(𝑥2𝑥4) + 𝑎5(𝑥1𝑥2)𝛺

+𝑏2. 𝑈3. 𝑥1 + 𝑏3. 𝑈4

 

 همدیگر رول، پیچ و یاو در  حرکات هستند و غیرخطی فوق معادلات

 .اندگردیده کوپل

 استخراج معادله حرکت ارتفاع -2-3

 وزن و نیروی کوادروتور شامل نیروی روی بر کنندهعمل اصلی نیروهای 

دانیم شود. مینشان داده می 𝑈1هستند. مجموع تراست موتورها با  تراست

بدنی و در جهت منفی آن است بنابراین برای به  zدر راستای محور   𝑈1که

از دستگاه  𝑈1دست آوردن معادله حرکت ارتفاع در دستگاه اینرسی، باید 

 zدستگاه اینرسی انتقال یابد و چون نیروی وزن نیز در راستای محور  بدنی به

 zدستگاه اینرسی است، در نهایت رابطه زیر برای حرکت در راستای محور 

 :[13]شود دستگاه اینرسی استخراج می

(9) 𝑧̈ = −𝑔 +
1

𝑚
(cos𝜃cos𝜑)𝑈1 

 با تعریف زیر: و
(10) [𝑥7 ,  𝑥8]

T = [𝑧 , 𝑧̇]T 
 را به فرم فضای حالت در  (9)معادله  (7)و با در نظر داشتن رابطه 

 آوریم:می

(11) 

𝑥̇7 = 𝑥8 

𝑥̇8 = −𝑔 +
1

𝑚
(cos𝑥3cos𝑥1)𝑈1 

 طراحی کنترلر برای مدل دینامیکی غیرخطی-4

برای کنترل  LQRکننده کننده گام به عقب و کنترلدر این مقاله کنترل

شوند. برای اینکه بتوانیم دو روش زوایای اویلر و ارتفاع کوادروتور طراحی می

ای را که استفاده از آن در را به طور دقیق با یکدیگر مقایسه کنیم تابع هزینه

 گیریم:مرسوم است برای هر دو کنترلر در نظر می LQRکننده طراحی کنترل

(12) 𝐽 = ∫ (𝑋T𝑄𝑋 + 𝑈T𝑅𝑈)𝑑𝑡
𝑡𝑓

𝑡0

 

به این صورت که برای کمینه سازی تابع هزینه در کنترلر گام به عقب از 

گیریم و با استفاده از این الگوریتم سازی ازدحام ذرات بهره میالگوریتم بهینه

مینیمم  Jکنیم که تابع هزینه ای تعیین میپارامترهای گام به عقب را به گونه

هستند. این  𝑈4و  𝑈1 ،𝑈2  ،𝑈3های کنترل های سیستمشود. خروجی

 ها ای ملخهای زاویههای مدل دینامیکی که سرعتها باید به ورودیخروجی

 𝛺𝑖,𝑖=1,2,3,4دانیم هستند تبدیل شوند. می𝑈1  مجموع تراست موتورها و𝑈2 

 ،𝑈3  و𝑈4 :گشتاورها هستند 

(13) {
 
 

 
 

𝑈1 = 𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇3 + 𝑇4
𝑈2 = −(𝑇2 − 𝑇4)𝐿

𝑈3 = (𝑇1 − 𝑇3)𝐿

𝑈4 =
𝑑

𝑏
(𝑇2 + 𝑇4 − 𝑇3 − 𝑇1)

 

 [14]بر حسب تراست ها )مشابه روشی که در   (13)با بازنویسی روابط

ها به روابط زیر ای ملخهای زاویهانجام شده است( و سپس مربع سرعت

 رسیم:می

(14) [
 
 
 
 
𝛺1

2

𝛺2
2

𝛺3
2

𝛺4
2]
 
 
 
 

=
1

𝑏
[

𝑇1
𝑇2
𝑇3
𝑇4

] =
1

𝑏

[
 
 
 
 
1 1
0 −𝐿

1 1
0 𝐿

𝐿 0

−
𝑑

𝑏

𝑑

𝑏

−𝐿 0

−
𝑑

𝑏

𝑑

𝑏]
 
 
 
 
−1

[

𝑈1
𝑈2
𝑈3
𝑈4

] 

 

 LQRکننده کنترل -1-4

سازی  خطی (11)و  (8)معادلات  که است لازم LQRبرای طراحی کنترلر 

 ژاکوبین استفاده کرده و معادلات شوند. برای خطی سازی معادلات از روش
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 درمی آیند: زیر به صورت حالت فضای شده خطی
(15) 𝑋̇ = 𝐽𝑥 𝑋 + 𝐽𝑢 𝑈 

هستند که به ترتیب به های ژاکوبین ماتریس  𝐽𝑢و  𝐽𝑥های ماتریس

 شوند:صورت زیر تعریف می

(16) 

𝐽𝑥 =

[
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

⋯
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1

⋯
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛]

 
 
 
 

 

(17) 

𝐽𝑢 =

[
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑈1

⋯
𝜕𝑓1
𝜕𝑈𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑈1

⋯
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑈𝑛]

 
 
 
 

 

هستند. مقادیر  (11)و  (8)، سمت راست معادلات  𝑓𝑖که توابع 

حول حالت هاور که  (17)و  (16)با استفاده از روابط  𝐽𝑢و  𝐽𝑥های ماتریس

 های کنترل صفر هستندو ورودی تمامی متغیرهای حالت

(x𝑖,𝑖=1,2,…,8 = 0 , 𝑈𝑖,𝑖=1,2,3,4 =  شوند:به صورت زیر محاسبه می (0

18)) 

𝐽𝑥 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

(19) 

𝐽𝑢 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0

0
1

𝐼𝑥
0 0

0 0 0 0

0 0
1

𝐼𝑦
0

0 0 0 0

0 0 0
1

𝐼𝑧
0 0 0 0
1

𝑚
0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(20) 
𝑋 = [𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6]T 
𝑈 = [𝑈1 𝑈2 𝑈3 𝑈4]

T 

 :Rو  Qهای و ماتریس

(21) 

𝑄 =

[
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 90 0
0 0 0 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

(22) 

𝑅 = [

50 0 0 0
0 50 0 0
0 0 60 0
0 0 0 10

] 

𝐴با حل معادله ریکاتی زیر و با در نظر گرفتن  =  𝐽𝑥 , 𝐵 =  𝐽𝑢: 
(23) 𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵T𝑃 + 𝑄 = 0 

 در رابطه زیر: Pو با جایگذاری 

(24) 𝐾 = 𝑅−1𝐵T𝑃 
 برای ماتریس بهره حالت داریم:

𝐾 = [

0 0 0 0 0 0 1.34 0.948
0.141 0.023 0 0 0 0 0 0
0 0 0.129 0.022 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0.707 0.082

] 

(25)  

در مدل دینامیک دورانی را به دست   و با این بهره بردار ورودی کنترل

 آوریم:می

 کننده گام به عقبکنترل -2-4

به طور کامل توضیح داده شده است  [15]کننده گام به عقب در مرجع کنترل

شود. معادلات حالتی که در این روش به کار و در اینجا به اختصار بیان می

شوند باید دارای فرم خاصی باشند. در واقع این معادلات از دو دسته گرفته می

 باشند.شوند که به فرم زیر میتشکیل می

(27) 
𝑥̇1 = 𝑓1(𝑥1) + 𝑔1(𝑥1)𝑥2 
𝑥̇2 = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) + 𝑔2(𝑥1, 𝑥2)𝑢 

به جز در انتهای معادله در دسته  شودهمان طور که مشاهده می

شود معادله اول وجود دارد. اصطلاحاً گفته می 𝑥1 معادلات اول فقط متغیر

باشد. همین طور معادله دوم نیز نسبت به می 1افاین 𝑥2  نسبت به متغیر

توان باشند به راحتی میورودی کنترلی افاین است. اگر معادلات به فرم بالا 

 کننده گام به عقب را برای سیستم طراحی کرد.کنترل

 باشد. معادلات فضای حالتکل روند طراحی گام به عقب دو مرحله می

کننده گام به عقب را طبق روشی که در گیریم و کنترلرا در نظر می (8)

 کنیم.شود طراحی میادامه توضیح داده می

را به فرم زیر که در واقع همان رابطه  (8)حالت ابتدا معادلات فضای 

 آوریم:است در می (27)

(28) 
𝜂̇ = 𝑓(𝜂) + 𝐺(𝜂)𝜁 
𝜁̇ = 𝑓𝑎(𝜂, 𝜁) + 𝐺𝑎(𝜂, 𝜁)𝑢 

 که در این صورت خواهیم داشت:

[

𝑥̇1
𝑥̇3
𝑥̇5

] = [

𝑥2
𝑥4
𝑥6
] 

[

𝑥̇2
𝑥̇4
𝑥̇6

] = [
𝑎1𝑥4𝑥6 − 𝑎4(𝑥4 + 𝑥1𝑥6)𝛺

𝑎2𝑥2𝑥6 + 𝑎5(𝑥2 − 𝑥3𝑥6)𝛺
𝑎3𝑥2𝑥4 + 𝑎5𝑥1𝑥2𝛺

] + [

𝑏1 0 𝑏3𝑥3
0 𝑏2 −𝑏3𝑥1
0 𝑏2𝑥1 𝑏3

] [
𝑈2
𝑈3
𝑈4

] 

(29)  

به منظور رساندن متغیرهای حالت توسط ورودی کنترل به هر مقدار 

 شوند:مطلوب، متغیرهای برداری جدید به صورت زیر تعریف می

(30) 
𝜂 = [

𝑧1
𝑧3
𝑧5
] = [

𝑥1𝑑 − 𝑥1
𝑥3𝑑 − 𝑥3
𝑥5𝑑 − 𝑥5

] 

(31) 
𝜁 = [

𝑧2
𝑧4
𝑧6
] = [

𝑥2𝑑 − 𝑥2
𝑥4𝑑 − 4
𝑥6𝑑 − 𝑥6

] 

متغیرهای حالت مطلوب هستند. با این تغییر  𝑥6𝑑 تا𝑥1𝑑  که مقادیر

 متغیر و اعمال برخی تغییرات خواهیم داشت:

(32) 
𝑓(𝜂) = [

0
0
0
] , 𝐺(𝜂) = [

1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

(33) 
𝑓𝑎(𝜂, 𝜁) = [

𝑥̈1𝑑 − 𝑎1𝑥4𝑥6 + 𝑎4(𝑥4 + 𝑥1𝑥6)𝛺

𝑥̈3𝑑 − 𝑎2𝑥2𝑥6 − 𝑎5(𝑥2 − 𝑥3𝑥6)𝛺
𝑥̈5𝑑 − 𝑎3𝑥2𝑥4 − 𝑎5𝑥1𝑥2𝛺

] 

(34) 
𝐺𝑎(𝜂, 𝜁) = − [

𝑏1 0 𝑏3𝑥3
0 𝑏2 −𝑏3𝑥1
0 𝑏2𝑥1 𝑏3

] 

 و در نهایت:

(35) 
𝑢 = [

𝑈2
𝑈3
𝑈4

] 

                                                                                                                                  
1 affine 

(26) 𝑈 = −𝐾𝑋 
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پردازیم. در گام حال با آماده بودن فرم صحیح معادلات به طراحی کنترلر می

ورودی کنترلی دسته معادلات اول باشد. دسته  ζ کنیم متغیراول فرض می

𝜁 کنندهمعادلات اول را با استفاده از کنترل = 𝜙(𝜂) کنیمپایدار می طوری 

 که بتوان یک تابع لیاپانوف برای همین دسته معادلات پیدا کرد:

(36) 

𝜙(𝜂) = [

−𝑘1 0 0
0 −𝑘3 0
0 0 −𝑘5

] [

𝑧1
𝑧3
𝑧5
] = [

−𝑘1𝑧1
−𝑘3𝑧3
−𝑘5𝑧5

] 

𝑘1, 𝑘3, 𝑘5 > 0 

کنیم و تابع لیاپانوف را تعریف سپس از تئوری لیاپانوف استفاده می

 گیریم:را به صورت زیر در نظر می 𝑉(𝜂) کنیم. در این گام تابع لیاپانوفمی

(37) 𝑉(𝜂) =
1

2
𝜂T𝜂 =

1

2
(𝑧1
2 + 𝑧3

2 + 𝑧5
2) 

 به صورت زیر است: (37)و  (36)با توجه به روابط  𝑉(𝜂) مشتق

(38) 

𝑉̇(𝜂) = 𝑧1𝑧̇1 + 𝑧3𝑧̇3 + 𝑧5𝑧̇5 = 𝑧1𝑧2 + 𝑧3𝑧4 + 𝑧5𝑧6
= −𝑘1𝑧1

2 − 𝑘3𝑧3
2 − 𝑘5𝑧5

2 
→ 𝑉̇(𝜂) < 0 

گام دوم تابع لیاپانوف را به بنابراین مشتق تابع لیاپانوف منفی است. در 

 گیریم:صورت زیر در نظر می

(39) 

𝑉𝑎 = 𝑉(𝜂) +
1

2
[𝜁 − 𝜙(𝜂)]T[𝜁 − 𝜙(𝜂)] = 

        =
1

2
(𝑧1
2 + 𝑧3

2 + 𝑧5
2) + 

       + 
1

2
((𝑧2 + 𝑘1𝑧1)

2 + (𝑧4 + 𝑘3𝑧3)
2 + (𝑧6 + 𝑘5𝑧5)

2) 

به صورت زیر مشتق تابع  uو در نهایت با در نظر گرفتن ورودی کنترلی 

کنیم و دسته معادلات دوم نیز پایدار لیاپانوف در گام دوم را منفی می

 :شوندمی

(40) 𝑢 = 𝐺𝑎
−1 [

𝜕𝜙

𝜕𝜂
(𝑓 + 𝐺𝜁) − (

𝜕𝑉

𝜕𝜂
)
T

− 𝑓𝑎 − 𝐾(𝜁 − 𝜙)] 

 شود:در نظر گرفته می  به صورت زیر Kکه در آن ماتریس 

(41) 
𝐾 = [

𝑘2 0 0
0 𝑘4 0
0 0 𝑘6

] 

و  (37)، (36)، (34)، (33)، (32)، (31)و در نهایت با جایگذاری روابط 

 داریم: (40)در رابطه  (41)

[

𝑈2
𝑈3
𝑈4

] = [

𝑏1 0 𝑏3𝑥3
0 𝑏2 −𝑏3𝑥1
0 𝑏2𝑥1 𝑏3

]

−1

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥̈1𝑑 + 𝑧1 + 𝑘1𝑧2 + 𝑘2𝑧2
+𝑘1𝑘2𝑧1 − 𝑎1𝑥4𝑥6
+𝑎4(𝑥4 + 𝑥1𝑥6)𝛺

𝑥̈3𝑑 + 𝑧3 + 𝑘3𝑧4 + 𝑘4𝑧4
+𝑘3𝑘4𝑧3 − 𝑎2𝑥2𝑥6
−𝑎5(𝑥2 − 𝑥3𝑥6)𝛺

𝑥̈5𝑑 + 𝑧5 + 𝑘5𝑧6 + 𝑘6𝑧6
+𝑘5𝑘6𝑧5 − 𝑎3𝑥2𝑥4

−𝑎5𝑥1𝑥2𝛺 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(42) 

کنیم. با اعمال می (11)و مشابه همین روش را روی معادله ارتفاع  

 تعاریف زیر:

(43) 

𝜂 = 𝑧7 = 𝑥7𝑑 − 𝑥7 
𝜁 = 𝑧8 = 𝑥8𝑑 − 𝑥8 

 مقادیر مطلوب هستند، به روابط زیر می رسیم: 𝑥8𝑑و  𝑥7𝑑که در آن 
(44) 𝜁 = 𝜙(𝜂) = −𝑘7𝑧7 , 𝑘7 > 0 

(45) 𝑉(𝜂) =
1

2
𝑧7
2, 𝑉𝑎 =

1

2
𝑧7
2 +

1

2
(𝑧8 + 𝑘8𝑧8)

2 

(46) 𝑓 = 0, 𝐺 = 1, 𝑓𝑎 = 𝑥̈7𝑑 + 𝑔,   𝐺𝑎 = −
1

𝑚
cos𝑥1cos𝑥3 

 آید:به دست می (47)به صورت رابطه   𝑈1 و در نهایت

𝑈1 =
𝑚

cos𝑥1cos𝑥3
(𝑘7𝑧𝟖 + 𝑧𝟕 + 𝑔 + 𝑥̈7𝑑 + 𝑘𝟖𝑧𝟖 + 𝑘7𝑘8𝑧𝟕) 

(47) 
 

 1سازی ازدحام ذراتبهینهالگوریتم  -4-3

های فراابتکاری است که در سازی ازدحام ذرات یکی از روشالگوریتم بهینه

سازی پیوسته موفقیت بسیاری از خود نشان داده است. این حل مسائل بهینه

این  [16].معرفی شد  3و ابرهارت 2توسط کندی 1995روش در سال 

گیرد تا به راه حل الگوریتم از روی زندگی جمعی و گروهی پرندگان الهام می

توان با مسائلی که جواب آنها یک نقطه بهینه برسد. با استفاده از این روش می

چنین فضایی، باشد، برخورد نمود. در اینبعدی می n یا سطح در فضای

شود، اختصاص داده می شود و یک سرعت ابتدایی به آنهافرضیاتی مطرح می

شود. سپس این ذرات های ارتباطی بین ذرات درنظر گرفته میهمچنین کانال

ملاک »کنند، و نتایج حاصله بر مبنای یک در فضای پاسخ حرکت می

شود. با گذشت زمان، ذرات به پس از هر بازه زمانی محاسبه می« شایستگی

ند و در گروه ارتباطی سمت ذراتی که دارای ملاک شایستگی بالاتری هست

 گیرند.سانی قرار دارند، شتاب مییک

کند. ر میاـبه کوع فی شردتصاهای وه از جوابیتم با یک گررلگواین ا

و موقعیت دن کر روزه ـبا بی مسئله ضافدر بهینه اب یافتن جوای سپس بر

دو با رت چندبعدی ه  صوـبذره هر پردازد. میبه جستجو ذره سرعت هر 

امین  iام از  jن و سرعت مربوط به بعد اـب مکـه ترتیـه بـک 𝑣𝑖,𝑗 و𝑥𝑖,𝑗  ارمقد

شود. در هر مرحله از حرکت جمعیت، هر ذره با توجه ذره هستند تعریف می

ظ اـلحاب از وـرین جـبهتار دـین مقـلشود. اوبه دو مقدار بهترین به روز می

آمده است. ست دگانه به اجدر ه طوبذره هر ای برن ست که تاکنواشایستگی 

شود. مقدار بهترین نامیده می pbestست که دی ابهترین تجربه فرار ین مقدا

آید، بهترین مقداری است که تاکنون به دست می PSOدیگر که توسط 

ها در میان جمعیت به دست آمده است. این مقدار بهترین توسط تمام ذره

 اردـمقدو افتن ـیاز س ـپشود. می نامیده gbestتجربه گروهی است که 

pbest  وgbest هر ذره سرعت v  و مکانx  به  (48)جدید خود را با روابط

 کند:روز می

(48) 

𝑣𝑖,𝑗
𝑡+1 = 𝑤𝑣𝑖,𝑗

𝑡 + 𝑐1𝑟1(𝑝𝑖,𝑗
𝑡 − 𝑥𝑖,𝑗

𝑡 ) + 𝑐2𝑟2(𝑔𝑗
𝑡 − 𝑥𝑖,𝑗

𝑡 ) 
𝑥𝑖
𝑡+1 = 𝑥𝑖

𝑡 + 𝑣𝑖
𝑡+1 

,𝑐1 وزن اینرسی،  wبه طوری که 𝑐2  شتاب وضرایب  𝑟1, 𝑟2   اعداد

 gbestو  pbestبه ترتیب  gو  pباشند. همچنین می (0,1)تصادفی در بازه 

را با الگوریتم ازدحام ذرات برای مینیمم کردن  𝑘𝑖,𝑖=1…8 پارامتر 8باشند. می

آوریم. پارامترهای الگوریتم ازدحام ذرات در این مقاله تابع هزینه به دست می

 اند.شود در نظر گرفته شدهمشاهده می 2به صورتی که در جدول 

نحوه انتخاب بازه جست و جو برای پارامترها به این صورت است که در 

مقدار خطا 𝑘𝑖,𝑖=1…8 به طور کلی با افزایش پارامترهای  کنترلر گام به عقب،

یابد. بنابراین در تابع هزینه در نظر یافته و تلاش کنترلی افزایش میکاهش

بزرگ تر  Rهای ماتریس سازی، هر چه قدر درایهگرفته شده برای کمینه

شوند و بالعکس هر تری توسط الگوریتم یافت میباشند، پارامترهای کوچک

تری تعیین تر باشند، پارامترهای بزرگبزرگ Qهای ماتریس چه درایه

سازی، بستگی به شوند. بنابراین انتخاب بازه جست و جو برای بهینهمی

 خواهد داشت. در این مقاله بازه جست و جو Rو  Qهای وزنی ماتریس

                                                                                                                                  
1 Particle Swarm Optimization (PSO) 
2 Kennedy 
3 Eberhart 
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 سازی،های بهینهدر نظر گرفته شده است. به طور کلی در الگوریتم [0-30]

های 1هر چه قدر بازه جست و جو مناسب تر انتخاب شود پاسخ در تعداد تکرار

 شود.ه مقدار بهینه خود همگرا میکمتری ب

 دهد.مقدار کمترین تابع هزینه بر حسب تعداد تکرار را نشان می 3شکل 

شود مقدار مینیمم تابع هزینه به مشاهده می 3همان طور که در شکل 

ضرایب به دست آمده در آخرین  کمترین مقدار ممکن خود همگرا شده است.

 به ترتیب زیر هستند:  تکرار

(49) 

𝑘𝑖,𝑖=1…8 =

[
 
 
 
 
 
 
 
10.51
9.32
14.30
11.91
13.78
12.78
3.19
3.13 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 نتایج -5

برای مشاهده نتایج، به ارتفاع و زوایای اویلر مقدار اولیه داده شده است. نتایج 

 قابل مشاهده هستند. 7تا  4های به دست آمده از هر دو کنترلر در شکل

 و برای کنترلر 602.41مقدار تابع هزینه برای کنترلر گام به عقب 

LQR 612.30 ای که باید به آن توجه شود، بررسی به دست آمده است. نکته

ماکزیمم فرمان ورودی به موتور برای کنترل است تا یقین حاصل شود که 

های مورد نظر شاشکوادروتور مورد بررسی توانایی کنترل مقادیر اولیه و یا اغت

 را داشته باشد.

مقدار به پارامتری که در کوادروتور مورد نظر فرمان به موتورها  با دادن 

n  پذیر است و شود امکاننامیده میn [11]تغییر کند  500تا  0تواند از می. 
 

 پارامترهای الگوریتم ازدحام ذرات  2جدول 

Table 2 Parameters of PSO algorithm 
 مقدار PSOپارامترهای 

 8 (𝑘𝑖,𝑖=1…8)تعداد متغیرهای فضای جست و جو 
 25 تعداد اعضای جمعیت

 40 تعداد تکرارها
,𝑐1 ضرایب شتاب 𝑐2 2.05 
 w 0.73 وزن اینرسی

 [30-0] بازه جست و جو برای پارامترها
 sec 5 سازیزمان شبیه

 

 

Fig. 3 Best Cost per iteration 
 کمترین تابع هزینه بر حسب تکرار 3شكل 

                                                                                                                                  
1 Iteration 

 

Fig. 4 Altitude of the quadrotor per time 
 ارتفاع کوادروتور بر حسب زمان  4شكل 

 
Fig. 5 Pitch angle per time 

 زاویه پیچ بر حسب زمان  5شكل 

 
Fig. 6 Roll angle per time 

 زاویه رول بر حسب زمان 6شكل 

، با محاسبه نسبت دنده کوادروتور و بررسی رابطه بین سیگنال [11]در مرجع 

n ای موتورها، رابطه بین فرمان ورودی به موتور و تراست به و سرعت زاویه

 دست آمده است:
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(50) 
𝑛 = 1.3812√

𝑇

5.7231 × 10−6
− 173.895 

را که فرمان  3و  1برای موتورهای  nفرمان ورودی   9و  8های شکل

 دهند.اند را نشان میداشته 4و  2ورودی بزرگتری نسبت به موتورهای 

شود ماکزیمم فرمان ورودی به موتورها، در هر همان طور که مشاهده می

 کمتر بوده است. 500دو کنترلر از مقدار ماکزیمم 

 
Fig. 7 Yaw angle per time 

 زاویه یاو بر حسب زمان 7شكل 

 

Fig. 8 Command to motor1 per time 
 بر حسب زمان  1فرمان ورودی به موتور  8شكل 

 
Fig. 9 Command to motor3 per time 

 بر حسب زمان 3فرمان ورودی به موتور  9شكل 

 Rو  Qهای های ماتریستابع هزینه به ازای مقادیر مختلف وزن 3جدول 
Table 3 Cost unction for different weights of Q and R matrices 

𝑤1 𝑤2 𝑤3 𝑤4 𝑤5 𝑤6 گام به عقب LQR 
1 5 100 25 35 1 95.58 184.36 
2 8 95 22 32 5 325.26 334.76 
4 10 90 20 30 10 710.48 720.70 
6 12 85 18 28 15 1024.80 1032.56 
1 1 105 30 30 1 107.99 144.42 
1 1 110 35 35 1 110.0 152.26 
1 5 120 40 45 1 121.53 216.30 
1 5 130 45 50 1 124.55 236.34 
1 5 140 50 60 1 127.80 256.76 
1 1 100 100 80 1 90.20 121.74 
1 1 100 2 5 1 85.14 85.28 
1 5 90 50 60 10 602.41 612.30 

 گیرینتیجه -6

سازی یک کنترلر غیرخطی با استفاده از الگوریتم این مقاله با هدف بهینه

که خود یک کنترلر بهینه است و نیز  LQRهوشمند و مقایسه آن با کنترلر 

سازی تابع هزینه یکسان انجام شد. برای مقایسه توانایی دو کنترلر در کمینه

در تابع هزینه را تغییر داده و مقدار  Rو  Qهای گیری بهتر، ماتریسنتیجه

قابل   3نتایج در جدول   اند.تابع هزینه برای هر دو کنترلر محاسبه شده

های وزنی به صورت در جدول، ماتریس برای سادگی نمایش مشاهده هستند.

 اند:زیر در نظر گرفته شده

(51) 

𝑄 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑤1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 𝑤1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 𝑤2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 𝑤3 0
0 0 0 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

(52) 

𝑅 = [

𝑤4 0 0 0
0 𝑤4 0 0
0 0 𝑤5 0
0 0 0 𝑤6

] 

بنابراین حداقل مقدار تابع هزینه در کنترلر گام به عقب به ازای 

دهد است و این نشان می LQRهای وزنی مختلف کمتر از کنترلر ماتریس

کنترلر گام به عقب به کمک الگوریتم ازدحام ذرات در مینیمم کردن تابع 
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