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تغییر شکل برشی مرتبه  تئوریبردن کارپایین با به سرعتفلزی تحت ضربه  -در این تحقیق بررسی تحلیلی و عددی تیر هدفمند شده سرامیک 
ریتز و لاگرانژ،  زننده به صورت صلب و کروی در نظر گرفته شده است. با استفاده از ترکیب روش انرژی،انجام شده است. ضربهاول تیر 
افزار فلزی در نرم -سازی ضربه سرعت پایین بر تیرهای هدفمند شده سرامیکاند، همچنین شبیههای جرم و سفتی سیتم ارائه شدهماتریس

کثر نیروی بندی شده است. حدالایه در جهت ضخامت تقسیم 30تیر به  ،افزار آباکوسآباکوس انجام شده که به منظور هدفمند کردن تیر در نرم
درصد و  2.21 با اختلافنیوتن  1039و  1062افزار آباکوس به ترتیب برابر سازی در نرمتماسی بین ضربه زننده و تیر در مدل تحلیلی و شبیه

متر با اختلاف یمیل 0.0108و  0.0104افزار آباکوس به ترتیب برابر سازی در نرمجایی ضربه زننده در مدل تحلیلی ارائه شده و شبیهحداکثر جابه
متر  3و  2، 1ای، سرعت ضربه زننده شامل درصد بوده است. در انتها تأثیر نوع تابع هدفمند شامل ترکیبی از توابع نمایی و چندجمله 3.85حدود 

ی تیر بررسی شده است. مرزی ساده و گیردار بر پیشینه نیروی تماسی و لهیدگ شرایطو  مترمیلی 16و  12.7، 8، شعاع ضربه زننده شامل بر ثانیه
ای مرتبه اول و سوم و حداکثر و حداقل لهیدگی مربوط به تابع هدفمند چندجمله نیروی تماسی متعلق به تابع هدفمند چندجملهو حداقل حداکثر 

 .ای مرتبه سوم و اول بوده است
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 In this research, analytical and numerical investigation of the ceramic- metal FGM beam under low 
velocity impact is carried out by first order shear deformation beam theory. The impactor is considered 

as rigid and spherical. The mass and stiffness matrixes are proposed by combination of Energy method, 

Ritz and Lagrange method. Also, simulation of low velocity impact on the ceramic- metal FGM beam is 

carried out by ABAQUS software in in which the beam is divided into about 30 layers in thickness 

direction in ABAQUS software to create a functionally graded beam. Maximum contact force between 

impactor and beam in analytical model and ABAQUS software is 1062 and 1039 N with 2.21 percent 
difference and maximum impactor displacement in analytical model and ABAQUS software is 0.0104 

and 0.0108 mm with 3.85 percent difference. Finally, the effect of FGM function types include the 

combination of exponential and polynomial functions, impactor velocity include 1, 2 and 3 m/s, 
impactor radius include 8, 12.7 and 16 mm and simply and clamped supported boundary conditions are 

investigated on the contact force and indentation histories. The maximum and minimum contact forces 

belong to first and third order polynomial function and maximum and minimum indentations belong to 
third and first order polynomial function. 
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 مقدمه 1-

 3کنندهو تقویت2شود که از دو فاز ماتریسای اطلاق میبه ماده1کامپوزیت
 

                                                                                                                                  
1 Composite 
2 Matrix 

کننده آن را در محل نسبی تقویت تشکیل شده باشد. ماتریس با احاطه

دارد. استفاده انسان از مواد کامپوزیتی به کاغذهای پاپیروس خودش نگه می

سال پیش از میلاد مسیح  4000ساخته شده توسط مصریان حدود 
                                                                                                                                  
3 Reinforcement 

http://mjmec.ir/
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موادی ناهمگن، ولی ایزوتروپیک هستند که  1. مواد هدفمند[1]گردد بازمی

کند. این ی دیگر تغییر میای به نقطهها به طور پیوسته از نقطهص آنخوا

تغییرات پیوسته نسبت به تغییرات گسسته خواص مواد کامپوزیت مشکل 

. [2]کند ی متفاوت را حل میتغییرات ناگهانی در سطح تماس دو ماده

بسیاری از وسایل و تجهیزات جدید مستلزم استفاده از موادی با خواص 

اد است، به طوری که هیچ ماده تک فازی قادر به تأمین شرایط مورد نیاز متض

های اخیر نیاز به مواد هدفمند نیست؛ بنابراین در اثر پیشرفت صنعتی در سال

 افزایش یافته است.

پاسخ ضربه سرعت پایین بر ساختارهای جامدات موضوعی مهم در 

 [4]واکومار و همکاران و شی [3]مکانیک جامدات است. اس جبلوم و همکاران 

 10تا  1استاتیک با سرعت  -ضربه سرعت پایین را شبیه بارگذاری شبه

هایی از متربرثانیه تعریف کردند. توفان تگرگ، سقوط ابزار و تصادف نمونه

های متنوعی برای مدل کردن تماس . روش[5]برخورد سرعت پایین هستند 

فنر، روش  -مینه روش جرمزننده و هدف وجود دارد. در این زبین ضربه

 .[6]بالانس انرژی و روش مستقیم مورد استفاده قرار گرفته است 

در زمینه مطالعات ضربه سرعت پایین بر ساختارهای  [7]گونس و آیدین 

افزار المان ای هدفمند را با استفاده از نرمهدفمند پاسخ سه بعدی صفحه دایره

کار پیشین خود را برای پاسخ  [8]محدود بررسی کردند. گونس و همکاران 

ها طرح پلاستیک گسترش دادند. در مدل آن -ضربه تیر هدفمند الاستیک

سازی عددی برای تخمین خواص هر لایه استفاده شد. شبیه 2تاناکا -موری
مورد  [9]ضربه سرعت پایین بر تیر ساندویچی توسط اعتمادی و همکاران 

های ربه سرعت پایین بر صفحهبررسی قرار گرفت. برای استخراج پاسخ ض

ترکیب روشی آزمایشگاهی، عددی و  [10]هدفمند، لارسون و همکاران 

ها در این تحقیق خواص الاستیک دو فازی را برای تحلیلی را توسعه دادند. آن

سازی عددی و ای ارائه دادند. شبیهصفحه هدفمند تحت نیروی ضربه

انجام  3تیتانیوم بوراید -های هدفمند تیتانیومهای آزمایشگاهی بر صفحهتست

های اجزا محدود استفاده شده رای مدل کردن مسألهآمده بدستشد. نتایج به

ها نشان دادند که پاسخ ضربه سرعت پایین بر صفحه بر مبنای نتایج است. آن

 [11]های آزمایشگاهی تطابق دارد. خلیلی و همکاران اجزا محدود و تست

پاسخ صفحه مستطیلی نازک هدفمند را تحت ضربه سرعت پایین بررسی 

یق اینرسی در صفحه نادیده گرفته شد. با معرفی تابع کردند. در این تحق

تنش ایری، معادلات در صفحه حرکت به وسیله معادلات سازگاری جایگزین 

ها در نظر گرفته شد. سفتی گاه ساده در تحقیق آنشد و حالت صفحه با تکیه
افزار آباکوس جرم استخراج شد و نتایج با نرم -تماس بر مبنای مدل فنر

ضربه سرعت پایین صفحه  [12]ود. در تحقیق دیگر دای و همکاران سازگار ب

بندی تماس جیاناکوپولوس ای هدفمند را بررسی کردند، همچنین فرمولدایره

 کار برده شد.ها بهدر مدل آن

در زمینه ضربه سرعت پایین بر صفحات کامپوزیتی آشنای قاسمی و 

ایین یک جرم کوچک یا ای عرضی با سرعت پاثر بار ضربه[13] همکاران 

بزرگ بر رفتار دینامیکی یک ورق کامپوزیتی یکسرگیردار چندلایه با لایه 

عددی مطالعه کردند. رفتار متقابل بین  -فلزی به روش حل تحلیلی

فنر  -زننده با ورق کامپوزیتی به کمک یک سیستم دو درجه آزادی جرمضربه

نژاد و سازی شد. پاکس مدلافزار المان محدود آباکوو با استفاده از نرم

ای با جرم کوچک و سرعت پایین روی یک ورق اثرات بار ضربه [14]همکاران 

های ایگیری از چند جملهگاه تمام گیردار با بهرهای با تکیهکامپوزیتی لایه

                                                                                                                                  
1 Functionally graded material 
2 Mori–Tanaka 
3 Titanium-Titanium Boride (Ti-TiB) 

جبری مناسب و روش تابع وزنی گالرکین را مطالعه کردند. پایگانه و همکاران 

 یچی با هسته مایع هوشمند مگنتورئولوژیکال به ضربهپاسخ ورق ساندو [15]
سرعت پایین را مورد بررسی قرار دادند. معادلات حرکت ورق مستطیلی 

ساندویچی به کمک اصل هامیلتون استخراج شد و مسأله ارتعاشات آزاد ورق 

 به کمک روش نویر به صورت تحلیلی حل شد.

تئوری  [16]ی و صدیقی در زمینه ضربه سرعت پایین بر تیرها، داریوش

های ساندویچی را برای تحلیل رفتار یک تیر غیرخطی مرتبه بالای سازه

ضربه سرعت پایین ارائه دادند. سازه ساندویچی در  ساندویچی تحت بارگذاری

این تئوری به سه جزء رویه بالایی، هسته و رویه پایینی تقسیم شد که در آن 

سته به صورت یک جسم دوبعدی که ها به صورت تیر تیموشنکو و هرویه

فرد و زادهسازی گردید. ملکتواند در راستای ضخامت فشرده شود، مدلمی

سرعت ای کمساندویچی تحت بارگذاری ضربه رفتار تیر خمیده [17]همکاران 

کارگیری تئوری مرتبه بالای با در نظر گرفتن تأثیر دمای محیط و با به

بررسی قرار دادند. تیر ساندویچی مورد مطالعه از های ساندویچی را مورد سازه

گاهی در فومی تشکیل و شرایط تکیه های کامپوزیتی و هستهترکیب رویه

گاه دو طرف ساده با امکان تغییر مکان در راستای بارگذاری از نوع تکیه

سازی ضربه از مدل دو درجه آزادی محیطی انتخاب شد، همچنین برای مدل

 تفاده شد.فنر اسو جرم 

پذیری و کاری، شکلهایی مانند قابلیت ماشینفلزات دارای ویژگی

پذیر است. استحکام بالاست، ولی در برابر خوردگی و حرارت ضعیف و آسیب

ها دارای خواصی هستند که مکمل خواص فلزات است، از طرف دیگر سرامیک

مقابل قابلیت یعنی دارای مقاومت بالا در برابر حرارت و خوردگی است و در 

ای توانیم مادهپذیری پایینی دارند. در نتیجه با ترکیب فلز و سرامیک میشکل

را ایجاد کنیم که دارای خواص هر دو ماده باشد. مطالعه تحقیقات انجام شده 

دهد که ضربه سرعت پایین بر در مورد ضربه سرعت پایین بر تیرها نشان می

ه خواص مکانیکی به صورت ترکیب فلزی طوری ک -تیرهای هدفمند سرامیک

کند، انجام نشده ای و نمایی در راستای ضخامت تیر تغییر میتوابع چندجمله

که در این تحقیق مورد بررسی قرار گرفته است. به این منظور از تئوری تغییر 

های تیر استفاده شده است. جاییشکل برشی مرتبه اول تیر برای ارائه جابه

ب سرامیک و فلز با توجه به قانون اختلاط تعریف شده خواص مکانیکی ترکی

زننده و تیر استفاده شده است. از تئوری تماس هرتز برای تماس بین ضربه

است. از ترکیب روش انرژی، ریتز و لاگرانژ برای نوشتن معادلات حرکت 

زننده و تیر استفاده شده است. برای حل معادلات حرکت از روش رانج ضربه

سازی ضربه سرعت پایین بر به چهار استفاده شده است. شبیهکاتای مرت

به  انجام شده است. 4افزار آباکوسفلز در نرم -تیرهای هدفمند شده سرامیک

 30تیر به  افزار آباکوسمنظور هدفمند کردن تیر در جهت ضخامت در نرم

و به هر لایه میانگین خواص مکانیکی سطوح  لایه در جهت ضخامت تقسیم

و پایین آن لایه داده شده است. بین نتایج مدل تحلیلی حاضر و نتایج بالا 

افزار آباکوس مقایسه صورت گرفته است. در انتها تأثیر نوع آمده در نرمدستبه

زننده، ای، سرعت ضربهتابع هدفمند شامل ترکیبی از توابع نمایی و چندجمله

ایین مورد بررسی زننده و شرایط مرزی بر پاسخ ضربه سرعت پشعاع ضربه

 قرار گرفته است.
 

 سازیمدل -2

 سازی تحلیلیمدل -1-2

 شده سازی تحلیلی ضربه سرعت پایین بر تیرهای هدفمنددر این بخش مدل
 

                                                                                                                                  
4 ABAQUS 
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در جهت ضخامت شامل سرامیک و فلز انجام شده است. برای این منظور 

در سیستم مختصات مستطیلی در  bو عرض  L، طول hتیری به ضخامت 

نظر گرفته شده است. سیستم مختصات یادشده در مرکز تیر انتخاب شده 

𝐿/2−که  طوری به است، ≤ 𝑥 ≤ 𝐿/2 ،−𝑏/2 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏/2 و 

−ℎ/2 ≤ 𝑧 ≤ ℎ/2  (.1است ) شکل 

ای و نمایی یک تابع هدفمند ابتکاری به صورت ترکیب توابع چندجمله

 ( ارائه شده است.1صورت رابطه ) به 𝑉𝑐برای کسر حجمی سرامیک 

𝑉𝑐 = (
1

2
+

𝑧

ℎ
)

𝛼

𝑒
𝛽(𝑧−

ℎ

2
) (1) 

مقادیر ثابت برای تشکیل توابع هدفمند متنوع و مقدار  𝛽و  𝛼جایی که 

1برابر با  𝑉𝑚 کسر حجمی فلز − 𝑉𝑐 بنابراین در ؛ است𝑧 = −ℎ/2  مقدار

𝑧کسر حجمی سرامیک صفر و کسر حجمی فلز برابر یک است، در  = ℎ/2 

مقدار کسر حجمی سرامیک یک و کسر حجمی فلز برابر صفر و به همین 

𝛼منظور در این رابطه  ≠ خواص مکانیکی ترکیب سرامیک است. همچنین  0

 .[18]شود ( نوشته می2و فلز با توجه به قانون اختلاط به صورت رابطه )

𝐸𝑥 = (𝐸𝑐 − 𝐸𝑚)𝑉𝑐.𝑡 + 𝐸𝑚  
𝜌𝑥 = (𝜌𝑐 − 𝜌𝑚)𝑉𝑐.𝑡 + 𝜌𝑚  

𝜈𝑥 = (𝜈𝑐 − 𝜈𝑚)𝑉𝑐.𝑡 + 𝜈𝑚  

𝐸𝑧 = (
𝑉𝑐.𝑡

𝐸𝑐
+

(1 − 𝑉𝑐.𝑡)

𝐸𝑚
)

−1

 

𝐺𝑥 = (
𝑉𝑐.𝑡

𝐺𝑐
+

(1 − 𝑉𝑐.𝑡)

𝐺𝑚
)

−1

 (2) 

به ترتیب نشان دهنده مدول یانگ  𝐺𝑥و  𝐸𝑥 ،𝜌𝑥 ،𝜈𝑥 ،𝐸𝑧در این روابط 

طولی، چگالی طولی، ضریب پواسون طولی، مدول یانگ عرضی و مدول برشی 

پارامترهای یادشده را برای  mو  cطولی تیر هدفمند است. زیروندهای 

دهنده کسر حجمی کل نشان 𝑉𝑐.𝑡عبارت  .دهندسرامیک و فلز نشان می

 آید.دست می( به 3سرامیک است که به صورت رابطه )

𝑉𝑐.𝑡 =
1

ℎ
∫ 𝑉𝑐

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 (3) 

دو حالت مختلف برای  𝛽و 𝛼در این تحقیق با توجه به مقادیر مختلف 

گیری توسط رابطه در نظرگرفته شده که پس از انتگرال (1)در رابطه  𝑉𝑐تابع 

 ارائه شده است. 1در جدول  𝑉𝑐.𝑡، مقادیر (3)

و  uجایی طولی طبق تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول تیر، جابه

 .[6]شود ( نوشته می4به صورت رابطه ) wجایی جانبی تیر جابه

𝑢(𝑥‚𝑦‚𝑧‚𝑡) = 𝑢0(𝑥‚𝑡) + 𝑧𝜑(𝑥‚𝑡) 

𝑤(𝑥‚𝑦‚𝑧‚𝑡) = 𝑤0(𝑥‚𝑡) (4) 
 

 
Fig. 1 Schematic of the beam in rectangular coordinate system 

 شماتیک تیر در سیستم مختصات مستطیلی 1شكل 

 𝛽و 𝛼برای مقادیر مختلف  𝑉𝑐.𝑡مقدار  1جدول 
Table 1 Value of 𝑉𝑐.𝑡 for different values of  𝛼 and 𝛽 

 𝑉𝑐.𝑡مقدار  𝛽و αمقادیر 

α =1  و𝛽 متغیر 𝛽2ℎ2 𝑒𝛽ℎ/𝛽ℎ𝑒𝛽ℎ − 𝑒𝛽ℎ + 1 

α  متغیر و𝛽 = 0  1/1+ α 

 𝜑های طولی و جانبی سطح میانی تیر و جاییجابه 𝑤0و  𝑢0در این رابطه 

( نوشته 5جایی به صورت رابطه )دوران سطح مقطع است. روابط کرنش و جابه

 شود.می

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢(𝑥‚𝑦‚𝑧‚𝑡)

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢0(𝑥‚𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑧

𝜕𝜑(𝑥‚𝑡)

𝜕𝑥
 

𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝑢(𝑥‚𝑦‚𝑧‚𝑡)

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤(𝑥‚𝑦‚𝑧‚𝑡)

𝜕𝑥
= 𝜑 +

𝜕𝑤0(𝑥‚𝑡)

𝜕𝑥
 (5) 

دهنده کرنش محوری در جهت به ترتیب نشان 𝛾𝑥𝑧و  𝜀𝑥𝑥در این روابط 

x  و کرنش برشی در صفحهxz  .روابط تنش و کرنش به صورت رابطه است

 شود.( نوشته می6)
𝜎𝑥𝑥 = 𝑄11𝜀𝑥𝑥  

𝜎𝑥𝑧 = 𝐾𝑠𝑄55𝛾𝑥𝑧 (6) 

 xدهنده تنش محوری در جهت به ترتیب نشان 𝜎𝑥𝑧و  𝜎𝑥𝑥در این روابط 

ضریب اصلاح برشی است که برابر  𝐾𝑠همچنین ، xzو کرنش برشی در صفحه 

𝜋2  .[19]شود در نظرگرفته می ⁄12

( 7برحسب خواص مکانیکی ماده به صورت رابطه ) 𝑄55و  𝑄11های ترم

 .[19]شوند نوشته می

𝑄11 =
𝐸𝑥

1 − 𝜈𝑥
2
 

 

𝑄55 = 𝐺𝑥 (7) 

( نوشته 8به صورت رابطه ) impKزننده و تیر سفتی تماس بین ضربه

 .[20]شود می

𝐾𝑖𝑚𝑝 =
4

3
√𝑅(

1

𝐸33‚𝑖𝑚𝑝
+

1 − 𝜈𝑠
2

𝐸𝑠
)−1 (8) 

زننده و مدول یانگ و ضریب پواسون ضربه 𝜈𝑠و  𝐸𝑠در این رابطه 

𝐸33‚𝑖𝑚𝑝 که از  مدول یانگ عرضی تیر در سطح تماس با ضربه زننده است

 Tو انرژی جنبشی  Pانرژی پتانسیل  .[20]شود فرض می zEبرابر  (2)رابطه 

 شود.( نوشته می9به صورت رابطه )زننده و تیر سیستم ضربه

𝑃 =
1

2
∫ ∫ (𝜎𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥 + 𝐾𝑠𝜎𝑥𝑧𝛾𝑥𝑧)𝑑𝐴𝑑𝑥

𝐴

𝐿

0

 

       +
2

5
𝐾𝑖𝑚𝑝 (𝑦 − 𝑤0(𝑥𝑖𝑚𝑝‚𝑡))

5

2
 

𝑇 =
1

2
∫ ∫ 𝜌(𝑢̇2 + 𝑤̇2)𝑑𝐴𝑑𝑥

𝐴

𝐿

0

+
1

2
𝑀𝑖𝑚𝑝𝑦̇2 (9) 

جایی جابه y، زننده و تیربین ضربه مکان برخورد 𝑥𝑖𝑚𝑝در روابط بالا 

جایی تیر در مکان ضربه است. اختلاف مقدار جابه 𝑤0(𝑥𝑖𝑚𝑝‚𝑡)زننده و ضربه

جایی تیر در مکان ضربه میزان لهیدگی تیر در زننده و جابهجایی ضربهجابه

𝑦)دهد برابر با اثر ضربه را نشان می − 𝑤0(𝑥𝑖𝑚𝑝‚𝑡))  است، همچنین در
دهد. از روش ریتز هر یک توابع زننده را نشان میجرم ضربه 𝑀𝑖𝑚𝑝رابطه بالا 

𝑢0 ،𝑤0  و  𝜑0( نوشته می10به صورت رابطه )[21]ند شو. 

0

1

( , ) ( ) ( )u

n n

n

u x t U t N x




  

0

1

( , ) ( ) ( )w

n n

n

w x t W t N x




  

0

1

( , ) ( ) ( )u

n n

n

x t t N x 




  (10) 
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𝑁𝑛در روش ریتز توابع شکل 
𝑢 ،𝑁𝑛

𝑤  و𝑁𝑛
𝜑  باید براساس شرایط مرزی

ضروری انتخاب شوند. با انتخاب توابع شکل مناسب با توجه به شرایط مرزی 

𝑁𝑛توابع شکل . توان شرایط مرزی متنوع را ایجاد کردضروری می
𝑢 ،𝑁𝑛

𝑤  و

𝑁𝑛
𝜑 ( نوشته می10به صورت رابطه ) [22]شوند. 

1( )u n

n u uN x x L R  
1( )w n

n w wN x x L R  

1( ) n

nN x x L R

 

  (11) 

در سمت چپ  CC 2دارو گیر SS 1های سادهگاهبرای شرایط مرزی تکیه

 .[22]ارائه شده است  2در جدول  Rو  Lتوابع  ،و راست تیر

صورت رابطه یافته لاگرانژ به سپس معادلات حرکت از معادلات تعمیم

 .[23]آید دست می( به12)

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇

𝜕𝑈̇𝑛

) −
𝜕𝑇

𝜕𝑈𝑛
+

𝜕𝑃

𝜕𝑈𝑛
= 0‚     𝑛 = 1‚2‚ … ‚ 𝑁 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇

𝜕𝑊̇𝑛

) −
𝜕𝑇

𝜕𝑊𝑛
+

𝜕𝑃

𝜕𝑊𝑛
= 0‚     𝑛 = 1‚2‚ … ‚ 𝑁 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇

𝜕𝛷̇𝑛

) −
𝜕𝑇

𝜕𝛷𝑛
+

𝜕𝑃

𝜕𝛷𝑛
= 0‚     𝑛 = 1‚2‚ … ‚ 𝑁 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇

𝜕𝑦̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 0‚     𝑛 = 1‚2‚ … ‚ 𝑁 (12) 

معادله حرکت وابسته به هم، غیرخطی و وابسته به  3N+1در نهایت 

 نوشته شود.( 13تواند در فرم ماتریسی به صورت رابطه )زمان می

[

[𝑀11] [𝑀12] [𝑀13]

[𝑀21] [𝑀22] [𝑀23]

[𝑀31] [𝑀32] [𝑀33]
] {

{𝑈̈𝑛}

{𝑊̈𝑛}

{𝛷̈𝑛}

} + 

[

[𝐾11] [𝐾12] [𝐾13]

[𝐾21] [𝐾22] [𝐾23]

[𝐾31] [𝐾32] [𝐾33]
] {

{𝑈𝑛}

{𝑊𝑛}

{𝛷𝑛}
} = {

0
𝐹𝑖𝑚𝑝𝑁𝑛

𝑤(𝑥𝑖𝑚𝑝)

0

} 

𝑀𝑖𝑚𝑝𝑦̈ = −𝐹𝑖𝑚𝑝 (13) 
 

 [22] گیردارهای ساده و گاهبرای شرایط مرزی تکیه Rو  Lتوابع  2جدول 

Table 2 L and R functions for simply and clamped supported boundary 

conditions [22] 

 Rو  Lتوابع  هاگاهتکیهنوع 

 ساده

1uL  , 1uR   

( )
2

w

L
L x  ( )

2
w

L
R x   

1L  , 1R   

 گیردار

( )
2

u

L
L x   

( )
2

u

L
R x   

( )
2

w

L
L x   

( )
2

w

L
R x   

( )
2

L
L x    

( )
2

L
R x    

                                                                                                                                  
1 Simply supported 
2 Clamped supported 

های که المانماتریس سفتی در روش ریتز  Kماتریس جرم و  Mدر رابطه بالا 

به  𝐹𝑖𝑚𝑝زننده و تیر ها در پیوست ارائه شده است. نیروی تماسی بین ضربهآن

 شود.( نوشته می14صورت رابطه )

𝐹𝑖𝑚𝑝 = 𝐾𝑖𝑚𝑝 (𝑦 − ∑ 𝑊𝑛(𝑡)𝑁𝑛
𝑤(𝑥𝑖𝑚𝑝)

𝑁

𝑛=1

)

3

2

 (14) 

 ( است.15در نهایت شرایط اولیه معادلات حرکت به صورت رابطه )
𝑈𝑛(0) = 0‚ 𝑈̇𝑛(0) = 0 
𝑊𝑛(0) = 0‚ 𝑊̇𝑛(0) = 0 

𝛷𝑛(0) = 0‚ 𝛷̇𝑛(0) = 0 

𝑦(0) = 0‚ 𝑦̇(0) = 𝑉𝑖𝑚𝑝 (15) 

زننده در لحظه برخورد با دهنده سرعت ضربهنشان 𝑉𝑖𝑚𝑝در این رابطه 

با شرایط اولیه  (13)تیر است. در این مقاله برای حل عددی روابط حرکت 

 مرتبه چهار استفاده شده است. 3کاتای -از روش رانج (15)یادشده در رابطه 

 افزار آباکوسسازی در نرممدل -2-2

ند شده سرامیک و فلز در تیرهای هدفمدر این بخش ضربه سرعت پایین بر 

سازی شده است. به همین منظور در افزار آباکوس شبیهدر نرمجهت ضخامت 

و تیر به  4زننده به صورت سه بعدی تحلیلی صلبافزار آباکوس ضربهنرم

در نظر گرفته شده است. در قسمت نوک  5پذیرصورت سه بعدی شکل

صات جرم و ممان اینرسی قرار داده شده و مشخ 6زننده یک نقطه مرجعضربه

لایه در  30زننده کروی به این نقطه مرجع اعمال شده است. تیر به ضربه

( و به هر لایه میانگین خواص a-2راستای عرضی تقسیم شده است ) شکل 
حل گر از  داده شده است. (2)مکانیکی سطوح بالا و پایین تیر براساس رابطه 

زننده و تیر تماس از نوع تعریف شده است. بین ضربه 7نوع دینامیک صریح

( به نقطه مرجع b-2در نظر گرفته شده است ) شکل  8تماس سطح به سطح

زننده سرعت اولیه داده شده و به آن قید حرکت در راستای ضخامت تیر ضربه

ها با مشخصات استاندارد، تنش سه بعدی و به صورت داده شده است. مش

C3D8R ه و در قسمت برخورد با تعداد بیشتری در نظر گرفته تعریف شد

ها حدود یک میلیون (. در کل برای دقیق شدن پاسخc-2) شکل  شده است

 المان برای تیر در نظر گرفته شده است.

 نتایج و بحث -3

تیرهای هدفمند شده بر زننده کروی ضربهسرعت پایین در این بخش برخورد 

سنجی مدل ررسی شده است. ابتدا صحتبسرامیک و فلز در جهت ضخامت 

افزار آباکوس ارائه شده است؛ سپس تأثیر نوع سازی در نرمتحلیلی با شبیه

زننده، ای، سرعت ضربهتابع هدفمند شامل ترکیبی از توابع نمایی و چندجمله

زننده و شرایط مرزی بر پیشینه نیروی تماسی و لهیدگی تیر شعاع ضربه

 بررسی شده است.

متر و میلی 15متر، عرض میلی 135برای این منظور تیری با طول 

𝛼متر با توزیع خطی هدفمند شده عرضی با میلی 10ضخامت  = 1. 𝛽 = 0 

گرم،  10زننده کروی با جرم در نظر گرفته شده است. ضربه (1)در رابطه 

کز متر به سطح بالای تیر در مرمیلی 12.7متر بر ثانیه و شعاع  1سرعت اولیه 

گاه ساده فرض شده کند. شرایط مرزی تیر به صورت تکیهتیر برخورد می

 به عنوان فلز در 10به عنوان سرامیک و فولاد 9است. از ماده سیلیکون نیتراید
 

                                                                                                                                  
3 Runge–Kutta 
4 3D Analytical Rigid 
5 3D Deformable 
6 Reference point 
7 Dynamic Explicit 
8 Surface to Surface Contact 
9 Silicon Nitride 
10 Stainless Steel 
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 ارائه شده است. 3ها در جدول تیر استفاده شده که خواص مکانیکی آن

از توابع  در هر بخش برای بررسی تأثیر نوع تابع هدفمند شامل ترکیبی

زننده و شرایط مرزی، زننده، شعاع ضربهای، سرعت ضربهنمایی و چندجمله

ها بررسی شده، تغییر کرده است فقط مقادیر عددی پارامترهایی که تأثیر آن

 و مقدار جدید یاد شده، ولی مقادیر عددی سایر پارامترها ثابت است.

 سنجیصحت -1-3

جایی و سرعت زننده و تیر، جابهمقایسه پیشینه نیروی تماسی بین ضربه

 3افزار آباکوس در شکل سازی در نرمزننده بین مدل تحلیلی و شبیهضربه

زننده و تیر در مدل تحلیلی و بیشینه نیروی تماسی بین ضربه ارائه شده است.

نیوتن است.  1039و  1062افزار آباکوس به ترتیب برابر سازی در نرمشبیه

افزار سازی نرماختلاف بیشینه نیروی تماسی مدل تحلیلی حاضر و شبیه

زننده در مدل جایی بین ضربهاست، همچنین بیشینه جابه %2.21آباکوس 

و  0.0104افزار آباکوس به ترتیب برابر سازی در نرمتحلیلی ارائه شده و شبیه

است. این نکته قابل ذکر  %3.85ها حدود متر و اختلاف آنمیلی 0.0108

است که در این تحقیق از روش ریتز برای حل معادلات تئوری استفاده شده 

افزار آباکوس روش اجزا محدود برای حل معادلات تعادل در حالی که در نرم

افزار آباکوس سیستم به کار گرفته شده است. کانتور تنش فون میسز در نرم

 ارائه شده است. 4روثانیه در شکل میک 30در محدوده زمانی صفر تا 

 تأثیر نوع تابع هدفمند -2-3

در  4در این بخش تأثیر پنج نوع تابع هدفمند نشان داده شده در جدول 

ضربه سرعت پایین بر تیر هدفمند شده مورد بررسی قرار گرفته است. در 

در جهت ضخامت تیر نمایش  𝑉𝑐نحوه تغییر توابع هدفمند مختلف  5شکل 

 داده شده است.

بر پیشینه نیروی تماسی و  𝑉𝑐تأثیر توابع هدفمند مختلف  6در شکل 

طور که از این شکل مشخص است، بیشینه لهیدگی تیر ارائه شده است. همان

 1047، 1062، 1056، 1050به ترتیب برابر با  5-1نیروی تماسی برای موارد 

براین بیشینه نیروی تماسی مربوط به مورد سوم نیوتن است؛ بنا 1038و 

ای مرتبه اول و کمترین نیروی تماسی مربوط به مورد پنجم یعنی چندجمله

 به 5-1یعنی چندجمله ای مرتبه سوم است. بیشینه لهیدگی برای موارد 

 
 خواص مکانیکی سیلیکون نیتراید و فولاد  3جدول 

Table 3 Mechanical properties of Silicon Nitride and Stainless Steel  

 خواص مکانیکی نوع ماده

 سیلیکون نیتراید

𝐸 = 348.43 GPa 
𝜈 = 0.24 

𝜌 = 2370 
kg

m3⁄  

𝐸 فولاد = 348.43 GPa 
𝜈 = 0.24 

 𝜌 = 2370 
kg

m3⁄  

  𝛽و 𝛼برای مقادیر مختلف  𝑉𝑐توابع هدفمند مختلف  4جدول 

Table 4 Different FGM functions of 𝑉𝑐 for different values of  𝛼 and 𝛽 
 𝛽 𝑉𝑐و αمقادیر  مورد

1 α =1  و𝛽 = −50 /2)h-z50(- e)𝑧/ℎ(½+ 

2 α =1  و𝛽 = −25 /2)h-z25(-e )𝑧/ℎ(½+ 

3 α =1  و𝛽 = 0 (½+𝑧/ℎ) 

4 α =1  و𝛽 = 0 2)𝑧/ℎ(½+ 

5 α =1  و𝛽 = 0 3)𝑧/ℎ(½+ 

 

متر میلی 0.0098و  0.0096، 0.0091، 0.0094، 0.0095ترتیب برابر با 

ای مرتبه سوم و کمترین است. بنابراین بیشینه لهیدگی مربوط چند جمله

 ای مرتبه اول بوده است.لهیدگی مربوط چند جمله

ر توابع هدفمند نمایی با افزایش توان از گیری کرد که دتوان نتیجهمی

 مقادیر منفی به سمت صفر، همواره مقدار بیشینه نیروی تماسی افزایش و
 

 
 (a))الف( 

 

 
 (b))ب( 

 

 
 (c))ج( 

Fig. 2 Simulation in ABAQUS software, a- Partitioning of the beam in 
the thickness direction, b- Interaction between impactor and beam and 

c- Meshing of the beam 

ضخامت، بندی تیر در راستای پارتیشن -افزار آباکوس، الفسازی در نرمشبیه 2شكل 

 بندی تیرمش -زننده و تیر و جتماس بین ضربه -ب
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 (a))الف( 

 
 (b))ب( 

 
 (c))ج( 

Fig. 3 Comparison of a- contact force, b- impactor displacement and 

c- impactor velocity histories between analytical model and 
ABAQUS simulation 

 -زننده و جضربه جاییجابه -نیروی تماسی، ب -مقایسه پیشینه الف 3شكل 

 افزار آباکوسسازی در نرمبین مدل تحلیلی و شبیهزننده سرعت ضربه

 
Fig. 5 The variation of different FGM functions of 𝑉𝑐 in beam thickness 
direction 

 در جهت ضخامت تیر 𝑉𝑐نحوه تغییر توابع هدفمند مختلف  5شكل 
 

 ای با افزایشابع هدفمند چندجملهبیشینه لهیدگی کاهش یافته است. در تو
 

 
 (a))الف( 

 

 (b))ب( 

 

 
 (c))ج( 

Fig. 4 The Von-Mises contour (Pa) in ABAQUS software in time a- 0 
μs, b- 15 μs and c- 30 μs 

 صفر -افزار آباکوس در زمان، الفکانتور تنش فون میسز )پاسکال( در نرم 4شكل 

 میکروثانیه 30 -میکروثانیه و ج 15 -میکروثانیه، ب
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کاهش و بیشینه ای، همواره مقدار بیشینه نیروی تماسی درجه چندجمله

  لهیدگی افزایش یافته است.

 زنندهتأثیر سرعت ضربه -3-3

 7زننده بر پیشینه نیروی تماسی و لهیدگی تیر در شکل تأثیر سرعت ضربه

متر بر  3-1ارائه شده است. بیشینه نیروی تماسی برای سرعت ضربه زننده 

 نیوتن است. 3957و  2435، 1062ثانیه به ترتیب برابر با 

متر بر  3و  2به  1زننده از بیشینه نیروی تماسی با افزایش سرعت ضربه

افزایش یافته است. بیشینه لهیدگی  %272.6و  %129.28ثانیه به ترتیب 

، 0.0091متر بر ثانیه به ترتیب برابر با  3و  2، 1زننده تیر برای سرعت ضربه

تیر با افزایش متر است. در نتیجه بیشینه لهیدگی میلی 0.0219و  0.0159

 و %74.73متر بر ثانیه به ترتیب  3و  2به  1سرعت ضربه زننده از 

 

 
 (a))الف( 

 
 (b))ب( 

Fig. 6 The effect of different FGM functions of 𝑉𝑐 on the a- contact 

force and b- indentation histories 

 -نیروی تماسی و ب -بر پیشینه الف 𝑉𝑐تأثیر توابع هدفمند مختلف  6شكل 

 لهیدگی 

 
 (a))الف( 

 (b))ب( 
Fig. 7 The effect of impactor velocity on the a- contact force and b- 
indentation histories  

 لهیدگی -نیروی تماسی، ب -الفزننده بر پیشینه تأثیر سرعت ضربه 7شكل 

زننده مقدار بیشینه افزایش یافته است. با افزایش سرعت ضربه 140.66%

نیروی تماسی افزایش، زمان تماس کاهش و مقدار بیشینه لهیدگی تیر 

 افزایش یافته است.

 زنندهتأثیر شعاع ضربه -4-3

 8تأثیر شعاع ضربه زننده بر پیشینه نیروی تماسی و لهیدگی تیر در شکل 

 ارائه شده است.

متر به میلی 16و  12.7، 8زننده بیشینه نیروی تماسی برای شعاع ضربه

نیوتن است؛ بنابراین بیشینه نیروی  1111و  1062، 970ترتیب برابر با 

بیشینه به ترتیب  16و  12.7به  8تماسی با افزایش شعاع ضربه زننده از 

افزایش یافته است. بیشینه لهیدگی تیر برای شعاع  %14.54و  9.48%

و  0.0091، 0.01متر به ترتیب برابر با میلی 16و  12.7، 8زننده ضربه

 متر است. در نتیجه بیشینه لهیدگی تیر با افزایش شعاعمیلی 0.0087
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 (a))الف( 

 
 (b))ب( 

Fig. 8 The effect of impactor radius on the a- contact force and b- 

indentation histories  

 لهیدگی -نیروی تماسی، ب -تأثیر شعاع ضربه زننده بر پیشینه الف 8شكل 

کاهش یافته  %13و  %9متر به ترتیب میلی 16و  12.7به  8زننده از ضربه

زننده، همان طور که از این شکل مشخص است با افزایش شعاع ضربه است.

مقدار بیشینه نیروی تماسی افزایش، زمان تماس کاهش و مقدار بیشینه 

لهیدگی تیر کاهش یافته است. بیان این نکته ضروری است که افزایش شعاع 

یش گردد و در ادامه افزامی (8)در معادله  𝐾𝑖𝑚𝑝زننده سبب افزایش ضربه

 شود.سفتی تماس باعث افزیش نیروی تماسی بین ضربه زننده و تیر می

 تأثیر شرایط مرزی -5-3

در  CCو گیر دار  SSگاه ساده تأثیر شرایط مرزی تیر در دو انتها با تکیه

بر پیشینه نیروی تماسی و لهیدگی تیر در  )impx(0=محل برخورد میانه تیر 

 ارائه شده است. 9شکل 

که برخورد در به دلیل این از این شکل مشخص است همان طور که

 هاگاههای تیر فاصله دارد، تغییر نوع تکیهگاهوسط تیر انجام شده و با تکیه
 

 
 (a))الف( 

 
 (b))ب( 

 Fig. 9 The effect of SS and CC boundary condition in ximp=0 on the a- 

contact force and b- indentation histories 
نیروی تماسی و  -الفبر پیشینه  0impx=در  CCو  SSتأثیر شرایط مرزی  9شكل 

 لهیدگی -ب
 

تأثیر قابل توجهی بر نیروی تماسی، زمان تماس و لهیدگی تیر نداشته است. 

، پیشینه نیروی تماسی CCو  SSهای گاهدر ادامه برای بررسی تأثیر نوع تکیه

و  )L=4impx(12/از مرکز تیر  12L4/و لهیدگی تیر در مکان برخورد به فاصله 

 11و  10های به ترتیب در شکل )L=5impx(12/از مرکز تیر  12L5/فاصله 

بیشینه نیروی  12L=4impx/برای مکان برخورد  10ارائه شده است. در شکل 

نیوتن  1078و  1021ترتیب برابر با  به CCو  SSهای گاهتماسی برای تکیه

بیشینه نیروی تماسی  CCبه  SSها از گاهبا تغییر نوع تکیه است؛ بنابراین

افزایش یافته است. بیشینه مقدار لهیدگی برای مکان برخورد  5.58%

/12L=4impx های گاهبرای تکیهSS  وCC  و  0.0089به ترتیب برابر با

 CCبه  SSها از گاهمتر است. در نتیجه با تغییر نوع تکیهمیلی 0.0093

 10افزایش یافته است. همان طور که از شکل  %4.49بیشینه مقدار لهیدگی 

 هایگاهتیر با تکیه 12L=4impx/شود، برای مکان برخورد نیز مشاهده می
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 (a))الف( 

 
 (b))ب( 

 Fig. 10 The effect of SS and CC boundary condition in ximp=4L/12 on 
the a- contact force and b- indentation histories 

نیروی  -الفبر پیشینه  12L=4impx/در  CCو  SSتأثیر شرایط مرزی  10شكل 

 لهیدگی -تماسی و ب

های ساده دارای نیروی تماسی و لهیدگی گاهگیردار نسبت به تیر با تکیه

 بیشتری است.

های گاهبیشینه نیروی تماسی برای تکیه 12L=5impx/برای  11در شکل 

SS  وCC  با تغییر نوع  نیوتن است؛ بنابراین 1148و  1065به ترتیب برابر با

افزایش یافته است.  %7.79بیشینه نیروی تماسی  CCبه  SSها از گاهتکیه

 SSهای گاهیهبرای تک 12L=5impx/بیشینه مقدار لهیدگی برای مکان برخورد 

متر است. با تغییر نوع میلی 0.0097و  0.0092به ترتیب برابر با  CCو 

افزایش یافته است.  %5.43بیشینه مقدار لهیدگی  CCبه  SSها از گاهتکیه

های گیردار نسبت گاهتیر با تکیه 12L=5impx/در نتیجه برای مکان برخورد 

 های ساده دارای نیروی تماسی و لهیدگی بیشتری است.گاهبه تیر با تکیه

توان نتیجه گیری کرد که با نزدیک شدن از مرکز می 11-9های از شکل

 هایگاهها، مقدار نیروی تماسی و لهیدگی تیر با تکیهگاهتیر به محل تکیه
 

 
 (a))الف( 

 
 (b))ب( 

 Fig. 11 The effect of SS and CC boundary condition in ximp=5L/12 on 
the a- contact force and b- indentation histories 

نیروی  -الفب بر پیشینه  12L=5impx/در  CCو  SSتأثیر شرایط مرزی  11شكل 

 لهیدگی -تماسی و ب

CC  نسبتSS ها برای دارای اختلاف بیشتری شده است و همواره مقادیر آن

توان به این نکته اشاره کرد که بیشتر بوده است. می SSنسبت  CCگاه تکیه

 CCهای گاهدلیل بیشتر بودن مقدار نیروی تماسی و لهیدگی تیر با تکیه

 است که این نکته SSنسبت به  CCهای گاه، قیود بیشتر در تکیهSSنسبت 

 دهد.ها خود را بیشتر نشان میگاهتر به تکیهدر نقاط برخورد نزدیک

 گیرینتیجه -4

 -در این تحقیق به بررسی پاسخ ضربه سرعت پایین تیرهای هدفمند سرامیک

فلزی پرداخته شده است. در بخش اول با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی 

های تیر ارائه شده و در نهایت با به کار بردن ترکیب جاییمرتبه اول، جابه

زننده و از ضربهروش انرژی، ریتز و لاگرانژ، معادلات حرکت سیستم متشکل 

تیر استخراج شده و روش رانج کاتای مرتبه چهار برای حل معادلات حرکت 
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زننده و تیر استفاده گردیده است. از تئوری تماس هرتز برای تماس بین ضربه

و از قانون اختلاط برای ترکیب کردن خواص مکانیکی سرامیک و فلز استفاده 

سازی مدل تحلیلی، شبیه سنجیشده است. در بخش دوم به منظور صحت

 افزار آباکوسفلز در نرم -ضربه سرعت پایین بر تیرهای هدفمند شده سرامیک

افزار انجام شده است. به منظور هدفمند کردن تیر در راستای ضخامت در نرم

 بندی شده است.لایه تقسیم 30آباکوس تیر به 

افزار آباکوس نشان داده است که مقایسه بین نتایج مدل تحلیلی و نرم

افزار سازی نرماختلاف بیشینه نیروی تماسی مدل تحلیلی حاضر و شبیه

زننده در مدل جایی بین ضربهاست. اختلاف بین بیشینه جابه %2.21آباکوس 

است. در  %3.85افزار آباکوس حدود سازی در نرمتحلیلی ارائه شده و شبیه

بررسی پارامتریک مشاهده شده که حداکثر نیروی تماسی متعلق به تابع 

هدفمند چندجمله ای مرتبه اول و کمترین نیروی تماسی متعلق به 

چندجمله ای مرتبه سوم بوده است. حداکثر لهیدگی مربوط به تابع هدفمند 

ه اول ای مرتبچندجمله ای مرتبه سوم و کمترین لهیدگی مربوط به چندجمله

بوده است. در توابع هدفمند نمایی با افزایش توان از مقادیر منفی به سمت 

صفر، همواره مقدار حداکثر نیروی تماسی افزایش و بیشینه لهیدگی کاهش 

ای، ای با افزایش درجه چندجملهیافته است. در توابع هدفمند چندجمله

ی افزایش یافته همواره مقدار حداکثر نیروی تماسی کاهش و بیشینه لهیدگ

زننده، مقدار حداکثر نیروی تماسی افزایش، زمان است. با افزایش سرعت ضربه

تماس کاهش و مقدار حداکثر لهیدگی تیر افزایش یافته است. با افزایش شعاع 

زننده، مقدار بیشینه نیروی تماسی افزایش، زمان تماس کاهش و مقدار ضربه

همچنین با نزدیک شدن از مرکز تیر حداکثر لهیدگی تیر کاهش یافته است. 

 CCهای گاهها، مقدار نیروی تماسی و لهیدگی تیر با تکیهگاهبه محل تکیه

گاه ها برای تکیهدارای اختلاف بیشتری شده و همواره مقادیر آن SSنسبت 

CC  نسبتSS .بیشتر بوده است 

 هاپیوست -5

 پیوست الف 1-5-

 شود.مینوشته (a-1)های ماتریس سفتی به صورت روابط المان
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𝑁𝑛
𝜑

𝑑𝑥 

 
𝐾31

𝑚𝑛 = 𝐵11 ∫
𝑑𝑁𝑚

𝜑

𝑑𝑥

𝐿/2

−𝐿/2

𝑑𝑁𝑛
𝑢

𝑑𝑥
𝑑𝑥 

 
𝐾32
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𝜑

𝐿/2

−𝐿/2

𝑑𝑁𝑛
𝑤

𝑑𝑥
𝑑𝑥 

(a-1) 

𝐾33
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𝑑𝑁𝑚
𝜑

𝑑𝑥

𝐿

2

−
𝐿

2

𝑑𝑁𝑛
𝜑

𝑑𝑥
𝑑𝑥 

            +𝐴55 ∫ 𝑁𝑚
𝜑𝐿/2

−𝐿/2
𝑁𝑛

𝜑
𝑑𝑥 

 به صورت زیر داریم.( را a-2)جایی که رابطه 

(a-2) (𝐴𝑖𝑗 ‚𝐵𝑖𝑗 ‚𝐷𝑖𝑗) = 𝑏 ∫ 𝑄̅𝑖𝑗
𝑘

(1‚𝑧‚𝑧2)𝑑𝑧
+ℎ/2

−ℎ/2

 

 پیوست ب 2-5-

 شود.نوشته می (b-1)المان های ماتریس جرم به صورت 
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𝑁𝑛
𝜑
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 ( را به صورت زیر داریم.b-2)جایی که رابطه 

(b-2) (𝐼1‚𝐼2‚𝐼3) = 𝑏 ∫ 𝜌(𝑧)(1‚𝑧‚𝑧2)𝑑𝑧
+ℎ/2

−ℎ/2
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