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مستطیلی در ورق فلزي نامحدود تحت جریان حرارتی یکنواخت هدف اصلی این مقاله ارائه روشی براي محاسبه توزیع تنش اطراف گشودگی شبه
شود. روش هاي حرارتی در اطراف گشودگی مینهایت است. وجود گشودگی در ورق فلزي تحت جریان حرارتی یکنواخت باعث ایجاد تنشدر بی

بسط روش حلّ گودیر و فلورنس براي مسأله ترموالاستیک خطی تحت جریان حرارتی یکنواخت است. گودیر و فلورنس حلّ خود را مورد استفاده
هاي مختلف، منظور توسعه روش ارائه شده توسط آنها به گشودگیشکل ارائه کردند. بهاي و بیضیبراي صفحات همسانگرد حاوي گشودگی دایره

شود. در این تحقیق مرز اي به شعاع واحد نگاشته میهمنوا، ورق نامحدود حاوي گشودگی شبه مستطیلی به درون دایرهبا استفاده از نگاشت 
هاي گشودگی گشودگی عایق درنظر گرفته شده است. ازجمله پارامترهاي مهم در هندسه گشودگی، زاویه چرخش گشودگی، شعاع انحناي گوشه

دهند که پارامترهاي فوق تأثیر بسزایی در توزیع تنش اطراف مینتایج حاصل از این تحقیق نشانو نسبت طول به عرض گشودگی هستند. 
اي دست یافت. روش حل کمتري نسبت به گشودگی دایره	توان به مقدار تنش حرارتیگشودگی دارند و با انتخاب صحیح پارامترهاي مذکور می

ها را نیز دارد.گیهاي فلزي حاوي سایر گشودارائه شده قابلیت حل ورق
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	 The	main	 aim	 of	 this	 paper	 is	 to	 present	 a	method	 to	 evaluate	 the	 stress	 distribution	 around	
quasi-rectangular	hole	 in	 infinite	 isotropic	 plate	 subjected	 to	uniform	heat	 flow	at	 infinity.	The	
used	method	is	a	development	of		Goodier	and	Florence’s	method	for	the	thermoelastic	problem	
of	 uniform	 heat	 flow.	Goodier	 and	 Florence	 used	 their	 solution	 for	 stress	 analysis	 of	 isotropic	
plates	with	circular	and	elliptical	holes.	 In	order	 to	expand	 this	method	 to	solve	 the	perforated	
plates	with	non	circular	holes,	by	means	of	conformal	mapping,	the	 infinite	area	external	to	 the	
hole	 can	 be	 represented	 by	 the	 area	 outside	 the	 unit	 circle.	 In	 this	 paper,	 thermal-insulated	
condition	 along	 the	 hole	 boundary	 is	 assumed.	 Amongst	 the	 important	 parameters	 in	 hole	
geometry	are	rotation	angle	of	hole,	bluntness	and	aspect	ratio	of	hole	size.	The	results	obtained	
demonstrate	the	effect	of	these	parameters	on	stress	distribution	around	quasi-rectangular	hole	
and	the	correct	selection	of	these	parameters,	lowest	thermalstress	rather	than	amount	of	stress	
corresponding	to	circular	hole	can	be	achieved.	This	method	can	be	used	 for	study	of	 the	stress	
analysis	of	plate	with	various	holes.	
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مقدمه - 1
- عنوان اجزاي اصلی سازهدهاي متنوع مهندسی، نقش مهمی بها در کاربرورق

اي، هواپیماهاي مافوق هاي عامل در دماهاي بالا ازقبیل راکتورهاي هسته
وقتی جریان حرارتی یکنواخت در یک . هاي گاز و بخار دارندصوت و توربین
هاي هندسی مثل ترك یا گشودگی مغشوش ه ناپیوستگیوسیلجسم جامد به

افتد. این امر باعث افزایش شود؛ افزایشی محلی در توزیع جریان اتفاق میمی
دنبال آن ازکارافتادگی و یا کاهش عمر مفید هاي حرارتی محلی و بهتنش
ها، مقدار و منظور تحلیل جامع استحکام سازهشود. بههاي مهندسی میسازه
ي توزیع تنش حرارتی باید کاملاً مشخص باشد. یکی از مسائل مهم در نحوه

صورت خاص، صورت عام و در مکانیک شکست ببهکاربردهاي مهندسی
ها است. تنش حرارتی و بررسی تمرکز تنش ناشی از وجود گشودگی در ورق

هاي گوناگون شکست ناشی از آن، ازجمله مسائل تعیین کننده در شاخه
هاي آید. در دههشمار میبفضا یکروالکترونیک گرفته تا حوزه هواعلمی از م

ها مورد علاقه بسیاري از هاي حرارتی روي سازهاخیر، مطالعه تأثیر تنش
خاطر کاربرد گسترده مواد فلزي یا مواد مرکّب محققان بوده است. این امر به
مولدهاي منبع فضایی و - هاي هواالسیر، سازهدر اجزاي هواپیماهاي سریع

- ها غالباً در تغییرات دمایی بالا عمل میاي است. همه این سازهانرژي هسته
	کنند.
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تحقیقات متعددي از روش متغیر مختلط، در مورد مسأله ترموالاستیک 
هاي همسانگرد حاوي گشودگی یا نقص هندسی انجام شده است. بخشی ورق

در تحلیل 1باری یا میاناز این تحقیقات شامل بررسی تأثیر وجود گشودگ
هاي نامحدود و تحت بارگذاري حرارتی است و بخش دیگر تنش ورق

و ]1[پردازد.فلورنس و گودیر تحقیقات به بررسی حضور ترك می
هاي مربوط به حلّ مسائل ترموالاستیک گذار تئوريپایه]2[موشخلیشویلی 

با ]3[و گودیر دوبعدي با استفاده از روش متغیر مختلط هستند. فلورنس 
هاي حرارتی در یک ورق الاستیک استفاده از روش متغیر مختلط، تنش

شکل را محاسبه کردند. اي و بیضیهمسانگرد حاوي گشودگی دایره
از روش متغیر مختلط، روند استخراج روابط مربوط به مسأله ]4[گایواس 

داراي یک ترموالاستیک را براي یک ورق نامحدود الاستیک و همسانگرد
گشودگی به شکلی دلخواه تشریح کرد. سپس براي حالتی خاص، روابط 

شکل را در ورقی که در ایجاد شده در اطراف گشودگی بیضیمربوط به تنش
دست آورد. با استفاده اي به شکل بیضی درگیر است بوانهمرز گشودگی با است

اراي بعدي صفحات ضخیم دصفحات ضخیم، حلّ مسأله سهاز تئوري
ارائه ]5[اي عایق و تحت جریان حرارتی یکنواخت توسط لی گشودگی دایره

بعدي از روش تحلیلی ارائه شده توسط لی، مسأله سه]6[و سومیشد. رائو
شکل عایق، در یک ورق هاي حرارتی در اطراف گشودگی بیضیتعیین تنش

حل ضخیم و تحت جریان حرارتی یکنواخت در دستگاه مختصات بیضوي را
کارگیري روش متغیر مختلط و استفاده از با ب]7[کرد. تاکیوتیو همکارانش 

توابع تنش مختلط توانستند توزیع تنش حرارتی را در ورقی با ابعاد محدود و 
دست آورند. نتایجی عددي، براي محاسبه تنش در اي بگی دایرهداراي گشود

ابعاد ورق ارائه هاي مختلف شعاع گشودگی بهورق مستطیلی شکل با نسبت
هاي ورق و مرز گشودگی شد. در این تحقیق، شرایط مرزي متفاوتی براي لبه

حلیّ براي یک ورق نامحدود ]8[وهمکارانشمورد بررسی قرار گرفت. نیستانی
دست آورد. کاتیس و اي و تحت شار حرارتی یکنواخت بهداراي گشودگی دایر

هاي واقع در یک زمینه ا گشودگیبارها یمسأله ترموالاستیک میان]9[گرین
الاستیک نامحدود را مورد بررسی قرار دادند. آنها مرزهاي مسأله را با استفاده 

اي به شعاع واحد تبدیل کردند. ي مشخصی به داخل دایره2نگاشت همنوااز 
به صورت کامل، روابط مربوط به حلّ ]10[و وانگاي توسط هاسبهدر مقاله

اي مختلف تشریح هدوبعدي، براي ورق حاوي گشودگیمسأله ترموالاستیک 
شد. در این تحقیق فرض شد که ورق از ماده الاستیک خطی همگن و 

ها از روش متغیر کند. آنهمسانگرد ساخته شده و از قانون هوك تبعیت می
مختلط براي ارائه روابط خود استفاده کردند. توابع پتانسیل مختلط مربوط به 

ورد استفاده در مقاله، براي شرایط مرزي و دمایی مختلف توابع نگاشت م
استخراج شدند. سرانجام حلیّ عمومی براي مسائل با شرایط مرزي نیرویی، 
جابجایی و ترکیبی، تحت شار حرارتی یکنواخت و یا تحت یک منبع حرارتی 

هاي حرارتی و توزیع دما در نواحی دست آمد. بررسی تنشاي بهنقطه
- شکل، با استفاده از دستگاه مختصات بیضیي گشودگی بیضیچندضلعی حاو

مورد مطالعه قرار گرفت. حلّ ترموالاستیک ]11[و وانگرگون توسط بهولار
صفحات نامحدود تحت جریان حرارتی یکنواخت در دوردست و داراي وصله 

از ]13[مورد بررسی قرار گرفت. آسري ]12[وچاوشکل توسط چنبیضی
دست آوردن توابع پتانسیل و توابع گورست براي لط براي بروش متغیر مخت

هاي مختلف استفاده شکلهایی با یک ورق الاستیک نامحدود داراي گشودگی
ها با استفاده از تابع منظور دستیابی به حلیّ صریح، این گشودگیکرد. ب

																																																																																																																																											
1-	inclusion
2-	Conformal	mapping

اي به شعاع واحد تبدیل شدند. بهولار نگاشتی مناسب و همنوا به خارج دایره
اي، تحلیل تنش حرارتی را در با درنظر گرفتن فرض تنش صفحه]14[وانگرو 

ها از روش بیضی بررسی کردند. آنیک ورق همسانگرد داراي گشودگی شبه
متغیر مختلط و از شرایط همدمائی در مرز گشودگی استفاده کردند. همچنین 

شد. در هاي مختلف محاسبهدر این تحقیق، تنش بیشینه در اطراف گشودگی
هاي ارائه شده توسط اشترو و مورد مواد ناهمسانگرد، از تعمیم تئوري

هاي مختلف و تحت جریان لخنیتسکی براي تحلیل صفحات حاوي گشودگی
اي در ثیر دما بر تغییرشکل صفحهتأ]15[حرارتی یکنواخت استفاده شد. وو 

ارتی در هاي حریک جسم الاستیک ناهمسانگرد را بررسی کرد. مسأله تنش
وسیله یک تحت جریان حرارتی یکنواخت که بیک جسم ناهمسانگرد

مورد ]16[شد؛ توسط هوو شکل یا ترك دچار آشفتگی میگشودگی بیضی
توابع گرین مربوط به یک مسأله ]17[هاسبهبررسی قرار گرفت. یوشیکاوا و 

با ترموالاستیسیته دوبعدي را براي یک ورق نامحدود با گشودگی دلخواه و 
دست آوردند. ورق ناهمسانگرد نامحدود بط دمایی آدیاباتیک و ایزوترمال شرای

شکل تحت جریان حرارتی یکنواخت با استفاده از حاوي گشودگی بیضی
]18[وئجاتوسط چاو و ايفرمولبندي لخنیتسکی و نگاشت همنوا در مقاله

حل شد. تحلیل تنش و میدان مغناطیسی براي یک ورق نازك نامحدود از 
جنس مواد فرومغناطیس نرم، پارامغناطیس و دیامغناطیس با یک گشودگی 

ارائه ]19[شنهمکارو هاسبهشکل تحت جریان الکتریکی پایدار توسط بیضی
دلیل نازك بودن ورق درنظر گرفته شد؛اي که بجز فرض تنش صفحهشد. به

و هاسبهها، هیچ فرض دیگري براي تحلیل صورت نگرفت. در تحقیق آن
، با استفاده از روش متغیر مختلط و تابع نگاشت کسري ]20[همکارانش 

هاي حرارتی در یک ورق مناسب، مسأله توزیع جریان الکتریکی، دما و تنش
به نهایتهاديِ نامحدود را تحلیل کردند. جریان الکتریکی یکنواخت در بی

شکل که در مرز گشودگی یک ورق هادي نامحدود شامل یک گشودگی بیضی
اي است؛ اعمال شد. جریان الکتریکی باعث ایجاد گرما و داراي یک ترك لبه

شار حرارتی و در نهایت تنش حرارتی در ورق شد. ضرایب شدت تنش نیز در 
هاي تنش، مسأله]21[اي توسط شیوواي این مقاله محاسبه شدند. در مقاله

اي، تحت جریان محدود حاوي گشودگی دایرهحرارتی در یک ورق نیمه
حرارتی یکنواخت مورد بررسی قرار گرفت. گشودگی موجود در ورق، توسط 

اي متفاوت از جنس ورق پر شده بود. وانگ و بار الاستیک از مادهمیان
ورق حاوي اي، حلیّ تحلیلی براي کمک ترموالاستیسیته صفحه، به]22[چاو

باري که شکلی نزدیک به دایره دارد؛ ارائه کردند. در این تحقیق از روش میان
هاسبه و متغیر مختلط و تئوري اغتشاشات براي ارائه نتایج استفاده شد. 

مسأله تقابل بین یک گشودگی داراي ترك و یک ترك خطی ]23[همکارانش
تغیر مختلط بررسی کرد. را با استفاده از تابع گرین، تابع نگاشت و روش م

، مسأله مقدار مرزي ترموالاستیک را براي یک ]24[و همکارانش هاسبه
بارِ صلب در تقابل با یک ترك خطی در یک ورق نامحدود و تحت جریان میان

بار حرارتی یکنواخت مطالعه کردند. در این مقاله سعی شد تا چرخش میان
وش متغیر مختلط و با ارائه تابع نگاشتی نیز بررسی شود. مسأله با استفاده از ر

شده در مورد تحلیل صفحات ناهمسانگرد کسري حلشد. از تحقیقات انجام
توان به موارد زیر اشاره بار با استفاده از روش متغیر مختلط میحاوي میان
باري براساس فرمولبندي اشترو، براي ورق ناهمسانگرد با میان]25[کرد. هووا 

براساس فرمولبندي لخنیتسکی و ]26[ی، و همچنین چاو و شن به شکل بیض
باري به شکل دایره روش نگاشت همنوا، براي یک ورق ناهمسانگرد با میان

- بار ناهمسانگرد بیضیتحقیقاتی را انجام دادند. حلّ تحلیلی براي یک میان
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شکل در یک ورق نامحدود ناهمسانگرد تحت جریان حرارتی یکنواخت توسط 
مورد بررسی قرار گرفت. روش مورد استفاده براساس ]27[شنچاو و 

فرمولبندي لخنیتسکی و استفاده از تکنیک نگاشت همنوا بود. 
حلیّ دقیق براي تحلیل تنش ورق پیزوالکتریک ]28[گائو و همکارانش 

شکل یا ترك ارائه کردند. ابتدا با تعمیم مسأله دوبعدي یداراي گشودگی بیض
شکل اشلباي، یک گشودگی بیضی-براساس نسخه پیشرفته فرمولبندي اشترو

در یک جسم ترموپیزوالکتریک و تحت جریان حرارتی یکنواخت و بارهاي 
نهایت مطالعه شد. سپس با میل دادن ابعاد مکانیکی در بی-الکتریکی

هایی دقیق براي ضرایب شدت میدان در ترك، حلّگشودگی به سمت 
و نزدیکی نوك ترك و میدان الکتریکی درون ترك ارائه شد. کاردوماتیس

ه ک مادبا استفاده از فرمولبندي نابجایی اشترو، پیشرفت ترك براي ی]29[لی
ناهمسانگرد تحت بارهاي ترکیبی مکانیکی و حرارتی را مورد بررسی قرار داد.

هاي حاوي گشودگی و تحت جریان قیقات زیادي در زمینه ورقاگرچه تح
حرارتی یکنواخت انجام شده است؛ ولی بیشتر نتایج ارائه شده براي 

نتایجی که تمامی هایی مانند دایره و بیضی است. همچنینگشودگی
ثیرگذار مانند شعاع انحناي گوشه گشودگی، زاویه پارامترهاي مهم و تأ

ی گشودگی بر توزیع تنش را مورد مطالعه قرار چرخش گشودگی و کشیدگ
شود تا به مطالعه تأثیر این دهد؛ وجود ندارد. در این تحقیق سعی می

پارامترها برروي توزیع تنش اطراف گشودگی چهارضلعی پرداخته شود. 

روش حل- 2
ورقی حاوي گشودگی چهارضلعی درنظر بگیرید که تحت 1مطابق شکل 

قرار دارد. مرز xنسبت به محور )d(زاویهجریان حرارتی یکنواخت با 
گشودگی، عایق حرارتی درنظر گرفته شده است. جریان حرارتی یکنواخت در 

شود. این امر باعث مستطیلیِ مرکزي مغشوش میاثر وجود گشودگیِ شبه
گردد. ابعاد ورق درمقابل اندازه گشودگی ایجاد تنش در اطراف گشودگی می

(نامحدود) فرض کرد. در این شکل، را بیچنان است که بتوان ورق نهایت 
bزاویه چرخش گشودگی که بیانگر نحوه قرارگیري آن نسبت به افق است، با 

نمایش داده شده است. ورق مفروض داراي رفتار الاستیک خطی بوده و با 
است. روش ఏߪتوجه به شرایط مرزي، تنها تنش ایجاد شده در مرز گشودگی

(ݖ)ߗمورد استفاده، روش متغیر مختلط است. تابع پتانسیل دمایی مختلط 

صورت براي یک ماده همسانگرد دوبعدي، تابعی هولومورفیک است که به
:]10[شودتعریف می)1رابطه(

(ݖ)ߗ)1( = (ݕ,ݔ)ܶ + (ݕ,ݔ)߆݅
,ݔ)ܶکه در آن  دمایی 	است. تابعTتابع همسازِ مزدوج با ߆تابع دما و (ݕ

,ݔ)ܶ 	هدایت	الاستیک،تابعی هارمونیک است که معادله	یک جسم	براي(ݕ

	.]10[کندرا ارضا می)2رابطه (	حرارتی

,ݔ)ܶچون  را )3(توان رابطه است؛پس می(ݖ)ߗقسمت حقیقی (ݕ
نوشت:

(ݕ,ݔ)ܶ)3( =
1
2 (ݖ)଴ߗ] + [തതതതതതതത(ݖ)଴ߗ

تعریف )4رابطه(صورت بyو xدر جهات ،௫ݍو௬ݍهاي شار حرارتی مؤلفه
شوند.می

௫ݍ)4( − ௬ݍ݅ = 	(ݖ)଴ᇱߗ݇−
	
	

	
نمایی از هندسه گشودگی و بارگذاري 	1شکل

] توزیع تنش ورق 1،3فلورنس و گودیر [؛همانطورکه قبلاٌ عنوان شد
حلیلی مورد شکل را از روش تاي و بیضیهاي دایرههمسانگرد حاوي گشودگی

ده توسط فلورنس و گودیر و منظور بسط روابط ارائه شبررسی قرار دادند. ب
مستطیلی و همچنین دست آوردن توزیع تنش اطراف گشودگی شبهبراي ب

تر انتگرال کوشی در هنگام محاسبه تنش، بهتر است مرز براي محاسبه راحت
اي به شعاع واحد تبدیل شود. لذا بوسیله لی، به دایرهمستطیگشودگی شبه

، zمستطیلی در مختصات فیزیکی نگاشت همنوا، ناحیه خارج گشودگیِ شبه
، با تابع انتقال ߞاي به شعاع واحد در صفحه به محدوده خارج گشودگیِ دایره

:]30[)2گیرد (شکل صورت می)5رابطه(
)5(z=w(z)=x+iy	

:]30[آینددست میبه)6رابطه(صورت بyو x)5(که در رابطه 

)6(
x=l(cosq+wcos(nq))	
y=-l(csinq-wsin(nq))	

شود. این دیده میwو c ،λ، پارامترهاي مختلفی از قبیل )6(در رابطه 
نسبت cدهند. پارامترها نوع شکل، بزرگی و تیزي یا نرمی آن را نشان می

طول به عرض گشودگی است، براي اینکه حلّ حاضر علاوه بر گشودگی شبه 
توان از این مربعی قابلیت حلّ گشودگی شبه مستطیلی را نیز داشته باشد، می

مخالف یک باشد در این صورت گشودگی، cپارامتر استفاده نمود. اگر پارامتر 
نمایش داده شده 3تأثیر این پارامتر در شکل.مستطیلی خواهد بودشبه

براي تعیین میزان تیزي و w. پارامتر دهدرا نشان میگشودگیبزرگی λاست.
نشان wهاي گشودگی تعریف شده است. به عبارت دیگر یا نرمی گوشه

، با کاهش آن، 4باشد و مطابق شکل هاي گشودگی میدهنده انحناي گوشه
شود. در بدیل میت)1w=0,c¹(یا بیضی) =1w=0,c(گشودگی به دایره

(ترسیم معادله4حقیقت شکل  است که =1cهاي مختلف و w) براي 6ي 
دهد. براي جلوگیري از ایجاد گشودگی با مرز گشودگی مورد بحث را نشان می

هاي قرار گیرد. انحناي گوشهw≤0≥33/0يدر بازهwهاي تیز باید لبه
توزیع تنش اطراف ثیرگذار بر) یکی از پارامترهاي مهم و تأwگشودگی (

شود.گشودگی است که در این مقاله تأثیر این پارامتر بررسی می
	شرایط مرزي شار حرارتی به صورت زیر است.

)2(߲ଶܶ
ଶݔ߲ +

߲ଶܶ
ଶݕ߲ = 0

x	

y	
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مختصات منحنی الخط2شکل

	
	بر هندسه گشودگیcثیر پارامتر تأ	3شکل

	
w=0.2w=0.15w=0.1w=0.05w=0

c=1بر هندسه گشودگی براي wثیر پارامتر تأ	4شکل

(ݖ)଴ߗ)7( + തതതതതതതത(ݖ)଴ߗ = −2݅ ݇⁄ නݍ௡ +ݏ݀(ݏ) const.	

از المان بسیار sدر نقطهنرمالیشار حرارتینشان دهنده(ݏ)௡ݍکه در آن 
]. 31ضریب انبساط حرارتی ماده است[kدر امتداد مرز و dsکوچک 

تعریف )8رابطه(صورت بF(x,y)هاي تنش با استفاده از تابع تنش ایري مؤلفه
شوند:می

௫ߪ)8( =
߲ଶܨ
ଶݕ߲ ௬ߪ, =

߲ଶܨ
ଶݔ߲ , ߬௫௬ = −

߲ଶܨ
߲௫߲௬

	

هاي تنش، و با ارائه روابط سازگاري در حالت دوبعدي برحسب مولفه
آید. دست می) ب9رابطه(صورتدر آن، معادله سازگاري بFاعمال تابع تنش 

)9(߲ସܨ
ସݔ߲ + 2

߲ସܨ
ଶݕଶ߲ݔ߲ +

߲ସܨ
ସݕ߲ = 0	

را براي معادله فوق پیشنهاد کرد:)10حل(]2[موشخلشیولی 
(ݕ,ݔ)ܨ)10( = Re[̅(ݖ)߮ݖ + 	[(ݖ)߯

هستند که باتوجه به توابع پتانسیلی تحلیلیj(z)و χ(z)که در آن 
باشند. درنهایت شرایط مرزي و دمایی و پیوستگی جابجایی، قابل محاسبه می

(، بهFبا مشخص شدن تابع تنش  هاي اطراف توان تنش)، می8کمک رابطه 
(ݖ)ᇱ߯دست آورد. (گشودگی را به ≡ )(ݖ)߰

هاي تنش و جابجایی برحسب توابع پتانسیل فوق در صفحه نگاشت مؤلفه
شوند: صورت زیر محاسبه میبه

)11(

௫ߪ + ௬ߪ = 4Re ቈ
߶ᇱ(ߞ)
߱ᇱ(ߞ)቉	

௬ߪ − ௫ߪ + 2݅߬௫௬ = 2 ቈ
തതതതതത(ߞ)߱

߱ᇱ(ߞ)ቊ
߶ᇱ(ߞ)
߱ᇱ(ߞ)ቋ

ᇱ

+
߰ᇱ(ߞ)
߱ᇱ(ߞ)቉	

ݑ + ݒ݅ =
1
2
ܩ ൥(ߞ)߶ߢ −

(ߞ)߱

߶തതതതതതതത(ߞ)′߱
(ߞ)′ തതതതതതത൩(ߞ)߰−

+ 	ߞ݀(ߞ)′߱(ߞ)ߗන′ߙ

، براي تعیین توابع پتانسیل، نیاز به تعیین تابع )11(باتوجه به رابطه 
است. با فرض عایق بودن مرز گشودگی و با استفاده از روابط (ߞ)ߗدمایی 

آید.دست میبه)12رابطه(صورتب(ߞ)ߗ) تابع 7) و (4(

(ߞ)ߗ)12( = −
ߣݍ
ߢ2 ൤݁

ି௜ఋ(ܾߞ + (ଶߞݓ2 + ݁௜ఋ ൬
ܾ
ߞ +

ݓ2
ଶߞ ൰൨	

ߞاست. با در نظر گرفتننقاطمرزي b=1+cکه در آن  = ، شرایط مرزي ߪ
)13رابطه(صورت جابجایی برحسب توابع پتانسیل بترتیب بمربوط به تنش و

شوند:بیان می

)13(

(ߪ)߶ +
(ߪ)߱
߱ᇱ(ߪ)തതതതതതതത߶

ᇱ(ߪ)തതതതതതതത − തതതതതതത(ߪ)߰ = 0

(ߪ)߶ߢ −
(ߪ)߱

߶തതതതതതതത(ߪ)′߱
തതതതതതതത(ߪ)′

തതതതതതത(ߞ)߰− = ′ߙܩ2 නߞ݀(ߪ)′߱(ߪ)ߗ

- اي بهاي و کرنش صفحهصفحهبراي حالت تنش ¢aو kدر روابط فوق 
شوند. صورت زیر تعیین می

ߙايحالت تنش صفحه =́ ߢ																							଴ߙ =
3− ߥ
1 + ߥ

ߙايحالت کرنش صفحه =́ (1 + ߢ									଴ߙ(ߥ = 3− 	ߥ4
G مدول برشی ورق است. درنهایت با اعمال شرایط فوق توابع پتانسیل

هاي و سرانجام مولفهF)، تابع تنش 10مشخص شده و با استفاده از رابطه (
تنش قابل دستیابی خواهند بود.

خواص مکانیکی ماده- 3
نتایج ارائه شده در این تحقیق براي ورق فولادي است. خواص مکانیکی مورد 

ارائه شده است. با توجه 1ین تحلیل براي فولاد مورد نظر، در جدول نیاز در ا
اند، جنس ورق بعد شدهها برحسب خواص مکانیکی ورق، بیبه اینکه تنش

هیچ تأثیري بر نتایج مورد بررسی ندارد.

	هابررسی درستی جواب- 4
	)، مرز6و اعمال آن در رابطه (=1cوw=0همانطور که اشاره شد؛ با انتخاب 

خواص مکانیکی ماده مورد استفاده1جدول 
هنوع مادa0(mm/m°C)k(W/m°C)	nE(GPa)

1/112/503/0210فولاد
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مخالف یک باشد؛ cکه شود. در صورتیگشودگی به دایره تبدیل می
گشودگی به بیضی تبدیل خواهد شد.

اي بین صحت نتایج به دست آمده از روش تحلیلی، مقایسهتأیید براي 
]، 3] و [1و نتایج ارائه شده در مراجع [مناسب)cو wحلّ حاضر (با انتخاب 

اي حرارتی موضعی را در یک ورق هصورت گرفته است. فلورنس و گودیر تنش
اي بررسی نهایت تحت شار حرارتی یکنواخت، در اطراف گشودگی دایرهبی

رنس و گودیر در حلّ تحلیلی حاضر و تحقیقات فلوي ]. مقایسه1کردند [
بعد نشان داده شده است. در واقع این شکل توزیع تنش محیطی بی5شکل 

	دهد.شده را در اطراف گشودگی نشان می
.σ୒୭୰୫بعد در این تحقیق منظور از تنش بی = ߠߪ

است. که در آن ݇/ߣݍߙܧ
E ،مدول یانگa ،ضریب انبساط حرارتیq ،شار حرارتیk ضریب هدایت

نشان دهنده اندازه گشودگی است.lحرارتی و 
] به طور کامل 1نتایج حلّ تحلیلی حاضر و نتایج بدست آمده از مرجع [

، با اعمال شار حرارتی تحت زاویه 5بر یکدیگر منطبق هستند. مطابق شکل 
درجه اتفاق 90ي نهایت، بیشترین تنش محیطی در زاویهدرجه در بی270

، در مرز گشودگی صفر هستند. لازم به هاي شعاعی و برشیافتد. تنشمی
) که معادل 6در رابطه (=1cو w=0توضیح است که این نتایج با اعمال 

دست آمده است.باشد، بهاي میگشودگی دایره
هاي حرارتی موضعی را حول گشودگی بیضوي در فلورنس و گودیر تنش

ي مقایسه].3نهایت تحت شار حرارتی یکنواخت، بررسی کردند [یک ورق بی
ارائه شده است.6حلّ تحلیلی حاضر و این تحقیقات در شکل 

خود پارامتر مربوط يلازم به توضیح است که فلورنس و گودیر در مقاله
cاند؛ حال آنکه در این مقاله، نشان دادهmبه کشیدگی گشودگی بیضوي را با 

یج باهم نتا=3cبراي حالت6این پارامتر است. در شکل يدهندهنشان
مقایسه شده اند. همانطورکه در این شکل نشان داده شده است؛ نتایج حاصل 

] به طور کامل بر یکدیگر منطبق هستند. 3از حلّ تحلیلی حاضر و مرجع [
)، بیشترین تنش 1درجه (شکل 270، تحت زاویه شار 6مطابق شکل 

افتد.درجه اتفاق می90ي محیطی در اطراف گشودگی بیضوي هم در زاویه
خاص مانند دایره و بیضی هايشکلتحقیقات فلورنس و گودیر تنها براي 

چرخش گشودگی در آن لحاظ يبوده و تأثیر پارامترهاي دیگر همچون زاویه
شود تا تأثیر انحناي گوشه گشودگی، نشده است. در تحقیق حاضر سعی می

مورد ي چرخش) گشودگی بر توزیع تنش اطراف گشودگیجهت گیري (زاویه
يهاي صورت گرفته با مراجع یاد شده، زاویهبررسی قرار گیرد. در مقایسه

چرخش گشودگی، صفر در نظر گرفته شده است. 
(با انتخاب يمقایسه مناسب) و λو wدیگري بین حلّ تحلیلی حاضر 

] [32نتایج ارائه شده در مرجع  از روش ] 32]، صورت گرفته است. وانگ 
حرارتی موضعی را در یک ورق بی نهایت تحت شار هاي، تنش1اغتشاشات

هایی که شکل آنها درجه، در اطراف گشودگی90ي حرارتی یکنواخت با زاویه
7. نتیجه این مقایسه در شکل به دایره نزدیک است؛ مورد بررسی قرار داد

نشان داد شده است. مطابق این شکل؛ نتایج حاصل از دو روش براي 
علت انطباق با دقتّ خوبی برهم منطبقند.=4/3lو =05/0wگشودگی مربعی با 

روش حلّ تحلیلیِ حاضر با نتایج ارائه شده توسط فلورنس و گودیر در دو 
، استفاده از یک روش حلّ مشابه (روش متغیر مختلط) است. ولی 6و 5شکل 

از روش تئوري اغتشاشات استفاده شده است که 32در نتایج مربوط به مرجع
تقریب بوده و داراي اندکی خطاست.همراه با 
	

																																																																																																																																											
1-	Perturbation	

] براي گشودگی 1جع [رمقایسه روش حلّ تحلیلی حاضر ونتایج حاصل از م5شکل
ايدایره

] براي گشودگی 3جع [رروش حلّ تحلیلی حاضر و نتایج حاصل از ميمقایسه6شکل
بیضوي 

مربعی] براي گشودگی 32روش حلّ تحلیلی حاضر و مرجع [يمقایسه7شکل

نتایج- 5
چرخش گشودگی، ياند؛ زاویهپارامترهایی که در این مقاله بررسی شده

باشند. اگرچه زاویه شار کشیدگی گشودگی و انحناي گوشه گشودگی ورق می
یکی از پارامترهاي مهم و تأثیرگذار بر توزیع تنش اطراف گشودگی است ولی 

زاویه شار و زاویه چرخش با توجه به نامحدود و همسانگرد بودن ورق، تأثیر
کاملاً شبیه یکدیگر است. از اینرو تأثیر این پارامتر در مقاله لحاظ نشده است. 

شوند. در این مقاله سعی پارامترهاي فوق متغیرهاي طراحی نامگذاري می
شده است تا ابتدا تأثیر هریک از پارامترها بطور مجزا بررسی شود. بدین معنی 

گیرد؛ دیگر متغیرها، غیر طراحی مورد مطالعه قرار میکه وقتی تأثیر یک مت
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شوند. در پایان، تأثیر همزمان تمامی متغیرهاي ثابت در نظر گرفته می
- طراحی، جهت دستیابی به کمترین مقدار تنش ممکن مورد مطالعه قرار می

	گیرد. 

	)cکشیدگی گشودگی(تأثیر -5-1
شد؛ مستقیماً بر هندسه آن اشارهاین پارامتر همانطور که در تابع نگاشت به

نسبت طول به ، cاي که با تغییر در مقدار گذارد به گونهثیر میگشودگی تأ
، 8مطابق شکل . قابل کنترل خواهد بودعرض گشودگی (کشیدگی گشودگی) 

رابطه تقریباً خطی داشته و افزایش یا cبعد بیشینه، با متغیر مقدار تنش بی
بعد بیشینه ترتیب موجب افزایش و یا کاهش تنش بیکاهش این پارامتر به

بعد بیشینه وقتی است که در رابطه خواهد شد. منظور از تنش بی
σ୒୭୰୫. = ߠߪ

، بیشترین تنش ایجاد شده در (sq)، مقدار تنش محیطی ݇/ߣݍߙܧ
هاي مختلف، براي کشیدگیwاطراف گشودگی باشد. همچنین با افزایش 

هاي یابد. نرخ این افزایش براي کشیدگیافزایش میبعد بیشینه تنش بی
در تابع cمختلف، یکسان است. براي دستیابی به یک نگاشت همنوا، مقدار 

نگاشت باید در محدوده خاصی باشد لذا سعی شده است نتایج ارائه شده براي 
c .در این محدوده قرارگیرد	

ع نگاشت اعمال شده تابyفقط در جهت c)، پارامتر 1باتوجه به رابطه (
y، شکل گشودگی در جهت c، با افزایش مقدار 3است لذا مطابق شکل 

بعد بیشینه با افزایش ، روند افزایش تنش بی9شود. مطابق شکل کشیده می
عبارت دیگر زاویه شار زاویه اعمال شار صفر باشد یا ببراي وقتی کهcمقدار 

	عمود بر امتداد کشیدگی گشودگی باشد؛ شدیدتر است. 
تنش c، با افزایش )=90d(استyبراي وقتی که شار حرارتی در جهت 

	یابد.بعد بیشینه با شیب کمتري افزایش میبی
- بعد بیشینه را برحسب زاویه شار در کشیدگیتغییر تنش بی10شکل 

10دهد. مطابق آنچه که در شکل لعی نشان میهاي مختلف گشودگی چهارض
هاي cبعد بیشینه برحسب زاویه شار در شود؛ تغییرات تنش بیدیده می

بعد و زاویه، رفتار نامنظمی دارد. کمترین تنش بی=05/0wمختلف و براي 
کند. بنابراین همانطورکه قبلاٌ نیز اشاره ، تغییر میcشار متناظر با آن، با تغییر 

شار ، بستگی به زاویهcبعد بیشینه با تغییر مقدار هش مقدار تنش بیشد؛ کا
اتفاق)=45d(درجه 45در زاویه شار ،=1cبعد در دارد. کمترین تنش بی

درجه 90بعد در این حالت در زوایاي شار صفر و افتد. بیشترین تنش بیمی
دهد.رخ می

ي چرخش صفر درجه بر زوایههاي مختلف و wتأثیر کشیدگی گشودگی در 8شکل
بعد بیشینهروي تنش بی

-تنش بیبر روي=05/0wمختلف و تاثیر کشیدگی گشودگی در زوایاي شار 9شکل
بعد بیشینه

)bتأثیر زاویه چرخش گشودگی (-5-2
بعد بیشینه تأثیر زاویه چرخش گشودگی بر روي تنش بی11در شکل 

شود؛ تغییرات تنش شکل دیده مینشان داده شده است. همانطورکه در این 
90بعد بیشینه برحسب زاویه چرخش گشودگی، تابعی با دوره تناوب بی

يهاي مختلف در بازهw، سعی شده تا در 12رو در شکل درجه است. از این
- درجه، به بررسی تأثیر زاویه چرخش گشودگی بر توزیع تنش بی90صفر تا 

بعد بیشینه پرداخته شود.
بعد مطلوب و نامطلوب که در این مقاله لازم است تا تنش بیدر ابتدا 

چرخش يمورد استفاده قرار گرفته است؛ تعریف شوند. باتغییر زاویه
دست بعد بیشینه بهچرخش خاص، یک تنش بیيگشودگی، در هر زاویه

تغییر کند؛ به ازاي هر زاویه 180چرخش از صفر تا یآید. پس اگر زاویهمی
بعد هاي بیبعد بیشینه وجود دارد. از بین این تنشنش بیچرخش یک ت

- بعد مطلوب و تنش بیبیشینه، کمترین و بیشترین مقدار، به ترتیب تنش بی
بعد نامطلوب نامگذاري شده است. در طراحی باید از شرایط مربوط به تنش 

بعد نامطلوب اجتناب کرد و به شرایط تنش مطلوب نزدیک شد.بی
درجه و 45چرخش يبعد مطلوب در زاویه،تنش بی12مطابق شکل 

افتد. درجه اتفاق می90چرخش صفر یا يبعد نامطلوب در زاویهتنش بی
آورده شده است. یعنی اگر زاویه شار270نتیجه این شکل براي زاویه شار 

بعد بر روي تنش بی=05/0wو در هاي مختلفزاویه شار در کشیدگیتأثیر 10شکل
بیشینه 
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325شماره ،15، دوره 1394خرداد مهندسی مکانیک مدرس، 
	

درجه ایجاد شود تا باعث مقدار 45باشد؛ باید گشودگی تحت زاویه 270
درجه 90تنش کمتري شود و همچنین از ایجاد گشودگی تحت زاویه صفر یا 

اجتناب گردد.نتیجه جالبی که در این شکل دیده می شود، بر خلاف تصور 
	است. همانطور که در این شکل نشان داده شده است؛ 

بعد مطلوب مربوط ي چرخش گشودگی، تنش بیاز زاویهاي دودهدر مح
اي بعد مطلوب ناشی از گشودگی دایرهمستطیلی از تنش بیبه گشودگی شبه

(w=0) جه به شکلاین محدوده با تغییر 12کمتر است. با تو  ،wتغییر می ، -
درجه است.50تا 40برابر =03/0wکند. مثلاً این محدوده براي 

دهند؛ با بعد مطلوب و نامطلوب رخ میها تنش بیزوایایی که تحت آن
هاي مختلف، wبعد در هاي بیکند. ولی مقدار این تنشتغییر نمیwتغییر 

	گویاي این مطلب است. 2و جدول 11متفاوت است. شکل 

	تأثیر همزمان متغیرهاي طراحی-5-3
c، در حالتی که مقدار wشود؛ با تغییر دیده می12همانطور که در شکل 

بعد براي گشودگی شبه مستطیلی و زاویه چرخش بر مقدارتنشبیتأثیر 11شکل
05/0=w

	

هاي مختلف و wبعد بیشینه در چرخش گشودگی بر تنش بیيتاثیر زاویه12شکل
1c=	

	هاي مختلفwبعد مطلوب و نامطلوب در مقادیر تنش بی2جدول

wبعد مطلوبتنش بیبعد نامطلوبتنش بی

71/128/11/0
29/1105/0	
19/195/003/0	

کند. علت بعد مطلوب و نامطلوب نیز تغییر میبرابر یک است؛ مقدار تنش بی
، بهینه بودن شکل گشودگی در این حالت cانتخاب مقدار یک براي متغیر 

رسم شود wصورت تابعی پیوسته برحسب ها، بهاست. اگر مقدار این تنش
بعد مطلوب و نامطلوب در اثر آید. نتایج تنش بیدست مینتیجه جالبی به

، براي گشودگی 13آورده شده است. باتوجه به شکل 13در شکل wتغییر 
بعد مطلوب با افزایش شعاع انحناي گشودگی تا چهارضلعی، مقدار تنش بی

لوبِ مربوط به بعد مط، تنش بیw=05/0یابد و تا مقدار ، کاهش می02/0
بعد مطلوب ناشی از گشودگی گشودگی چهارضلعی، کمتر از تنش بی

برابر w=02/0بعد مطلوب ممکن در بیاست. کمترین تنش(w=0)ايدایره
اي یا گشودگی دایرهw=0باشد. لازم به توضیح است که در حالت می93/0

wبعد نامطلوب با افزایش باشد. از طرفی تنش بیمی1مقدار تنش مطلوب 

بعد اي است؛ تنش بیکه معادل گشودگی دایرهw=0یابد.درافزایش می
- نامطلوب کمترین مقدار ممکن است. همانطورکه قبلاٌ نیز اشاره شد؛ تنش بی

بعد افتد و تنش بیدرجه اتفاق می45ها در زاویه wبعد مطلوب براي تمام
است. در جدول wن زاویه مستقل از درجه و ای90نامطلوب در زاویه صفر یا 

بعد ممکن ، مقادیر بهینه متغیرهاي طراحی و مقدار کمترین تنش بی3
معرفی شده است.

	نتیجه گیري- 6
در این مقاله پارامترهاي متعددي مورد بررسی قرار گرفت که هر کدام از این 

گشودگی بعد بیشینه اطراف سزایی بر روي مقدار تنش بیبتأثیر پارامترها 
ي تأثیر این پارامترها، طراح را قادر ي نحوهشبه مستطیلی دارند. مطالعه

خواهد ساخت تا به طرح مطلوبی دست یابد. در روند ارائه نتایج، ابتدا به 
ي تأثیر هریک از پارامترهاي به تنهایی پرداخته شد. سپس تأثیر مطالعه

خوبی این تحقیق بههمزمان پارامترهاي مختلف مورد بررسی قرار گرفت. 
نشان داد که تغییر شعاع انحناي گوشه گشودگی، تنها پارامتر براي کاهش 
مقدار تنش ایجاد شده در اطراف گشودگی نیست. بلکه با تغییر زاویه چرخش

توان مقدار تنش اطراف گشودگی را کنترل کرد. با درنظر گشودگی هم می
توان با انتخابشد که میگرفتن همه پارامترهاي مورد بررسی نشان داده

صحیح این پارامترها؛ حتی به مقدار تنشی کمتر از مقدار تنش مربوط به 
	اي دست یافت.گشودگی دایره

تاثیر معیار تیزي روي تنش مطلوب13شکل

	بعد ممکنمقادیر بهینه متغیرهاي طراحی و کمترین تنش بی3جدول
w	(درجه)b	cبعدمقدار تنش بی
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