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Onset Yield Analysis of Rotating Variable Thickness Disk 
Made of Functionally Graded Materials in Engine of Aero Gas 
Turbine 

[1] Functionally graded material: An overview [2] Theory of elasticity [3] Tresca’s yield 
condition and the rotating disk [4] Elastic-plastic deformation of the rotating solid disk [5] 
The elastic-plastic stress-distribution in the rotating annulus and in the annulus under 
external-pressure [6] Stress-distribution in the rotating elastic-plastic disk [7] Stress 
distribution in a rotating elastic-plastic tube [8] Elastic-plastic stresses in a rotating annular 
disk of variable thickness and variable density [9] On the stresses in an elastic-plastic 
annular disk of variable thickness under external pressure [10] Limit angular velocities of 
variable thickness rotating disks. International Journal of Solids and Structures [11] The 
stress response and onset of yield of rotating FGM hollow shafts [12] Exact solution of 
rotating FGM shaft problem in the elastoplastic state of stress [13] Stress analysis of 
Functionally Graded Material (FGM) rotating disk [14] Analytical study of elastic-plastic 
deformation of a rotating hollow FGM cylinder [15] . Analysis of functionally graded rotating 
disks with variable thickness [16] Effects of material gradients on onset of yield in FGM 
rotating thick cylindrical shells [17] Exact elasto-plastic analysis of rotating thick-walled 
cylindrical pressure vessels made of functionally graded materials [18] Investigation of 
mechanical behavior for a rotating FGM circular disk with a variable angular speed [19] 
Elasto-plastic deformation analysis of rotating disc beyond its limit speed [20] Elasto-
plastic stresses in a functionally graded rotating disk [21] Onset yield analysis of rotating 
disks made of functionally graded materials using Tresca yield criterion [22] Stress and 
strain fields in rotating elastic/plastic annular discs

The present study is an attempt to analyze the yield threshold in a rotating variable-thickness 
disk made of functionally graded material (FGM) based on the Tresca yield criterion. The 
analysis was performed based on the small deformation theory and for the plane stress state. 
The modulus of elasticity, density and yield stress were assumed to be a power function of 
the radial coordinate. The Poisson’s ratio due to slight variations in engineering materials 
is assumed constant, and the equilibrium equation governing the rotating disk was solved 
analytically. In addition to the type of material, the disk cross section profile can affect the 
distribution of stress fields. The thickness of the disk cross-section varies in the radial direction 
by a power function. In the present analysis, various states are considered for onset yield 
and commencement of plastic flow. For evaluation and validation, the results of the study are 
compared to similar results related to specific states (homogeneous and functionally graded 
constant-thickness disk) investigated in previous references. The results show that considering 
variable thickness for disk section has a significant effect on the stress level and the prediction 
of onset yield point.
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  چکيده
متغیر دوار مقاله حاضر به مطالعه تحلیلی آستانه تسلیم در یک دیسک ضخامت

پردازد. تحلیل بر  میبراساس معیار ترسکا  (FGM)از مواد هدفمند  شده ساخته
ای انجام شده  های کوچک و برای حالت تنش صفحه پایه نظریه تغییر شکل

های توانی از  تابع تصور بهاست. مدول الاستیسیته، چگالی و تنش تسلیم 
اند. ضریب پواسون به علت تغییرات کم در مواد  مختصه شعاعی فرض شده

مختلف ثابت در نظر گرفته شده است. همچنین معادله حاکم بر دیسک دوار 
علاوه بر نوع ماده، عامل دیگری که در توزیع  تحلیلی حل شده است. صورت به
 ضخامتی تنش موثر است شکل مقطع عرضی (پروفیل) دیسک است. آنهامید

کند. در  تابع توانی در جهت شعاعی تغییر می صورت بهمقطع عرضی دیسک، 
های مختلفی برای آغاز تسلیم و روند گسترش جریان  تحلیل حاضر حالت

سنجی، نتایج حاصل از   پلاستیک در نظر گرفته شده است. برای ارزیابی و اعتبار
های خاص (دیسک همگن و دیسک  یق با نتایج مشابه مربوط به حالتتحق

ثابت) که در مراجع پیشین موجود هستند، مقایسه و اعتبار هدفمند ضخامت
 متغیردهد در نظر گرفتن ضخامت نتایج نشان داده شده است. نتایج نشان می

بینی مکان شروع  ها و پیش اثر قابل توجهی روی تنش برای مقطع دیسک،
  سلیم دارد.ت
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  مقدمه 
های اخیر، نیاز بشر را به موادی با  پیشرفت سریع صنعتی در سال

ای از  های ویژه افزایش داده است. دسته و قابلیت خواص بهینه
یافته توسط دانشمندان این حوزه، مواد هدفمند مواد جدید توسعه

هستند. مواد هدفمند، مواد مرکبی هستند که  (FGM)یا تدریجی 
دارای تغییرات تدریجی و پیوسته در ترکیب، ساختار و خواص در 

ای نخستین بار در مواد هدفمند بر. هستندجهات مختلف قطعه 
و از . [1]به وسیله دانشمندان ژاپنی ساخته و معرفی شد ١٩٨٤سال 

آن زمان به بعد تحقیقات برای توسعه موادی با کارایی و مقاومت 
  حرارتی بالا با استفاده از فناوری تغییرات تدریجی، ادامه پیدا کرد.

مختلف نقش  عیصنا یاصل یاز اجزا یکیعنوان دوار به زاتیتجه
در  یدوار با توجه به نقش راهبرد زاتی. صنعت تجهکنند یم فایا

که بر عملکرد و  یفراوان یپارامترها نیمختلف و همچن عیصنا
انجام پژوهش و  ازمندی، نهستند گذارصنعت موجود اثر یور بهره
که  یدوار ء. از جمله اجزااستمختلف صنعت  یها در حوزه یبررس

 توان یم کنند یم فایا یو نقش مهم شتهدا یدر صنعت کاربرد فراوان
 عیجزء دوار در صنا نیافزون ا کاربرد روز دوار اشاره نمود. سکیبه د

 ییایدر عیصنا ،یخودروساز عیهوافضا، صنا عیگوناگون ازجمله صنا
صنعت  درجزء دوار  نیمهم ا گاهیجا و تیاز اهم یحاکغیره و 

و  هیمختلف، تجز عیدوار در صنا سکیبه نقش د. با توجه است
 گاهیو جا تیاز اهم یمتفاوت بارگذار طیدر شرا ها سکید لیتحل
پژوهش تلاش شده تا  نیراستا، در ا نیبرخوردار است. در ا یخاص
آستانه تسلیم دیسک دوار  رفتار یبررس برای یمناسب لیتحل

  متغیر صورت پذیرد.ضخامت
معادلات   اولین کسانی بودند که فرم بسته [2]گودیرو  تیموشنکو

با انتشار چهار مقاله در  گامرتنش را برای دیسک دوار ارائه کردند. 
به بررسی تغییر شکل و توزیع تنش  )۱۹۸۳-۱۹۸۵(های  سال

پلاستیک در دیسک دوار با شرایط مرزی مختلف  - الاستیک
م ترسکا و های خود را بر اساس معیار تسلی . او تحلیل[6-3]پرداخت

چگالی و ضخامت  ،گامرهای  قانون جریان انجام داد؛ در تحلیل
توزیع تنش  [7]لنس و گامرثابت در نظر گرفته شده است.  ،دیسک

الاستوپلاستیک در یک استوانه دوار را بررسی کردند؛ در این تحلیل 
به مقایسه توزیع  آنهاکه بر اساس معیار تسلیم ترسکا استوار بود 

تنش در دو حالت پلاستیک کامل و سختی خطی پرداختند. 
پلاستیک دیسک  -تاثیر چگالی بر روی تنش الاستیک [8]گوون

متغیر بررسی کرد، او در ادامه دوار توخالی را همراه با ضخامت
و  اراسلان. [9]دیسک مفروض را تحت فشار خارجی تحلیل کرد

ای متناظر با آستانه تسلیم در زاویهبه بررسی سرعت  [10]آرگسو
  متغیر پرداختند. های همگن ضخامت دیسک

های مختلفی در زمینه  با توجه به مزایای مواد هدفمند، پژوهش
و  آکیس دیسک و استوانه هدفمند دوار انجام شده است.

های دوار توخالی  به بررسی آستانه تسلیم شفت [11]اراسلان
شده از مواد هدفمند با استفاده از معیار تسلیم ترسکا ساخته

 صورت بهمدول الاستیسیته و تنش تسلیم را  آنهاپرداختند؛ 
در ادامه آنها یک  های توانی از مختصه شعاعی در نظر گرفتند. تابع

حل دقیق برای تحلیل الاستوپلاستیک یک شفت دوار هدفمند که 
و  ربیع زاده. [12]ود ارائه دادندبر اساس معیار تسلیم ترسکا استوار ب

شده از مواد به بررسی تنش در دیسک دوار ساخته [13]همکارنش
مدول یانگ و ضریب پواسون  آنهاهدفمند پرداختند. در تحلیل 

توانی فرض شده است و حل معادلات براساس روش  صورت به
به مطالعه  [14]همتیو  سلمانی. استعددی تفاضل محدود 

شکل الاستوپلاستیک استوانه دوار هدفمند تحلیلی تغییر 
آل وابسته به پرداختند؛ آنها در تحلیل خود از پلاستیسیته ایده

معیار تسلیم ترسکا برای تحلیل تغییر شکل پلاستیک بهره بردند. 
به تحلیل دیسک دوار هدفمند  [15]و همکارانش بیات

ل خواص مواد و پروفی آنهامتغیر پرداختند؛ در پژوهش  ضخامت
توانی در راستای شعاع دیسک در نظر گرفته  صورت بهمقطع دیسک 

به بررسی تاثیر مواد هدفمند بر  [16]نژادزمانی و فاتحی شده است.
روی آستانه تسلیم استوانه دوار جدار ضخیم پرداختند؛ آنها 
 همچنین دو معیار تسلیم فون میزز و ترسکا را با هم مقایسه کردند.

در ادامه برای تحلیل الاستوپلاستیک استوانه دوار جدار ضخیم  آنها
هدفمند تحت فشار، حل دقیق ارائه کردند و مدول الاستیسیته، 

صورت تابع توانی از مختصات شعاعی چگالی و تنش تسلیم را به
به بررسی رفتار دیسک  [18]هونگ دایو  تینگ دای. [17]فرض کردند

مدول  آنهادورانی متغیر پرداختند. دوار توخالی هدفمند با سرعت 
متغیر در راستای  صورت بهالاستیسیته و چگالی دیسک دوار را 

به تحلیل تغییر شکل  [19]رضاییو  اختراعی شعاع در نظر گرفتند.
های فراتر از حد تسلیم  الاستوپلاستیک دیسک دوار در سرعت

های مقطع  پرداختند. آنها اثر پارامترهای مختلف شامل پروفیل
های حدی دیسک بررسی  عرضی و خواص مواد را بر روی سرعت

یک حل عددی برای تحلیل  [20]و همکاران پناهحقکردند. 
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وار هدفمند با سختی خطی ارائه پلاستیک دیسک د - الاستیک
های  به بررسی آستانه تسلیم دیسک [21]و همکاران نژادزمانیدادند. 

از مواد هدفمند با استفاده از معیار تسلیم ترسکا  شده ساختهدوار 
ثابت در نظر گرفته شده  ،پرداختند؛ در تحلیل آنها ضخامت دیسک

با استفاده از معیار تسلیم فون میزز  [22]و همکاران لوماکیناست. 
ی تنش و کرنش الاستوپلاستیک ها ناهمراه قانون جریان، میدبه

  دیسک دوار توخالی را تحلیل کردند.
هدف اصلی این پژوهش، تحلیل آستانه تسلیم دیسک توخالی 

هدفمند دوار، با در نظر گرفتن تغییرات مدول  متغیر ضخامت
سلیم است. برای بررسی شرایط الاستیسیته، چگالی و تنش ت

 صورت به ۱تسلیم، از معیار ترسکا استفاده شده است. شکل 
واره، هندسه مسأله مورد بررسی و پارامترهای اصلی هندسی و  طرح
  دهد.  گذاری را نشان می  بار
  

 
  دیسک هدفمند یاصل یهندسه و پارامترها وارهطرح یشنما )١شكل 

 
 معادلات حاکم
یسک د نشان داده شده است، یک ۱که در شکل  همان طور
 نازک و بزرگ ی که به اندازه کافیتوخال از مواد هدفمند شده ساخته
در  ω یایهبا سرعت زاو و b یو شعاع خارج a یبا شعاع داخل است

بندی و بررسی با توجه به هندسه مسأله، فرمول حال دوران است.
 شود. ) انجام و ارائه میr, θ, z(ای نتایج در دستگاه استوانه

ضخامت مقطع دیسک، مدول الاستیسیته، چگالی و تنش تسلیم، 
  شوند. ) از مختصه شعاعی فرض می۱های توانی ( تابع صورت به
(ݎ)݄   = ݄଴(ܾݎ)௡೟ 
(ݎ)ܧ   =  ௡ಶ(ݎܾ)଴ܧ
(ݎ)ߩ   =  ௡ഐ(ݎܾ)଴ߩ
(ݎ)௒ߪ  )۱( =  ௡഑(ݎܾ)௒଴ߪ
  

به ترتیب مقادیر ضخامت، مدول  ௒଴ߪو  ଴ߩ، ଴ܧ، ଴݄) ۱در روابط (
، هستند. r=bالاستیسیته، چگالی و تنش تسلیم در شعاع خارجی،  ݊௧ ،݊ா ،݊ఘ  ݊وఙ  صورت بهو  هستندپارامترهای هندسی و ماده 

  شوند.) تعریف می۲روابط (
  ݊௧ =  ௧݊ߜ
  ݊ா =  ா݊ߜ
  ݊ఘ =  ఘ݊ߜ
)٢(  ݊ఙ =  ఙ݊ߜ
  

. هستندبه ترتیب مقادیری ثابت  ఙߜو  ఘߜ، ாߜ، ௧ߜ) ۲در روابط (
 Pکلی با  صورت به) خصوصیات مادی و هندسی را ۲اگر در روابط (

گاه روند نشان داده شود، آن ଴ܲو مقدار آن در شعاع خارجی با 
തܲبعد بی صورت بهتغییرات خصوصیات مادی و هندسی  = ܲ ଴ܲൗ 

  نمایش داده شده است. ۱نمودار ، در ݎ̅بعد به ازای شعاع بی
  

 
  

، نسبت ഥࡼبعد دلخواه نمودار تغییرات خصوصیات هندسی و مادی بی )۱نمودار 
  ത࢘بعد به شعاع بی

  
 صورت بهدوار با در نظر گرفتن اثر ضخامت  دیسک حرکت معادله
  شود: می بیان )٣رابطه (

ݎ݀݀  )٣( (௥ߪݎ݄) − ఏߪ݄ + ଶݎଶ߱ߩ݄ = 0 
  

های تنش شعاعی و محیطی  مولفه ،ఏߪو  ௥ߪ ،)۳در رابطه (
 (ρg) وزن اثر در حجمی نیروی از که داشت توجه باید .هستند
محیطی به ی شعاعی و ها ناحال تغییر مک .است شده نظر صرف
شوند. با توجه به تقارن محوری،  در نظر گرفته می vو   uترتیب

است.  v= ۰ تغییر مکان محیطی وجود ندارد و به عبارت دیگر
  ای برابر است با: بنابراین روابط کرنش در مختصات استوانه

௥ߝ   =  ݎ݀ݑ݀
ఏߝ   =  ݎݑ
௥ఏߛ  )٤( = 0 
  

ای و جایگذاری  با استفاده از قانون هوک برای حالت تنش صفحه
 صورت به)، رابطه تنش برحسب جابجایی شعاعی ۴روابط کرنش (

  آیند. ) به دست می۵روابط (
௥ߪ   = 1(ݎ)ܧ − ଶߥ ൬݀ݎ݀ݑ + ߥ  ൰ݎݑ

ఏߪ  )٥( = 1(ݎ)ܧ − ଶߥ ൬ݎݑ + ߥ  ൰ݎ݀ݑ݀
  

حرکت دیسک به )، معادله ۳های تنش در رابطه (دادن مولفهبا قرار
  شود: ) تبدیل می۶فرم معادله (

)٦(  
ଶݎ ݀ଶݎ݀ݑଶ + (݊ா + ݊௧ + ݎ(1 +ݎ݀ݑ݀ ((݊ா + ݊௧)ߥ − = ݑ(1 − 1 − ଴ܧଶߥ  (௡ഐି௡ಶାଷ)ݎ଴ܾ௡ಶି௡ഐ߱ଶߩ

  
) بر حسب جابجایی ۶( مرتبه دوم حل تحلیلی معادله دیفرانسیل

  :است) ۷دارای پاسخ کلی به شکل رابطه (
ݑ  )٧( = ௠భݎଵܥ+௠యݎܣ− +  ௠మݎଶܥ

ܽ 

ܾ 
߱ 

ࡼ࢔ = ૙ 

ഥࡼ  

ത࢘  
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گیری هستند. همچنین های انتگرال ثابت ଶܥو  ଵܥکه در آن 
ܣ  شوند. ) تعریف می٨روابط ( صورت به) ٧رابطه (پارامترهای ثابت  = ൬1 − ଴ܧଶߥ ൰ ଴ܾ௡ಶି௡ഐ߱ଶ݊ఘ൫݊ఘߩ + 6൯ + ൫ߥ − ݊ఘ − 3൯݊ா + (݊ఘ − ݊ா + 3 + ௧݊(ߥ + 8 ݉ଵ = −(݊ா + ݊௧) + ඥ(݊ா + ݊௧)ଶ − 4((݊ா + ݊௧)ߥ − 1)2  ݉ଶ = −(݊ா + ݊௧) − ඥ(݊ா + ݊௧)ଶ − 4((݊ா + ݊௧)ߥ − 1)2  

)۸(  ݉ଷ = ݊ఘ − ݊ா + 3 
  

های  تنش)، ۵) در روابط تنش (۷با جایگذاری رابطه جابجایی (
) ٩روابط ( صورت به ଶܥو  ଵܥهای  بر حسب ثابت شعاعی و محیطی

௥ߪ  آیند.می دست به = 1(ݎ)ܧ − ଶߥ ଷ݉)ܣ−] + ଵ݉)+(௠యିଵ)ݎ(ߥ + +௠భିଵݎଵܥ(ߥ (݉ଶ +  [௠మିଵݎଶܥ(ߥ

)٩(  
ఏߪ = 1(ݎ)ܧ − ଶߥ ߥଷ݉)ܣ−] + +ߥ௠యିଵ+(݉ଵݎ(1 +௠భିଵݎଵܥ(1 (݉ଶߥ +  [௠మିଵݎଶܥ(1

  
آیند. برای دیسک  می دست بهاز شرایط مرزی  ଶܥو  ଵܥهای  ثابت

و خارج  ௥ୀ௔(௥ߪ)توخالی، تنش شعاعی در مرزهای داخل  شرایط مرزی برای دیسک با اعمال . در نتیجه استصفر ، ௥ୀ௕(௥ߪ)
ଵܥ  آیند:به دست می )۱۰رابطه ( صورت به ଶܥو  ଵܥهای  ثابت توخالی = ൫ܽ௠మܾ(ଷ) − ܽ௠య ܾ௠మା௡ಶି௡ഐ൯ܴ(݉ଵ + ௠మܽ)(ߥ ܾ௠భ − ܽ௠భܾ௠మ) 

ଶܥ  )١٠( = (ܽ௠యିଵܾ௡ಶି௡ഐା௠భିଵ − ܽ௠భିଵܾ(ଶ))ܴ(݉ଶ + ௠మିଵܾ௠భିଵܽ)(ߥ − ܽ௠భିଵܾ௠మିଵ) 

  
) تعریف ١١رابطه ( صورت به) ١٠رابطه ( پارامتر ثابت، Rکه در آن 

  شود.می
)١١(  ܴ = (݉ଷ + (ߥ ൬1 − ଴ܧଶߥ ൰ ଴߱ଶ݊ఘ൫݊ఘߩ + 6൯ + ൫ߥ − ݊ఘ − 3൯݊ா + ൫݊ఘ − ݊ா + 3 + ൯݊௧ߥ + 8 

  
)، روابط ١٢های کلی با استفاده از روابط ( منظور رسیدن به جواببه
ݎ̅  شوند.بعد میآمده بی دست به = ݎܾ
 Ω = ቆ ௒బቇଵߪߩ ଶൗ തݑ ,ܾ߱ = ௒బܾ     , തܽߪ଴ܧݑ = ܾܽ
തఏߪ  = ത௥ߪ ,      ௒బߪఏߪ =  ,     ௒బߪ௥ߪ
ଶܥ̅  )١٢( = ௒బߪ଴ܾ௠మିଵܧଶܥ ଵܥ̅    = ௒బߪ଴ܾ௠భିଵܧଵܥ    , 
  
  بررسی تسلیم - ۱- ۲

ای متناظر با آستانه تسلیم و آوردن سرعت زاویه دست بهبرای 
است. بررسی شرایط تسلیم، از معیار تسلیم ترسکا استفاده شده 

شدن ترتیب استفاده از معیار تسلیم ترسکا مستلزم مشخص

 ఏߪو  ௥ߪهای اصلی (. از طرفی ترتیب تنشاستهای اصلی  تنش
و  ௧ ،݊ா ،݊ఘ݊در این مسأله)، به مقدار عددی پارامترهای توان ( ݊ఙݎ)ها )، نسبت شعاعൗܾ ، وابسته است. به همین دلیل با توجه (

 ߖ بعد بی، برای نظارت بر شروع تسلیم، از یک متغیر [21]به مرجع
شود. این متغیر  اساس معیار ترسکا استوار است، استفاده می که بر
  شود: ) تعریف می۱۳رابطه ( صورت به
(ݎ̅)ߖ  )١٣( = തఏߪ)ሼݔܽܯ(௡഑ି)ݎ̅ − ,(ത௥ߪ ,(തఏߪ)  ሽ(ത௥ߪ)
  

 ߖ= ۱شود که  ای شروع می کند که تسلیم از نقطه عیار بالا بیان میم
داری بیشترین مقدار  ߖ بعد بیباشد و در نقطه شروع تسلیم، تابع 

  باشد.
برای تحلیل رفتار دیسک هدفمند دوار، بسته به مقدار پارامترهای 
توان، تسلیم ممکن است از شعاع داخل، شعاع خارج، همزمان از 

  شعاع داخل و خارج یا حد فاصل شعاع داخل و خارج شروع شود.
  حالت اول: شروع تسلیم از شعاع داخل  - ۱- ۱- ۲

باشد و  (തܽ)ߖ= ۱شود که تسلیم هنگامی از شعاع داخل شروع می
در شعاع داخلی دارای بیشترین مقدار مطلق باشد. با  ߖتابع 

، ௥̅ୀ௔ത(ത௥ߪ) = ۰ ) و استفاده از شرط مرزی٩استفاده از روابط تنش (
) تعریف ۱۴رابطه ( صورت به، Ω௘ଵ بعد بیسرعت حد دورانی 

௘ଵߗ  شود: می = ሼܵ[−(݉ଵ + ଶ݉)(ߥ + ߥଷ݉)(ߥ + 1)( തܽ௠మ− തܽ௠భ) തܽ(௠య) + (݉ଵߥ+ 1)(݉ଶ + +ଷ݉)(ߥ )(ߥ തܽ௠మ − തܽ௠య) തܽ௠భ  
)۱۴(                                 +(݉ଶߥ + 1)(݉ଵ + +ଷ݉)(ߥ )(ߥ തܽ௠య − തܽ௠భ) തܽ௠మ ]ିଵሽ଴.ହ 
  

  شود:) تعریف می۱۵رابطه ( صورت به، Sکه ثابت 

)١٥(  ܵ = (1 − ଶ)(݉ଵߥ + ଶ݉)(ߥ + )(ߥ തܽ௠మ − തܽ௠భ )ܪ( തܽ)௡ಶି௡഑ିଵ  

  
  شود:) بیان می١٦، طبق رابطه (Hکه در آن 

ܪ  )١٦( = (1 − ଶ)݊ఘ൫݊ఘߥ + 6൯ + ൫ߥ − ݊ఘ − 3൯݊ா + ൫݊ఘ − ݊ா + 3 + ൯݊௧ߥ + 8 
  

  حالت دوم: شروع تسلیم از شعاع خارج - ۲- ۱- ۲
 ۱شود که در این حالت تسلیم هنگامی از شعاع خارج شروع می

در شعاع خارجی دارای بیشترین مقدار  ߖباشد و تابع  (1)ߖ=
) و استفاده از شرط مرزی ٩مطلق باشد. با استفاده از روابط تنش (

) ۱۷رابطه ( صورت به، Ω௘ଶبعد ، سرعت حد دورانی بی௥̅ୀ௕ത(ത௥ߪ)= ۰
௘ଶߗ  شود:تعریف می = ሼܵ௕[−(݉ଵ + ଶ݉)(ߥ + ߥଷ݉)(ߥ + 1)( തܽ௠మ− തܽ௠భ) + (݉ଵߥ + 1)(݉ଶ + +ଷ݉)(ߥ )(ߥ തܽ௠మ − തܽ௠య) 

)۱۷(                                   +(݉ଶߥ + 1)(݉ଵ + +ଷ݉)(ߥ )(ߥ തܽ௠య − തܽ௠భ)]ିଵሽ଴.ହ 
  

 شود:) تعریف می١٨رابطه ( صورت به، ௕ܵکه ثابت 
)١٨(  ܵ௕ = (1 − ଶ)(݉ଵߥ + ଶ݉)(ߥ + )(ߥ തܽ௠మ − തܽ௠భ)ܪ  
  

  حالت سوم: شروع تسلیم همزمان از شعاع داخل و خارج - ۳- ۱- ۲
در این حالت تسلیم هنگامی همزمان از شعاع داخل و خارج شروع 
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 ߖبوده و تابع  (1)ߖ= ۱و  (തܽ)ߖ= ۱ همزمان صورت بهشود که می
باید در شعاع داخل و خارج دارای بیشترین مقدار باشد. با توجه به 

)، سرعت دورانی ۱۷ و ۱۴شرایط مرزی دیسک و استفاده از روابط (
، از حل دستگاه ௖௥݊و پارامتر بحرانی توان  Ω௖௥ بعد بیبحرانی 
௖௥ߗ  آیند:دست می) به۱۹معادله ( − ሼܵ௔[−(݉ଵ + ଶ݉)(ߥ + ߥଷ݉)(ߥ + 1)( തܽ௠మ− തܽ௠భ ) തܽ(௠య) + (݉ଵߥ+ 1)(݉ଶ + +ଷ݉)(ߥ )(ߥ തܽ௠మ − തܽ௠య) തܽ௠భ                +(݉ଶߥ + 1)(݉ଵ + +ଷ݉)(ߥ )(ߥ തܽ௠య − തܽ௠భ) തܽ௠మ ]ିଵሽ଴.ହ = ௖௥ߗ  0 − ሼܵ௕[−(݉ଵ + ଶ݉)(ߥ + ߥଷ݉)(ߥ + 1)( തܽ௠మ− തܽ௠భ) + (݉ଵߥ + 1)(݉ଶ + +ଷ݉)(ߥ )(ߥ തܽ௠మ − തܽ௠య) 

)١٩(                +(݉ଶߥ + 1)(݉ଵ + +ଷ݉)(ߥ )(ߥ തܽ௠య − തܽ௠భ)]ିଵሽ଴.ହ = 0 
  
حالت چهارم: شروع تسلیم از شعاعی بین شعاع داخل و  - ۴- ۱- ۲

  خارج
بعد برای شروع تسلیم از شعاعی بین شعاع داخل و خارج، تابع بی ، باید برابر یک بوده و در این نقطه ௘௣ݎ، در نقطه شروع تسلیم ߖ
) ٢٠دارای بیشترین مقدار مطلق باشد. به همین دلیل باید رابطه (

  برقرار شود تا از حد فاصل شعاع داخل و خارج شروع شود.

)٢٠(  ൞ Ψ൫̅ݎ௘௣൯ = 1݀Ψ݀ݎ ฬ௥̅ୀ௥̅೐೛ = 0 
  

، سرعت دورانی لازم برای ݊) برای یک پارامتر توان ۲۰از رابطه (
  شود.، محاسبه می௘௣ݎ̅شروع جریان پلاستیک و محل شروع تسلیم 

  
  نتایج و بحث

آمده از تحلیل آستانه تسلیم دیسک  دست بهدر این بخش، نتایج 
شوند. در از مواد هدفمند ارائه می شده ساخته متغیر ضخامتدوار 

این پژوهش از تغییرات ضریب پواسون صرف نظر شده و نسبت 
در نظر گرفته شده است. نسبت شعاعی در نظر  ۳/۰پواسون برابر با 

. پیش از بررسی اثر پارامترهای است തܽ= ۵/۰گرفته شده برابر 
مختلف بر شروع تسلیم دیسک دوار، نخست نتایج تحلیل این 

به  ابتداشوند. برای این منظور ی میمقاله ارزیابی و اعتبار سنج
متناظر با سرعت حدی  തఏߪ و محیطیത௥ߪ های شعاعی  تنشبررسی   پرداخته ثابت  ضخامتر حالت د همگن توخالی ديسک ، درߗ
 با است، نتايج داده شده نشان ٢نمودار  در که همان طورشود.  می
  .است شده مقايسه ثابت  ضخامت حالت در [10]مرجع
شود، تطابق خوبی بین نتایج  مشاهده می ۲نمودار طور که در  انهم

. با توجه به استدهنده صحت نتایج تحلیل وجود دارد که نشان
ثابت های دوار ضخامت، نکته دیگری که در مورد دیسک [21]مرجع

های همگن همواره همگن لازم به توضیح است، تسلیم در دیسک
سرعت لازم برای شروع  ۳ار نمودشود. در از شعاع داخل شروع می

رسم  തܽداخلی  بعد بی تسلیم از شعاع داخل و خارج نسبت به شعاع
همواره  തܽدهد برای تمام مقادیر شده است. این شکل نشان می

Ωୣଶ  ൐ Ωୣଵ ثابت همگن همواره . در نتیجه دیسک ضخامتاست
  کند.از شعاع داخل شروع به تسلیم می

تسلیم از شعاع داخل و خارج  سرعت لازم برای شروع ۴نمودار 
را برای دیسک همگن  തܽبعد داخلی نسبت به شعاع بی

در نظر گرفته شده  ௧݊= ۱دهد. پارامتر توان متغیر نشان می ضخامت
  است. 

 برای تمام مقادیرشود، مشاهده می ۴نمودار ور که در همان ط
തܽ، Ωୣଶبعد داخلی شعاع بی ൐ Ωୣଵ مقادیر سرعت  ١جدول . است

لازم برای شروع تسلیم از شعاع داخل و خارج نسبت به دو حالت 
  کند. مقایسه می തܽ= ۵/۰در شعاع داخلی و متغیر را  ثابت  ضخامت

  

 
 ̅ݎبعد شعاعی و محیطی نسبت به شعاع بی بعدهای بی تغییرات تنش )٢ نمودار

  ߗ = ۰۹۴۳۵۱/۱ در سرعت حدی
  

 
سرعت دورانی لازم برای شروع تسلیم از شعاع داخل و خارج تغییرات  )٣نمودار 
  ثابت، برای دیسک همگن ضخامتതܽ بعد بیشعاع داخلی  نسبت به

  

 
سرعت دورانی لازم برای شروع تسلیم از شعاع داخل و خارج تغییرات  )٤نمودار 

  متغیر، برای دیسک همگن ضخامتതܽبعد نسبت به شعاع داخلی بی
  

ത࢘ 

ഥ࣌ തఏߪ   ത௥ߪ 

݊ா = ݊ఘ = ݊ఙ = ݊௧ Present analysis 

Ref [10]     

௘ଵߗ

݊ா = ݊ఘ = ݊ఙ = ݊௧ = 0 

 ഥࢇ

ࢹ

௘ଵߗ

݊ா = ݊ఘ = ݊ఙ = 0 

݊௧ = −1 

 ഥࢇ

 ࢹ
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തܽ شعاع داخلیدر  ߗبعد مقادیر سرعت حدی دورانی بی ۱جدول  = 0.5  
- ۵/۰ =࢚࢔  ٦١٩٦/١  ۰۷۲۹/۱ ۰ =࢚࢔  ૛ࢋࢹسرعت حدی دورانی  ૚ࢋࢹسرعت حدی دورانی   ࢚ܖپارامتر توان  - ۱ =࢚࢔  ٦٦٧٨/١  ١٠٣٧/١   ٧١٨٠/١  ١٤١٨/١  

  
و تابع  തఏߪ، تنش محیطی  ത௥ߪشعاعی   در ادامه، تغییرات تنش

از مواد  شده ساختهدر ديسک توخالی دوار  ݎ̅، نسبت به ߖ بعد بی
ر د که همان طورشود. می ثابت بررسیهدفمند در حالت ضخامت

 شده مقايسه [21]مرجعا ب است، نتايج داده شده نشان ٥نمودار 
 ۲۷۱۶۵/۱و سرعت حدی  ݊ = ۷۴۲۴/۰به ازای پارامتر توان  .ستا
بوده و در این نقطه  ߖ= ۱ )، مقدارതܽ= ۵/۰در شعاع داخل ( ߗ ،=

، به همین دلیل تسلیم از شعاع داخل استدارای بیشترین مقدار 
 ،δ௜ شود. لازم به توضیح است که مقادیر ثابت توانشروع می

ر همان طوشود. تعریف می ௧ߜ= ۰ و) ாߜ= ఘߜ= ఙ۲ߜ= ۲( صورت به
است، در این حالت نیز نتایج  داده شده نشان ٥نمودار  در که
  است. [21]نتایج مرجع بادست آمده منطبق  هب

بعد برای بررسی اثر تغییرات ضخامت، تغییرات سرعت حدی بی  نشان داده شده است. ۶نمودار ، در ݊بر حسب پارامتر توان  ௖௥ߗ
مشهود است، با افزایش مقدار ثابت توان  ۶نمودار که از  همان طور

δ௧ߗبعد ، سرعت حدی بی௖௥ بیانگر  ۲یابد. جدول افزایش می
نکته دیگری که در مورد  .است ۶نمودار آمده از  دست بهمقادیر 
در ارتباط با شروع تسلیم  لازم است توضیح داده شود ۶نمودار 

 تسلیم مستلزم برقراربودن شرایطی است ن مکان شروعاست. تعیی
شوند. با توجه به که به دو دسته شرایط لازم و کافی تقسیم می

های ، تسلیم ممکن است در یکی از حالت۳لازم در جدول شروط 
  ذکر شده شروع شود.

شرط کافی برای شروع تسلیم این است که در نقطه شروع تسلیم 
دارای بیشترین مقدار باشد. در غیر این صورت  ߖ بعد بیتابع 

  شود. جریان پلاستیک از حد فاصل شعاع داخل و خارج شروع می
های مختلف برای شروع تسلیم در دیسک دوار در ادامه، حالت

شود. برای از مواد هدفمند بررسی می شده ساخته متغیر ضخامت
 ఘߜ= ఙ۲ߜ= ۲صورت ( به، δ௜ارائه نتایج عددی مقادیر ثابت توان

لیم از شعاع داخل شود. برای شروع تستعریف می ௧ߜ= ۵/۰ و) ாߜ=
طور مثال  شود. بهعمل می ۳شده در جدول مطابق شروط ذکر

 و سرعت حدی ݊= ۹/۰ پارامتر توان ، به ازای۷مطابق نمودار 
  رسم شده است. ߖو تابع  ها تغییرات تنش، ߗ= ۳۵۳۲/۱

  

  
، نسبت ߖبعد و تابع بی തఏߪ، تنش محیطی  ത௥ߪشعاعی   تغییرات تنش )٥نمودار 

  و پارامتر توان ௘ଵߗ= ٢٧١٦٥/١در سرعت حدی  ̅ݎبعد به شعاع بی
  

  
  ݊نسبت به پارامتر توان  ߗبعد تغییرات سرعت حدی دورانی بی )٦نمودار 

  
  ݊نسبت به پارامتر توان  ߗبعد تغییرات سرعت حدی دورانی بی )۲جدول 

- ۵/۰ =࢚ࢾ  ۴۲۳۶/۱  ۲۱۰۹/۱ ۰ =࢚ࢾ  ࢘ࢉࢹسرعت حدی دورانی  ࢘ࢉ࢔پارامتر توان بحرانی   ઼࢚ثابت توان  - ۱ =࢚ࢾ  ۴۶۶۹/۱  ۲۰۵۵/۱   ۱۹۹۵/۱  ۵۱۴۱/۱  
  

  شروط لازم برای شروع تسلیم )۳جدول 
  ࢹسرعت دورانی  nپارامتر توان   مکان شروع تسلیم

݊  شعاع داخل ൏ ݊௖௥ ߗ௘ଵ ൏  ௘ଶߗ
݊ شعاع خارج ൐ ݊௖௥ ߗ௘ଵ ൐  ௘ଶߗ

݊  همزمان از شعاع داخل و خارج = ݊௖௥ ߗ௘ଵ =   ௘ଶߗ

  
، نسبت ߖبعد و تابع بی തఏߪ، تنش محیطی ത௥ߪشعاعی   تغییرات تنش )٧نمودار 

  ݊= ۹/۰ و پارامتر توان ௘ଵߗ = ۳۵۳۲/۱ در سرعت حدی ̅ݎبعد به شعاع بی
  

 ۵/۰شود، در شعاع داخل (مشاهده می ۷نمودار  درکه  همان طور
=തܽ استبوده و در این نقطه دارای بیشترین مقدار  ߖ= ۱)، مقدار ،

  شود.به همین دلیل تسلیم از شعاع داخل شروع می
 ۸/۱همچنین برای شروع تسلیم از شعاع خارج، مقادیر پارامتر توان 

 همان طورشود. در نظر گرفته می ߗ= ۴۰۵۵/۱ و سرعت حدی ݊=
)، مقدار ݎ̅= ۱در شعاع خارج (است،  داده شده نشان ٨نمودار  در که
، به همین استبوده و در این نقطه دارای بیشترین مقدار  ߖ= ۱

  شود.شعاع خارج شروع میدلیل تسلیم از 
حسب شعاع بر ߖبرای تاکید بر اهمیت شرط کافی، تغییرات متغیر 

݊، برای ݎ̅بعد بی = ݊௖௥  ߗو = نشان داده شده  ۹نمودار در  ௖௥ߗ
شود در شعاع داخل و مشاهده می ۹نمودار که در  همان طوراست. 

 ندارد، را بیشترین مقداربوده اما در این نقاط  ߖ= ۱ خارج مقدار
 شود.بنابراین تسلیم از حد فاصل شعاع داخل و خارج شروع می

  

ത࢘ 

ഥ࣌  

 ത௥ߪ

തఏߪ  

 Ref [21] ߖ
Present analysis 

ாߜ = ఘߜ = ఙߜ2 = ௧ߜ  2 = ௧ߜ 1− = 0  (Ref [21]) ߜ௧ = −0.5 

 ࢔

ࢹ  ௖௥(݊௖௥)ߗ

ഥ࣌  

ത࢘ 

 ߖ

തఏߪ  

 ത௥ߪ

݊ = 0.9 

௘ଵߗ = 1.3532 
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، نسبت ߖ بعد بیو تابع  തఏߪ، تنش محیطی ത௥ߪشعاعی   تغییرات تنش )٨نمودار 

  ݊= ۸/۱و پارامتر توان  ௘ଶߗ= ۴۰۵۵/۱ در سرعت حدی ̅ݎبعد به شعاع بی
  

 
در سرعت بحرانی  ̅ݎ بعد بی، نسبت به شعاع ߖبعد تغییرات تابع بی )٩نمودار 
 ௖௥݊= ۲۰۵۵/۱و پارامتر توان  ௖௥ߗ= ۴۶۶۹/۱

  
  گیری نتیجه

مطالعه تحلیلی آستانه تسلیم در یک دیسک ، در این مقاله
اساس  بر (FGM)از مواد هدفمند  شده ساختهمتغیر دوار ضخامت

ضخامت مقطع دیسک، مدول الاستیسیته، . شدمعیار ترسکا ارائه 
شعاعی  های توانی از مختصهتابع صورت بهچگالی و تنش تسلیم، 

اثر پارامترهای مختلف بر شروع تسلیم فرض شدند. در این مقاله 
تاکید بر اینکه تسلیم در  دیسک دوار بررسی شد. همچنین با

 شود،همواره از شعاع داخلی شروع میهای همگن دیسک
های مختلفی برای آغاز تسلیم و روند گسترش جریان  حالت

 دست بهپلاستیک در دیسک دوار هدفمند در نظر گرفته شد. نتایج 
آمده به روشنی اهمیت در نظر گرفتن تغییرات ضخامت را در 

  دهد. تحلیل آستانه تسلیم دیسک دوار هدفمند نشان می
  

 یمقاله از مجتمع دانشگاه نیا سندگانینوتشکر و قدردانی: 
را فراهم نمودند کمال تشکر را  قیتحق نیکه امکان انجام ا کیمکان

  دارند.
 نیمنتشر نشده و همچن یگریمقاله در مجله د نیا تاییدیه اخلاقی:

  .ستین یگریمجله د یتحت داور
شخص  چیبا ه یگرفته تعارض منافعپژوهش صورتتعارض منافع: 

  ندارد. یسازمان ای
(نویسنده اول)،  یاریبهروز شهر سهم نویسندگان:

 انیمیکر یعل %)؛٤٥/نگارنده بحث (شناس/پژوهشگر اصلی روش
محمدرضا  %)؛٤٥/نگارنده بحث (پژوهشگر اصلی(نویسنده دوم)، 

  %)١٠( کمکی)، پژوهشگر سوم(نویسنده  ینظر

  نشده است. انیب سندگانینو یاز سو یمورد منابع مالی:
 
  نوشت پی

,ܽ  بعد بیمختصه شعاعی  ݎ̅ ها فهرست نمادها و نشانه ,δா  (m) شعاع داخلی خارجی دیسک ܾ δఘ, δఙ,  δ௧ ,ா݊  مادی و هندسی بعد بیی ها ثابت  nఘ, nఙ,  n௧ ܧ  مادی و هندسی بعد بیی ها  پارامتر(ܧ଴)  (مدول یانگ در شعاع خارجی) مدول یانگ(Pa)  ܥ௜ ݑ  گیریی انتگرالها ثابت(ݑത)  بعد بیجابجایی شعاعی (جابجایی شعاعی ((m)  ݄(݄଴)  (ضخامت مقطع در شعاع خارج) ضخامت مقطع(m)  ݎ, ,ߠ   ایدر دستگاه استوانه مختصات ݖ
௒బߪ  (Pa) )بعد بیمولفه تنش (مولفه تنش  (ത௜ߪ)ߪ  (kgm-3)چگالی (چگالی در شعاع خارجی)  (଴ߩ)ߩ  علائم یونانی ݎ)) بعد بیای ای ( سرعت زاویهسرعت زاویه (ߗ)߱  ضریب پواسون ߥ  (Pa)مولفه تنش تسلیم در شعاع خارجی   ⁄ݏ   ی کرنشها مولفه ௜ߝ  وابسته به معیار ترسکا بعد بیمتغیر  ߖ  (
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݊ = 1.8 

 ߖ

തఏߪ  

 ത௥ߪ

ഥ࣌  

ത࢘ 

௘ଶߗ = 1.4055 

ത࢘ 

ഥ࣌  
 ߖ

݊ = ߗ 1.2055 = 1.4669 
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