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In the present paper, a new penalization method is proposed for implementation of the rigid 
surfaces on the Navier-Stokes equations in the vorticity-stream function formulation. In this 
method, a rigid body is considered as a region in the fluid flow, where the time is stopped. 
Therefore, by stopping the fluid particles, this region plays the role of a rigid body. In this 
regard, a new transformation is introduced and applied to the governing equations and a set of 
modified equations are obtained. Then, in the modified equations, the time dilation of the solid 
region is approached to infinity, while the time dilation of the fluid region remains unit. In the 
article, the physical and mathematical properties of modified equations are investigated and 
satisfaction of the no-slip and no-penetration conditions are justified. Then, a suitable numerical 
algorithm is presented for solving the modified equations. In the proposed algorithm, the 
modified vorticity equation is time integrated via the Crank–Nicolson method, and the spatial 
discretization is performed with the second-order finite differencing on a uniform Cartesian 
grid. The method is applied to the fluid flow around a square obstacle placed in a channel, 
the sudden flow perpendicular to a thin flat plate, and the flow around a circular cylinder. The 
results show that the no-slip and no-penetration conditions are satisfied accurately, while the 
flow fields are also solenoidal high level of accuracy.
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  چکيده
جسم جامد به  یاعمال شرط مرز یبرا یدیجد یمقاله روش بازنهشت نیدر ا

شده است. در  هیارا انیتابع جر -ییتاوا یبند استوکس در فرمول - ریمعادلات ناو
که در آن  شود  یدر نظر گرفته م الیدرون س یا هیروش، جسم جامد مانند ناح نیا

نقش  هیناح نیا ال،یس اتبا توقف ذر بیترت نیگذر زمان متوقف شده است و بد
 بینگاشت، ضر کیمنظور با استفاده از  نی. بدکند یم یجسم جامد صلب را باز

 یا شده و معادلات اصلاح شود یدلخواه به معادلات حاکم اعمال م یاتساع زمان
جامد  هیناح یاتساع زمان بیشده، ضر . سپس در معادلات اصلاحندیآ یبه دست م
 بیضر نیا ال،یس هیکه در ناح یدر حال شود، یم هداد لیم تینها یبه سمت ب
شده  معادلات اصلاح ،یاضیو ر یکیزیف یها یژگی. در مقاله وماند یم یواحد باق
شده است.  حیعدم لغزش و عدم نفوذ تشر طیشده و نحوه اعمال شرا یبررس

شده است. در  هیشده ارا حل معادلات اصلاح یبرا یمناسب یعدد تمیسپس الگور
با روش  ییشده تاوا معادله اصلاح یزمان یریگ انتگرال شده، هیتم ارایالگور
شبکه  کی یبا دقت مرتبه دوم رو ،یمکان یساز و گسسته کلسونین - کرانک
جسم  کیحول  ان،یجر یحل عدد ی. روش براردیپذ یصورت م کنواختی یدکارت
 لحو انیصفحه تخت نازک و جر کیعمود بر  انیکانال و جر کیدرون  یمربع

عدم لغزش و  طیکه شرا دهند ینشان م جیاستفاده شده است. نتا یرویاستوانه دا
 دانیکه م یدر حال شوند، یارضا م یادیز اریمرز مستور با دقت بس یعدم نفوذ رو

  .ماند یم یباق ییبقا یادیز اریبا دقت بس زین انیجر
روش مرز  ،یلزج، اتساع زمان ریناپذ تراکم انیتابع جر -ییتاوا یبند فرمول ها: کلیدواژه

  یرویحول استوانه دا انیجر ،یمستور، توابع بازنهشت
  

  ۱۵/۰۳/۱۳۹۷ تاريخ دريافت:
  ۱۶/۰۵/۱۳۹۷ تاريخ پذيرش:

  fsabet@srbiau.ac.ir: نويسنده مسئول*
  
  مقدمه - ۱

، میدان جریان سیال و ناحیه جامد (IBM)های مرز مستور  در روش
دلیل  شوند. به عنوان دامنه حل در نظر گرفته می طور یکپارچه به به

ها در اندرکنش  بودن و راندمان محاسباتی زیاد، این روش سرراست
. در این [2 ,1]گیرند بسیار مورد استفاده قرار می (FSI)سیال و جامد 

ها  های این روش شبین، دقت اعمال مرزهای جامد یکی از چال
اند  های مرز مستور متنوعی پیشنهاد شده . روش[3]شود محسوب می

های نیروی  توان آنها را به روش بندی کلی می که در یک تقسیم
. یکی از انواع مرسوم [4]پیوسته و نیروی گسسته تقسیم کرد

های نیروی پیوسته (که به روش پیشنهادی مقاله حاضر  روش
بازنهشتی است که در آن دامنه حل، جسمی   تر است)، روش نزدیک

شود که ضریب نفوذ آن در ناحیه سیال  متخلخل در نظر گرفته می
کند. ایده اولیه  نهایت و در جسم جامد به سمت صفر میل می به بی

و  آنگوتپیشنهاد شد.  [5]کالتاگرونو  آرکوئیساین روش توسط 
هشتی یعنی های همگرایی دو روش مرسوم بازن نرخ [6]همکاران
های آنها  را تحلیل کردند و تخمین برینکمنو  دارسیهای  روش

 [8]اشنایدربازنگری و اندکی اصلاح شد.  [7]فابریهو  کاربوتوسط 
روش  .کرد تر ساده کاربردی مسایل برای را روش این اعمال

. این [9]بازنهشتی حجمی اخیراً بسیار مورد توجه قرار گرفته است

در معادلات بیضوی،  رابینزو  نیومنروش برای شرط مرزی 
، [10 ,9]پخش و مسایل متغیر با زمان بسط داده شده  - جایی جابه

برای روش گردابه نیز به کار  [11]و همکاران هجلسنهمچنین توسط 
های طیفی سریعی براساس روش  برده شده است. اخیراً روش

بُعدی  ناپذیر دو و سه مهای تراک بازنهشتی حجمی برای حل جریان
پذیر یا متحرک با هندسه پیچیده ارایه شده  حول اجسام انعطاف

های بازنهشتی  توان گفت امروزه روش . در مجموع می[14-12]است
شده در حل عددی مسایل اندرکنش سیال و  های تثبیت جزء روش

  جامد هستند. 
، یک روش [16 ,15]مقاله پیش رو، در ادامه کارهای قبلی نویسندگان

کند. ایده اصلی روش این است که  بازنهشتی جدید را معرفی می
ای در میدان جریان سیال در نظر بگیریم که  جسم جامد را ناحیه

گذر زمان در آن متوقف شده است. بدین ترتیب، ذرات سیال در این 
تواند نقش ناحیه جامد  شوند و لذا این ناحیه می جا نمی ناحیه جابه
شود که توزیع  . بدین منظور، نگاشتی تعریف میرا بازی کند

دلخواهی از اتساع زمانی را به معادلات حاکم بر جریان سیال، در 
کند. سپس همان گونه که دیده  تابع جریان اعمال می - فرم تاوایی

خواهد شد، با اعمال یک توزیع اتساع زمانی مناسب (اتساع زمانی 
ی واحد در ناحیه سیال) نهایت در ناحیه جامد و اتساع زمان بی
  سازی کرد.  توان حضور جسم جامد را در جریان سیال شبیه می

در ادامه، نخست معادلات حاکم بر جریان سیال دوبُعدی در فرم 
اند که توانایی اعمال  نحوی اصلاح شده تابع جریان به -تاوایی

اتساع زمانی در آنها وجود داشته باشد. سپس اتساع زمانی مناسب 
شده ارایه شده  اعمال جسم صلب ساکن در معادلات اصلاحبرای 

است و خصوصیات ریاضی و فیزیکی جملات بازنهشتی با 
اند.  کردن این تابع اتساع زمانی خاص مورد بررسی قرار گرفته لحاظ

شده  پس از آن، الگوریتم عددی مناسبی برای حل معادلات اصلاح
د نمونه مطالعاتی اعمال ارایه شده و نهایتاً الگوریتم عددی روی چن

  شده و توانمندی روش نشان داده شده است.
  

  شکل کلاسیک معادلات حاکم - ۲
را در نظر بگیرید که شامل  Γبا مرز منظم  ܦ، دامنه ١مطابق با شکل 

است.   (Γ௦)با مرز نامنظم  (ܵ)و ناحیه جامد  (Ω)ناحیه سیال 
به معادلات دینامیک سیال است، در  (ܵ)اعمال ناحیه جامد  ،هدف

  . باشد ܦحالی که دامنه حل همه 
ابتدا از حضور  ،بندی کلاسیک مساله در این قسمت برای فرمول
در این صورت، تغییرات شود.  پوشی می جسم جامد صلب چشم

ناپذیر لزج در یک ناحیه  زمانی جریان دوبُعدی یک سیال تراکم
کردن دینامیک تاوایی با  تواند از طریق دنبال دلخواه از سیال می

߱تعریف  ≔ ∂ଵݑଶ − ߲ଶݑଵ  :استخراج شود ൜ ௧߲߱ + ܝ) ∙ ∇)߱ = ,࢞)߱                        ,ଶ߱∇ߥ ݐ = 0) = ߱଴(࢞),                                                     )۱(  
مشروط بر اینکه اولاً شرایط مرزی مناسب به معادله بالا اعمال شده 

(࢞)൜∇ଶ߰ ، معادله پواسون: ߰باشند و ثانیاً تابع جریان  = −߱(࢞),߰(Γ) = ߰୻,                                                                      )۲(  

࢞را در هر زمان ارضا کند. در معادلات فوق،  = ,ଵݔ) بردار  (ଶݔ
ܝلزجت سینماتیک و  ν موقعیت مکانی، ≔ بردار سرعت  ߰ୄ∇

  است. 
بودن  بقاییامکان یکی از نقاط قوت چنین فرمولاسیونی، 

 ،[17]های حاصل از حل عددی آن است خودی میدان سرعت خودبه
های دیگر، خصوصاً برای  خاصیتی که در بسیاری از فرمولاسیون

  .[19 ,18]استای  های مرز مستور نیازمند تمهیدات ویژه روش



 ۱۲۴۳... ناپذیر از استوکس تراکم - جریان معادلات ناویر تابع - بندی تاوایی به فرمولاعمال مرزهای جامد صلب ـــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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در نهایت، با نوشتن معادله اندازه حرکت خطی در فرم تاوایی در 
∮  :[21 ,20]، همواره قید انتگرالی ذیل برقرار استΓ௦راستای مرز بسته  ቀడఠడ୬ቁ ݀s ୻ೞ = 0.                                                               )۳(  

شود که در  تساوی فوق، شرط انتگرالی شار تاوایی صفر نامیده می
های بعدی از آن برای محاسبه تابع جریان روی سطح جسم  بخش

  جامد استفاده خواهد شد. 
  

 
ناپذیر یک  دامنه حل؛ یک جسم صلب درون جریان دوبُعدی، لزج و تراکم )١شكل 

  سیال نیوتونی قرار گرفته است.
  
  های بازنهشتی  اصلاح معادلات و استخراج جمله - ٣

، ٢و  ١به دستگاه معادلات کوپل  Γ௦برای اعمال مرز نامنظم در اینجا 
,࢞)  شود: نگاشت زیر پیشنهاد می ,ݐ ߰, ߱)  →  ቀ࢞, ௧ఒ , ߰)ߣ − ߰௖), )ቁ                         )۴߱ߣ  

است که  ، یک تابع هموار معلوم (࢞)ߣکه در آن توزیع اتساع زمانی 
مقدار تابع  (ݐ)௖߰شد. همچنین  در ادامه به آن پرداخته خواهد 

جریان در داخل و روی سطح جسم جامد است که در هر لحظه از 
در  ۳براساس شرط  زمان، مقدار ثابتی دارد و نحوه محاسبه آن

  های بعد توضیح داده خواهد شد. بخش
توان به  درباره منشأ این نگاشت و توجیه فیزیکی و ریاضی آن می

مراجعه کرد. لیکن در اینجا تنها به ذکر این توضیح  [16 ,15]منابع
توان یک توزیع  شود که با استفاده از نگاشت فوق می بسنده می

بدون اینکه اعمال کرد،  ۲و  ۱اتساع زمانی دلخواه را به معادلات 
دادن  دستگاه مختصات مکانی تغییر کرده باشد. سپس با میل

نهایت، گذر زمان در  اتساع زمانی درون جسم جامد به سمت بی
شود. با توقف ذرات سیال، این ناحیه نقش  ناحیه جامد متوقف می

کند. در ادامه، تنها کافی است که  جسم جامد صلب را ایفا می
  اعمال شوند. ۲و  ۱نگاشت فوق به معادلات 

  اصلاح معادله دینامیک تاوایی  - ۱- ۳
  خواهیم داشت: ۱به دستگاه  ۴با اعمال نگاشت 

൞ ߲߲ ቀߣݐቁ (߱ߣ) + (ݑߣ)] ∙ (߱ߣ)[ߘ = ,ݔ)߱ߣ,(߱ߣ) 2^ߘ ߥ ݐ = 0) = ,(ݔ) 0_߱ߣ  

  

൜  شود: شده زیر حاصل می و با بسط مشتقات فوق، معادله اصلاح ௧߲߱ + ܝ) ∙ ∇)߱ = ଶ߱∇ߥ + ; ఒܨ ܦ               × ℝା߱(࢞, ݐ = 0) = ߱଴(࢞),                                 ࢞ ∈ ܦ  )۵(    
  

  های بازنهشتی است: شامل همه جمله ఒܨکه در آن 
ఒܨ                       )۶( = ߥ ቀ2 ∇ఒఒ ∙ ∇߱ + ∇మఒఒ ߱ቁ − ܝ߱ ∙ ∇ఒఒ  ,  

لزجت سینماتیک سیال باشد،  ∗ߥدر ضمن باید توجه شود که اگر 
ߥ  آنگاه:  = ߣ∗ߥ . 

جای  دهند که به ، معادله دینامیکی را تشکیل می۶و  ۵معادلات 
مانی خواهد شد. مشخصات فیزیکی و گیری ز ، انتگرال۱معادله 

شده به آن نسبت به معادله  های اضافه ریاضی این معادله و جمله
  های بعد بررسی خواهند شد. ، در بخش۱
  اصلاح معادله سینماتیک تابع جریان  - ۲- ۳

اصلاح شود. بدین  ۴ نیز باید توسط نگاشت ۲شرط سینماتیک 
߰)ߣଶ൫∇  داریم: ۲به دستگاه  ۴منظور با اعمال نگاشت  − ߰௖)൯ =  .߱ߣ−
خواهیم  ߣو تقسیم طرفین معادله حاصل بر حال با بسط مشتقات 

ଶ߰∇  داشت: + ఒܩ = −߱;      ࢞ ∈ )۷(                                           ,ܦ   
ఒܩ   که در آن: = 2 ∇ఒఒ ∙ ∇߰ + ∇మఒఒ (߰ − ߰௖).                                   )۸(  

 ٧الگوریتم حل جریان سیال، معادله سینماتیک  بدین ترتیب، در
  حل خواهد شد. ٢جای معادله سینماتیک کلاسیک  به

  

  محاسبه تابع جریان روی مرز مستور داخلی - ۴
یعنی مقدار تابع جریان روی مرز جسم  ௖߰، هنوز ۸در معادله 

های متفاوتی  جامد، مجهول است. برای یافتن این کمیت، روش
که در اینجا از روش پیشنهادی توسط  [23-21 ,3]پیشنهاد شده است

  شود. استفاده می [24]رینگنیو  سورنسن
، تابع جریان در ۷بودن معادله  در این روش، ابتدا با توجه به خطی

,࢞)ത߰و  (࢞)෨߰صورت ترکیب خطی دو تابع جدید  هر لحظه به  (ݐ
,࢞)߰  شود: نوشته می (ݐ = ത߰(࢞, (ݐ + ߰௖(ݐ) ෨߰(࢞),                                   )۹(  

همان کمیتی است که در پی محاسبه آن  (ݐ)௖߰در این رابطه 
ଶ∇  خواهیم داشت: ۷گذاری این تجزیه در معادله  هستیم. با جای ത߰ + 2 ߣߣ∇ ∙ ∇ ത߰ + ∇ଶߣߣ ത߰ + ߰௖ ቆ∇ଶ ෨߰ + 2 ∇ఒఒ ∙ ∇ ෨߰ + ∇మఒఒ ൫ ෨߰ − 1൯ቇ = −߱;  in ۱۰( ܦ(  
  معادله زیر محسوب کرد:توان ترکیب خطی دو  معادله فوق را می

  
)۱۱(  

۔ۖۖەۖۖ
ଶ∇ۓ ෨߰ + 2 ߣߣ∇ ∙ ∇ ෨߰ + ∇ଶߣߣ ൫ ෨߰ − 1൯ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇫ෨ீഊ = 0    ;   in ܦ

∇ଶ ത߰ + 2 ߣߣ∇ ∙ ∇ ത߰ + ∇ଶߣߣ ത߰ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇫீ̅ഊ = −߱       ;   in  ܦ  
)۱۲(  

صادق است که از آن  Γ௦و  Γدر همه میدان از جمله روی  ۹تجزیه 
෨߰(Γ)  شود: شرایط مرزی زیر نتیجه می = 0, ෨߰(Γ௦) = 1,                                                    )۱۳(  ത߰(Γ, (ݐ = ߰(Γ, ,(ݐ ത߰(Γ௦, (ݐ = 0.                                   )۱۴(  

  

، ۱۲و  ۱۱در روابط  మఒఒ∇قابل توجه است که ضرایب تابع بازنهشتی 
  کنند. خود تولید می خودبه Γ௦مستور را در   این شرایط مرزی

به زمان وابسته نیستند، پس این  ۱۳و شرط مرزی  ۱۱معادله 
شود و نتایج آن برای  معادله تنها یک بار در آغاز الگوریتم حل می

از  ۱۲های زمانی قابل استفاده است. از دیگر سو، معادله  تمام گام
، ۱۴طریق تاوایی (در طرف راست معادله) و همچنین شرط مرزی 
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طور  براین هر گام زمانی لازم است که بهبه زمان وابسته است. بنا
  جداگانه حل شود. 

صورت ترکیب خطی دو تابع جدید  به همین ترتیب، تاوایی نیز به
  شود: نوشته می

  ߱(࢞, (ݐ = −∇ଶ߰(࢞, (ݐ = ഥ߱(࢞, (ݐ + ߰௖(ݐ) ෥߱(࢞)    )۱۵(  
  

ഥ߱که در آن  = −∇ଶ ത߰  و෥߱ = −∇ଶ ෨߰ گذاری  هستند. با جای
  داریم: ۳وایی صفر رابطه فوق در قید انتگرالی شار تا

(ݐ)ܫ   = ∮ ቀడఠడ୬ቁ ݀s ୻ೞ =∮ ቀడఠഥడ୬ ቁ ݀s ୻ೞᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥమ்(௧) + ߰௖(ݐ) ∮ ቀడఠ෥డ୬ቁ ݀s ୻ೞᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥభ்
= 0                           )۱۶(  

 
در نقاط داخل ناحیه سیال از تفاضل مرکزی مرتبه  ෥߱و  ഥ߱مقادیر 

  صورت:  دوم و روی سطح مرز داخلی از قاعده تام به
  ෥߱ௐ = ଶ∆௫మ ൫ ෨߰ௐ − ෨߰ௐାଵ൯                                              )۱۷(  

 ഥ߱ௐ = ଶ∆௫మ ( ത߰ௐ − ത߰ௐାଵ)                                               )۱۸(  
 

بیانگر گره واقع بر مرز داخلی و  ܹ. زیرنویس[22]شوند محاسبه می
ܹزیرنویس  + در  ܹاز گره  ݔΔمربوط به گره واقع در فاصله  1

به سمت ناحیه سیال است. همچنین تابع  nراستای بردار نرمال 
  شود: سازی پیشروی مرتبه اول محاسبه می داخل انتگرال از گسسته

  ቀడఠ෥డ୬ቁௐ = ఠ෥ ೈశభିఠ෥ ೈ୼௫                                                          )۱۹(  
 ቀడఠഥడ୬ቁௐ = ఠഥ ೈశభିఠഥ ೈ୼௫                                                          )۲۰(  
 
با تعاریف فوق، تابع جریان روی مرز داخلی در هر گام زمانی قابل 

  است: محاسبه
  ߰௖(ݐ) = − మ்(௧)భ் .                                                                )٢١(  

 
مستقل از زمان است و فقط یک بار محاسبه  ଵܶتوجه شود که 

  شود.  می
های لازم برای انجام محاسبات در یک  بدین ترتیب، تمام کمیت
شده  توان از معادلات اصلاح اند. یعنی می گام زمانی به دست آمده

گیری کرد، در حالی که مقدار تابع جریان روی  در زمان انتگرال ٨تا  ٥
آید. برای این  به دست می ٢١ز معادله مرز جامد در هر گام زمانی ا

  های آن مورد بررسی قرار گیرد. منظور باید اتساع زمانی و ویژگی
  

  تعریف تابع توزیع اتساع زمانی و خواص آن - ۵
باید  ۸تا  ۵سازی حضور یک جسم جامد در معادلات  برای شبیه

نهایت در ناحیه جامد  اتساع زمانی واحد در سیال و اتساع زمانی بی
(ܵ)൝λ  اعمال شود. یعنی باید داشته باشیم: = Λ → +∞ λ(Ω) = 1.            

جامد در همسایگی مرز  -طبیعتاً، یک ناحیه فصل مشترک سیال
1شود که در آن  ایجاد می Γ௦فیزیکی  ≤ λ ≤ Λ  است و مشتقات λ  کنند.  تنها در این ناحیه، مقدار غیرصفر پیدا می ۸و  ۶در معادلات  

  کنیم: میبدین منظور، تعریف 
  λ௡(ܠ) = 1 + (Λ − 1)H௡(࢞) ≈ 1 + ΛH௡(࢞)             )۲۲(  
  

ساید)  شکل تقریبی تابع پله واحد (تابع هوی H௡که در این رابطه 
است که مقدار آن از صفر در ناحیه سیال به یک در ناحیه جامد 

ݔ݀݀  دانیم که: کند. همچنین می تغییر می H௡(࢞) =  (࢞)௡ߜ

های  تقریبی برای تابع دلتای دیراک است. تقریب (࢞)௡ߜکه در آن 
(࢞)௡ߜ  مختلفی برای دلتای دیراک پیشنهاد شده که در تحقیق حاضر: = ௡√ଶగ ݌ݔ݁ ቀ− ௡మଶ ࢞ଶቁ                                          )۲۳(  

  

برای توضیح بیشتر در مورد این تعاریف  در نظر گرفته شده است.
 مراجعه کرد. [16 ,15]توان به منابع می

فقط در ناحیه فصل مشترک سیال و  ఒܩ، ఒܨجملات بازنهشتی 
تحت تاثیر  ۷و  ۵جامد غیرصفر هستند و عملکرد معادلات حاکم 

  دارای اهمیت است. Γ௦این جملات قرار دارند. به همین دلیل، خواص این توابع در ناحیه 
સૃبازنهشتی خواص توابع  - ۱- ۵ સ૛ૃو  ⁄ૃ ૃ⁄  

λ∇خواص توابع  λ⁄  و∇ଶλ λ⁄ اند. در اینجا تنها به ذکر گذرای این خواص بسنده  استخراج شده [16 ,15]طور مشروح در منابع مختلف به
  شود. می
نقش یک تابع سطح تراز را دارد، مطابق با  (࢞)H௡از آنجایی که  -۱

  :[25]شود که دیده می ۲شکل 
   ∇ఒఒ = |∇ఒ|ఒ  nො                                                                     )۲۴(  
  

λ∇یعنی  λ⁄  برداری در راستای عمود بر سطح جامد و به سمت
جای مطالعه  شود بتوانیم به داخل آن است. این خاصیت باعث می

λ௡∇توابع دوبُعدی  λ௡⁄  و∇ଶλ௡ λ௡⁄بعدی  ، توابع یکλ௡ᇱ λ௡⁄  و λ௡ᇱᇱ λ௡⁄  را در راستایnො  بررسی کنیم کهௗௗ௫ = (∙)ᇱ .است  
λ௡ᇱمحل وقوع بیشینه  -۲ λ௡⁄  ܾرا با௦  و محل وقوع بیشینه λ௡ᇱᇱ λ௡⁄  را با௙ܾ شود  دیده می ۳کنیم. مطابق با شکل  گذاری می نام

  تر است: به منطقه سیال نزدیک ௙ܾبه منطقه جامد و  ௦ܾکه همواره 
௕೑ݔ   < )௕ೞ                                                                         )۲۵ݔ  

 
  واضح است که: -۳

  lim௡→ஶ ∆௡ = 0                                                                )۲۶(  
 

λ௡ᇱو همچنین در مورد مقادیر بیشینه  λ௡⁄  وλ௡ᇱᇱ λ௡⁄ توان  می
  نوشت:

  ቀ஛೙ᇲ஛೙ቁஶ = ࣩ ቀ ଵ∆೙ቁ = ࣩ(݊)                                              )۲۷(   ቀ஛೙ᇲᇲ஛೙ቁஶ = ࣩ ቀ ଵ∆೙మ ቁ = ࣩ(݊ଶ)                                            )۲۸(  
 

های  از خواص فوق در ادامه استفاده خواهد شد. برخی از ویژگی
  خلاصه شده است. ۱دیگر توابع بازنهشتی در جدول 

  

  
  برداری عمود بر مرز به سمت ناحیه جامد  λ∇) ٢شكل 
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  ࢞ࢇ࢓ቁ࢔ࣅᇲᇲ࢔ࣅቀو  ࢞ࢇ࢓ቁ࢔ࣅᇲ࢔ࣅቀمقایسه نسبت بزرگی و محل ) ٣شكل 

  
  برخی خصوصیات توابع بازنهشتی) ۱جدول 

λ௡  خصوصیات = 1 + Λ ൬ ൰ߨ2√݊ න exp ቈ− ݊ଶ2 ൫ݑ − ୻ೞ൯ଶ቉ݑ ௫ݑ݀
ିஶ  λ௡ᇱ = Λߜ௡൫ݔ − ୻ೞ൯ λ௡ᇱᇱݔ = −Λ ቆ ݊ଷ√2ߨቇ ൫ݔ − ୻ೞ൯ expݔ ቈ− ݊ଶ2 ൫ݔ − =୻ೞ൯ଶ቉ ∆௡ݔ 6 ݊⁄ , ∆௡ᇱ = 0.75 ݊⁄  

  
  ࣅࡲنقش و تفسیر اثر  - ۲- ۵

کند که  ای عمل می گونه به ۵در معادله  ఒܨجمله بازنهشتی 
دینامیک تاوایی نواحی سیال و جسم صلب از همدیگر مجزا باشند. 

جایی  را به دو بخش نفوذ و جابه ఒܨبرای توضیح این مطلب، 
  کنیم:  تجزیه می

ఒܨ = ߥ ቀ2 ∇ఒఒ ∙ ∇߱ + ∇మఒఒ ߱ቁᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇫிವ೔೑೑ഊ ்ܝ߱− ∙ ∇ఒఒᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫிಲ೏ೡഊ                       )۲۹(  
باعث عدم تبادل تاوایی سیال به جامد و بالعکس  ஽௜௙௙ఒܨجمله  -۱

از طریق لزجت (عدم نفوذ تاوایی) خواهد شد. توجه کنید که این 
  تواند به دو بخش تجزیه شود:  جمله خود می

஽௜௙௙ఒܨ = ߥ2 ∇ఒఒ ∙ ∇߱ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ +஽భ ߥ ∇మఒఒ ߱ᇩᇭᇪᇭᇫ஽మ                                              
ଵܦ  شود: صورت زیر بازنویسی می حال جمله اول به = ߥ2 ∇ఒఒ ∙ ∇߱ = ߥ2 |∇ఒ|ఒ (∇߱ ∙ nො) = ߥ2 ቀ|∇ఒ|ఒ ቁ డఠడ୬  )۳۰(  

lim௡→ஶ  واضح است که: ቀ|∇ఒ೙|ఒ೙ ቁ௕ೞ = ∞                                                   
lim௡→ஶ  پس باید داشته باشیم:  ቀడఠడ୬ቁ௕ೞ = 0                                                        )۳۱(  

lim௡→ஶ  داریم: ଶܦاز طرفی در  ቀห∇మఒ೙หఒ೙ ቁ௕೑ = ∞                                                   
lim௡→ஶ  پس باید داشته باشیم: ߱௕೑ = 0                                                             )۳۲(  

بنابراین تبادل تاوایی درون جسم جامد با سیال از طریق لزجت 

  وجود ندارد. 
باعث عدم تبادل تاوایی سیال به جامد و بالعکس  ஺ௗ௩ఒܨجمله  -۲

஺ௗ௩ఒܨ  جایی تاوایی) خواهد شد: جایی (عدم جابه از طریق جابه = ߱ ቀ்ܝ ∙ ∇ఒఒ ቁ = |∇ఒ|ఒ ்ܝ) ∙ nො)߱ = ቀ|∇ఒ|ఒ ቁ డܝ೅డ୬ ߱ 
)۳۳(  

lim௡→ஶ  در اینجا نیز مشابه استدلال بخش قبل: ቀడܝ೅డ୬ ߱ቁ௕ೞ = 0                                                   
೅డ୬ܝቀడولی چون  ቁ௕ೞ :لزوماً برابر صفر نیست، باید داشته باشیم  lim௡→ஶ ߱௕ೞ = 0                                                             )۳۴(  

جایی  که باعث عدم انتقال تاوایی از مرز جسم جامد از طریق جابه
  شوند. می
௕ೞ߱مشاهده شد که در حالت حدی، روابط  -۳ = ቀడఠడ୬ቁ௕ೞ = و  0 ߱௕೑ = ، شیب و مقدار ۴شوند و مطابق با شکل  برقرار می 0

کنند. باید توجه  را صفر می ௙ܾداخل ناحیه جامد تا نقطه  تاوایی در
شود تا  کرد که گرادیان سرعت سیال در مجاورت مرز جامد باعث می

برابر صفر نباشد. یعنی تولید تاوایی برای برقراری شرط  ୻ೞ߱مقدار 
lim௡→ஶห  شود. در حالت حدی: عدم لغزش انجام می ௙ܾ − ܾ௦ห = 0                                                    )۳۵(  

کنند و مرز جامد به  در حد به همدیگر میل می ௦ܾو  ௙ܾ یعنی نقطه
شود که تاوایی روی آن ناپیوسته است. به  سطحی تکینه تبدیل می
های عددی مناسبی برای مواجهه با این  همین دلیل، باید روش
  ناپیوستگی اتخاذ شوند. 

  

 
 ݊، ناپیوستگی در مرز (௙ܾو فصل مشترک تا  Sتاوایی صفر در  بالا:) ٤شكل 

  نامحدود) ݊در مرز (گیری  تاوایی ناپیوسته و غیرقابل مشتق پایین: محدود)،
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  : شرط عدم نفوذࣅࡳنقش و تفسیر اثر  - ۳- ۵
سینماتیک جریان در  ،ఒܩ، جمله بازنهشتی ۱۲و  ۱۱در معادلات 

  کند.  نواحی سیال و جامد را از همدیگر جدا می
ఒܩ   = 2 ∇ఒఒ ∙ ∇߰ + ∇మఒఒ (߰ − ߰௖)                                     )۸(  

 
  توان نوشت: برای اولین جمله آن می -۱

ଵܧ   = 2 ∇ఒఒ ∙ ∇߰ = 2 |∇ఒ|ఒ (∇߰ ∙ nො) = 2 ቀ|∇ఒ|ఒ ቁ డటడ୬       )۳۶(  
  

  توان دید: میهای بخش قبل  مشابه استدلال
  lim௡→ஶ ቀడటడ୬ቁ௕ೞ = 0                                                       )۳۷(  

 

ቀ∇మఒఒدر جمله دوم  -۲ ቁ௠௔௫  در௙ܾ کند، لذا  نهایت میل می به بی
  توان نوشت: می

  lim௡→ஶ ቀ߰௕೑ − ߰௖ቁ௕ೞ = 0  ;  ߰௕೑ = ߰௖                  )۳۸(  
  

شدن ناحیه فصل مشترک، نقطه  و کوچک ஶߣبه  ௡ߣکردن  با میل ௙ܾ ۵شود. مطابق با شکل  نهایت به مرز فیزیکی نزدیک می بی 
شود که  باعث می ۳۸برقراری رابطه در مرز،  ߰علت پیوستگی  به

 ௖߰مقدار تابع جریان در سطح و داخل ناحیه جامد برابر مقدار ثابت 
   شده و شرط عدم نفوذ برقرار شود.

  

  
 ߰ پایین: محدود)، ݊( Γ௦در  پیوسته با شیب نزدیک به صفر ߰ بالا:) ٥شكل 

 ݊(در داخل و سطح جامد  ௖߰و برابر با مقدار مجهول  Γ௦پیوسته با شیب صفر در 
  نامحدود)

  
  شده حل عددی معادلات اصلاح - ۶

های عددی  باید روش ۷و  ۵برای حل عددی مجموعه معادلات 
مناسبی اتخاذ شود. اما پیش از ارایه الگوریتمی کلی برای حل این 

ߣ∇، ߣسازی توابع  دستگاه، ابتدا باید در مورد نحوه گسسته و  ⁄ߣ ∇ଶߣ سازی زمانی و  گیری شود و سپس، روش گسسته تصمیم ⁄ߣ

  ارایه شود.مکانی معادلات 
  سازی ضرایب بازنهشتی گسسته - ۱- ۶

شده روی یک شبکه  در کار حاضر، حل عددی معادلات اصلاح
دهیم.  نمایش می ࣡را با   دکارتی یکنواخت انجام شده است که آن

شده، ابتدا باید در مورد فرم  سازی معادلات اصلاح برای گسسته
گیری  تصمیم ࣡روی شبکه  మఒఒ∇و  ఒఒ∇و فرم گسسته  ߣگسسته 

  ود. در این مقاله فرض شده است که:ش
هستند. این  ࣡روی شبکه  (࢞)௡ߣشده  گیری مقادیر نمونه ௝ߣ -۱

  شوند:  صورت زیر تعیین می مقادیر به
௝ߣ   = ቊΛ        ௝࢞ ∈ ܵ             1        ௝࢞ ∈ (Γ௦ ∪ Ω)                                            )۳۹(  
  

عددی بسیار بزرگ بوده، مثلاً در کار حاضر، مقدار آن  Λکه در آن  Λ = 10ଷ଴  .در نظر گرفته شده است  
، ۵شده در بخش  های تشریح براساس مرتبه بزرگی و استدلال -۲

λ∇مقادیر بیشینه  λ⁄  و∇ଶλ λ⁄  و محل وقوع آن در معادلات
 صورت زیر در نظر گرفته شده است: حاکم به

  : ۱۲و  ۱۱، ۵در معادلات 
  ∇ఒఒ ቚ௫ೕ = ቊ ஃ∆௫          ௝࢞ ∈ Γ௦ᇱ          0          otherwise                                           )۴۰(  
  

  : ۵برای معادله 
  ∇మఒఒ ቚ௫ೕ = ቊ ஃ∆௫మ       ௝࢞ ∈ Γ௦ᇱ          0         otherwise                                           )۴۱(  

 
  : ۱۲و  ۱۱و برای معادلات 

  ∇మఒఒ ቚ௫ೕ = ቊ ஃ∆௫మ       ௝࢞ ∈ Γ௦           0          otherwise                                         )۴۲(  
  

به اندازه  Γ௦ᇱروی مرز جامد و  Γ௦در این روابط،  ۶که همانند شکل    شود. درون جسم جامد در نظر گرفته می ݔ∆
  

  
ߣ∇ توزیع توابع بازنهشتی )٦شكل  ߣଶ∇ ،⁄ߣ   در فضای گسسته ߣو  ⁄ߣ

  
  های زمانی و مکانی معادلات حاکم سازی گسسته - ۲- ۶
شده تاوایی  منظور داشتن محدوده پایداری بیشتر، معادله اصلاح به

گیری شده و مشتقات  در زمان انتگرال نیکلسون - کرانکاز روش 
صورت تفاضل  شده تابع جریان و تاوایی به مکانی معادلات اصلاح

اند. معادلات بیضوی حاصل از این  مرکزی مرتبه دوم گسسته شده
با تسریع همگرایی چبیشف حل  SORاز روش   سازی گسسته
  اند. شده
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  شده الگوریتم حل عددی معادلات اصلاح - ۳- ۶
توان الگوریتم کلی برای  شده می  داشتن معادلات گسسته اکنون با

ای  گونه شده به ارایه کرد. الگوریتم ارایه ۷و  ۵حل دستگاه معادلات 
تابع  -های کلاسیک تاوایی است که بتوان مستقیماً الگوریتم

  جریان را به آن اعمال کرد:
  ෨߰و تعیین  ۱۳با شرط مرزی  ۱۱حل معادله تابع جریان  -۱
  ای با روش ذوزنقه Γ௦روی خم بسته  ଵܶاسبه انتگرال مح -۲
  تعیین شرایط اولیه میدان تابع جریان، تاوایی و سرعت -۳
براساس توزیع معلوم تاوایی و  ۵شده تاوایی  حل معادله اصلاح -۴

  Γسرعت گام زمانی قبل و شرایط مرزی معین در 
توسط تاوایی معلوم  ۱۲شده تابع جریان  حل معادله اصلاح -۵

  ത߰و تعیین  ۱۴با شرط مرزی  ۴مرحله 
  ای با روش ذوزنقه Γ௦روی خم بسته  (ݐ)ଶܶ محاسبه انتگرال  - ۶
  ۲۱از رابطه  ௖߰محاسبه  -۷
  ۹محاسبه میدان تابع جریان در گام زمانی جدید از رابطه  -۸
  ۸ایی در گام زمانی جدید از مرحله محاسبه میدان سرعت و تاو - ۹
  ۴ذخیره نتایج گام زمانی جدید و بازگشت به مرحله  - ۱۰

  دهد. نمای الگوریتم مذکور را نمایش می روند  ۷شکل 
  

  
  الگوریتم حل عددی) ٧شكل 

  
 نتایج حل عددی - ۷

های روش، در این بخش به مطالعه عددی  دادن قابلیت برای نشان
جریان حول استوانه مستطیلی، صفحه تخت نازک و استوانه 

آمده با کارهای پیشین مقایسه  دست دایروی پرداخته و نتایج به
  شود.  می
  ناپذیر دوبعُدی حول استوانه مربعی حل عددی جریان تراکم - ۱- ۷

شده  استوانه مربعی، یکی از مسایل شناختهناپذیر حول  جریان تراکم
ناپذیر با اجسام جامد بوده که بارها با  اندرکنش جریان تراکم

. دلیل انتخاب [29-26]های تجربی و عددی مطالعه شده است روش
شکل با مرز منطبق بر شبکه دکارتی، جلوگیری از ورود  جسم مربعی
روش در مواجهه  دادن قابلیت یابی به مساله و نشان خطاهای درون

  با مرزهای تیز بوده است. 
جسم مربعی در فاصله مساوی از دو صفحه بالا و پایین کانال قرار 

 ܦ8و عرض کانال  ܦدارد. طول هر ضلع جسم مربعی صلب برابر 
است. طول کانال، معادل  ଵ଼بوده، لذا نسبت انسداد در این مساله  انه ورودی قرار از ده ܦ16است و جسم مربعی در فاصله  ܦ48

صورت سهموی با سرعت بیشینه  دارد. توزیع سرعت ورودی به ௠௔௫ݑ = طور شماتیک  به ۸است. این چیدمان که در شکل  1
نحوی است  به [27]و همکاران بروئرنشان داده شده، منطبق با مقاله 

ܴ݁که نتایج قابل مقایسه باشند. عدد رینولدز از رابطه  = ܦ௠௔௫ݑ شود و هر دو جریان پایا و گذرا تنها از  تعریف می ⁄ߥ
شوند. برای حل  انتخاب مقادیر مختلف عدد رینولدز حاصل می
استفاده  ۹۶۰×۱۶۰عددی از شبکه محاسباتی یکنواخت دکارتی 

قسمت مساوی تقسیم  ۲۰نحوی که هر ضلع مربع به  شود، به می
  شود.

  

  
  ربعی داخل کانالچیدمان مساله جریان حول استوانه م )٨شكل 

  
از پروفیل سرعت  ۸سرعت ورودی کانال مطابق با شکل 

با  ߰یافته جایگزین شده است که از روی آن مقادیر  توسعه
  صورت: گیری در راستای مرز به انتگرال

  ߰ = ଵସ஽ ቀݕଶ − ௬యଵଶ஽ቁ − ଼஽ଷ ,                                              )۴۳(  
 

روی سطح پایینی و بالایی  ߰ مقادیرحاصل شده است. بنابراین 
௅߰کانال از  = − ଼஽ଷ  ߰و௎ = ଼஽ଷ شوند. با انتخاب  جایگزین می

  :فوق، شرط مرزی تاوایی در ورودی کانال نیز خواهد شد
  ߱ = ଵଶ஽ ቀ ௬ସ஽ − 1ቁ,                                                           )۴۴(  

 
پایین از قاعده تام با استفاده از  در دیواره بالا وشرط مرزی تاوایی 

  شود. تابع جریان در گام زمانی قبل محاسبه می
  روی مرز خروجی مقادیر تاوایی و تابع جریان از شرط مرز باز:

  ௧߲ ߶ + ഥܷ߲௫߶ = 0                                                           )۴۵(  
  

 ഥܷراستای جریان و  ݔتابع جریان یا تاوایی،  ߶اند که  به دست آمده
متوسط سرعت در امتداد جریان است. با توجه به ماهیت هذلولوی 

فراگ در زمان  ، در هر گام زمانی، این معادله از روش لیپ۴۵معادله 
صورت مرکزی مرتبه  است و مشتق مکانی نیز به  گیری شده انتگرال

  . [30]اند سازی شده دوم گسسته
  نتایج حل جریان حول استوانه مربعی - ۱- ۱- ۷

و برای جریان گذرا  ۴۰و  ۳۰، ۲۰، ۱۰برای جریان پایا، اعداد رینولدز 
௠௔௫ݑاند. در تمام اجراها  انتخاب شده ۱۰۰عدد رینولدز  =   νو  1

ܮܨܥبراساس رینولدز تعیین شده و  =   است.  0.1
های پایا، حل از میدان سرعت صفر آغاز شده و تا  برای جریان

௡ାଵܝ‖برقراری شرط  − ௡‖ଶܝ <  بروئرادامه یافته است.  10ି଼
௥ܮرابطه خطی  [27]و همکاران = 0.0554ܴ݁ − را بین  0.065

 ۵> > ۵۰ܴ݁ در محدوده ௥ܮشده  عدد رینولدز و طول گردابه تشکیل
علاوه بر کانتورهای تاوایی و خطوط  ۹اند. شکل  پیشنهاد کرده

، انطباق نتایج حل پایا در چهار Re=۲۰جریان حول جسم مربعی در 
دهد. این انطباق نشان از  رینولدز مختلف با رابطه مذکور را نشان می

  بینی بزرگ مقیاس جریان است.  دقت روش در پیش
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(پیوستگی میدان سرعت)  خطوط تراز دیورژانس سرعت ۱۰در شکل 
شود، علاوه بر پیوستگی در  اند. همان گونه که دیده می ترسیم شده

میدان سرعت سیال و جامد، در همسایگی مرز جامد نیز پیوستگی 
برقرار است. همچنین  (10ିଵ଻)ࣩسرعت با دقت بسیار زیادی 

با ارایه کانتور مولفه افقی  ۱۱ارضای شرط عدم لغزش در شکل 
شده است. مقدار آن در داخل ناحیه جامد بسیار  سرعت بررسی

در مرز چپ و  ݑاست. همچنین مقدار  (10ିଶ଻)ࣩناچیز و از مرتبه 
راست دقیقاً برابر صفر و در مرز بالا و پایین با ریزترشدن شبکه 

  شود.  محاسباتی به صفر نزدیک می
برای دهد.  نشان می Re=۱۰۰را برای  ௖߰، تاریخچه تغییرات ۱نمودار 
شدن  های گذرا، حل از میدان سرعت صفر آغاز شده و تا ثابت جریان

 ௖߰ شویم که مقادیر متذکر میادامه یافته است.  ௖߰دامنه نوسانات 
. از لحظه به دست آمده است ۴از قید شار تاوایی صفر در بخش 

بسیار کوچک است. بیشینه و  ௖߰، مقادیر ۵۰آغاز تا حدود ثانیه 
± ۲۶۷/۵×۱۰-۳بین محدوده  ۶۰نات بعد از حدود ثانیه کمینه نوسا

کانتورهای تاوایی و تابع جریان را  ۱۲ماند.  شکل  ثابت باقی می
حول جسم صلب مربعی در یک لحظه از حل با دامنه ثابت در 

۱۰۰=Re دهد.  نمایش می  
  

  
خطوط  مرکز:. ௥ܮمقایسه نتایج با  بالا:؛ Re=۲۰سازی جریان پایا در  شبیه )٩شكل 

  میدان تاوایی حول جسم پایین:جریان حول جسم. 
  

 
   Re=۲۰های تراز دیورژانس سرعت در  منحنی )١٠شكل 

 
  Re=۲۰در  ݑهای تراز مولفه سرعت  منحنی )١١شكل 

  

  
  Re=۱۰۰جریان روی استوانه مربعی برحسب زمان برای  تغییرات تابع) ١نمودار 

  

  
تابع جریان حول استوانه مربعی قرارگرفته در های تراز تاوایی و  منحنی) ١٢شكل 

  Re=۱۰۰کانال برای رژیم جریان 
  
  جریان ناگهانی عمود بر صفحه تخت نازک - ۲- ۷

ناپذیر لزج و دوبُعدی عمود بر صفحه تخت نازک که در  جریان تراکم
شود،  نهایت بلند ایجاد می اثر حرکت ناگهانی صفحه در یک کانال بی

صفحه از مسایل دشوار برای مطالعه توسط دلیل ضخامت کم  به
دادن قابلیت  . در این بخش برای نشان[11]روش بازنهشتی است

روش حاضر، این مساله، حل و نتایج آن با نتایج دیگران مقایسه 
در  ܮ، یک صفحه تخت نازک به طول ۱۳شود. مطابق با شکل  می

ܮمیانه یک کانال به پهنای    قرار داده شده است. ⁄ܾ
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  چیدمان مساله جریان عمود بر صفحه تخت با جریان ناگهانی )١٣كل ش
  

طور ناگهانی از حالت سکون با سرعت  های کانال به سیال و جداره
کنند. عدد رینولدز با تعریف  شروع به حرکت می ܷثابت  ܴ݁ = ܮܷ ⁄ߥ = ܾو نسبت انسداد برابر با  20 = در نظر  0.15

گرفته شده است. در روش حاضر، کمترین ضخامت ممکن برای 
݁کردن صفحه تخت نازک سه گره یعنی معادل  مدل = 2Δاست.  ݔ
سازی سطوح صفحه و گره میانی برای  های طرفین برای شبیه گره
روند. طول صفحه تخت  کردن داخل ناحیه جامد به کار می مدل

اه قسمت مساوی تقسیم توسط شبکه محاسباتی یکنواخت به پنج
ܮܨܥهای زمانی با  شده است و گام =   شود.  تعیین می 1

، میدان تاوایی و تابع جریان [31]در مرجع ۸برای مقایسه با شکل 
صورت  بعد به نشان داده شده است. زمان بی ۲حالت پایا در نمودار  ܶ = ௎௧௅ ܶشود. در لحظات اولیه  تعریف می ≤ های اولیه  گردابه 2

شوند که توسعه آنها منجر به ایجاد  نوک صفحه تشکیل میدر 
ܶهای ثانویه در پشت صفحه خواهد شد. بعد از  گردابه ≈ 6 

ساختار جریان، پایدار و طول حباب پشت صفحه تقریباً ثابت 
شود. خطوط جریان، انطباق بسیار خوبی دارند و کانتورهای  می

  دهد.  شان میعلت ضخامت صفحه، اختلاف اندکی را ن تاوایی به
، تغییرات زمانی توزیع سرعت در محور پشتی صفحه ۳در نمودار 

تخت با نتایج عددی و تجربی دیگران مقایسه شده است. نتایج 
ܾنهایت نازک و نسبت انسداد  برای صفحه تخت بی [31]مرجع = 0 

݁ارایه شده، در حالی که در حل حاضر، صفحه دارای ضخامت  = ௅ଶହ 
ܾو نسبت انسداد  = است، با این حال توزیع سرعت بسیار  0.15

در نسبت  [32]نزدیک یا کاملاً منطبق هستند. نتایج تجربی مرجع
ܾانسداد  = ܶ)اند. در لحظات اولیه  حاصل شده 0.15 = 0.5) ،

خصوص  بُعدی کمتر است و نتایج حل عددی به اثرات جریان سه
بیرون از منطقه حباب، انطباق خوبی با نتایج تجربی دارد. اما 

بُعدی  رود، در لحظات پایانی، اثرات سه طور که انتظار می همان
  شود.  باعث دورشدن نتایج از هم می

خت را شده در پشت صفحه ت ، تغییرات طول حباب تشکیل۴نمودار 
 [31]دهد. مقایسه با نتیجه حل عددی مرجع برحسب زمان نشان می

دهد که افزایش طول حباب در لحظات اولیه با نتایج حل  نشان می
ܶحاضر کاملاً منطبق است، زیرا تا  ≈ های کانال در  اثرات دیواره 5

شدن به حالت پایا، طول  طول حباب تاثیر مهمی ندارد. با نزدیک
شود. نتایج تجربی نیز  تر می % کوتاه۷ها حدود  جداره گردابه متاثر از

بُعدی جریان به  شدن اثرات سه در لحظات اولیه و پیش از نمایان
  حل حاضر بسیار نزدیک هستند. 

  
 تابع جریان (نیمه بالا) و تاوایی (نیمه پایین) در های تراز منحنی )٢نمودار 

۲۰=Re  
  

  
   Re=۲۰ پشت صفحه تخت درتغییرات زمانی سرعت در  )٣نمودار 

  

  
   Re=۲۰ تغییرات زمانی طول حباب در پشت صفحه تخت در) ٤نمودار 

  
  جریان حول استوانه دایروی ساکن - ۳- ۷

در مسایل با سطوح غیرمنطبق بر شبکه، برای اعمال صحیح مرز 
همراه  ها به سازی های شبکه دکارتی، باید گسسته مستور به گره

  های مناسبی انجام شوند.  یابی درون
و  جوماشده توسط  برای این منظور، در کار حاضر از روش ارایه

س استفاده شده است. آنها یک روش مرتبه دو براسا ماکاسکیل
ای با مرز دیریشله  شبکه دکارتی، برای حل معادله پوآسون در دامنه

. برای استفاده از این روش، باید توجه کرد [33]اند نامنظم ارایه کرده
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، مقدار تابع جریان و تاوایی در نقاطی از میدان ۱۸و  ۱۷که در روابط 
با یابی  که روی شبکه محاسباتی قرار ندارند، با استفاده از یک درون

شده  که به روش شپارد اصلاح (RBF)نوعی تابع پایه شعاعی 
  .[18]اند گذاری شده معروف است، محاسبه و سپس جای

  نتایج حل جریان حول استوانه دایروی - ۱- ۳- ۷
دانیم که دنباله  از بررسی مطالعات تجربی و عددی پیشین می

ها  ناپایداریکاملاً پایدار است و  ۴۰پشت جسم تا عدد رینولدز 
آغاز و سپس ریزش گردابه ایجاد  ۵۰تا  ۴۰جایی بین رینولدز 

و جریان  ۴۰. در این مقاله، جریان پایا در رینولدز [35 ,34 ,21]شود می
  شوند.  بررسی می ۱۰۰ناپایا در رینولدز 

در یک دامنه نامحدود  ܦدر این مساله، یک استوانه دایروی به قطر 
قرار دارد. برای حل  ܷنواخت با سرعت در مسیر جریان آزاد یک

عددی، استوانه در خط تقارن مرز بالا و پایین یک دامنه محاسباتی 
گیرد. مرکز استوانه از مرز  قرار می ܦ16و عرض  ܦ20به طول 

فاصله دارد. در میدان محاسباتی از شبکه  ܦ6ورودی به اندازه 
است که قطر استفاده شده  ۶۴۰×۵۱۲محاسباتی دکارتی یکنواخت 

کند. برای تغییر عدد  قسمت مساوی تقسیم می ۳۲استوانه را به 
ܴ݁رینولدز  = ܦܷ ܷ، سرعت در ⁄ߥ = ܦو قطر در  1 = ثابت  1

کند. تابع جریان و تاوایی  تغییر می ߥشود و  نگه داشته می
ܷو  ܦܷترتیب با تقسیم بر  به   شوند.  بعد می بی ⁄ܦ

کند  صورت خطی تغییر می در مرز ورودی به مقادیر تابع جریان (߰ = ߰)در مرز بالا و پایین ثابت و  (ݕܷ = است.  (ܦ±8ܷ
صورت همگن  شرط مرزی تاوایی در مرزهای ورودی، بالا و پایین به

߱)برابر صفر  = از شرط  ۱-۷است. در مرز خروجی مانند مثال  (0
  شود. مرزی باز استفاده می

، (ܾ)ها  ، فاصله بین مرکز گردابه(ܮ)طول حباب پشت استوانه 
از  (ߠ)و زاویه جدایش جریان  (ܽ)ها از استوانه  فاصله مرکز گردابه

های جریان گذرا شامل  های جریان پایا هستند. مشخصه مشخصه
 ௖߰عدد اشتروهال و تغییرات زمانی تابع جریان سطح استوانه 

ݐܵهستند. عدد اشتروهال با تعریف  = ܦ݂ ان فرکانس ، هم⁄ܷ
  ها است.  بعدشده ریزش گردابه بی

 Re=۴۰، کانتور تابع جریان و تاوایی را برای جریان پایا با ۱۴شکل 
، بیانگر صحت نتایج است. نمای [21]دهد. مقایسه با مرجع نشان می

نزدیک کانتورهای تاوایی و تابع جریان در مجاورت استوانه، 
استوانه در مرز مستور خوبی ساختار جریان بازگشتی پشت  به

، مشخصات حباب پشت استوانه در جریان پایا با عدد [38-36 ,34 ,21] ۱۵و شکل  ۲دهد. جدول  نامنطبق بر شبکه دکارتی را نشان می
ها از هم و استوانه  شامل طول حباب، فاصله مرکز گردابه ۴۰رینولدز 

جربی و زاویه جدایی جریان از سطح استوانه را با نتایج عددی و ت
  دهد.  کند و توافق عالی را نشان می پنج مرجع دیگر مقایسه می

جریان ناپایا با   ، دنباله نوسانی پشت استوانه دایروی در۱۶شکل 
۱۰۰=Re دهد.  را توسط کانتورهای تابع جریان و تاوایی نمایش می

تدریج  در آغاز، حل یک حباب شامل دو گردابه معکوس ایجاد و به
ثانیه، طول حباب به حد نهایی ۳۰پس از حدود  شود. تر می بزرگ ݐرسد. در حدود  می ܦ5.5 = نوسانات بسیار کوچکی در  ݏ90
ها  شود. ناپایداری دست جریان و انتهای حباب مشاهده می پایین

ݐباعث رشد سریع نوسانات و دامنه نوسانات در حدود  = در  ݏ180
یازی به ایجاد شود. در این روش، ن ثابت می± ۳۹۷/۴×۱۰- ۲محدوده 

، ۵اغتشاشات مصنوعی برای ناپایاکردن جریان وجود ندارد. نمودار 
را از ابتدا  ௖߰بعد در سطح استوانه  تغییرات زمانی تابع جریان بی

ݐتا  = دهد. افزایش تدریجی نوسانات تا تثبیت  نشان می ݏ300

 در Re=۱۰۰بعد نوسانات دنباله در  آن کاملاً مشهود است. فرکانس بی
، [39]و همکاران برازا، [21]کلهونشده توسط  مطالعات عددی انجام

است.  ۱۶۶/۰و  ۱۶۵/۰، ۱۷۵/۰ترتیب  به [37]فاصلو  لینیکو  [40]لیو
و  ۱۶۴/۰ترتیب  نیز به ویلیامسونو  روشکوهمچنین نتایج تجربی 

. عدد اشتروهال در تحقیق حاضر معادل [42 ,41]است ۱۶۶/۰
St=0.169 شود که در مقایسه با نتایج فوق قابل  تخمین زده می
  قبول است.

  

  
راست: نمای نزدیک  - بالا، ߱و  ߰های تراز  نمای نزدیک منحنی) ١٤شكل 
: نمای نزدیک، چپ- بالا، ±)۰۲/۰: ۰۰۱/۰و ± ۳: ۰۲/۰( ߰های تراز  منحنی
 ߰های تراز  : منحنیپایین، ±)۱/۰: ۰۲/۰و ± ۱: ۱/۰و ± ۱۱: ۵/۰( ߱های تراز  منحنی

 Re=۴۰(نیمه پایین). هر سه شکل در  ߱های تراز  (نیمه بالا) و منحنی
  

  Re=۴۰در  پایدار جریان دنباله مشخصات نتایج مقایسه )۲جدول 
࢈ مطالعه ⁄ࡰ ࢇ  ⁄ࡰ ࡸ  ⁄ࡰ      °ࣂ 
۶/۰ [36]کولونیوسو  تایرا  ۷۵/۰  ۳/۲  ۷/۵۳  

۶/۰ [37]فاسلو لینیک   ۷۲/۰  ۲۸/۲  ۶/۵۳  
۳۵/۲ -  -  [38]چانگو  دنیس  ۸/۵۳  
۵۹/۰ [34]بوآردو  کوتانسو  ۷۶/۰  ۱۳/۲  ۸/۵۳  
۱۸/۲ -  -  [21]کلهون  ۲/۵۴  

۶۲/۰  کار حاضر  ۷۲/۰  ۳/۲  ۶/۵۳   

  
 در مطالعه حاضر Re=۴۰در  پایدار جریان دنباله مشخصات) ١٥شكل 

  

 
 Re=۱۰۰جریان حول استوانه دایروی در  کانتورهای تاوایی و تابع) ١٦شكل 
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 Re=۱۰۰جریان روی استوانه دایروی برحسب زمان برای  تغییرات تابع) ٥نمودار 

  
  گیری نتیجه - ۸

روشی جدید برای اعمال مرزهای جامد صلب به در این مقاله، 
نهایت در  معادلات جریان سیال از طریق اعمال اتساع زمانی بی

تواند قابل اعمال  هر چند روش پیشنهادی می ناحیه جامد ارایه شد.
های معادلات نیز باشد، لیکن در مقاله حاضر به  به سایر شکل
تابع جریان اعمال  -بندی تاوایی در فرمول استوکس - معادلات ناویر

است. روش بر پایه یک نگاشت بنا شده است که به معادلات   شده
ای به دست  شده لاحشود و بر اثر آن، معادلات اص حاکم اعمال می

شده تابع جریان و انتقال تاوایی دارای  آیند. معادلات اصلاح می
جملات بازنهشتی براساس ضریب اتساع زمانی هستند که تنها در 
مجاورت مرز مستور داخلی، مقادیر غیرصفر دارند. برای اعمال مرز 
مستور، ضریب اتساع زمانی در ناحیه سیال برابر یک، در ناحیه 

نهایت بزرگ است و در فصل مشترک سیال و  مقداری بیجامد 
  کند.  نهایت تغییر می جامد از یک تا بی

در مقاله، خصوصیات فیزیکی و ریاضی جملات بازنهشتی در 
شده در فضای پیوسته تشریح شده است. همچنین  معادلات اصلاح

شده در شبکه یکنواخت  الگوریتمی برای حل عددی معادلات اصلاح
پایا و گذرا حول  های رایه شده که از آن برای مطالعه جریاندکارتی ا

جسم مربعی واقع در یک کانال و جریان با شروع ناگهانی عمود بر 
یک صفحه تخت نازک استفاده شده است. در این دو مساله، 
مرزهای مستور بر شبکه محاسباتی دکارتی منطبق هستند تا دقت 

نجیده شود. در الگوریتم ها س یابی روش عددی بدون دخالت درون
بودن، معادله تابع  گیری از خاصیت خطی عددی پیشنهادی با بهره

جریان به دو معادله مستقل از زمان و وابسته به زمان تجزیه و تابع 
جریان روی مرز داخلی با کمک معادله انتگرالی شار تاوایی صفر 

سازی مکانی معادلات از مرتبه دوم  محاسبه شده است. گسسته
 نیکلسون - کرانکگیری زمانی از روش  مرکزی بوده و برای انتگرال

  استفاده شده است. 
دادن توانایی روش در مواجهه با مرزهای مستور  برای نشان

های پایا و گذرا حول یک استوانه  غیرمنطبق بر شبکه دکارتی، جریان
سازی مکانی و حل معادلات پوآسون  دایروی مطالعه شد. گسسته

رزهای مستور، از روش مرکزی مرتبه دوم صورت پذیرفت حاکم بر م
شده استفاده  های مورد نیاز از روش شپارد اصلاح یابی و برای درون

شد. مقایسه نتایج با کارهای پیشین، درستی روش حل عددی را 
کند. همچنین توزیع میدان تابع جریان، تاوایی و سرعت  تایید می

اه با ارضای مطلوب شرط عدم بیانگر یک میدان کاملاً بقایی همر
 لغزش و عدم نفوذ در مرز مستور داخلی است.
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