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Flutter Analysis of CNT-Reinforced Functionally Graded 
Composite Wing with Attached Mass

[1] Free vibration analysis of laminated FG-CNT reinforced composite ... [2] Elastic 
foundation effect on nonlinear thermo ... [3] Helical microtubules of graphitic ... [4] 
Mechanical analysis of functionally graded carbon nanotube ... [5] Computation of 
aerothermoelastic properties and active flutter ... [6] Static and free vibration analyses of 
carbon nanotube ... [7] Free vibration of thick functionally graded ... [8] Free vibration of 
FG-CNT reinforced composite ... [9] Aeroelastic analysis of CNT reinforced functionally ... 
[10] Functionally graded material panel flutter by cell-based ... [11] Aeroelastic 
characteristics of functionally graded carbon nanotube-reinforced ... [12] Investigation of 
supersonic flutter of thick doubly curved sandwich panels ... [13] Aeroelastic analysis and 
active flutter control of nonlinear ... [14] Active flutter and aerothermal postbuckling control 
for ... [15] Vibration characteristics and flutter analysis of a composite ... [16] Free vibration 
analysis of antisymmetric laminated ... [17] Effects of rolling maneuver on divergence and 
flutter ... [18] Investigation of attached mass effect on flutter speed of ... [19] Free vibration 
analysis of functionally graded carbon nanotube ... [20] Thermo-mechanical properties of 
randomly oriented ... [21] Exact vibration analysis of variable thickness thick annular 
isotropic ... [22] A new method of smart and optimal flutter control for ... [23] Three-
dimensional vibration analysis of thick rectangular ... [24] Free vibration analysis of rotating 
axially functionally ... [25] Chebyshev polynomials in numerical ... [26] Supersonic flutter of 
shear deformable laminated ... [27] Aeroelastic characteristics of cylindrical hybrid 
composite panels ... [28] Postbuckling of nanotube-reinforced composite ... [29] Limit cycle 
oscillation of a fluttering cantilever ... 

In this study, flutter of functionally graded carbon nanotube (FG-CNT)-reinforced composite 
wing carrying a distributed patch mass is analyzed and presented. Wing is modeled by a 
rectangular plate with cantilever boundary conditions in supersonic flow. To evaluate the 
displacement fields of the moderately thick plate, First-order shear deformation theory (FSDT) 
and chebyshev polynomials series are applied. In supersonic airflow simulation effect, the first-
order piston theory was used and differential equation governing the system was adapted, 
using the Hamilton principle. In this study, 4 different types of CNT are considered through 
the thickness. CNT distribution patterns are as uniform, decreasing, decreasing-increasing, 
and increasing-decreasing. Finally, the effects of size, mass, and location of the distributed 
patch mass as well as various CNT distributions and fiber orientation angle in a two-layer anti-
symmetric composite on flutter boundaries were studies. In comparisons with the results of 
previous studies, a good agreement is observed. The results showed that the flutter boundary 
reduced with increasing mass ratio and increased in longer length of added mass. By increasing 
orientation’s angle of CNT fiber of anti-symmetric composite, the flutter boundary is raised and 
has different behavior for different distribution patterns.
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  چکيده
به همراه  یکربن یها با نانولوله شده تیتقو یتیپژوهش فلاتر بال کامپوز نیدر ا
 یلیورق مستط کی. بال به شکل شود یم هیو ارا لیجرم افزوده گسترده تحل کی

ورق  ییجابجا دانیم نیتخم یمدل شده است. برا رداریگ کسری یمرز طیبا شرا
اعمال شده  شفیچب یها یا مرتبه اول و چندجمله یبرش یتئور مینسبتاً ضخ

 ستونیمرتبه اول پ یفراصوت از تئور یهوا انیاثر جر یساز هیاست. در شب
 لتونیبا استفاده از اصل هم ستمیحاکم بر س فرانسلیاستفاده و معادله د

در  ینانولوله کربن عیچهار نوع مختلف توز یبررس نیاستخراج شده است. در ا
 کنواخت،یصورت  به ها عیتوز نیضخامت در نظر گرفته شده است. ا یراستا
اثرات اندازه،  تیهستند. در نها یکاهش - یشیو افزا یشیافزا -یکاهش ،یکاهش

نانولوله  عیمختلف توز یاثرات الگوها نیو همچن شده عیجرم و محل جرم توز
 یپاد متقارن رو هیدو لا تیکامپوز کی یبرا افیال یریگ جهت هیو زاو یکربن
مطالعه شده است. در  یبا نانولوله کربن شده تیتقو یتیمپوزفلاتر بال کا یمرزها
 یتطابق خوب رفتیصورت پذ نیشیپ یها پژوهش جیکه با نتا ییها سهیمقا

کاهش  ،ینسبت جرم شینشان دادند که مرز فلاتر بال با افزا جیمشاهده شد. نتا
 یریگ جهت هیزاو ادشدنی. با زابدی یم شیطول جرم افزوده، افزا شترشدنیو با ب
 یو برا ابدی یم شیپادمتقارن مرز فلاتر افزا تیدر کامپوز ینانولوله کربن افیال

  هد داشت.خوا یمختلف رفتار متفاوت عیتوز یالگوها
ورق  ،ینانولوله کربن ،یمدرج تابع یتیفلاتر، ورق کامپوز یداریناپا ها: کلیدواژه

  جرم افزوده گسترده ردار،یکسرگی
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در چند دهه اخیر، همگام با افزایش چشمگیر استفاده از مواد 
ی مکانیک، عمران، صنایع هوافضا و بسیاری ها حوزهکامپوزیت در 

ی ساز نهیبهو  باره نیا دراز صنایع مدرن دیگر، تحقیق و پژوهش 
خواص مکانیکی آنها نیز گسترش فراوانی داشته است. در همین 

عنوان یک  به (CNT)های کربنی  راستا، استفاده از نانولوله
های کربنی، در مقایسه با مواد  شود. نانولوله کننده مطرح می تقویت

پرکننده، خواص مکانیکی عالی و قابل توجهی همچون سفتی، 
ها که در  ر بالا دارند. این ویژگیاستحکام و رسانایی حرارتی بسیا

عنوان  تواند استفاده از آنها به کنار یک چگالی پایین قرار دارد، می
ها را به یک انتخاب بسیار خوب مبدل  کننده در کامپوزیت تقویت
  .[2 ,1]سازد
های کربنی را کشف  نانولوله ۱۹۹۱برای نخستین بار در سال  ایجیما
یا  (SWCNT) دیواره تکصورت  نند بهتوا . این مواد را می[3]نمود

دیواره از  های کربنی تک . نانولوله[4]یافت (MWCNT)چنددیواره 
در شوند،  شکل استوانه تشکیل می شده به یک لایه گرافن پیچیده

مرکز و با  دیواره هم از دو یا چند تک  های چنددیواره نانولوله حالی که
شده با  ابعی تقویتآیند. مواد مدرج ت قطر متفاوت به دست می

های توزیع مختلف  با اعمال تابع (FG-CNT) های کربنی نانولوله
  .[5]شوند های کربنی حاصل می روی نانولوله

های کامپوزیتی مدرج تابعی  در زمینه بررسی ارتعاش آزاد ورق
کارهای زیادی انجام  (FG-CNTRC)شده با نانولوله کربنی  تقویت

های کامپوزیتی  ، ارتعاشات چندلایه[1]و همکاران لیگرفته است. 
های  شده با نانولوله ضخیم و تقویت نسبتاً ی نازک تا ها ضخامتبا 

کربنی مدرج تابعی را بررسی نمودند. آنها در این پژوهش، روابط را 
ورق ارائه نمودند و برای  (FSDT)بر پایه تئوری برشی مرتبه اول 

و  ژوه جستند. حل معادلات حاکم بر مساله از روش ریتز بهر
همراه تئوری برشی  به (FEM)روش اجزای محدود  [6]همکاران

مرتبه اول را برای مطالعه رفتار استاتیک و ارتعاشات آزاد 
به کار بردند. آنها  های کربنی نانولولهشده با  های تقویت کامپوزیت

و نسبت طول به ضخامت ورق  نانولوله کربنیکسر حجمی  تأثیر
را مطالعه  های طبیعی، شکل مودها و خیز خمشی فرکانس روی

بر پایه تئوری  (DQM) دیفرانسیل کوادریچرنمودند. روش 
برای حل معادلات  [7]قربان جانو  نامیی توسط بعد سهالاستیسیته 

حاکم بر ارتعاش آزاد ورق مستطیلی ضخیم مدرج تابعی 
ارتعاشات  [8]انیکیشده با نانولوله کربنی به کار گرفته شد.  تقویت
شده با  شکل) و تقویت الاضلاع یمتوازشده ( های کج ورق

های کربنی مدرج تابعی را مطالعه نمود. او در ارائه تحلیل  نانولوله
ارتعاش آزاد بر پایه تئوری برشی مرتبه اول، توابع شکل مود را 
براساس فرآیند گامااسمیت توسعه داد. این پژوهش نشان داد 

روی فرکانس  های کربنی نانولولهی مختلف توزیع تغییر الگوها
  .مؤثراستشده  های کج طبیعی ورق

آیروالاستیک، اثر متقابل نیروهای الاستیک، اینرسی و 
 های کربنی نانولوله کند. استفاده از مواد آیرودینامیک را بررسی می

در مسایل پایداری آیروالاسستیک که عاملی مهم در طراحی 
تواند طراحی بال را بهینه  مدرن است، می ریپذ انعطافی ها بال

مسایل در پایداری آیروالاستیک  نیتر مهمسازد. پدیده فلاتر یکی از 
بوده و با پرواز وسیله پرنده درگیر است. این پدیده مخرب، ارتعاش 

 شده یبررسی زیادی ها پژوهشخود تحریک سیستم بوده که در 
، یک بررسی آیرالاستیک روی [9]و همکاران سانگ. [9 ,5]است
شده با نانولوله کربنی را با استفاده از  های کامپوزیتی تقویت پنل

انجام نمودند. پنل  (HSDT)تئوری برشی مرتبه بالا 
شکل و دور مفصل آنها در معرض جریان فراصوت قرار  مستطیلی

کنترل فعال فلاتر مستطیل دور مفصل  [5]و همکاران ژانگداشت. 
گرمای  تأثیره پیزوالکتریک در جریان فراصوت و تحت با دو لای
قرار دادند. آنها از تئوری برشی مرتبه بالا برای  مطالعه موردمحیط را 
شده با نانولوله کربنی و از تئوری کلاسیک  زدن هسته تقویت تقریب
و  نترجانی پیزوالکتریک بهره جستند. ها هیلا سازی مدلبرای 

های  محدود استفاده نمودند تا ویژگی از روش اجزای [10]همکاران
 (FGM)شده از مواد مدرج تابعی  ناپایداری فلاتر را در پنل ساخته

های آیروالاستیک ورق مدرج تابعی  بررسی نمایند. ویژگی
های کربنی و در معرض جریان فراصوت توسط  شده با نانولوله تقویت
بررسی شد. تئوری ورق کیرشهف و  [11]و همکاران زاده فاضل

زدن ورق نازک و فشار  ترتیب برای تقریب پیستون مرتبه اول به
خواص فلاتر  [12]و همکاران سنکرآیرودینامیک استفاده شد. 

پنل مستطیلی را با اعمال تئوری برشی مرتبه بالا روی  چیساندو
سازه مطالعه کردند. در این مطالعه دو صفحه ساندویچ با 

شده بود و روش اجزای محدود در حل  های کربنی تقویت لهنانولو
های آیروالاستیک و  ویژگی [13]لیو  سانگمساله به کار رفت. 

کنترل فعال فلاتر برای تیرهای ساندویچ غیرخطی را با استفاده از 
و  سانگجفت حسگر/ عملگر پیزوالکتریک بررسی نمودند. 

های آیروترمال  انش ورقدر کاری دیگر، کنترل فعال کم [14]همکاران
 را بررسی نمود.

هواپیماهای نظامی معمولاً موتورجت، مخزن سوخت و اجزای 
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شده، در  کنند. این اجزای نصب های خود حمل می دیگری را در بال
جایی مرز ناپایداری فلاتر  تغییر خواص ارتعاشی و همچنین جابه

ورق نخستین  . بررسی تأثیر جرم افزوده متمرکز روی[15]بال موثرند
و  بیگلو علی. [16]های الکتریکی مطرح شد بار برای طراحی سیستم

تأثیر جرم افزوده گسترده بر ارتعاشات آزاد ورق  [16]همکاران
ی از اصل همیلتون انجام دادند. آنها تئوری ریگ بهرهکامپوزیتی را با 

برشی مرتبه سوم را روی ورق مستطیلی دور مفصل اعمال نمودند و 
صورت توابع فوریه دوگانه در نظر گرفته شد. این  ها به ودشکل م

های کامپوزیت یا  پژوهش نشان داد که با افزایش تعداد لایه
و  زاده فاضلیابد.  افزایش نسبت منظری، فرکانس پایه افزایش می

ناپایداری استاتیک و دینامیک آیرودینامیک بال  [17]همکاران
همراه مخزن خارجی را بررسی نمودند. در این  سرگیردار به یک

پژوهش با استفاده از اصل همیلتون برای استخراج معادلات حاکم 
گرفتن فشار ناپای آیرودینامیک، تأثیر محل   بر مساله و با درنظر

ری فلاتر و واگرایی نصب جرم افزوده روی بال روی مرز ناپایدا
تأثیر جرم افزوده گسترده  [18]آزاد وحدتو  آزاد وحدتمطالعه شد. 

سرگیردار را بررسی  ی بر سرعت فلاتر یک ورق کامپوزیتی یکبعد کی
زدن جریان  نمودند. آنها با استفاده از تئوری پیستون برای تقریب

الی زدن سازه، تأثیر چگ فراصوت و تئوری کلاسیک ورق برای تقریب
جرم افزوده و موقعیت آن در وقوع فلاتر را مطالعه نمودند. در 

فلاتر ورق کامپوزیتی همراه مخزن خارجی را بر پایه  [15]پژوهشی
تئوری کلاسیک ورق تحلیل نمودند. آنها از پیستون مرتبه اول برای 

زدن جریان فراصوت، روش همیلتون برای استخراج معادلات  تقریب
رای حل مساله استفاده نمودند و با روش اجزای ریتز ب و روش ریلی

  محدود مقایسه کردند.
در زمینه  گرفته انجامدر کار حاضر، با توجه به فعالیت پیشین 

های کربنی و  شده با نانولوله های تقویت ارتعاشات و فلاتر ورق
به ورق، به  شده افزودهروی جرم  گرفته انجامهمچنین تحقیقات 
ضخیم مدرج تابعی  نسبتاً کامپوزیتی  های بررسی فلاتر ورق

همراه جرم افزوده پرداخته  های کربنی به شده با نانولوله تقویت
کردن  شود. در این پژوهش از تئوری برشی مرتبه اول برای مدل می

زدن جریان فراصوت  ورق و تئوری پیستون مرتبه اول برای تقریب
رق براساس جایی و توابع چرخش و شود. میدان جابه استفاده می
ی مختلف ها عیتوزشود. تأثیر  ی چبیشف بیان میها یا چندجمله
و محل و اندازه جرم افزوده روی مرز فلاتر  های کربنی نانولوله

  بررسی شده است.
  
  تئوری و معادلات حاکم: - ۲

و ضخامت  و  نمای بالا از یک ورق مستطیلی با ابعاد  ۱شکل 
دهد. سیستم مختصات از صفحه میانی  را نشان می ℎیکنواخت 

قرار دارد.  . جریان هوای فراصوت در راستای محور گذرد یمورق 
 و  و موقعیت مرکز آن با  و  ابعاد جرم گسترده افزوده با 

، یک نمای برشی از ورق چندلایه ۲. شکل اند شده شخصم
ام  ضخامت لایه  و  ها هیلاتعداد کل  ،  ضخامت باکامپوزیتی 

  است.
  شده با نانولوله کربنی خواص مکانیکی مواد تقویت - ۱- ۲

تواند  در راستای ضخامت می های کربنی نانولولهالگوهای توزیع 
های  یکنواخت یا مدرج تابعی باشد. چهار نوع توزیع ورق

است.  شده دادهنشان  ۳در شکل  های کربنی نانولولهشده با  تقویت
- ، افزایشی(FGX)افزایشی -، کاهشی(UD)های یکنواخت  توزیع

که در ادامه بررسی  هستند (FGV)و کاهشی  (FGO)کاهشی 
صورت تابع ضخامت  به های کربنی نانولولهشوند. درصد حجمی  می

درصد کلی حجمی  ∗است.  شده ارائه [19 ,8 ,7 ,5 ,1] ۱در جدول 
  دهد. نانولوله کربنی را نشان می

  

  
  هندسه ورق با جرم افزوده گسترده )١شكل 

  

  
  [1]کامپوزیتی هیچندلانمای برشی از ورق  )۲شكل 

  

  
 کننده نمای برشی از الگوهای مختلف تقویت )۳شكل 

  
  [19 ,8 ,7 ,5 ,1]های کربنی توابع کسر حجمی نانولوله )۱جدول 

  های کربنی توزیع نانولولهالگوی 
∗ یکنواخت  
∗ کاهشی  (1 + 2 ℎ) 
کاهشی - افزایشی  2 ∗  (1 − 2 | |ℎ ) 
افزایشی - کاهشی  4 ∗  | |ℎ  

  
کننده با  زدن خواص مواد تقویت برای تخمین ها مخلوطروش کلی 
های کربنی استفاده شده است. برحسب این روش، مدول  نانولوله
  نوشت: ۱صورت روابط  به توان یمو مدول برشی را  یانگ

=  الف) - ۱( +  

=  ب) - ۱( +  

=  ج) - ۱( +  

و مدول  یانگی ا مدولهترتیب  به و  ، ، ۱در رابطه 
 یانگمدول  و  دیواره هستند.  های کربنی تک برشی نانولوله

پارامترهای مؤثر خواص  و ، گرد و  و برشی زمینه همسان
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درصد حجمی  بین. هستندهای کربنی  شده با نانولوله تقویت
)های کربنی  کننده نانولوله تقویت و درصد حجمی زمینه  ( (   برقرار است. ٢رابطه  (

)۲(  + = 1 

شده  چگالی جرمی و نسبت پواسون مؤثر مواد مدرج تابعی تقویت
  .[5]هستند ۴و  ۳صورت روابط  ترتیب، به های کربنی به با نانولوله

)۳(  = +  

)۴(  = ∗ +  
ترتیب چگالی و نسبت پواسون  به و ،، ،و در آن

  کننده و زمینه هستند. برای نانولوله کربنی تقویت
  سازه سازی مدل - ۲ - ۲

در این مطالعه، تئوری برشی مرتبه اول روی ورق مدرج تابعی 
ها و  یجای جابه برحسبجایی ورق  اعمال شده است. میدان جابه

  :[8 ,6 ,1]دخواهند بو ۵صورت روابط  صفحه میانی ورق به ها چرخش
)  الف) - ۵( , , , ) = ( , , ) 

)  ب) - ۵( , , , ) = ( , , ) 

)  ج) - ۵( , , , ) = ( , , ) 

 و  ، ها در راستاهای  یجای جابهترتیب  به و  ، که در آن 
ی ها کرنشی ها مؤلفهاست. براساس تئوری برشی مرتبه اول خطی، 

صورت  ی بها صفحهی برشی خارج از ها کرنشی و ا صفحهدرون 
  شوند:  بیان می ۶روابط 

)۶(  = ,   =   
 و در آن:

=  الف) -۷( +  

=  ب) -۷( ++  

  شود: بیان می ۸صورت رابطه  بهکرنش  -روابط عمومی خطی تنش

)۸(  

= 0 0 00 0 0000 000 0 00 00 0  

  که در آن:

)۹(  

= 1 − , = 1 − , = 1 − , = , = ,            =  

شده با  های تقویت مؤثر ورق یانگی ا مدوله و  
و  ، در مختصات محلی مواد است.  های کربنی نانولوله

  .هستندی پواسون ها نسبت و  ی برشی و ا مدوله 
  دهد: صورت را نشان می انرژی کرنشی ورق به ۱۰رابطه 

)۱۰(  = 12   

  و در آن:

)۱۱(  = , 
)۱۲(  = 0 00 00 00 0 00 0 0 = 00  
)۱۳(  = ,  
)۱۴(  =  

,برای  سفتی خمشی  =  و سفتی برشی عرضی  1,2,6
,برای  =  شود. ضریب تصحیح برشی عرضی  تعریف می 4,5

های کاهیده  یسفت. [21 ,20]شود در نظر گرفته می ۸۳۳/۰معادل 
  شود: بیان می ۱۵در رابطه  امین لایه یا kانتقالی برای 

)۱۵(  [ ] = [ ] [ ][ ] , 
]که در آن ماتریس انتقال    است: ۱۶صورت رابطه  به [

[ ] = cos sin 2 sin cos 0 0sin cos −2 sin cos 0 0−sin cos00 sin cos00 cos − sin 0 00 cos − sin0 sin cos  

)۱۶(  
  است.ام  زاویه چرخش لایه  و 

  مدرج تابعی است: ، انرژی جنبشی برای ورق۱۷رابطه 

)۱۷(  = 12 ( )( +/
/ + )  

صورت  توان انرژی جنبشی ورق را به یم ۵و با استفاده از رابطه 
  یسی نمود:بازنو ۱۸رابطه 

)۱۸(  
= 12 ( )+ +  

  و در آن

)۱۹(  ( , ) = ( ). (1, )/
/  

  انرژی جنبشی جرم گسترده افزوده در سطح بالایی ورق برابر با:
)۲۰(  

= 12 +ℎ3 + ℎ3/
/

/
/  

برابر با چگالی جرم گسترده افزوده بر واحد سطح  بوده که در آن
است. با توجه به اینکه تنها تأثیر جرمی برای جرم افزوده در نظر 

  است: ۲۱گرفته شده، انرژی کلی جنبشی برابر با رابطه 
)۲۱(  = +  

یسی بازنودوباره  ۲۲بعد  یبروابط انرژی با استفاده از پارامترهای 
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ترتیب  به و  ، ، ،  بعد یبی ها نسبت. شوند می
نسبت منظری، نسبت ضخامت، نسبت طول، نسبت عرض و نسبت 

  جرمی هستند:

)۲۲(  
= , = , = , = ,  = ℎ , =  , = ,   = ℎ 

) ۲۰) و جرم گسترده افزوده (رابطه ۱۸و انرژی جنبشی ورق (رابطه 
بازنویسی  ۲۴و  ۲۳صورت روابط  بعد به یباستفاده از روابط 

  شوند: می

)۲۳(  
= 12 ( )+ +  Θ= 12 +3 + 3/ /

/ /
/ /

/ /  

)۲۴(    
  و انرژی جنبشی کل برابر است با:

)۲۵(  = +  

صورت رابطه  ) نیز در حالت بدون بعد به۱۰انرژی کرنشی ورق (رابطه 
  شود: یسی میبازنو ۲۶

)۲۶(  = 12 ̅  ̅  

  و در آن:

)۲۷(  ̅ = ̅̅ / , 

  الف) -۲۸(

̅ = +  

  ب) -۲۸(

̅ = + .+ . .  
کربنی با  ها نانولولهشده با  معادله حرکت سیستم سازه تقویت

  آید: یم) به دست ۲۹استفاده از اصل همیلتون (رابطه 

)۲۹(  [ ( − ) + ] = 0, 
شده توسط بارهای خارجی بوده و مطابق  کار انجام که در آن

  است:  ۳۰رابطه 

)۳۰(  =   

فشار آیرودینامیک است که با تئوری پیستون مرتبه اول در  Δو 
جریان پتانسیل خطی به دست آمده است. جهت جریان در راستای 

ر یانگب۳۱نشان داده شده است. رابطه  ۱بوده که در شکل  محور 
  :[22 ,12 ,9]است Δفشار آیرودینامیک 

)۳۱(  = 2 − 2− 1 + , 

  و در آن:

)۳۲(  = 2 , = − 1 

ترتیب برابر چگالی، سرعت و عدد  به و   ،   32در رابطه 
بعد  یبماخ در جریان آزاد هستند. در این پژوهش فشار 

=صورت  آیرودینامیک به 2 شود. در  معرفی می /
≪این مورد که  ]داریم،  1 − 2/ − 1] / → =بوده که در آن  / / ℎ است.  

  توابع شکل مود - ۳- ۲
برای تحلیل مساله فلاتر، روش شکل مودهای فرضی استفاده شده 

توان  یمجایی و توابع چرخش سیستم سازه را  است. میدان جابه
های  یا چندجملههای دوگانه از  یسرصورت  به ۳۳مطابق رابطه 
شده در تابع مرزی نوشت که شرایط مرزی اساسی  چبیشف ضرب

  .[24 ,23]کند هندسی را ارضا می

  لف)ا -۳۳(

( , , )= ( , ) ( , ) ( )= ( , ) ( ) , 
  ب) -۳۳(

( , , )= ( , )  ( , ) ( )= ( , ) ( ) , 
  ج) -۳۳(

( , , )= ( , ) ( , ) ( )= ( , ) ( ) , 
و بردارهای  و  شماره مودها در راستاهای  و که در آن 

بردار مختصات  و  ، شکل مودهای فرضی،   و  ، ستونی 
) یافته و  یمتعم , ) ،( , )و  ( , توابع مرزی  (

  هستند.
توابع مرزی باید شرایط مرزی هندسی ورق را ارضا نمایند. شرایط 

توان  یمسرگیردار (مدل بال) را  مرزی هندسی برای یک ورق یک
در نظر  آزاد در راستای  - و گیردار آزاد در راستای  - صورت آزاد به

=  ). بر این اساس داریم:۱گرفت (شکل  0 →    ( = 0, = , = ) →    
صورت رابطه  توان به یمسرگیردار را  یجه توابع مرزی ورق یکنت در
 نوشت: ۳۴

)۳۴(  ( , ) = ( , ) = ( , ) = , 
  شوند. فرض می ۳۵رابطه  شرح به و   ،و توابع مود 

)۳۵(  
( , ) = ( ) ( )  ( , ) = ( ) ( ) ( , ) = ( ) ( ) 

)که در آن )با  ( = 1,2,3, … ;   = , امین برابر با  (
ی چبیشف است و در شکل توابع کسینوس و بعد تکی ا چندجمله

  شود: بیان می ۳۶صورت رابطه  به

)۳۶(  
( ) = cos[( − 1) arccos(2 − 1)] ;    ( = 1,2,3, … ) 
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برای  قبول قابلعنوان تابعی  ی چبیشف بها چندجملههای  یسر
ی کامل و متعامد ا مجموعه اینکهشکل مودها دو مزیت دارند. اول 

ی چبیشف و مشتقاتش ا چندجملهیاً ثان] هستند. -۱،۱را در فاصله [
را نویسی  کدفرم بیان نمود که فرآیند  صورت ساده و تک توان به یمرا 

  .[25-23]دهد کاهش می
  مقادیر ویژه معادله دیفرانسیل - ۴- ۲

صورت  با اعمال اصل همیلتون، معادله حرکت خطی سیستم به
  شود: استخراج می ۳۷رابطه 

)۳۷(  ( ) + ( ) + ( + ) ( ) = 0, 
)بردار  ۳۷که در رابطه  ) = [ ( ) , ( ) , ( ) برابر  [

ماتریس  ∆ماتریس جرم مودال،  یافته،  یمتعمبردار مختصات 
ماتریس  ∆ماتریس سختی مودال و  میرایی آیرودینامیک، 

ی در تحلیل پایداری، ساز سادهمنظور  سختی آیرودینامیک است. به
  حالت نوشت:شکل فضای  توان به یمرا  ۳۸معادله دیفرانسیل 

)۳۸(  ̅ = [ ] ̅ 
  که در آن:

)۳۹(  ̅ =   

)۴۰(  [ ] = [0] [ ]−[ ] [ ] −[ ] [ ]  
]مقادیر ویژه ماتریس  شکل عدد مختلط به  به۴۱صورت رابطه  به [

 آیند.  دست می
)۴۱(  +  

=که در آن  √−1 ،Ω دهد و  نسبت میرایی سیستم را نشان می
  فرکانس ویژه سیستم است. 

افتد که دو فرکانس ویژه به هم  یمفلاتر برای سیستم زمانی اتفاق 
. [27]یا اینکه مقدار نسبت میرایی مثبت شود [26]برسند و یکی شوند
بعد بحرانی فلاتر  یببعد آیرودینامیک را فشار  یبدر مرز فلاتر، فشار  (   نامند. می (

  
  نتایج و بحث - ۳
  یگذار صحه - ۱- ۳

شده با  یتتقوفلاتر ورق کامپوزیتی مدرج تابعی  در این بخش
شود. در  های کربنی همراه با جرم افزوده بررسی و تحلیل می نانولوله
سنجی درستی روش حل، نتایج با مطالعات  منظور صحت ابتدا به

صورت  شود. خواص ماده پرکننده کامپوزیت به پیشین مقایسه می
Gpa۵/۲=Em ،kg/m3۱۱۵۰=  شوند.  فرض می =۳۴/۰و

اند،  شده گرفتهدیواره در نظر  شکل تک خواص نانولوله کربنی که به
، =Tpa۶۴۶/۵= ،Tpa۰۸۰/۷صورت  به Tpa۹۴۴/۱= ،۱۷۵/۰=  وkg/m3۱۴۰۰= است .

 برابر ∗=۱۲/۰پارامترهای مؤثر نانولوله کربنی برای درصد حجمی 
و برای درصد حجمی  =۷۱۵/۰و  =۰۲۲/۱، =۱۳۷/۰با 
است.  =۷/۰و  =۶۲۶/۱، =۱۴۲/۰برابر با  ∗=۱۷/۰

فرض  G12۲/۱=G23و  =های برشی برابر با  مدول
 شده گرفتهدر نظر  ۰۱/۰برابر با  شوند. پارامتر آیرودینامیک  می
  .[28]است

های  شده با نانولوله یتتقوهای طبیعی برای یک ورق  فرکانس
کربنی دور مفصل برای اعتبارسنجی مقایسه شد. به این منظور 

، نسبت =۱های طبیعی ورقی، با نسبت منظری  فرکانس
با دو الگوی یکنواخت  ∗=۱۷/۰و درصد حجمی  =۱/۰ضخامت 

که  [1]و همکاران لیتوسط  آمده دست بهافزایشی با نتایج - و کاهشی
شود.  ، مقایسه میاند شده ه بسحابراساس تئوری برشی مرتبه اول م

، ۲] است. جدول - ۴۵/۴۵/۴۵/-۴۵چینی [ ورق مفروض دارای لایه
طور که  دهد. همان فرکانس طبیعی اول این مقایسه را نشان می ۴

  در جدول مشخص است تطابق خوبی میان نتایج وجود دارد.
سنجی آیرودینامیک مساله، مرز بحرانی فلاتر برای   اعتبار منظور به

شکل بررسی شد. این  سرگیردار مربعی گرد یک یک ورق همسان
مقایسه شد. نتایج در  [29]داولبررسی با نتایج حاصل از پژوهش 

  دهد. یمبیان شده است و تطابق خوبی را نشان  ۳جدول 
  

=چهار فرکانس طبیعی اول پارامتری  )۲جدول  /ℎ برای  /
- ۴۵ی کربنی [ها نانولولهشده با  یتتقویه مدرج تابعی چندلاورق دور مفصل 

  =۱/۰و  =۱، ∗=۱۷/۰] با مقادیر - ۴۵/۴۵/۴۵/
  [1]و همکاران لی کار حاضر   نوع الگو

 یکنواخت

۱ ۶۸۸/۱۷  ۷۰۸/۱۷  
۲ ۲۶۷/۲۴  ۲۹۰/۲۴  
۳ ۲۵۳/۲۴  ۲۹۶/۲۴  
۴ ۶۴۴/۲۳  ۶۷۳/۳۳  

افزایشی- کاهشی  

۱ ۸۶۴/۱۷  ۸۸۱/۱۷  
۲ ۴۴۷/۲۴  ۴۶۴/۲۴  
۳ ۴۳۴/۲۴  ۴۷۰/۲۴  
۴ ۰۳۱/۳۴  ۰۴۶/۳۴  

  
 =۱گرد با  مرز فلاتر برای یک ورق مربعی همسان) ۳جدول 

  [29]و همکاران داول کار حاضر  مقدار فشار
) بعد آیرودینامیک فلاتر فشار بی ) ۲۸/۴۹  ۰۰/۴۹  

  
  پارامترهای مختلفیر تأث - ۲- ۳

یر پارامترهای مختلف جرم افزوده تأثدر این بخش به بررسی 
ی کربنی ها نانولولهشده با  یتتقوگسترده و ورق کامپوزیتی 

سرگیردار روی مرز فلاتر پرداخته شده است. در گام نخست به  یک
ی کربنی روی مرز ها نانولولههای مختلف  یعتوزبررسی اثر الگوهای 

پردازیم. بدین منظور در هر مورد الگوی توزیع تغییر  فلاتر می
  شوند. یمکند و سایر پارامترها ثابت نگه داشته  می

بعد آیرودینامیک  یبفشار  برحسب، تغییرات فرکانس ویژه ۱نمودار 
دهد. در این  یمبرای دو مود اول ارتعاشی ورق مربعی را نشان 

الگوی  برحسبی کربنی در راستای ضخامت ها ولهنانولمورد، توزیع 
و  =۱شکل و با  یکنواخت انتخاب شده است. جرم افزوده مربعی

۴/۰== /۵/۰ در مرکز ورق با    = / نصب  =
فرض شده است.  ∗=۱۷/۰و  =۱، =۱/۰شده است. برای ورق 

بعد  یبدر فشار  در نمودار مشخص است که دو مود اول ارتعاش
رسند و در این نقطه فلاتر برای  یمبه هم  =۲۸/۲۳آیرودینامیک 

  سیستم رخ داده است.
، مرز فلاتر برای دو مود اول ارتعاشی و برای ورق با جرم ۲در نمودار 

افزایشی ترسیم شده است. در این  - افزوده و الگوی توزیع کاهشی
برای سیستم  =۳۳/۱۴میک بعد آیرودینا یبمورد فلاتر در فشار 

شود که فلاتر  یمدیده  ۲و  ۱رخ داده است. در مقایسه نمودارهای 
افزایشی زودتر از توزیع یکنواخت رخ  -برای ورق با توزیع کاهشی

  داده است.
ترتیب مرز فلاتر برای الگوهای توزیعی  که به ۴و  ۳در نمودارهای 

دهند، برای الگوی کاهشی  یمکاهشی را نشان  -کاهشی و افزایشی
فلاتر  =۱۶/۴۴کاهشی در -و برای الگوی افزایشی =۳/۲۴در 

  دهد. رخ می
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شده با توزیع یکنواخت  یتتقوتغییرات فرکانس ویژه ورق کامپوزیتی  )۱نمودار 
  بعد آیرودینامیک یبفشار  برحسبی کربنی ها نانولوله

  

  
ی ها نانولولهشده با  یتتقوتغییرات فرکانس ویژه ورق کامپوزیتی ) ۲نمودار 

  بعد آیرودینامیک یبفشار  برحسبافزایشی  -کربنی توزیع کاهشی
  

  
شده با توزیع  یتتقوتغییرات فرکانس ویژه ورق کامپوزیتی ) ۳نمودار 
 بعد آیرودینامیک یبفشار  برحسبی کربنی توزیع کاهشی ها نانولوله

  

  
شده با توزیع  یتتقوتغییرات فرکانس ویژه ورق کامپوزیتی  )۴نمودار 
  بعد آیرودینامیک یبفشار  برحسبکاهشی  -ی کربنی توزیع افزایشیها نانولوله

شود که مرز فلاتر برای الگوی  یمدیده  ۱- ۴با مقایسه نمودارهای 
 - افزایشی از بقیه کمتر و برای الگوی توزیعی افزایشی - کاهشی
بیشترین بوده و پایداری برای الگوهای کاهشی و  کاهشی

یکنواخت بسیار به هم نزدیک است. همچنین در این نمودارها 
شود که فرکانس ویژه در مرز فلاتر برای مورد توزیع  مشاهده می
، =۹۸/۹افزایشی در  -، برای مورد کاهشی=۹۲/۳یکنواخت در 

مورد کاهشی در و برای  =۳۲/۷کاهشی در - برای مورد افزایشی
 -رخ داده است. فرکانس ویژه برای الگوی کاهشی =۵۹/۷

 - ترتیب در الگوهای کاهشی، افزایشی افزایشی از همه بیشتر و به
  کاهشی و یکنواخت کمتر شده است.

بعد  یبافزایش فشار  برحسب، تغییر نسبت میرایی ۵نمودار 
دو مود اول دهد. زمانی که نسبت میرایی  یمآیرودینامیک را نشان 

دهد. در این نمودار  یمارتعاشی از حالت صفر دور شوند، فلاتر رخ 
های مختلف ترسیم  یجرمکه برای توزیع یکنواخت و در نسبت 

و  MRشود با افزایش نسبت جرمی  یمشده است، مشاهده 
به  ۲/۰شدن جرم افزوده گسترده نسبت به ورق پایه از   تر ینسنگ
بد و فلاتر زودتر برای سیستم رخ یا یم، مرز فلاتر کاهش ۴/۱
  دهد. یم

 برحسببعد جرم افزوده روی فلاتر را  یبیا طول  LRیر تأث، ۶نمودار 
دهد. در این نمودار که برای  یمبعد آیرودینامیک نشان  یبفشار 

ی کربنی ترسیم شده است، ها نانولولهچهار الگوی مختلف توزیع 
که در  طور همانکند.  یمییر تغ ۹/۰تا  ۱/۰بعد جرم افزوده از  یبطول 

نمودار مشخص است، برای هر چهار الگوی توزیع با افزایش طول 
شود  یمشود. همچنین مشاهده  یمجرم افزوده، مرز فلاتر بیشتر 

برای الگوی کاهشی بالاتر از الگوی  LRمرز فلاتر در تمام مقادیر 
کاهشی بالاتر از دو  -کاهشی و برای الگوی افزایشی - افزایشی

  . استافزایشی و یکنواخت  -الگوی کاهشی
=یا فاصله جرم افزوده از لبه حمله (لبه  /یر تأث ) روی 0

برای چهار  ۷بعد آیرودینامیک در نمودار  یبفشار  برحسبمرز فلاتر 
توزیع ترسیم شده است. برای هر الگوی توزیع، روند الگوی 

همواره توزیع  /تغییرات متفاوت است، اما در تمام مقادیر 
افزایشی کمترین مقدار مرز را  - کاهشی بیشترین و توزیع کاهشی

  برای رسیدن به ناپایداری فلاتر دارند.
شه (لبه یا فاصله جرم افزوده از ری /یر تأثر یانگب ۸نمودار  = بعد آیرودینامیک است. برای الگوی  یبفشار  برحسب) 0

گرفتن جرم افزوده از ریشه ورق، مرز فلاتر کمتر  یکنواخت با فاصله
افزایشی، کاهشی  -برای سه الگوی کاهشی در حالی کهشده است. 
کاهشی با افزایش فاصله جرم افزوده از لبه ریشه در  - و افزایشی

  ابتدا مرز فلاتر کمی زیادتر و سپس کمتر شده است.
  

  
ی ها نانولوله شده با توزیع یکنواخت یتتقومرز فلاتر ورق کامپوزیتی  )۵نمودار 
  ی جرمی مختلفها نسبت برحسبکربنی 
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ی ها نانولولهمرز فلاتر ورق کامپوزیتی با الگوهای توزیعی مختلف  )۶نمودار 
 LR برحسبکربنی 

  

  
ی ها نانولولهمرز فلاتر ورق کامپوزیتی با الگوهای توزیعی مختلف  )۷نمودار 
 / برحسبکربنی 

  

 
های  مرز فلاتر ورق کامپوزیتی با الگوهای توزیعی مختلف نانولوله )۸نمودار 
 / برحسبکربنی 

  
تغییرات فاصله از لبه ریشه برای سه ورق با جرم  ۱۰و  ۹نمودارهای 

. اند متفاوت هم با WR دهند که تنها در اندازه یمافزوده را نشان 
براساس  ۱۰و نمودار  افزایشی -کاهشی الگوی براساس ۹نمودار 

که در هر نمودار مشخص  طور هماناند.  یم شدهترسالگوی یکنواخت 
مرز فلاتر کاهش  ۷/۰به  ۳/۰از  / است، با افزایش فاصله 

به  ۱/۰از  WRشدن   افزایشی با زیاد -یابد. برای الگوی کاهشی یم
مرز فلاتر افزایش داشته است. برای  /برای همه مقادیر  ۳/۰

 WR=۳/۰، ورق با ۵۵/۰کمتر از  /نواخت در مقادیر الگوی یک
 /سازد و برای فواصل  یمین تأمبالاترین مرز پایداری فلاتر را 

  بیشترین مرز فلاتر دارد. WR=۱/۰ورق با  ۶۵/۰بیشتر از 

بعد  یب، مقدار نسبت میرایی برحسب فشار ۱۲و  ۱۱در نمودارهای 
با زوایای مختلف برای   چینی لایه یرتأثآیرودینامیک ترسیم شده و 

ای پاد متقارن روی مرز فلاتر بررسی شده  یک کامپوزیت دو لایه
کاهشی  چینی مختلف از الگوی برای سه زاویه لایه ۱۱است. نمودار 

] ۶۰/-۶۰چینی [ که مشخص است، در لایه طور همانترسیم شده و 
تر کمترین ] مرز فلا۳۰/- ۳۰چینی [ مرز فلاتر بیشترین و در لایه

 که براساس الگوی توزیعی یکنواخت ۱۲مقدار است. برای نمودار 
 ]۶۰/-۶۰چینی [ بوده، همین نتیجه تصدیق شده است و لایه

  ] کمترین مرز فلاتر را دارد.۳۰/- ۳۰بیشترین مرز فلاتر و [
  

 
های کربنی توزیع  شده توسط نانولوله یتتقومرز فلاتر ورق کامپوزیتی  )۹نمودار 
 / برحسبهای مختلف WRافزایشی با  -کاهشی

  

  
های کربنی توزیع  شده توسط نانولوله یتتقومرز فلاتر ورق کامپوزیتی  )۱۰نمودار 

 / برحسبهای مختلف WRیکنواخت با 
  

  
های کربنی توزیع  نانولولهشده توسط  یتتقومرز فلاتر ورق کامپوزیتی  )۱۱نمودار 

  بعد آیرودینامیک یبفشار  برحسبهای مختلف  ینیچ کاهشی با لایه
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های کربنی توزیع  شده توسط نانولوله یتتقومرز فلاتر ورق کامپوزیتی  )۱۲نمودار 

  بعد آیرودینامیک یبفشار  برحسبهای مختلف  ینیچ یکنواخت با لایه
  
  گیری یجهتن - ۴

در این پژوهش، اثر جرم افزوده گسترده بر مرز فلاتر ورق کامپوزیتی 
های کربنی بررسی شد. اصل  شده با نانولوله یتتقومدرج تابعی 

های برشی مرتبه اول برای ورق و  یتئورهمیلتون، با استفاده از 
پیستون مرتبه اول برای جریان فراصوت، روی ورق مستطیلی 

یان فراصوت اعمال شد. اثر نسبت جرمی، همراه جرم افزوده در جر به
محل جرم افزوده، ابعاد جرم افزوده و الگوهای مختلف توزیع در 

کننده ورق روی رفتار آیروالاستیک ورق  یتتقوهای کربنی  نانولوله
  زیر است: صورت بهبررسی شد. نتایج 

شدن جرم افزوده نسبت به   تر ینسنگبا افزایش نسبت جرمی و  -۱
 افتد. یمیابد و فلاتر زودتر اتفاق  یمورق پایه، مرز فلاتر کاهش 

با افزایش طول جرم افزوده در راستای جریان، مرز فلاتر و دامنه  -۲
 یابد. یمپایداری افزایش 

های کربنی، در مقایسه با  الگوی توزیع کاهشی در نانولوله -۳
میزان تغییرات را نسبت به مکان و ابعاد  الگوهای دیگر ،بیشترین

 است. تر حساسجرم افزوده دارد و 
با تغییر مکان جرم افزوده در راستای عمود بر جریان و با  -۴

افزایش فاصله از انتهای گیردار (ریشه) ورق، ابتدا مرز فلاتر افزایش 
 یابد. یمو سپس کاهش 

برای الگوهای  با تغییر مکان جرم افزوده در راستای جریان، -۵
رسیدن به ناپایداری   درورق  ی کربنی، رفتارها نانولولهمختلف توزیع 

 فلاتر متفاوت خواهد بود.
های پاد متقارن  چینی الیاف در کامپوزیت با افزایش زاویه لایه - ۶

   یابد.  مرز، پایداری فلاتر افزایش می
  توسط نویسندگان بیان نشده است.وردی متشکر و قدردانی: 
  توسط نویسندگان بیان نشده است.وردی م تاییدیه اخلاقی:

  توسط نویسندگان بیان نشده است.وردی ممنافع: تعارض 
نگارنده  (نویسنده اول)، علی جمشید سهم نویسندگان:

آزاد  نادر وحدت ؛%)٥٠نگارنده بحث (/پژوهشگر اصلی/مقدمه
کمکی/تحلیلگر شناس/پژوهشگر  روش (نویسنده دوم)،

  %)٥٠آماری/نگارنده بحث (
  بیان نشده است.توسط نویسندگان وردی م منابع مالی:

  
 نوشت پی - ۵

 پایه ورق طول   علایم
 پایه ورق عرض  منظری نسبت  برشی -کششی سختی ماتریس 

 افزوده جرم طول 
C افزوده جرم طولی نسبت  برشی، ماتریس سختی تصحیح ضریب  ممان اینرسی  ضخامت نسبت    کل برشی مدول  مرزی شرط تابع  اصلی راستای در ماتریس کششی مدول  عمود راستای در کربنی نانولوله کششی مدول  عمود راستای در کل کششی مدول  عمود راستای درکننده   پر کششی مدول  اصلی راستای در کربنی نانولوله کششی مدول  اصلی راستای در کل کششی مدول  خمشی سختی ماتریس  افزوده جرم عرض   ماتریس میرایی 

∗ کربنیهای  نانولوله حجمی درصد  y راستای در جایی جابه  کرنشی، سرعت جریان انرژی  x راستای  در جایی جابه  ام کاهیده سختی  چبیشفام   جمله  افزوده جرم برای جرمی نسبت  جریان ماخ عدد  جرمی ماتریس   کنندهپر حجمی درصد  کربنیهای  نانولوله کل حجمی درصد 
 z راستای در جایی جابه 
 خارجی بارهای کار 
 z راستای  در ورق میانی صفحه جایی جابه 
 افزوده جرم عرض نسبت 
 طولی محور راستای در افزوده جرم مکان 
 عرضی محور راستای در افزوده جرم مکان 
 حالت فضای متغیر 

  علایم یونانی
 برشی کرنش 
 میانی صفحه برشی کرنش 
 کل پواسون نسبت   کربنیهای  نانولوله تاثیر ضریب   قائم کرنش 
 کربنی نانولوله پواسون نسبت 
 پرکننده پواسون نسبت 
 چرخش مشتقات 
 آیرودینامیک بعد بی فشار 
 ورق به هوا جرمی نسبت 
 کنندهپر چگالی   کل چگالی 
 کربنیهای  نانولوله چگالی 
 برشی تنش   قائم تنش 
 x محور حول چرخش 
 y محور حول چرخش 
 سیستم ویژه فرکانس 
 پایه ورق جنبشی انرژی 
 افزوده جرم جنبشی انرژی 
 کل جنبشی انرژی 
 آیرودینامیک فشار 
 سیستم میرایی نسبت 

  های کربنی نانولوله   مواد پرکننده   ها بالانویس
  ها زیرنویس

  شده مواد پرکننده، جرم افزوده 
Δ  های کربنی نانولوله    فشار آیرودینامیک 
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