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عرضی اي تحت نیروي تصادفی ي نازك استوانهاي شدن براي یک پوستهي حاضر رفتار غیرخطی، ناپایداري، شرایط وقوع و نوع دوشاخهمقالهدر   
. نیروي تصادفی از جنس نویز سفید بوده و سازه در یک محیط ویسکوالاستیک عمومی واقع شده است. بصورت کاملاً تحلیلی مطالعه شده است

هایی همراه است که این امر با یافتن یک حل دقیق براي یک سیستم غیرخطی ویسکوالاستیک که تحت نیروهاي تصادفی قرار دارد با دشواري
هایی منطبق بر واقعیات کاربردي و عملی، تامین شده سازيو لحاظ کردن ساده (FPK)ي توانمند فوکر پلانک کولموگروف گیري معادلهکاربه

ي خواص آماري پاسخ یک سیستم دینامیکی تصادفی از چگالی احتمالی آن قابل استحصال است، این تابع به صورت جا که کلیهاز آن. است
اي شدن اي شدن، گونه دوشاخهها بر پایداري، دوشاخهها و اثر تغییر علامت آني تعداد ریشهي محاسبهمحاسبه و رفتار آن بوسیلهکاملاً تحلیلی 

اي قابل استفاده باشد، معادلات هاي استوانهنتایج براي طیف وسیعی از پوستهکه به جهت آن. و رفتار غیر خطی سیستم بررسی و مطالعه شد
در انتها با ذکر چند مثال، حالات مختلف اثر . ها بیان شداعداد بدون بعد بازنویسی و نتایج بر اساس آناز کارگیري طیفی ستم با بهي سیحاکمه

  .بعد در نظر گرفته شده بر رفتار، پایداري، وقوع و نوع دوشاخگی در پاسخ سیستم مورد مطالعه قرار گرفتتغییر پارامترهاي بی
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 In this paper, the nonlinear behavior, instability and bifurcation phenomena in the response of a 
cylindrical shallow shell under lateral white noise excitation are studied. The structure interacts 
with a general non aging viscous medium that can be modeled by relaxation or creep kernels. 
Using the powerful FPK equation and some practical and logical simplifications, an exact solution 
for such complex system including nonlinearity, viscoelasticity and randomness is obtained. Since 
all statistical properties of response such as mean, variance, statistical moments, central 
moments, etc. can be obtained from the probability density function, the behavior of this function 
including the number and sign of its roots and their effects on the stability, bifurcation 
phenomenon and the type of bifurcation is investigated and studied. In this process, using some 
non dimensional quantities, the governing equation and the probability density function are 
rearranged such that the results of simulations can be used for a broad band of cylindrical shallow 
shells. Finally, using some examples, the variations of the non dimensional quantities on the 
whole behavior, stability and bifurcation type of response are studied. 
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  مقدمه - 1

دلیل  مدلسازي دقیق سیستمهاي دینامیکی کاربردي و صنعتی عمدتاً به
هایی ها وجود دارد با ساده سازيگونه مدلمشکلاتی که براي تحلیل این

ها و فرایندهاي حل هاي اخیر با گسترش رایانههرچند در سال. همراه است
ها کمتر شده لکن درمباحث مربوط به سازي مدلدي، احتیاج به سادهعد

یافتن پاسخ دقیق و تحلیلی براي سیستمهاي دینامیکی، هنوز انتخاب مدل 
  .مناسب گامی بزرگ است

ي نازك در سیستم مورد بررسی در تحقیق حاضر که یک پوسته
بودن  تصادفیاي است، سه عامل غیرخطی بودن، ویسکوالاستیسیته و  استوانه

نیروهاي وارده که وجود هر کدام سبب پیچیدگی در معادلات حاکمه خواهند 
ي رفتار آن مورد بررسی قرار و مطالعه تر سیستمبود جهت مدلسازي دقیق

کاربرد موادي که داراي رفتار باید توجه داشت که . گرفته است
ش یافته است ویسکوالاستیک هستند، در بعضی صنایع، در سالهاي اخیر افزای

اولاً آنـکه بسیـاري از : زیر بوده است يکه این موضوع به دو دلیل عمده
صنایع داراي عملکردي در دماهاي بالا هستند که سبب رفتـارهاي 

گونه موارد میشوند و طبـیعتاً در این) حتـی فلزات(ویسکوالاستیک در مـواد 
بسیاري از مواد نظیر پلیمرها، باشد؛ ثانیاً مدل الاستیک قادر به جوابگوئی نمی

 هابافتبسیاري از فیبرهاي طبیعی و مصنوعی و  هاي مرطوب،خاك چوب،
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 .تر استداراي رفتاري هستند که با مدل ویسکوالاستیک توجیه آنها دقیق
مسائل مربوط به ارتعاشات تصادفی به  همچنین هرچند مدلسازي بسیاري از
شود اما در می شده و مییودیک انجام وسیله مدل کردن نیروها با توابع پر

هاي معمول گونه مسائل، روشی غیر از روشبراي آنالیز اینتر هاي دقیقمدل
جاي هدر این روش ب. استهاي آماري د که همان روشوشمی کار گرفتههب

استفاده از توابع ریاضی، از یک فضاي آماري که متکی بر پارامترهاي احتمالی 
یا دیگر مشخصات آماري واریانس  ،میانگین، 1احتمالی چگالی تابعنظیر 

باعث بهبود در تحقیقات جدیدتر، کارگیري این روش هب. شوداستفاده می
- از اولین کارها در به. هوا و فـضا شد خصوصاً در حوزهزیادي در مسائل 

تحریک گوسی اشاره کرد که ارتباط ] 1[توان به مرجع کارگیري این روش می
  .مورد مطالعه قرار گرفته بودپاسخ گوسی آن با ک سیـستم خطی ی) نرمال(

هاي عددي و خصوصاً روش يدلیل توسعههب میلادي به بعد 80ي از دهه
هاي حل يهاي زیادي در زمینهگام ،با استفاده از الگوریتم تـابع تبدیل فوریه

مسائل مربوط به  .بودها گسترش رایانهدلیل  که عمدتاً به برداشته شدآماري 
هاي الاستیک یا ویسکوالاستیک یک بعدي عنوان سیستمهها بتیرها و میله

توسط افراد مختلفی مورد مطالعه بوده است که به عنوان نمونه از تحقیقات 
ها پایداري که در آن ]2[ دروزدوفتحقیقات توان به ، میهاي اخیردر سال

تحت نیروهاي ایط مختلف، در شرهاي ویسکوالاستیک غیرپایستار میله
مورد مطالعه قرار داده و شرایط پایـداري را بیـان را  نویز سفیدتصادفی از نوع 

  .دنموده است، اشاره کر
اولین تحقیقات در این ها، ها و پوستهدر مورد مسائل دو بعدي نظیر ورق

ریان سیال ها حین عبور جگونه سیستمزمینه مربوط به مطالعه ارتعاشات این
پریودیک نیروهاي معین  ها ابتدا باي مدلسازيهعمد .هاستآندر اطراف 

تحت  که رفتار ورق الاستیک خطی را] 3[داول انجام شده است مثل پژوهش 
هاي فرایندهاي استـفاده از تئوري .نیـروي آیرودینامیک بررسی کرده است

شود ختم میپنل فلاتر  يپدیدهبررسی بیشتر به  گونه مسائلاینتصادفی در 
  ].4[شودالبته طیف وسیعی از تحقیقات را شامل میه ک

و تحت بارهاي تصادفی نوسانگرهاي غیرخطی در مورد پایداري و رفتار 
یافتن شرایطی براي پایداري یا طبقه بندي رفتاري آنها بصورت عددي و 

ي مسائل تحلیلی تحلیلی تحقیقات فراوانی انجام شد است که عموماً در حوزه
هاي دقیق یا تقریبی براي این معادله و یافتن حل FPK2بر استفاده از معادله 

همراه بعضی از مقاله ترین محققین در این زمینه بهمعروف. استوار است
شود میلادي تاکنون در تحقیقات دیده می 80هایشان که از انتهاي دهه 

ي حل این تحقیقات در زمینه از دیگر]. 6[و ] 5[عبارتند از لین و کاي 
توان به صورت دقیق و تقریبی که جزء تحقیقات روز هستند میمعادله به

و کراوفورد و همکاران ] 8[، ژو و همکاران ]7[پژوهشهاي رانگ و همکاران 
  .اشاره کرد] 9[

تر هاي ذکر شده در پاراگراف قبل براي مسائل کاربرديکارگیري روشبه
ها کمتر دیده شده اما بتدریج در حال گسترش است وستهها و پهمچون ورقه

که به بررسی پایداري ورق در حال ] 10[توان به مرجع بعنوان نمونه می
  .هاي تصادفی پرداخته است اشاره نمودحرکت محوري و تحت اثر مولفه

از آنجا که حل معادلات تصادفی مستلزم یافتن پارامترهاي آماري آن 
آماري از تابع چگالی احتمالی یک متغیر تصادفی قابل بوده و کلیه خواص 

ي فعالیتها در حوزه مسائل ارتعاشات تصادفی ، کلیه]11،12[استحصال است
در مقاله حاضر از معادله توانمند . مبتنی بر یافتن چگالی احتمالی پاسخ است

                                                                                                                                           
1- Probability density function 
2- Fokker Planck Kolmogorov 

FPK ي تابع چگالی احتمالی ارتعاشات غیر خطی پوسته نازك براي محاسبه
هاي غیرزمانمند اي در تماس با محیط ویسکوالاستیک با ویژگینهاستوا

سازي مواد هاي مختلفی در تحقیقات جهت مدلمدل. استفاده شده است
ي استفاده از عناصر فنر ویسکوالاستیک پیشنهاد شده است که عمدتاً بر پایه

هاي اخیر با گسترش تحقیقات در سال]. 13،14[ي خطی هستندو میراکننده
براي ماده ویسکوالاستیک  3ي حافظهکارگیري هستهر این زمینه و بهد
شود که بر ها مشاهده می، جامعیتی در تدوین این نوع مدلسازي]15،16[

ي حافظه و چگونگی تابعیت آن از زمان است ي تعریف درست هستهپایه
ارائه شده  2-2شرح بیشتر چگونگی مدلسازي این مواد در بخش ]. 17،18[

  .است
ترین کاربرد عملی موضوع مورد مطالعه در تحقیق قابل ذکراست که عمده
آلود هاي مرطوب و گلهایی که در تماس با خاكحاضر به بررسی رفتار سازه

  .هستند وابسته است] 20[هاي ساحلی یا رزین و کائوچو در سازه] 19[

  تئوري مساله - 2
  ویسکوالاستیک غیرزمانمندمروري بر روابط تنش و کرنش در مواد  - 1- 2

به غیر از رفتار الاستیک و پلاستیک مواد که در اولی کل تغییر فرم پس از 
رسد و در دومی مقداري برداشتن تنش از روي سیستم به وضعیت نخست می

با کرنش  ،در بعضی از مواد با اعمال تنش ثابت ماند،از آن همیشه باقی می
 ،ر صورتیکه بار از روي قطعه برداشته شودد و یافته افزایشآهنگ رشد نزولی 

کاهش ) معمولاً بصورت تابع نمایی(و با آهنگی مشخـص  بتدریجکرنش نیز 
- شناخته و شبیه مدل ویسکوالاستیک عموما بااین رفتار  ).1شکل ( یابدمی

  .شودسازي می
که هر چه زمان اعمال بار در یک ماده ویسکوالاستیک بیشتر واضح است 

. یابدنرخ افزایش آن با گذشت زمان کاهش می اما یافتهافزایش  شود، کرنش
. نقش خواهد داشتگونه مواد بنابراین عامل زمان نیز در معادلات متشکله این

هاي مختلفی جهت مدلسازي مواد ویسکوالاستیک در تحقیقات قابل مدل
ت سري کاگیري توامان عناصر فنر و دمپرخطی و ترکیبارویتند که عمدتاً با به

هاي معروف کلوین، توان به مدلاز آن جمله می. اندها بدست آمدهو موازي آن
با توجه به  ].14[ماکسول برگرز، کلوین و ماکسول تعمیم یافته اشاره کرد 

با استفاده از اصل برهم نهی ] 13،21[بعضی محققین  ،هامدل گستردگی
کلی بین تنش و کرنش با استفاده از دو  يیک رابطهاند بولتزمن تلاش کرده

که در  بیان نماینـد 5خزش يو هسته 4وارهیدگی يویژگی اساسی هسته
  .تحقیق حاضر نیز از این شیوه جهت مدلسازي مساله استفاده شده است

  

  
ي کلی از ماده نمودار تنش و کرنش بر حسب زمان براي یک گونه 1 شکل

 ویسکوالاستیک
                                                                                                                                           
3- Memory Kernel 
4- Relaxation Kernel 
5- Creep Kernel 
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  اصل برهم نهی بولتزمن -2-2
هاي وارهیـدگی در این قسمت چگونگی ارتباط بین تنش، کرنش و هسته

محوري در حالت یک بعدي قرار دارد وخـزش براي یک نمونه که تحت بار 
یک (بر اساس این اصل چنانچه یک نمونه را  .]14،22[شده است  بررسی

قرار دارد در ) تنش صفر(که در حالت آزاد ) میله با مقطع مستطیلی شکل
، مقدار تنش در  [t,0]تحت بار کششی محوري قرار دهیم در بازه  t0=0لحظه

 ):1(مطابق رابطه  باشدبوجود آمده میهر لحظه تابعی از تاریخچه کرنش 

)1(  *

0
( ) ( , ) ( )

t
t x t d      

اشد؛ بثابتی می t براي هر پذیر نسبت به متغیر تابعی انتگرال X*(t,)که تابع 
یک رابطه کلی بین تنش و کرنش در مواد ویسکوالاستیک خطی را  1رابطه 

زمان  بوده و درتوابعی به حد کافی هموار  تنش و کرنشاگر . نمایدبیان می
 توان بهمی )1(گیري جزء به جزء از رابطه باشند، با انتگرال صفر برابر صفر

  :رسید )2(رابطه 

)2(  
*

*( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
t

o

xt x t t t t d     



 

  

  :شودبیان می  )3(رابطه به صورت  X*(t,) تابع
)3(  *( , ) ( ) ( , )x t E Q t     
نامیده  2و سنجش وارهیدگی 1ترتیب مدول یانگ فعلیه بQ(t,) و E() و

  :هستند )4(و داراي روابط  شده

)4(  
*( ) ( , )E x    

* *( , ) ( , ) ( , )Q t x t x      
  :شودتعریف می )5(هسته وارهیدگی با رابطه همچنین 

)5(  
*

* 1 ( , )( , )
( )

x tR t
E t










 

 موادمتشکله براي  يکه معادله )6(رابطه مهم ) 5(تا ) 2(با استفاده از روابط 
  :قابل استحصال استباشد ویسکوالاستیک خطی می

)6(  
*

0
( ) ( ) ( ) ( , ) ( )

t
t E t t R t d           

 و  tمشخص است هسته وارهیـدگی به دو عامل  )6(همانطور که از رابطه 
باشـد؛ در می 3زمانمند با ویژگی وابستگی دارد که این مسأله از خواص مواد

انتخاب مبدأ زمانی بر خواص ماده موردنظر در آزمایش تأثیر نگذارد صورتیکه 
توان باشد می 4ماده مورد بحث از نوع غیر زمانمندویژگی عبارت بهتر هیا ب

) 7(ي به فرم رابطه) 6(ي ، لذا رابطه]22[ دارد (t-) تابعیت از *Xگفت که 
  :شودبازنویسی می

)7(  0
( ) ( ) ( ) ( )

t
t E t R t d            

اي مهم براي ارتباط دادن تنش و کرنش در مواد غیر رابطه )7(ي هرابط
ي مهمترین دلیل استفاده از رابطه. استزمانمند با داشتن هسته وارهیدگی 

بعبارت دیگر تمامی حالات ویسکوالاستیسیته خطی . جامعیت آن است) 7(
هاي مشهور مواد و مدل 5مثل وارهیدگی تنش، خزش کرنش و پسماند

و توسعه ] 22[ویسکوالاستیک خطی با این رابطه قابل مدلسازي هستند 
نیز بر اساس این ] 26[و شبه خطی ] 23-25[مدلسازي براي مواد غیرخطی 

ي کارگیري هستهبا بهنحوه دیگري از نگرش  البته. اصل انجام شده است
که فرض بـر آنست در آنکه  ي وارهیدگی وجود داردخزش بجاي هسته

                                                                                                                                           
1- Current Young Modulus 
2- Relaxation Measure 
3- Aging Material 
4- Nonaging Material 
5- Hysteresis 

بر ]. 22،27[ تنش موجود در نمونه باشد ياي تابعی از تاریخچهلحظهکرنش 
  :شودتعریف می) 8(ي این اساس رابطه

)8(  0

1( ) ( ) ( , ) ( )
( )

t
t t K t d

E t
           

ي تنش و کرنش براي مواد ویسکوالاستیک با ویژگی زمانمند در حالت که رابطه
  .انمند استهمین رابطه براي مواد با ویژگی غیرزم) 9(کلی بوده و رابطه 

)9(  0

1( ) ( ) ( ) ( )
t

t t K t d
E

            

  .باشدي خزش میهسته Kکه 

  ي نازك استوانه ايي پوستهي حاکمهمعادله -2-3
اي که در امتداد دو لبه طولانی ي الاستیک استوانه، یک پوسته2مطابق شکل 

گاه ساده بوده و بر بستري ویسکوالاستیک و تحت بار جانبی خود داراي تکیه
ي جانبی کاملاً با فرض آنکه بار گسترده. قرار دارد را در نظر بگیرید qتصادفی 

. دانست xتوان خیز را به عنوان تابعی فقط از یکنواخت توزیع شده است می
) 10( يي حاکمه براي ارتعاشات جانبی مطابق رابطهصورت معادلهدراین

  ]:27[عبارتست از 

)10(  
2 4 2

2 4 2 { }W W W Nh D N cO W q
t x x r


  

    
  

 

شعاع  rاي، سختی خمشی استوانه Dضخامت،  hدانسیته،  خیز،  Wکه 
نیروي عمود بر سطح میانی پوسته و توزیع  Nانحناي سطح میانی پوسته، 
عملگر ارتباط تغییر فرم و  O{}و  6ثابت بستر Cشده بر واحد طول پوسته، 

  .باشدنیرو براي ماده ویسکوالاستیک می
و  xگاه ساده که امکان حرکت در جهت با توجه به شرایط تکیه

کند و با فرض ي بلند پوسته غیر ممکن میرا در طول هر دو لبه zهمچنین
  ]:27[شود نتیجه می) 11(ي رابطه Nثابت بودن 

)11(  
2

2 0 0

1 1( )
2(1 )

l lEh dWN dx Wdx
dx rl

 
  

  
   

و ) را ببینید 2شکل ( xوتر استوانه در جهت  lمدول الاستیسیته یانگ،  Eکه 
 ي یک معادله) 10(در ) 11(گزینی رابطه با جاي. ضریب پواسون است

هایی مناسب شود که بایستی با روشاي حاصل میانتگرالی دیفراسیلی پاره
مثلاً با . گرددتر گونه سیستمها است مساله سادهکه مختص تقریب این

  ،)12(ي استفاده از روش گلرکین و بسط خیز با مود غالب اول بصورت رابطه

)12(     , sin xW x t w t
l


   
  

 
 ي تصادفی جانبیاي تحت بار گستردهي استوانهپوسته 2شکل 

                                                                                                                                           
6- Bed Constant 
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r 
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توان به رابطه و انتگرال گیري بر روي دامنه می) 11(در ) 12(و اعمال رابطه 
  :رسید Nبراي ) 13(

)13(  
2 2

2
2 2 3

8
4(1 )
Eh lN w w

l r

 

 
     

   

 sin(x/l) ضرب کل معادله درو ) 10(در ) 12(و ) 13(گذاري روابط با جاي
  :رسید) 14(ي توان به رابطهگیري بر روي دامنه، میو انتگرال

)14(   

4 4 2 4
3 2

4 4 3 6 2

3 12 32( )

4

D D l lw w w w w
l h l h r r

c O w q
h h

 
   

 

   

 

    


 

ي براي ماده ویسکوالاستیک کلی با ویژگی غیر زمانمند مطابق رابطه Oعملگر 
  :گرددبیان می) 15(ي به شکل رابطه) 7(

)15(  

 
  

   

   




0

(1 )( )

( ) ( ) ( )
t

O R

R R t d
 

لذا با اعمال ]. 12،13[شود ي وارهیدگی نامیده میعملگر هسته 푅که 
ي غیرخطی تصادفی انتگرالی دیفرانسیلی یک معادله) 14(در ) 15(ي معادله

در معادله، حل معادله به  qبا توجه به وجود عامل تصادفی . شودحاصل می
دنبال یافتن پذیر نبوده و بایستی به طرق دیگر بهروشهاي معین امکان

طور که ذکر شد همان. مشخصات پاسخ همچون میانگین، واریانس و غیره بود
ي مشخصات آماري یک متغیر تصادفی از روي چگالی احتمالی آن قابل کلیه

اي براي چگالی احتمالی پاسخ، هدف محاسبه است، لذا در صورت یافتن رابطه
  .مورد نظر تامین شده است

بعد، نتایج تحقیق براي طیف پارامترهاي بیکارگیري همچنین با به
که لذا در صورتی. هاي استوانه اي قابل استفاده خواهد شدبزرگی از پوسته

خیز بدون بعد و نسبتی از مربع طول به سطح مقطع پوسته به شکل روابط 
  :تعریف شوند) 16(

)16(  
2

w ,sw l
h rh

 


 

  :نویسی کردباز) 17(ي رابطهرا به شکل ) 14(ي توان معادلهمی

)17(  
2

3 2
2 3 6

1 12 32w w 3(w w w) (1 )w Fs s R
  

        

  که

)18(  
4

4 2 2 2

4, ,FD c q
l h h h


 
    

    

-فرکانس طبیعی نوسانات نوسانگر خطی متناظر می درواقع، ) 18(ي در رابطه
، که عموماً عدد 2و تقسیم نیروي اینرسی بر ) 17(با توجه به ضرائب معادله . باشد

در تماس بودن پوسته با بستر ویسکوالاستیک که امکان تغییرات بزرگی است و 
ي توان جهت حل مساله از جملهبرد میسریع را براي سرعت خیز از بین می

واضح است که با . نظر کرده و شرایط را شبه استاتیک فرض کرداینرسی صرف
  .ي حاکمه زمانمند استتوجه به وجود عملگر ماده ویسکوالاستیک، معادله

  :توان نشان دادمی) 9(و ) 7(ي روابط همچنین باید توجه داشت که با مقایسه
)19(     1(1 ) (1 )R K  

) 20(ي به فرم رابطه) 17(ي لذا رابطه. ي خزش استعملگر هسته 퐾که 
  :شودبازنویسی می

)20(  
2

3 2
3 6

1 12 32w ( w 3(w w w))s sK F
  

      

ي خزش در مواد جمله عملگر هستهلازم به ذکر است که با توجه به بزرگی 

سازي زیر در نوشتن معادله ، ساده1نسبت به عدد ] 27،28[ویسکوالاستیک 
  :لحاظ شده است) 20(

  :شودحاصل می) 22(ي معادله) 20(ي انتگرالی گیري ساده از معادلهبا مشتق

)22(  
2

2 3
6 3

96 48w ( 1)w w 3ws s F
 

       

بعد کارگیري معادله براي حالات کلی تر، روابط بیجهت سهولت بهاز بهکه ب
  :در نگارش آن لحاظ شده است) 23(

)23(  
*

*( ) , kCt t
t 
  


 

ي دیفرانسیل غیرخطی تصادفی است که بررسی یک معادله) 22(ي معادله
باید . ي حاضر استرفتار غیرخطی آن با روشهاي دقیق غیرعددي هدف مقاله

نتایج ) 23و  18، 16روابط (بعد کردن پارامترهاي مساله توجه داشت که با بی
اي قابل استفاده هاي استوانهحاصل از این تحقیق براي طیف وسیعی از پوسته

  .تواند در آینده مورد بررسی قرار گیرد است که می

ي دیفرانسیل تصادفی با چگالی احتمالی پاسخ یک معادله - 2-4
 نویز سفیدورودي 

ي خواص آماري یک متغیر تصادفی با چگالی طور که اشاره شد کلیههمان
اي براي تعیین شود، یافتن این چگالی از اهمیت ویژهاحتمال آن تعیین می

ي هاي مختلفی براي محاسبهروش. ي رفتار سیستم برخوردار استنحوه
وزه مسائل تحلیلی ها در هر دو حچگالی احتمال وجود دارد که از بهترین آن

سازي مونت کارلو ي مسائل صرفاً عددي شبیهو در حوزه FPKو عددي روش 
گزین کردن یک معادله دیفرانسیل بر جاي FPKاساس روش ]. 29[است 

جاي معادله اي غیرتصادفی بر حسب چگالی احتمال متغیر مطلوب بهپاره
ترین مشکل ممه. دیفرانسیل معمولی تصادفی بر حسب متغیر مطلوب است

ي جدید است هر چند تر شدن حل معادلهدر طی این تبدیل، امکان سخت
میلادي تاکنون براي حل این معادله ارائه  80تحقیقات مفصلی از اواخر دهه 

فرض حال . ها اشاره شده استشده است که در قسمت مقدمه به بعضی از آن
هاي خارجی آن از کنید معادله دیفرانسیل یک سیستم دینامیکی که محرك

  :باشد )24(معادله هستند، به فرم  1نویز سفیدجنس 

)24(  ( , ) ( , ) ( )dX f X t g X t t
dt

   

ستون  mسطر و  nماتریسی با  g و n بردار فضاهاي حالت سیستم با بعد Xکه 
هاي آن فرایندهایی مستقل از باشد که مولفهمی mبرداري با بعد  است و 
توان نشان داد که می. باشندمی 1نرمال ایستا با شدت  نویز سفیدجنس 

که مشهور به ) 25(ي از رابطه) 24(چگالی احتمالی متناظر با پاسخ معادله 
  ]:12،27[است قابل استحصال است  FPKي معادله

)25(  1 1 1

P 1( P) ( P)
2

n m n

i ij
i j ii i

f g
t x x  

  
  

     

، )22(و ) 25(چگالی احتمالی پاسخ است لذا با توجه به معادلات  Pکه 
به فرم )) 22(معادله (براي سیستم مورد نظر در این مقاله  FPKي معادله
  :قابل نگارش است) 26(ي معادله

)26(   

2
2 3

0* 6 3

2
2

2

P 96s 48s( 1)w w 3w F P
w

1 P
2 w

t

k

 
   

             





 

                                                                                                                                           
1- White-Noise 
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  :فرض شده است) 27(ي که بار تصادفی بصورت رابطه
)27(  0F F k ( )t   

همان مقدار اغتشاش خالص است که با شدت  مقدار میانگین و  F0در واقع 
k نیز توجه شود) 18(به رابطه (شود به سیستم وارد می.(  

اما ] 5،6[بفرم تحلیلی در حالت کلی وجود ندارد ) 26(ي حل معادله
ایستاي سیستم را با توان حل چنانچه رفتار ماناي سیستم مد نظر باشد می

حالت، در این. بدست آورد) 26(ي صفر قرار دادن جمله سمت چپ معادله
ي دیفرانسیل عادي رسته یک تقلیل پیدا کرده و به یک معادله) 26(ي معادله

  :خواهد شد) 28(ي حل عمومی آن به فرم معادله

)28(  
2 2 3 4

02 6 3

P exp[

2 96s w 48s w w( 1) 3 F w ]
k 2 3 4

C

 



 
     

 

 

  صدق کند) 29(که بایستی در روابط ] 11[ با توجه تعریف چگالی احتمالی

)29(  

 

 

P 0

P 1

P 0,P 0

X dX

X X
X










   



  

  :شود در نظر گرفته می) 29(ي به فرم رابطه) 28(ي ضریب تابع نمایی در معادله

)30(  

2 2 3

2 6 3

4
1

0

2 96s w 48s w( exp[ (( 1)
k 2 3

w3 F w)] w)
4

C

d

 






   

 


 

. ، ضریب نرمالیزه کردن است)30(ي درواقع ضریب معرفی شده در رابطه
ي چگالی احتمال پاسخ در حالت ایستا براي دهندهنشان، )28(ي معادله

ي دقیق این معادله، در بخش بعد با مطالعه. بعد موجود استپارامترهاي بی
اي شدن، چگونگی آن و رفتار غیرخطی سیستم وضعیت پایداري، دوشاخه

  .گرددبررسی می

 اي شدن پاسخآنالیز پایداري و دوشاخه - 3
، چگالی احتمالی، کمیتی همواره )29(ي در رابطهمطابق تعریف ارائه شده 

ي زیر اکسترممهاي این تابع که از رابطه. نیمم مطلق صفر استمثبت با می
شوند نقش کلیدي در مطالعه پایداري و رفتارهاي غیرخطی محاسبه می
  ،)31(ي عبارت بهتر مطابق رابطه به. سیستم دارند

)31(  
2 2 3 4

06 3

P 0
w

96s w 48s w w(( 1) 3 F w) 0
w 2 3 4 







     


 

  )32(ي اکسترممهاي تابع چگالی احتمالی از رابطه

)32(  
2

3 2
03 6

48s 96s3w w ( 1)w F 0
 

      

شوند که دقیقاً منطبق بر نقاط تعادل سیستم اصلی هستند حساب می
لذا ). جملات دینامیکی را صفر قرار دهیم) 22(ي کافیست در معادله(

در تشخیص رفتار ها نقش کلیدي از لحاظ تعداد ریشه) 32(ي ي رابطهمطالعه
  .و پایداري سیستم دارد

) 32(ي را براي رابطهها و نوع نقطه تعادل متناظر با آن، تعداد ریشه3شکل 
با توجه به این شکل، مرز . دهدنشان می F0و  sبر حسب پارامترهاي بدون بعد 

اي شدن پاسخ که از ي دوشاخهرنگ و پررنگ، به عنوان لحظهي کمبین منطقه
  ).شکلهاي بخش بعد را هم ببینید(شود است در نظر گرفته می 1چنگالیگونه 

                                                                                                                                           
1- Pitchfork 

  
 ي اکسترممهاي تابع چگالی احتمالیتعداد و گونه 3شکل 

 F0و  sدارد که رفتار سیستم براي پارامترهاي بی بعد بخوبی بیان می 3شکل 
رابطه ( sکند؛ بعنوان مثال با بزرگتر شدن پارامتر بی بعد چگونه تغییر می

ضرب شعاع انحنا و ضخامت که نمادي از نسبت مربع طول به حاصل)) 16(
-در کمانش معمولی ستون 2توان آن را شبیه ضریب رعناییپوسته است و می

ي تعادل کم ها دانست، امکان وجود ارتعاشات پایدار مجانبی حول یک نقطه
ي زینی ناپایدار، ي تعادل پایدار و یک نقطهشده و بدلیل غالب شدن دو نقطه

این امر البته با فیزیک . ي تعادلی قابل تصور استوجود پرش بین دو حوزه
  .مساله نیز قابل توجیه است

به بررسی چند وضعیت  3در بخش بعد با در نظر گرفتن شکل کلیدي 
  .خاص و بحث در نتایج رفتار سیستم پرداخته شده است

  مثالهاي حل شده و بحث در نتایج - 4
مبناي تشخیص رفتار غیرخطی  3جا که شکل کلیدي ن قسمت، از آندر ای

سیستم است تلاش شده است تا تابع چگالی احتمالی در حالات پایداري 
اي مجانبی حول یک نقطه تعادل، شروع ناپایداري و رفتار پس از دوشاخه

  .هاي تعادلی است بررسی گرددشدن که شامل پرش بین حوزه

  ترین نقطه به آنحول مبدا یا نزدیکپایداري مجانبی  -4-1
، شامل مواردي است که در آن چگالی 3ي مناطق کمرنگ در شکل کلیه

ي تعادل این امر به معناي وجود یک نقطه. باشداحتمال داراي یک ریشه می
که مقدار در صورتی. است) F0با توجه به مقدار (پایدار حول مبدا یا اطراف آن 

F0 )دقیقاً صفر باشد این نقطه در مبدا و در غیر ) بیمیانگین نیروي جان
  .دهدصورت در نزدیکی آن رخ می این

و مقادیر  F0 = -2و  s = 8، چگالی احتمالی پاسخ براي وضعیت 4شکل 
ترین مقدار چگالی احتمال مطابق این شکل، بیش. دهدرا نشان می kمختلف 

ي با دور شدن از نقطه باشد در نزدیکی مبدا رخ داده وکه منحصربفرد هم می
- هم. کند که نشان از کانون پایدار مجانبی استتعادل چگالی بشدت افت می

ي شدت بار اغتشاش خالص است دهندهکه نشان kچنین افزایش مقدار 
  .گذاردتاثیري بر نوع و کیفیت رفتار ندارد اما در کمیت آن اثر می

  ي تعادلیوجود پرش بین دو حوزه - 4-2
اي باشد که پارامترهاي مساله در مناطق پررنگ که شرایط مساله بگونهدر صورتی

ي تعادل پایدار نزدیک مبدا ناپایدار شده و دو گاه نقطهواقع شود، آن 3شکل 
  . ي تعادل پایدار جدید با فاصله متقارن نسبت به مبدا تشکیل خواهد شدنقطه

                                                                                                                                           
2- Slenderness ratio 

دو کانون پایدار و یک نقطه زینی ناپایداردو کانون پایدار و یک نقطه زینی ناپایدار

یک کانون پایدار
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  kو مقادیر مختلف  F0 = -2و  s = 8براي وضعیت  چگالی احتمالی پاسخ 4شکل 

  
 kو مقادیر مختلف  F0 =2و  s =12براي وضعیت  چگالی احتمالی پاسخ 5شکل 

  
 اي شدنمسیرهاي تغییرات انجام شده براي بررسی رفتار در حین دوشاخه 6شکل 

که متوسط نیروي جانبی صفر باشد با هم ي جدید در صورتیوزن دو حوزه
ها جانبی با متوسط غیر صفر، وزن حوزه برابر است اما در حضور نیروي

  .متفاوت خواهد شد
و مقادیر  F0 = 2و  S = 12براي وضعیت  چگالی احتمالی پاسخ 5در شکل 

ي تعادل نزدیک مبدا مطابق این شکل، نقطه. رسم شده است kمختلف 
ترین احتمال ي تعادلی پایدار بیشناپایدار شده و پاسخ سیستم بین دو حوزه

  . ي پرش بین این دو حوزه استدهندهدارد که نشانحضور را 

  
برابر با  F0 و مقادیر مختلف s = 8، k = 2چگالی احتمالی پاسخ براي وضعیت  7شکل 

 6طی شده از مسیر افقی شکل  4تا  2منفی 

پر واضح است که به دلیل وجود میانگین مثبت براي نیروي جانبی، وزن 
  .تر استپاسخ بزرگ ي تعادلی در سمت مثبت محورحوزه

  ي دوشاخه شدن پاسخ با تغییر در میانگین نیروي جانبینحوه -4-3
که مقدار میانگین نیروي جانبی بر روي پیکان افقی ، در صورتی6مطابق شکل 

ي تعادل رود ابتدا رفتاري پایدار حول نقطهتغییر کند، مطابق آنچه انتظار می
مشاهده شده که با عبور از مرز نزدیک به مبدا از سمت چپ محور پاسخ 

ي تعادلی پایدار در حضور اي شدن، به رفتاري نوسانی حول دو حوزهدوشاخه
با افزایش مقدار میانگین و عبور از . ي تعادل ناپایدار خواهد انجامیدیک نقطه

ي تعادل پایدار نزدیک مبدا از طرف مرز، مجدداً رفتار سیستم به یک نقطه
، چگالی احتمال پاسخ براي 7در شکل .خواهد کرد سمت راست پاسخ میل

همچنین . این تغییر در ابتدا، میان و انتهاي مسیر طی شده رسم شده است
، چگونگی تغییرات چگالی احتمالی براي این وضعیت به صورت 8در شکل 

  .پیوسته نشان داده شده است

 Sبعد  یاي شدن پاسخ با تغییر در مقدار پارامتر ب ي دوشاخه نحوه - 4- 4
ي پارامترها در با ثابت بودن بقیه sبعد ، مقدار پارامتر بی6اگر مطابق شکل 

اي شدن، رود با گذر از مرز دوشاخهجهت پیکان عمودي تغییر کند، انتظار می
چه در همانند آن 10و  9هاي در شکل. دوشاخگی چنگالی مشاهده شود

آن هنگام تغییر پارامتر  ، انجام شد، چگالی احتمال و نحوه تغییر3- 4بخش 
  .ترسیم شده است sبعد بی

  گیرينتیجه - 5
نهی بولتزمن، قانونی عمومی براي در این تحقیق با استفاده از اصل برهم

ي محیط ویسکوالاستیک در نظر گرفته و رفتار تحلیلی غیر خطی یک پوسته
نوع نویز اي در تماس با این محیط و تحت بار تصادفی جانبی از نازك استوانه

هاي تصادفی با چگالی جا که رفتارشناسی سیستماز آن .سفید مطالعه شد
تابعی براي  FPKي شود، با استفاده از معادلهاحتمالی پاسخ آنها انجام می

در ادامه، ضمن برقراري . ي رفتار شبه استاتیک پوسته محاسبه شدمطالعه
نقاط تعادل سیستم، شرایط، ي چگالی احتمالی و هاي معادلهارتباط بین ریشه

اي شدن تعیین و منجر به ترسیم یک شکل کلیدي بر تابعیت و نوع دو شاخه
بر مبناي این شکل زمان وقوع . ي سیستم گردیدبعد شدهحسب متغیرهاي بی
اي شدن برحسب دو عدد بدون بعد که یکی به میانگین ناپایداري و دوشاخه

  .م ارتباط دارد قابل تعیین استنیرو و دیگري به نسبت رعنایی سیست

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

w

P

 

 
k=1
k=1.5
k=2

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

w

P

 

 
k=1
k=1.5
k=2

مسیر افقی

مسیر عمودي

-5 0 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

w

P

 

 
F0=-2

F0=1

F0=4

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
93

.1
4.

7.
6.

7 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
e.

m
od

ar
es

.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

9-
21

 ]
 

                               6 / 8

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1393.14.7.6.7
https://mme.modares.ac.ir/article-15-2627-en.html


    
  علیرضا اصنافی  اي تحت نیروي تصادفی عرضیي نازك استوانهبررسی تحلیلی دوشاخگی پوسته

 

  83  7شماره  ،14، دوره 1393مهر مهندسی مکانیک مدرس، 
 

 
 6چگونگی تغییر چگالی احتمالی پاسخ زمان طی مسیر افقی شکل  8شکل 

  
 5برابر  sو مقادیر مختلف  F0 = 2.5، k =2چگالی احتمالی پاسخ براي وضعیت  9شکل 

 6طی شده از مسیر عمودي شکل  15تا 

  
 6چگونگی تغییر چگالی احتمالی پاسخ زمان طی مسیر عمودي شکل  10شکل 

در ادامه با ذکر چند مثال، شکل تابع چگالی احتمالی در حالات پایداري 
ي تعادلی و چگونگی تغییرات این تابع مجانبی، ناپایداري و پرش بین دو حوزه

 براین اساس پایداري با کوچک شدن. اي شدن بررسی شددر حین دوشاخه
عدد وابسته به ضریب رعنایی و نزدیک شدن عدد وابسته به میانگین نیرو به 

که عدد وابسته به ضریب همچنین در صورتی. شود مقدار صفر، زیاد می
گاه در سیستم ناپایداري رخ تر شود، هیچرعنایی از یک مقدار مشخص کوچک

میشگی نخواهد داد اما صفر بودن میانگین نیرو تضمینی براي پایداري ه
 .نخواهد بود

 فهرست علائم - 6
C ثابت بستر  
D اي سختی خمشی استوانه(Pam3) 

F0 بعدمیانگین نیروي تصادفی بی  
K  عملگر(هسته خزش(  
k  بعد شدهبی(شدت نیروي نویز سفید(  
l ايي استوانهوتر پوسته (m)  

N نیروي عمود بر سطح میانی پوسته (N)  
O  ویسکوالاستیکعملگر ماده  
P چگالی احتمالی  
R  عملگر(هسته وارهیدگی(  
q نیروي عرضی وارده به پوسته (N)  
s پارامتر بی بعد وابسته به ضریب رعنایی پوسته  

W  خیز پوسته(m) 
w خیز بدون بعد  

  علائم یونانی
 کرنش پوسته  
 ضریب پواسون پوسته  
 ي پوستهدانسیته (kg/m2) 
  تنش محوري پوسته(Pa)  
 نویز سفید واحد (N)  
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