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ي پیزوالکتریک در اي از جنس مواد مدرج تابعی و مواد همسانگرد عرضی با دو لایهمستطیلی چند لایهکمانش ورقدر این مقاله، 
ي تئوري مرتبه هاي مدار باز و مدار بسته مورد بررسی قرار گرفته است. معادلات تعادل حاکم بر ورق بر پایهبالا و پایین در حالت

ي حل اند. در حوزهي ماکسول به دست آمدهاستفاده از اصل حداقل انرژي پتانسیل و معادلهبالاي تغییر شکل برشی و عمودي، با
ي مورد نیاز براي متغیرهاي الکتریکی به عنوان معادلههاي پیزو الکتریک، از معادله ماکسولالکتریکی به منظور بررسی اثر لایه

اند. معادلات حاصل با فرض عادلات پایداري حاکم بر ورق استخراج شدهاستفاده شده است. با استفاده از معیار تعادل همسایگی، م
اند. در پایان، پس از ي ورق به صورت تحلیلی حل شده است و بارهاي بحرانی کمانش داده شدهگاه ساده روي هر چهار لبهتکیه

ي مدرج تابعی، نسبت ضخامت به طول، هبررسی صحت نتایج ارائه شده، نتایج عددي براي اثر پارامترهاي مختلف مانند توان ماد
ي پیزو هاي مدار باز و مدار بسته، نسبت منظري، شرایط بارگذاري و نوع مادههاي پیزو الکتریک، ضخامت ورق، حالتضخامت لایه

الکتریک بر بار بحرانی کمانش با جزئیات مورد مطالعه قرار گرفته است.
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	 In	 this	 article,	 the	 buckling	 of	multilayer	 rectangular	 thick	 plate	 made	 of	 functionally	 graded,	
transversely	 isotropic	and	 piezoelectric	materials	 in	 both	 closed	and	 open	 circuit	 conditions	 is	
investigated.	Based	on	the	higher-order	shear	and	normal	deformable	plate	theory,	the	governing	
equilibrium	 equations	 are	obtained	using	 the	 principle	of	minimum	 total	potential	energy	 and	
Maxwell’s	equation.	Using	an	analytical	approach,	the	governing	stability	equations	of	functionally	
graded	rectangular	plates	with	piezoelectric	layers	have	been	presented	in	terms	of	displacement	
components	 and	 electric	 potential.	 In	 order	 to	 obtain	 the	 stability	 equations,	 the	 adjacent	
equilibrium	criterion	is	used.	The	stability	equations	are	then	solved	analytically,	assuming	simply 	
supported	 boundary	 condition	 along	 all	 edges.	 Finally,	 following	 	 validation	 of	 the	 results,	
numerical	 results	 for	 compressible	 materials	 are	 presented.	 Also,	 the	 effects	 of	 different	
parameters	such	as	different	loading	conditions,	functionally	graded	power	law	index,	thickness-
to-length	ratio	and	aspect	ratio	on	the	critical	buckling	 loads	of	plates	are	studied	 in	detail.	The	
influences	of	the	mentioned	parameters	on	the	critical	buckling	load	have	been	presented	in	some	
figures.	Furthermore,	the	effect	of	piezoelectric	thickness	on	the	plate	critical	buckling	 loads	has	
been	studied.	
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مقدمه-1
هاي مهندسی همواره مورد توجه ها به عنوان یکی از اجزاء مهم در سازهورق

اي استاتیکی به ها تحت بار صفحهاند. ناپایداري ورقن قرار گرفتهمحققا
هاي بزرگ سازه در این حالت، انجامد که به دلیل تغییر شکلکمانش ورق می

هاي متفاوتی براي کارایی ورق تا حد زیادي از بین خواهد رفت. تا کنون روش

اده از تئوري ها ارائه شده است. روش تحلیل رفتار ورق با استفتحلیل ورق
شود، اما به اي و دقیق محسوب میي سه بعدي اگر چه روشی پایهالاستیسیته

هایی همراه است. براي ها و دشواريدلیل تحلیل سه بعدي ورق با پیچیدگی
ها عمدتاً ضخامت نسبت به ها، و با این فرض که در ورقکاهش این پیچیدگی

هاي ورق ارائه وسوم به تئوريهایی مابعاد دیگر بسیار کوچک است، تئوري
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است. این 1ها، تئوري کلاسیک ورقترین تئوري در تحلیل ورقاند. سادهشده
استوار است، اثر تغییر شکل برشی و 2ي فرضیات کیرشهفتئوري که بر پایه

گیرد.  به منظور کاهش خطا در عمودي را در راستاي ضخامت در نظر نمی
ئوري دیگري موسوم به تئوري تغییر شکل هاي نسبتاً ضخیم، تتحلیل ورق

معرفی شده است. در این تئوري، اثر تغییر شکل برشی در راستاي 3برشی
ي بالاتر برشی، تئوري ترین تئوري مرتبهشود. رایجدر نظر گرفته می	ضخامت

] مطرح شده است. در این 1[5است که توسط ردي4ي سومبرشی مرتبه
ي میانی ورق، پس از تغییر ي مسطح و عمود بر صفحهتئوري، هر صفحه

هاي برشی ورق در تحلیل ماند. گر چه تئوريشکل مسطح و عمود، باقی نمی
اند، اما به دلیل در نظر هاي ضخیم نتایج خوبی از خود به جاي گذاشتهورق

هاي دقیق فاصله دارند. براي ا جوابهاي عمودي، هنوز بنگرفتن اثر کرنش
نام تئوري تغییر رفع این مشکل و بالا بردن حداکثري دقت، تئوري جدیدي به

] معرفی شده است. این 2[8و ویدولی7توسط باترا6شکل برشی و عمودي
هاي قبل بوده و هر دو اثر تغییر شکل برشی و ي تئوريتئوري، کامل کننده

	گیرد.مت در نظر میدر راستاي ضخاعمودي را 
سازي و رفتار مواد ي مدلهاي اخیر تحقیقات گوناگونی در زمینهطی سال

] تحلیل کمانش 3هدفمند (مدرج تابعی) انجام شده است. شریعت و اسلامی [
ي هدفمند تحت بارگذاري مکانیکی را بر اساس ورق ساخته شده از ماده

کمانش ]4،5[همکارانشتئوري برشی مرتبه اول ارائه دادند. محمدي و 
هاي ساخته شده از مواد هدفمند تحت بارگذاري مکانیکی یکنواخت را بر ورق

ي اول انجام دادند. اساس تئوري هاي کلاسیک و تغییر شکل برشی مرتبه
ي و بر پایه9] نیز با در نظر گرفتن شرایط مرزي لوي6بداغی و سعیدي [
هاي مستطیلی ساخته شده از قي سوم تحلیل کمانش ورتئوري برشی مرتبه

هاي اخیر مواد هدفمند را، ارائه دادند. مطالعات فراوان دیگري نیز در سال
]. در تحقیقات 9- 7توسط محققان روي مواد مدرج تابعی صورت گرفته است [

توان به مربوط به پیزوالکتریک، در پیدا کردن روابط و معادلات حاکم می
[10یانگ []، باتر12-10و باترا  ] اشاره کرد. بررسی ارتعاشات 13ا و ویدولی 

هاي بیضوي نازك کامپوزیتی متقارن روي بستر الاستیک آزاد و کمانش ورق
] انجام شده که براي حل معادلات حاکمه از 14توسط کشمیري و همکاران [

] به تحلیل کمانش 15ابوالقاسمی و همکاران [	اند.استفاده کرده11روش ریتز
اي غیر یکنواخت بر اساس تئوري تغییر ی تحت بار صفحههاي مستطیلورق

گاه اند و براي ورق با شرایط مرزي تکیهي اول پرداختهشکل برشی مرتبه
اند. قاسمی براي حل معادلات پایداري استفاده کرده12ساده از روش گالرکین

] هاي کامپوزیتی تقویت شده مشبک ] رفتار کمانشی پوسته16و همکاران 
تحت بار محوري را بررسی نمودند و با استفاده از روش ریتز بار مخروطی 

هاي پیزوالکتریک اند. یکی از اثرات مهم لایهها را محاسبه کردهکمانشی آن
] و 17[14در دو حالت مدار بسته و مدار باز توسط وو13موسوم به اثر پیزو

همکارانش بررسی شد.

																																																																																																																																											
1-	Classical	Plate	Theory	
2-	Kirchhoff	
3-	Shear	Deformation	Theory	
4-	Third-Order	Shear	Deformation	Theory	
5-	Reddy	
6-	Shear	and	Normal	Deformable	Theory	
7-	Batra	
8-	Vidoli	
9-	Levy	
10-	Yang	
11-	Ritz	
12-	Galerkin	
13-	Piezo Effect	
14-	Wu	

مواد هدفمند و مواد پیزوالکتریک-2
باشند که خواص مکانیکی هدفمند، موادي با ریز ساختار غیر همگن میمواد 

ها به طور ملایم و پیوسته از یک سطح به سطح دیگر جسم و حرارتی آن
این مواد از دو ماده ساختاري سرامیک و فلز ساخته 	کند. معمولاًتغییر می

قاومت علت ضریب انتقال حرارت کم و م	سرامیک به	شوند. ماده ساختاريمی
دماهاي بسیار بالا را تحمل کرده و ماده 	زیاد در مقابل درجه حرارت،

کند. مدلی که به طور رایج در لازم را فراهم می	پذیريساختاري فلز، انعطاف
شود، بر پایه کسر حجمی مواد تشکیل تحلیل مواد هدفمند استفاده می

در این مدل، .ماده هدفمند معروف است15دهنده بوده و به قانون توانی
) ) در نظر گرفته 1تغییرات خواص در راستاي ضخامت به صورت رابطه 
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بیانگر خواص فیزیکـی یـا مکـانیکی جسـم ماننـد      Γکه در این رابطه، 
چگالی، ضریب انبساط حرارتی، مدول الاستیسیته، مدول برشی و غیره است. 

Nبـه ترتیـب معـرف سـرامیک و فلـز بـوده و پـارامتر        Mو 	Cهـاي زیرنویس

دهنده توان ماده هدفمند است. با توجه به ناچیز بودن تغییرات ضـریب  نشان
صورت ثابت در راستاي ضـخامت ورق در نظـر گرفتـه    پوآسون، این کمیت به

-با توجه به ماهیت همسانگرد بودن مواد هدفمند، روابط تنش]. 18شود [می
شـوند. کرنش موسوم به روابط متشکله به کمک دو ثابت مسـتقل بیـان مـی   

) بیان کرد،2توان به فرم رابطه (کرنش را می-روابط تنش
)2(ijijkkij μεδλεσ 2+=

μλکه در آن  شوند. ایـن ضـرایب کـه معـرف     ضرایب لامه نامیده می,
خواص مکانیکی مواد هستند، براي مواد هدفمنـد ثابـت نبـوده و در راسـتاي     

تـوان در قالـب قـانون تـوانی      کنند. این تغییرات را میضخامت ورق تغییر می
هاي روي قطر تانسور اصلی کرنش بوده و براي مجموع درایهkkεبیان نمود. 
هاي کوچک معرف تغییر حجم نسبی است.تغییر شکل

مکانیکی در بعضی مواد حالت - اي الکتریکیپیزوالکتریسیته به پدیده
شود که نشان دهنده جفت شدگی خواص مکانیکی، جامد خاص اطلاق می

هاي مکانیکی به کریستالهاي دي شالکتریکی تولید شده به وسیله اعمال تن
دهند، ترکیبی رفتاري که مواد پیزوالکتریک از خود نشان میالکتریک است.

هاي الکتریکی و مکانیکی است. روابط متشکله سه کنش میان میداناز برهم
پلاریزه zبعدي براي یک لایه پیزوالکتریک همسانگرد عرضی که در راستاي 

]،19شود [وشته می) ن3شده به صورت رابطه (
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{ }D1بیانگر بردار جابجایی الکتریکی ،{ }E،بیانگر بردار میدان الکتریکی
][C ماتریس نفوذپذیري دي X][، 2ماتریس صلبیت ماده پیزوالکتریک¢

، عامل کوپل الکترومکانیکی، ماتریس ثوابت شارژ ماده e][و 3الکتریک مطلق
باشند.می4پیزوالکتریک

معادلات تعادل و پایداري ورق-3
ورقی مستطیلی شکل به طول 

1l و عرض
2l) و ضخامت کلphh در 	2)+

ساخته h2شود. لایه میانی ورق از ماده هدفمند به ضخامت نظر گرفته می
پوشانده phشده که سطوح بالا و پایین آن با لایه پیزوالکتریک به ضخامت 

(شکل  ). در تئوري تغییر شکل برشی و عمودي ورق، میدان 1شده است 
،]20شود [) بیان می4جابجایی به صورت رابطه (

)4(1 2 1 2 1 2 3( , , , ) ( , , , ) ( , , , )ii iu x x z t v x x z t w x x z ta ad d= +

که در آن 
iuهاي میدان جابجایی کلی جسم بوده، مؤلفهv a وw به

دلخواه اي و جابجایی عرضی هر نقطههاي جابجایی درون صفحهترتیب مؤلفه
1xنشان دهنده راستاهاي aباشند. زیرنویس از صفحه میانی میzدر فاصله 

است. در حالت کلی میدان 5بیانگر تابع دلتاي کرونیکرdبوده و 2xو 
جابجایی تابع مختصات مکان و زمان است ولی در تحلیل کمانش ورق، حالت 

شود. از آنجا که ضخامت ورق نسبت به ابعاد دیگر استاتیکی در نظر گرفته می
به صورت zدر راستايهاي میدان جابجایی را توان مؤلفهکوچک است، می

ها، بسط با استفاده ايیکی از انواع بسط چند جمله. اي نوشتبسط چند جمله
اي لژاندر متعامد چند جملهaLاست. اگر 6اي هاي لژاندر متعامداز چند جمله

]:20) باشد [5به صورت رابطه (
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d

a,که در آن bهاي آزاد بوده و شمارندهKي تئوري مورد استفاده مرتبه
اي اول لژاندر بر اساس تعریف فوق چندجمله6براي نمونه، در تحقیق است. 
:]20[شوند ) بیان می6به صورت رابطه (
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è ø è øê úë û
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è ø è ø è øê úë û
هاي میدان جابجایی توان مؤلفههاي لژاندر میايچند جملهبا استفاده از 

:]20[) بسط داد 7را به صورت رابطه (

)7(
1 2 1 2

1 2 1 2

( , , ) ( ) ( , ) , 1,2 , , 0,1,2,...,
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a
a

a
a

v x x z L z v x x a b K

w x x z L z w x x
a a a= = =

=

																																																																																																																																											
1-	Electrical	Displacement	Vector	
2-	Piezoelectric	Stiffness	Matrix	
3-	Absolute	Dielectric	Permittivity	Matrix	
4-	Piezoelectric	Charge	Constants	Matrix	
5-	Kronecker’s	delta	function	
6-	Legendre’s	orthonormal	polynomials	

نماي شماتیک ورق1شکل 

(aيي تکرار شوندهشمارنده 7) اندیس تکرار شونده7در معادلات 

است و به معناي جمع روي آن از صفر تا مرتبه تئوري است. درجه چند 
میدان جابجایی، مرتبه تئوري مرتبه 	اي لژاندر نگاه داشته شده در بسطجمله

توان مشتق چند دهد. میبالاي تغییر شکل برشی و عمودي را نشان می
ا به صورت هايهاي لژاندر را در قالب ترکیب خطی از خود چند جملهايجمله

) نوشت:8رابطه (
)8(( ) ( )a ab bL z D L z¢ =

ماتریس ضرایب مشتق است. براي نمونه، براي Dکه در معادله فوق، 
:]20[باشند ) می9هاي این ماتریس به صورت رابطه (درایه5ي تئوري مرتبه

)9(
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هاي اي از مؤلفهو مختصات درون صفحهzبا مشتق گرفتن نسبت به 
) را خواهیم داشت:10جابجایی، رابطه (

)10(, , , , , ,, , ,a b a b a a a a= = = =a ab b a ab b
a a a a

z zv L v v D L v w L w w D L w

جابجایی، به صورت -در تحلیل پایداري ورق از روابط غیرخطی کرنش
]:4شود [) استفاده می11رابطه (

)11(1 1[ ] ( ( ) ) (( ) )
2 2

T Tu u u ue = Ñ + Ñ + Ñ ×Ñ
r r r rr r r r

8) و با استفاده از فرضیات فون کارمن11) در (4جایگذاري معادلات (با 

هاي کرنش بر حسب جابجایی به جابجایی، مؤلفه-براي روابط غیرخطی کرنش
شوند:) حاصل می12صورت رابطه (

)12(

, , , ,

, 3 3 3 3

1[ ( )
2

1 ( )( ) ]
2

a a a b
ij a b i j

b a b
ba i j i j ba i j

L v v L w w

D v w D w

a b b a a b a b

a a a a

e d d

d d d d d d

= + + +

+ + +

تانسور هاي ي مؤلفه)، رابطه2ي (با جایگذاري مقادیر کرنش بالا در رابطه
هاي میدان جابجایی براي یک ماده هدفمند تراکم پذیر تنش بر حسب مؤلفه

آید:) به دست می13به صورت رابطه (
																																																																																																																																											
7-	Dummy	Index	
8-	Von-Carman	Hypothesis	
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= +

= + + + +
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براي به دست آوردن معادلات تعادل حاکم بر ورق مستطیلی، با توجه به 
از اصل حداقل هاي زمانی، حالت استاتیکی حاکم بر ورق و عدم وجود ترم

بریم. طبق اصل حداقل انرژي پتانسیل براي یک انرژي پتانسیل کل بهره می
]. با 21سیستم در حال تعادل، تغییرات انرژي پتانسیل کل برابر صفر است [

(استفاده از این اصل معادلات تعادل می ) بیان 14توانند به صورت رابطه 
شوند:

)14(

1 11,1 12,2 1

2 12,1 22,2 2

11 ,1 12 ,2 1 ,1 22 ,2 12 ,1

2 ,2 3

: 0

: 0

: ( ) (

) 0

a a a b
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a a a b
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a ab b ab b a ab b ab b

a b
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v M M D T

v M M D T

w M w M w T M w M w

T D T

d

d

d

+ - =

+ - =

+ + + + +

- =

در تئوري تغییر شکل غیر خطی تعادل ورق )، معادلات 14معادلات (
aMهاي باشند. در این معادلات، ترمبرشی و عمودي می bab,

abMو  bab ,
با 

, 2a b³اي مرتبه بالا هستند. به همین ترتیب، هاي برون صفحهممانa
iT

گیري ها توسط انتگرالباشد. این ترممیaممان نیروهاي جانبی از مرتبه 
آیند:) به دست می15هاي متناظر سرتاسر ضخامت به صورت رابطه (تنش

)15(3

,

, , 1, 2 , 1,2,3

p p

p p

p

p

h h h h
a ab

a a b
h h h h

h h
a

i a i
h h

M L dz M L L dz

T L dz i

ab ab ab abs s

s a b

+ +

- - - -

+

- -

= =

= = =

ò ò

ò

هاي جابجایی، براي بررسی مؤلفهي نتایج تغییرات بار بحرانی با بر پایه
توان از معادلات تعادل به شکل خطی استفاده می1وضعیت پیش از کمانش

یا 2کرد. منظور از تحلیل پایداري سیستم تعیین بار متناظر با نقطه انشعاب
اي که ورق در آن از وضعیت پایدار به ناپایدار تغییر نقطه دوشاخگی (نقطه

]. به 4،22ل معادلات دیفرانسیل خطی است [دهد) به وسیله ححالت می
منظور تعیین معادلات دیفرانسیل خطی براي تعیین بار متناظر با نقطه 

شود. براي انشعاب یا بار بحرانی کمانش از معیار تعادل همسایگی استفاده می
هاي تعادل همسایگی، طبق این معیار یک تغییر بررسی امکان وجود شکل

ها، قبل و ابجایی داده و دو شکل همسایگی با جابجاییهاي جکوچک در مؤلفه
شود:) در نظر گرفته می16بعد از تغییر به صورت رابطه (

)16(101010 ,, wwwvvvuuu +®+®+®

),,(که  111 wvuهایی به اندازه دلخواه کوچک هستند و جابجایی
),,( wvu و),,( 000 wvu دو حالت دلخواهی در همسایگی وضعیت

) در روابط مربوط به کرنش و 16باشند. با جایگذاري معادلات (تعادل می
هاي تنش و ممان، سپس قرار دادن روابط حاصل در روابط مربوط به منتجه

(حالت تعادل و همسایگی) این عبارات شامل ترم هاي خطی و غیرخطی 
شوند،) می17(هاي جابجایی به صورت رابطهمؤلفه

ab ab ab® +0 1a a aM M M

																																																																																																																																											
1-	Pre	Buckling	
2-	Bifurcation	Point	

)17(

ab ab ab® +

® +

0 1

0 1

ab ab ab

a a a
i i i
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T T T

مربوط به وضعیت تعادل ورق و شامل 0هاي با بالانویس که عبارت
مربوط به 1هاي با اندیس هاي غیرخطی از جابجایی هستند و عبارتترم

هاي جابجایی هاي خطی از مؤلفهوضعیت همسایگی تعادل است که شامل ترم
) و در نظر گرفتن معادلات 14) در (17با جایگزین کردن روابط (باشند. می

) بیان کرد:18توان معادلات پایداري ورق را به صورت رابطه (تعادل می
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d

اي درون ) معادلات پایداري ورق تحت بارگذاري لبه18معادلات (
0اي هستند. همچنین پارامترهاي صفحه

11
abM 0و

22
abMتوانند توسط می

اند، جایگزین شوند.کمانشی که از شرایط تعادل به دست آمده-نیروهاي پیش
هاي الکتریکی ماده مؤلفه) براي تعادل مکانیکی، 18مشابه با معادلات (
نام دارد را در 3ي حاکم بر خود که معادله ماکسولپیزوالکتریک باید رابطه

:]23[) ارضا کنند 19فرم انتگرالی رابطه (

)19(, , , , , ,( ) ( ) 0
ph h h

x x y y z z x x y y z z
h h hp

D D D dz D D D dz
+ -

- -

+ + + + + =ò ò

-به منظور حل این معادلات، لازم است معادلات متشکله ( روابط تنش
هاي پیزوالکتریک براي حالات مدار باز و بسته را کرنش ) مواد هدفمند و لایه

هاي میدان در روابط بالا جایگذاري کرده تا تمام مجهولات بر حسب مؤلفه
به معادلات به جابجایی و تابع پتانسیل الکتریکی بیان گردد. در این صورت، 

با حل این معادلات شود. دست آمده، معادلات حاکم بر پایداري ورق گفته می
شوند.بار متناظر با نقطه انشعاب یا بار بحرانی کمانش تعیین می

تحلیل الکتریکی-4
گونه اختلاف چنانچه دو سر مدار به سطوح پتانسیل صفر وصل گردد، هیچ

آید. به این حالت اتصال کوتاه پتانسیلی بین دو سطح الکترودها به وجود نمی
شود. توزیع تابع پتانسیل الکتریکی براي به دست یا مدار بسته گفته می

شود، رض میدوم فآوردن میدان، در راستاي ضخامت به صورت تابعی مرتبه
براي تغییرات که صحت آن به کمک روش اجزا محدود بررسی شده است. 

]:23پتانسیل الکتریکی در راستاي ضخامت تابع زیر پیشنهاد شده است [
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هاي پیزوالکتریک در تماس با محیطی با هنگامی که سطوح خارجی لایه
نفوذپذیري پایین، مانند هوا و یا خلأ باشد، محیط همچـون عـایق الکتریکـی    

هـاي  جایی الکتریکی در راستاي عمود بر سطوح لایـه عمل کرده و بردار جابه
شود، ه میخارجی پیزوالکتریک صفر خواهد شد. به این حالت که مدار باز گفت

شوند. تابع پتانسیل الکتریکی بـراي  سطوح داخلی به پتانسیل صفر متصل می
:]23[شود ) حاصل می21حالت مدار باز به صورت رابطه (

																																																																																																																																											
3-	Maxwell’s	Equation	
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میدان الکتریکی به صورت منفی گرادیان تابع پتانسیل الکتریکی تعریـف  
]:24[شود می

)22(FÑ-=
rr

E

تحلیل کمانش-5
که تحت بارهاي فشاري درون bو عرض aیک ورق مستطیلی با طول 

اند همانند شکل توزیع شدهyو x	اي که به طور یکنواخت در دو جهت صفحه
شود. بنابراین نیروهاي برآیند پیش کمانش با استفاده از در نظر گرفته می2

آیند:) به دست می23شرایط تعادل به صورت رابطه (
)23(2

0
221

0
11 )0(,)0( qLMqLM a

a
a

a -=-=

ي میانی بر حسب نیروهاي وارد شده در صفحه2qو 1qکه در آن 
(میyو xواحد طول و در راستاهاي  ) دو پارامتر 23باشند. در معادلات 

را با تعریف yو xتوان بارهاي اعمالی در جهات مستقل بار وجود دارد. می
) به هم مرتبط ساخت، به طوري R(1پارامتر بی بعدي به نام نسبت بارگذاري

مقدار ،xمتناظر با حالت بارگذاري تک محوره در جهت Rبراي که مقدار صفر
و مقدار yو xمثبت متناظر با حالت بارگذاري فشاري دو محوره در جهات 

است.yو کشش در جهت xمنفی متناظر با فشار در جهت 
به منظور حل معادلات حاکم، شرایط مرزي روي چهار لبه ورق مورد نیاز 

ها به صورت گاه ساده، شرایط مرزي در امتداد لبهتکیهاست. براي یک ورق با 
شود:) نوشته می24رابطه (

)24(
11 21 1 1

22 12 2 2

0, 0, 0 ; 0,
0, 0, 0 ; 0,

a a a
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= = = =

= = = =

ايورق مستطیلی تحت بارهاي صفحه2شکل 
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در به دست آوردن یک حل غیر بدیهی از 	ام،kي براي تئوري مرتبه
هاي جابجایی مؤلفهسیستم، با برابر صفر قرار دادن دترمینان ضرایب ماتریس 

، بارهاي کمانشی ورق که همان مقادیر ویژه دستگاه و تابع پتانسیل الکتریکی
ترین مقدار در میان آیند. کوچک) هستند، به دست می30) تا (27معادلات (

شود.این بارهاي کمانشی به عنوان بار بحرانی کمانشی شناخته می

اعتبارسنجی نتایج و روش- 6
اي وري، مقایسهاین تئ5به منظور اعتبارسنجی نتایج به دست آمده از مرتبه 

هاي دیگر ورق انجام شده است. میان نتایج این کار و نتایج حاصل از تئوري
بارهاي بحرانی ورق هدفمند مستطیلی با نتایج تئوري کلاسیک ورق، مرجع 

اند (جدول ]، مقایسه شده6، مرجع [3] و نیز با نتایج تئوري برشی مرتبه 26[
هنگامی که ضخامت لایه ). در این مقایسه، نتایج به دست آمده1

شوند. همچنین پیزوالکتریک نزدیک به صفر قرار داده شده بود مقایسه می
هاي مختلف مورد اعتبارسنجی قرار هاي مختلف ماده هدفمند و بارگذاريتوان
گیرند. همان طور که از نتایج به دست آمده مشخص است همخوانی می

ین تحقیق وجود دارد که دقت حل با نتایج ا3دقیقی بین تئوري برشی مرتبه 
کند.حاضر را اثبات می

اي دیگر نیز بین نتایج این تحقیق با نتایج حاصل از تئوري مقایسه

] ] انجام 6] و نیز تئوري برشی مرتبه سوم، مرجع [4کلاسیک ورق، مرجع 
01.0/2شود براي یک ورق نازك (دیده می.)2شده است (جدول  =bh (

.همخوانی خوبی دارندنتایج 

نتایج عددي و بحث-7
بعد از راستی آزمایی حل حاضر به منظور تحلیل کمانش ورق، ورقی از جنس 

) ) که مدول Al/Al2O3ماده هدفمندي از ترکیب آلومینیوم و آلومینا 
الاستیسیته فلز و سرامیک آن به ترتیب 

mE 70GPa= و
cE 380GPa= ،

باشند، در نظر میu=3.0ضریب پواسون در کل ضخامت ثابت و برابر 
3و از جدول PZT-4گرفته شده است. خواص ماده پیزوالکتریک نیز از جنس 

	.]23[انتخاب شده است 
مقادیر بارهاي بحرانی کمانش بی بعد براي ورق ساخته شده از مواد 

هاي مدار باز و مدار بسته، تریک براي حالتهاي پیزوالکهدفمند با لایه
هاي مختلف ي هدفمند، نسبتهاي مختلف مادههاي مختلف، توانبارگذاري

)	ضخامت لایه پیزوالکتریک  به ضخامت ماده هدفمند /2ph h)	و نیز	هاي نسبت

عمودي در ) مختلف با استفاده از تئوري مرتبه پنجم برشی و a/b(ابعادي
آمده است.4جدول 

شود براي هر دو حالت مدار باز همان طور که در این جدول مشاهده می
و مدار بسته، با افزایش توان ماده هدفمند و نیز افزایش نسبت طول به عرض 

یابد و با افزایش نسبت ضخامت لایه ورق بار بحرانی کمانش کاهش می
مقادیر بار بحرانی کمانش افزایش پیزوالکتریک  به ضخامت ماده هدفمند، 

یابند. همچنین مقادیر بارهاي بحرانی کمانش براي حالت مدار بسته نسبت می
توان دید که بار می4تر هستند. مطابق جدول به حالت مشابه مدار باز کوچک

)، در R=	-1فشاري (- بحرانی کمانش در حالت بارگذاري دو محوره کششی
ترین مقدار بار ید. نیز در ضخامت یکسان بیشآمدهاي بالاتر به دست می

فشاري و کمترین مقدار مربوط - بحرانی مربوط به بارگذاري دومحوره کششی
به دو محوره فشاري است.

هاي ضخامت همگرایی بارهاي بحرانی کمانش را براي نسبت5جدول 
شود که دهد. در همان جدول، ملاحظه میمختلف در تئوري حاضر نشان می

هاي ضخامت پایین به ي مرتبه اول بار بحرانی کمانش را براي نسبتتئور
هاي بالا کند، ولی در تخمین جواب در نسبت ضخامتبینی میخوبی پیش

هاي مرتبه سوم و پنجم به ناموفق است. در حالی که استفاده از تئوري
شوند.هاي ضخیم منجر میهاي با دقت بسیار بالا  براي ورقجواب

وري مرتبه پنجم تغییر شکل برشی و، با استفاده از تئ6در جدول 

)ي بار بحرانی کمانش مقایسه1جدول  )cr
M Np

m
)] 26] و [6براي ورق هدفمند با مراجع [ 1, 0.5)aN

b
= =	

100b
h
=	 80b

h
=	 60b

h
=	 40b

h
=	 20b

h
=	 10b

h
=	 	 R	

26724/0	 52149/0	 23422/1	 14866/4	 4722/32	 1476/239	 	تحقیق حاضر 0	

26725/0	 52149/0	 23427/1	 14863/4	 4721/32	 148/239	 ]6[	 	

2675/0	 5224/0	 2383/1	 1794/4	 435/33	 48/267	 ]25[	 	

21371/0	 41716/0	 98795/0	 31889/3	 977/25	 3191/191	 	تحقیق حاضر 1	
21371/0	 41716/0	 98787/0	 31890/3	 9778/25	 319/191	 ]6[	 	

2140/0	 4179/0	 9907/0	 4353/3	 748/26	 99/213	 ]25[	 	

35622/0	 69528/0	 64568/1	 53185/5	 2962/43	 8572/318	 	تحقیق حاضر 1-	
35622/0	 69528/0	 64568/1	 53153/5	 2961/43	 856/318	 ]6[	 	

3566/0	 6966/0	 6511/1	 5725/5	 580/44	 64/356	 ]25[	 	
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هاي طول به عرض مختلف، نتایج بار بحرانی کمانش ارائه عمودي براي نسبت
شود با افزایش نسبت همان طور که مشاهده میاند. و با یکدیگر مقایسه شده

یابد.طول به عرض ورق بار بحرانی کمانش کاهش می
ها ، بارهاي کمانش بحرانی بی بعد بر حسب نسبت ضخامت3شکل 

)/ 2ph hدهد مشاهده هدفمند را نشان میهاي مختلف ماده )، براي توان

	یابد.افزایش توان ماده هدفمند، کاهش میگردد که بار بحرانی کمانش بامی
در واقع، از آنجا که افزایش توان ماده هدفمند به معناي فلزي تر شدن 

یابد و در نتیجه، کاهش بار بحرانی ورق است، لذا صلبیت کلی ورق کاهش می
هاي کامل دور از انتظار نخواهد بود. همچنین بار بحرانی کمانش براي ورق

هاي تر از بار بحرانی کمانش براي ورقاي بزرگقابل ملاحظهسرامیکی به طور 
	).N>0ساخته شده از مواد هدفمند هستند (

ها تحت بارهاي بحرانی کمانش بی بعد بر حسب نسبت ضخامت4شکل 
شود که بارهاي بحرانی دهد. دیده میانواع مختلف بارگذاري را نشان می

ترین است بیشR=-1که کمانش براي یک نسبت ضخامت مشخص، هنگامی 
باشند.است کمترین مقدار را دارا میR=1مقدار، و هنگامی 

، اثر شرایط مرزي الکتریکی روي بارهاي بحرانی کمانش بی 5در شکل 
رسانند که تغییر از شرط مدار بسته به بعد بررسی شده است. این نتایج می

مراه هستند.مدار باز، همیشه با افزایش در بار بحرانی کمانش ورق ه
هاي پیزوالکتریک در شکل با لایهبراي ورق ساخته شده از مواد هدفمند

ها براي ، تغییرات بارهاي بحرانی کمانش بی بعد را بر حسب نسبت ضخامت6
ایم. مقدار بار بحرانی کمانش سه ماده مختلف لایه پیزوالکتریک، رسم کرده

ترین است. سه ماده بیشPZT-6Bکمترین و براي PZT-4بی بعد براي 
هاي پیزوالکتریک از لحاظ کیفی اثر مشابه اما از نظر کمی اثرهاي لایه

متفاوتی روي بار بحرانی کمانش دارند.
هاي پیزوالکتریک را روي بار بحرانی کمانش بی اثر ضخامت لایه7شکل 

ت سازند که براي یک مقدار ثابت از نسبدهند. نتایج آشکار میبعد نشان می

ها، مقدار بار بحرانی کمانش بی بعد وقتی که شرایط مرزي روي ضخامت
هاهاي پیزوالکتریک مدار باز هستند، نسبت به وقتی که آنسطوح اصلی لایه

مدار بسته هستند، بیشتر است. علاوه بر این، اثرات مکانیکی افزودن لایه 
اتریس ثوابت شارژ پیزوالکتریک ، موسوم به اثرات سختی، با صفر قرار دادن م

][ماده پیزوالکتریک  e مورد بررسی قرار گرفته است. همان طور که ملاحظه
ي پیزو الکتریک،هاي کم، اثر الکتریکی لایهشود، در نسبت ضخامتمی

موسوم به اثر پیزو، که به نحوه توزیع تابع پتانسیل در راستاي ضخامت 
. در ]18[حالت مدار باز و مدار بسته ناچیز است وابسته  بوده، براي هر دو

نسبت ضخامت بالاتر، اگرچه اثر پیزو براي حالت مدار بسته کوچک باقی 
ر نقش کلیدي در تعیین بار بحرانیماند ولی در حالت مدار باز، این اثمی

کند. لازم به ذکر است، اثر پیزو براي هر دو حالت مدار بازي میکمانش ورق
گردد.می	بسته سبب افزایش بار بحرانی کمانش ورقباز و 

)ي بار بحرانی کمانش مقایسه2جدول  )cr
MNp

m
براي

)2]، 6] و [4با مراجع [هدفمند ورق  1, 0.01)a h
b b
= =

	 crp	 	 N	 R	

]4[	 ]6[	 	تحقیق حاضر 	 	
373016/1	 37379/1	 372959/1	 0	 0	
68475/0	 684428/0	 684406/0	 1	 	
53432/0	 534053/0	 534039/0	 2	 	
68689/0	 686508/0	 68648/0	 0	 1	
34238/0	 342214/0	 342203/0	 1	 	
26716/0	 267026/0	 267019/0	 2	 	

(*)86206/2	 (*)860035/2	 (*)8577340/2	 0	 1-	
(*)42657/1	 (*)424877/1	 (*)4247860/1	 1	 	
(*)11318/1	 (*)111760/1	 (*)1116790/1	 2	 	

	دهنده مود هاي بالاتر کمانش است.(*)نشان

	]23خصوصیات مواد [3جدول 

	 	 	 	 	ي لایه هستهماده 	 	 	 	ماده  پیزوالکتریک خصوصیت

Ti-6A1-4V	 	آلومینیوم اکسید Al2O3	 	آلومینیوم 	آلومینا G-1195N	 PZT-4	 PZT-6B	 BaTiO3	

7/105 24/320 _ 70 380 0/63 _ _ _ E (GPa)	

2981/0 2600/0 _ 3/0 3/0 3/0 _ _ _ n	

_ _ 2/460 _ _ _ 132 168 150 11c (GPa)	

_ _ 7/174 _ _ _ 71 7/84 3/65 12c (GPa)	

_ _ 5/509 _ _ _ 115 163 146 33c (GPa)	

_ _ 4/127 _ _ _ 73 2/84 2/66 13c (GPa)	

_ _ 9/126 _ _ _ 26 5/35 9/43 55c (GPa)	

_ _ _ _ _ 37/44 1/4- 9/0- 3/4- 2
31e (Cm )-	

_ _ _ _ _ 18/50 1/14 1/7 5/17 2
33e (Cm )-	

_ _ _ _ _ 13/14 5/10 6/4 4/11 2
15e (Cm )-	

_ _ _ _ _ 30/15 124/7 60/3 87/9 1
11(nFm )-X	

_ _ _ _ _ 00/15 841/5 42/3 16/11 1
33 (nFm )-X	

4429 3750 4000 2707 3800 7600 7500 7550 5700 3(kgm )-r	
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مقادیر بارهاي بحرانی کمانش بی بعد 4جدول 
*

=
2

1( )cr

q a
p

D
ها،براي بارگذاري

=ي هدفمند هاي  مختلف مادههاي  ابعاد و تواننسبت
2( 0.5)h
b

	مدار باز مدار بسته
	 2

ph
h	

N	 R	

=( 0.5)a
b

	 =( 1)a
b

	 =( 0.5)a
b

	 =( 1)a
b

	 	 	 	

3908/13	 2214/37	 3908/13	 2214/37	 0	 0	 0	

0786/9	 4411/25	 8451/8	 7346/24	 1/0	 	 	
8475/6	 401/19	 4953/6	 3077/18	 2/0	 	 	
0374/4	 2099/12	 7062/3	 9534/10	 5/0	 	 	
6831/13	 5694/37	 6831/13	 5694/37	 0	 1	 	
8479/11	 5863/32	 091/11	 8872/30	 1/0	 	 	
1256/11	 286/27	 0501/10	 9117/26	 2/0	 	 	

6021/6	 007/13	 0124/6	 3257/12	 5/0	 	 	
0055/15	 7424/37	 0055/15	 7424/37	 0	 5	 	
293/12	 42/33	 6215/11	 9117/31	 1/0	 	 	

7153/11	 3627/28	 6354/10	 4291/27	 2/0	 	 	
1264/7	 0605/17	 7055/6	 1509/16	 5/0	 	 	
7126/10	 6107/18	 7126/10	 6107/18	 0	 0	 1	

2629/7	 7205/12	 0761/7	 3673/12	 1/0	 	 	
478/5	 7005/9	 1962/5	 1538/9	 2/0	 	 	
2299/3	 1049/6	 0615/2	 1767/5	 5/0	 	 	
9464/10	 7847/18	 9464/10	 7847/18	 0	 1	 	
4783/9	 8931/16	 8728/8	 4436/15	 1/0	 	 	
9292/8	 643/15	 4001/6	 5651/13	 2/0	 	 	
9255/3	 1035/7	 5051/3	 4124/6	 5/0	 	 	
4044/11	 3712/19	 4044/11	 3712/19	 0	 5	 	
1129/10	 4099/17	 5419/9	 9551/16	 1/0	 	 	
4252/9	 1813/16	 6181/8	 8714/15	 2/0	 	 	
4073/4	 7214/8	 9941/3	 2579/8	 5/0	 	 	

(*)3512/31	 (*)4177/71	 (*)3512/31	 (*)4177/71	 0	 0	 1-	
(*)7871/20	 (*)4196/48	 (*)3739/20	 (*)1743/47	 1/0	 	 	
(*)2129/15	 (*)5204/36	 (*)6387/14	 (*)6417/34	 2/0	 	 	

(*)6677/7	 (*)5329/21	 (*)3761/7	 (*)7667/19	 5/0	 	 	
(*)1905/33	 (*)9765/72	 (*)1905/33	 (*)9765/72	 0	 1	 	
(*)2915/27	 (*)2792/62	 (*)8533/25	 (*)1524/59	 1/0	 	 	
(*)9307/17	 (*)3776/59	 (*)0215/17	 (*)6007/53	 2/0	 	 	

(*)5824/8	 (*)3294/22	 (*)0351/7	 (*)0045/21	 5/0	 	 	
(*)9264/33 	 (*)8184/73	 (*)9264/33	 (*)8184/73	 0	 5	 	
(*)8532/29	 (*)0974/67	 (*)1758/28	 (*)2007/65	 1/0	 	 	
(*)5957/22	 (*)7614/61	 (*)9061/21	 (*)1154/59	 2/0	 	 	
(*)3051/10	 (*)1259/37	 (*)3652/8	 (*)6971/29	 5/0	 	 	

	دهنده مودهاي بالاتر کمانش است.نشان(*)
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همگرایی بارهاي بحرانی کمانش 5جدول 
*

=
2

1( )cr

q a
p

D
براي نسبت

)2هاي مختلف در تئوري حاضر ضخامت 1, 1, 0.1, 5)h aR N
b b

= = = =

K=5	 K=3	 K=1	
2

ph
h
	

4529/173 	 7651/179 	 7302/212 	 0	
1874/227 	 4831/232 	 8583/293 	 1/0 	
4526/303 	 604/304 	 6027/403 	 2/0 	
8449/656 	 4971/662 	 7627/936 	 5/0 	

مقادیر بارهاي بحرانی کمانش 6جدول 
*

=
2

1( )cr

q a
p

D
)2هاي  طول به عرض مختلف براي نسبت 1, 1, 0.1)hR N

b
= = =

=5a
b

	 =2a
b

	 =1a
b

	 =0.5a
b

	
2

ph
h
	

4529/173 	 399/207 	 8213/325 	 4673/759 	 0	
1874/227 	 3432/271 	 6073/424 	 8024/975 	 1/0 	
4526/303 	 2473/357 	 1106/556 	 5354/1254 	 2/0 	
8449/656 	 5808/777 	 6298/1180 	 7784/2451 	 5/0 	

هاي ها براي توانتغییرات بار بحرانی کمانش بی بعد بر حسب نسبت ضخامت3شکل 
)a/b=1	R=0,ي هدفمند و مدار باز (مختلف ماده

ها براي تغییرات بار بحرانی کمانش بی بعد بر حسب نسبت ضخامت4شکل 
)a/b=0.5	N=0.5,هاي مختلف و مدار باز (بارگذاري

ها، براي ش بی بعد بر حسب نسبت ضخامتتغییرات بار بحرانی کمان5شکل 
)a/b=0.5	N=0.5,	R=1,مدارهاي باز و بسته (

ها، براي سه تغییرات بار بحرانی کمانش بی بعد بر حسب نسبت ضخامت6شکل 
	)a/b=1	N=2,	R=1,ي پیزوالکتریک مختلف (ماده
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ها، اثر پیزو براي تغییرات بار بحرانی کمانش بی بعد بر حسب نسبت ضخامت7شکل 
(a/b=0.5	N=5,	R=1,)حالت مدار باز و بسته 
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