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Vibration Analysis of Cantilever Beam With Piezoelectric 
Layer under Aero-Elastic Force and Moving and Rotating Base 
Excitation
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The theory of mechanical-vibration energy harvesting from the environment has been studied 
by researchers in the recent decade. In the present research, the vibration of the viscoelastic 
cantilever beam was analyzed with two piezoelectric layers including series and parallel 
connections. The beam was exposed under moving and rotating base excitation and aero-
elastic force. The beam viscoelastic material was described using the generalized Kelvin-Voigt 
mechanical model. The aero-elastic force based on piston theory is considered while the base 
excitation is selected harmonic and randomly. The stress field coupling among the beam and 
piezoelectric as well as Gauss equation were utilized to extract the vibration and electrical 
equations respectively. The vibratory equation was converted into a set of ordinary differential 
equations using the Galerkin approach. The obtained equations with electrical equation 
were solved by the Runge-Kutta method numerically. Then, by studying the response of the 
governing equations, the effect of system parameters on the vibrational behavior of the beam 
and the output voltage was investigated. The results showed that the system and response 
frequencies are not affected via circuit connection types (series or parallel). The natural 
vibratory frequency is increased with enhancing the beam stiffness. The structural damping 
has a significant effect on the output voltage value. Also, the output voltage is increased by 
enhancing the environmental pressure.
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  یدوران و ییجابجا هیپا کیتحر
  
  PhD *پوریعباسقل یمهد

 ،بناب ،یاسلام آزاد دانشگاه بناب، واحد ستم،یوسیب کیمکان یمهندس گروه
  ایران

  
  دهیچک

 یبررس مورد ریاخ دهه در طیمح یاشارتع - یکیمکان یانرژ  برداشت نظریه
 ریت کی ارتعاشات لیتحل به حاضر قیتحق در است. گرفته قرار پژوهشگران

 یمواز  و یسر  اتصال با کیزوالکتریپ هیدولا با کیسکوالاستیو سر گیرداریک
 پرداخته یاندور  و ییجابجا صورت به هیپا کیتحر و کیروالاستیآ یروین تحت
 تیوو -نیکلو جامع یکیمکان مدل از استفاده با ریت کیسکوالاستیو ماده شد.
 به هیپا کیتحر و ستونیپ یتئور  براساس کیروالاستیآ یروین شد. فیتوص
 هایمعادله استخراج یبرا شدند. گرفته نظر در کیهارمون و یتصادف صورت
 کیزوالکتریپ و ریت تنش دانیم نیب کوپل از ترتیببه ریت یکیالکتر و یارتعاشات

 صورت به ن،یگالرک روش به یارتعاش معادله شد. استفاده گاوس دلاتمعا و
 کوتا - رانگ یعدد روش کمک به یکیالکتر معادله با همراه و شد نوشته گسسته
 یپارامترها تاثیر مطالعه به حاکم معادلات پاسخ یبررس با سپس شدند. حل
 که داد نشان جینتا شد. پرداخته یخروج ولتاژ و ریت یارتعاش رفتار بر ستمیس
 پاسخ و ستمیس یهافرکانس بر یتاثیر  )یمواز  ای ی(سر  مدار اتصال نوع

 .ابدییم شیافزا ریت یارتعاش یعیطب فرکانس ،یسفت شیافزا با ندارد. یفرکانس
 شیافزا با نیهمچن دارد. ییبسزا تاثیر یخروج ولتاژ مقدار بر یساختار  ییرایم

  .ابدییم کاهش یخروج ولتاژ مقدار طیمح در فشار
 یروین ،یانرژ  برداشت ،یمواز  و یسر  کیزوالکتریپ ردار،یگ سرکی ریت :هادواژهیکل
  کیهارمون و یتصادف هیپا کیتحر ک،یروالاستیآ

  
  ۲۵/۰۸/۱۳۹۷ افت:یدر خیتار
  ۱۲/۰۶/۱۳۹۸ رش:یپذ خیتار

  abbasgholipour@bonabiau.ac.ir مسئول: سندهینو*

  
  مقدمه - ۱
 هاحسگر  نظیر الکترونیکی مدارهای انرژیتامین  ،اخیر هایسال در
 است. گرفته قرار زیادی محققان توجه مورد ،سیمبی هایسیستم و
 دسته دو به توانمی را انرژی به مربوط مشکلات ،کلی حالت در

 ،دوم مشکل مورد در .],1	2[کرد خلاصه انرژی ذخیره و تولید
 و حجیم معمولاً  هاباتریزیرا  ؛نیست راهگشا نیز باتری از استفاده
 که دارند شیمیایی مواد و دارند محدودی انرژی هستند، سنگین
 انرژی تولید که برسانند آسیب محیط زیست به توانندمی

 میان این در .باشد مناسبی راهکار تواندمی محیط از تجدیدپذیر
بودن دسترس در دلیلبه مکانیکی ارتعاشات انرژی از استفاده
 مختلف هایروش میان از است. گرفته رقرا توجه مورد بیشتر
 در که هاییسیستم از استفاده محیط، از ارتعاشی انرژی برداشت

 دارند قرار مرتعش محیط در و شده تعبیه پیزو هایلایهآنها 
زمینه  در متفاوتی هایپژوهش .]3‐6[باشد کارچاره  تواندمی

آنها  از تعدادی به ادامه در که است یافته انجام انرژی برداشت
   شود.می اشاره
 از دور که میکرو هایسیستم در انرژی تولید ،]7[یاتیس و ویلیام
 بررسی الکترومغناطیسی هایمبدل از استفاده با را بودند دسترس

 را الکتریکی انرژی خود ارتعاش با که جرمیمطالعه  این در کردند.
 بر کانیزمم واقع در شد. گرفته نظر در ،کندمی القا چیپمیس یک به

 صورتبه پایه ارتعاشی تحریک تحت آزادیدرجه  یک مدل اساس
 قرارگیرینحوه  تاثیر ،]8[جونز و گولدفارب بود. هارمونیک

 قرار بحث مورد را خروجی الکتریکی انرژی بازده در پیزوالکتریک
 عظیمی بخش الکتریکی، انرژی تولید در که داد نشان نتایج دادند.
 منبع خود به و شودمی جذب والکتریکپیز خود در انرژی از

 سیستم بازده کاهش باعث مشکل این شود.می بازگردانده تحریک
 موازات به پیزوالکتریکماده  که دهدمی رخ زمانی و است
 حائز کننده رهیذخ قرارگیرینحوه  لذا گیرد، قرار کنندهذخیره
 ایبر  را الکترومغناطیسی مبدل ،]9[همکاران و الهمی است. اهمیت
 و کاسیاپ کردند.ارایه  و طراحی الکتریکی انرژی تولید

 مورد را پیزوالکتریکلایه  با کامپوزیتی تیر ارتعاشات ،]10[همکاران
 یک مدل اساس بر تحلیلی روابط تحقیق این در دادند. قرار بررسی
 در سیستم ارتعاشی و دینامیکی رفتار و شد مدل آزادیدرجه 
 رفتار ،]11[همکاران و هوانگ .شد رسیبر انرژی متفاوت هایمیدان

 را پیزوالکتریک هایلایه با سر گیرداریک تیر دینامیکی جابجایی
 در ،]12‐14[همکاران و روندی نمودند. مطالعه عددی صورتبه

 لوازم برای انرژیتولیدکننده  هایمبدل مورد در خود مطالعات
 هاسیستم گونهنیا کیفیت بهبود و هامبدل بازده سیم،بی الکتریکی
 الکتریکی مدار بر مبتنی مدلی ازآنها  دادند. انجام تحقیقاتی
 دیگر هایمدل به نسبت بهتری نتایج که کردند استفاده معادل
 توان ماکزیمم بررسی به خودمطالعه  در ]15[استفان داشت.
 آزادی درجه یک مدل همان در مکانیکی میرایی تاثیر و تولیدی

 ساخت و طراحی به خودمطالعه  در ]16[رانهمکا و بیبی پرداخت.
 پرداختند. ارتعاشیاولیه  انرژی پایه بر الکترومکانیکی مبدل یک

 کویل یک از الکتریکی انرژی به مکانیکی انرژی تبدیل برایآنها 
 انرژی تولید بر را سیستم ابعاد تاثیر و نمودند استفاده مغناطیسی

 تیر ،]17[همکاران و یاآجیتسار کردند. بررسی سیستم ارتعاشات و
 و برنولی - اویلر تیر فرض با را پیزوالکتریک لایه دو با سر گیرداریک

 نمودند.ارایه  تحلیلی حل و کرده بررسی تیموشنکو تیر همچنین
 حل لایه دو مستطیلی سر گیرداریک تیر یبرا ،]18[اینمن و کارتور 

 گسسته شرو بررسی به خود مقالات درآنها  کردند.ارایه  تحلیلی
 و طولی ارتعاشات یبرا روش این که کردند ثابت و پرداخته نیز

 ضرایب نتیجه در ،کندمیارایه  غیردقیقی نتایج تیر عرضی
 به ،]19[همکاران و کیم نمودند.ارایه  مدل این یبرا تصحیحی
 به آن تبدیل و ارتعاش از انرژی برداشت امکان تجربی بررسی
 باآنها  پرداختند. پیزوالکتریک مواد زا استفاده با الکتریکی انرژی
 عبوری مدل تیر، روی مختلف هایفرکانس و دامنه با بار اعمال
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 مقدار و کرده سازیشبیه را مختلف هایسرعت و وزن با خودرو
 با ،]20[همکاران و علی کردند. گیریاندازه را خروجی ولتاژ

 امکان به ،آن روی متمرکز نیروی اعمال با و تیر یک درنظرگرفتن
 تعیین به همچنینآنها  پرداختند. ارتعاشات از انرژی برداشت
 پرداختند. ارتعاشات از انرژی حداکثری برداشت برای بهینه مکان
 را پیزوالکتریکلایه  دارای تیر ارتعاشات ،]21[همکاران و لوئک
 سیستم نمودنمدل برای فنری المان یک ازآنها  کردند. بررسی
 انرژی برداشتمطالعه  به ،]22[همکاران و اصغرزاده نمودند. استفاده

 از استفاده با پیزوالکتریک لایه یک با ایذوزنقه تیر ارتعاشات از
 معادلات ،هاآنمطالعه  در پرداختند. شدهتوزیع پارامترهای روش
 استفاده با سپس و آمده دستبه تحلیلی صورتبه سیستم حرکت

 محاسبه سیستم طبیعی هایفرکانس فرضی، مودهای روش از
 کیم اند.هشدارایه  توان و جریان ولتاژ، به مربوط نمودارهای و شده
 ارتعاشاتپایه  بر انرژی برداشت هایمکانیزم بازده ،]23[همکاران و
 به خود کتاب از بخشی در ،]24[اینمن و ارتورک کردند. بررسی را

 نیروی مالاع با و پرداختند تیر توسط باد از انرژی برداشت بررسی
 و نمودند بررسی را آن دینامیکی پایداری سیستم آیروالاستیک،

 ازآنها  دادند. نشان را سیستم خطیغیر  رفتار درنظرگرفتن اهمیت
 نمودند. استفاده شبکه -دوگانه و شبکه -گردابه محدود المان روش

 در اخیر هایپیشرفت از کاملی گزارش ،]25[مو و دیویدسون
تامین  برای انرژی برداشت زمینه در را ۲۰۱۴ تا ۲۰۰۸ هایسال
   نمودند.ارایه  سلامت پایش هایسیستم انرژی
 کاربردهای بررسی زمینه در زیادی تحقیقات ،اخیر هایسال در

 با الکتریکی انرژی به آن تبدیل و ارتعاشات از انرژی برداشت
 به توانمی که است گرفته انجام پیزوالکتریک مبدل از استفاده
 و سانگ ،]27[همکاران و جین ،]26[همکاران و مارتین یقاتتحق

  کرد. اشاره ]29[همکاران و لیو و ]28[همکاران
 است سیال با سازه تداخل متقابل اثر از ناشی ،آیروالاستیک نیروی

 شماربه هاسازه تحلیل و طراحی در مهم هایپدیده از یکی و
 که شودمی مشخص ،گذشته تحقیقات بر مروری با رود.می

 تحت پیزوالکتریک لایه با تیر ارتعاشات روی اندکی مطالعات
 اکثر در است. گرفته صورت آیروالاستیک نیروی و پایه تحریک
 محدود اجزای مدل اساس بر هامدل بیشتر ،گذشته تحقیقات
 ارتعاشی ریاضی مدل مطالعه، این در که صورتی در ؛هستند
 ریاضی مدل یک از که است لازم بنابراین و شودمی بررسی سیستم
 شود. استفاده سیستم سازیمدل برای ارتعاشی روابط با سازگار

 پیزوالکتریک لایه با تیر ارتعاشات روی اندکی مطالعات همچنین
در  ؛است گرفته صورت آیروالاستیک نیروی و پایه تحریک تحت

های لایه اثرات بار اولین برای ،حاضر تحقیق در حالی که
 حالت و دورانی) و (جابجاییها تحریک انواع و پیزوالکتریک

 از که یطور به است. شده بررسی هارمونیک) و (تصادفیها تحریک
 تحریک با و موازی و سری پیزوالکتریک لایه با سر گیرداریک تیر
 برای تصادفی و هارمونیک صورتبه دورانی و جابجایی پایه

 ابتدا منظور نبدی است. شده استفاده ارتعاشی انرژی برداشت

 کیزوالکتریپ هیلا با سر گیرداریک ریت یکیالکترومکان معادلات
 هیپا کیتحر ،یعرض ارتعاش درنظرگرفتن با یمواز  و یسر 

 بر کیروالاستیآ یروهاین صورتبه طیمح اثر و یدوران و ییجابجا
 و لیتحل به سپس و شوندیم استخراج ستونیپ یتئور  اساس
 بهآنها  یعدد حل با و شد خواهد پرداختهآنها  یساز گسسته
 و ریت یارتعاش رفتار بر طیمح و ستمیس یپارامترها تاثیر مطالعه
  .شودیم پرداخته یخروج ولتاژ

  
  هاروش و مواد - ۲
 گرفته نظر در ۱ شکل مطابق پیزوالکتریکلایه  با سر گیرداریک تیر
 و عرضی جابجایی تحریک ،h(t) و g(t) شکل این در است. شده
 از ناشی تواندمی که است تیرپایه  بخش در دورانی جاییجاب

	است. متصل آن به تیر که باشد میزبانی حرکت

  

  
 کیتحر تحت آن ریز و یرو در کیزوالکتریپ لایه دو با ریت کیشمات )۱ شکل
	]24[یعرض و یدوران پایه

  
 مقطع ابعاد که برنولی -اویلر تیر عرضی ارتعاش بر حاکممعادله 

 حضور عدم در ،است نظرکردنصرف قابل آن طول بربرا در تیر
  .]24[است )۱( رابطه صورتبه پایه تحریک

ܫܻ  )۱(
பమெ

ப௫మ
 ܣߩ

பమ௪

ப௧మ
ൌ ܲሺݔ,  	ሻݐ

 جرم ρA سطح، اینرسی ممان I تیر، یانگ مدول Y ،رابطه این در
 تیر خمشی گشتاور در پیزوالکتریک هایلایه اثر است. طول واحد
,ݔሺܲ و شودمی ظاهر  .است تیر طول واحد بر خارجی نیروی ሻݐ
 گرفته نظر در آیروالاستیک نیروی با برابر خارجی نیروهای اگر
 خواهد نیرو این ایجاد باعث تیر زیر و تیر روی فشار اختلاف ،شود
 )۲( معادله صورتبه میرایی حضور با همراه )۱(معادله  لذا شد.
  .شودمی نوشته

)۲(  
பమெ

ப௫మ
 ܣߩ

பమ௪

ப௧మ
 ܿ௦ܫ

பఱ௪

ப௫ర ப௧
 ܾΔ ܲሺݔ, ሻݐ ൌ 0	 

Δ ،آن در که ܲሺݔ,  تیر، به اعمالی آیرودینامیکی فشار اختلاف ሻݐ
b و تیر عرض ܿ௦ عبارت واقع در .است ایسازه میرایی ضریب 

ܾΔ ܲሺݔ,  اثر درنظرگرفتن علتهب که است طول واحد نیروی ሻݐ
  شود.می وارد سیستم بر آیرودینامیکی نیروی صورتبه محیط
 حرکت تا است لازم ابتدا تیر، در خمشی گشتاور استخراج منظوربه
  شود. گرفته نظر در )۲( رابطه صورتبه تیر از نقطه هر
,ݔሺݓ  )۳( ሻݐ ൌ ,ݔሺݓ ሻݐ  ,ݔሺݓ  	ሻݐ
,ݔሺݓ آن در که ,ݔሺݓ و است پایه به نسبت تیر حرکت ሻݐ  ሻݐ

  شود.می گرفته نظر در )۴( رابطه صورتبه که است پایه حرکت
,ݔሺݓ	)۴( ሻݐ ൌ ሻݐሻ݃ሺݔଵሺߜ  		ሻݐሻ݄ሺݔଶሺߜ
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 تاثیر توابع با برابر ترتیببه ሻݔଶሺߜ و ሻݔଵሺߜ توابع ،فوقرابطه  در
 گاهیتکیه شرایط با تیر برای .هستند یهپا در دوران و جابجایی

  .]24[است )۵( روابط صورتبه توابع این سر گیرداریک
ሻݔଵሺߜ	)۵( ൌ ሻݔଶሺߜ						,1 ൌ  	ݔ

 )۶( رابطه صورتبه تیر در تنش از ناشی داخلی خمشی گشتاور
  شود.می نوشته

)۶(	
,ݔሺܯ ሻݐ ൌ െܾ ቀ ଵܶ

ݖࢊݖ
ିೞ/ଶ

ିିೞ/ଶ


 ଵܶ
௦̃ݖࢊݖ

ೞ/ଶ

ିೞ/ଶ
  ଵܶ

ݖࢊݖ
ାೞ/ଶ

ೞ/ଶ
ቁ	 

 برابر ݄ تیر، ضخامت برابر ௦݄̃ تیر، عرض برابر b آن در که
ଵܶ پیزوالکتریک، هایلایه از یک هر ضخامت

௦̃ تیر در محوری تنش 

ଵܶ و
 ۲ (شکل است پیزوالکتریک در محوری نشت.(  

  

  
  ]24[هاهیلا ضخامت به مربوط یگذار نام و شدهاستفاده مختصات )۲ شکل

  
بودن همگن فرض با پیزوالکتریک و تیر در محوری تنش ،طرفی از

  د.آیمی دستبه )۸( و )۷( هایرابطه از مواد
)۷(ଵܶ

௦̃ ൌ ܻ ଵܵ
௦̃	 

)۸(ଵܶ
 ൌ ܿଵ̅ଵா ଵܵ

 െ ݁̅ଷଵܧଷ	 
 الاستیک مدول ଵ̅ଵܿ ،پیزوالکتریک ثابت ଷଵ̅݁ آن در که

 3E و ثابت) الکتریکی میدان معنی به E (بالانویس پیزوالکتریک
 ها،لایه جدایش عدم فرض با دهد.می نشان را الکتریکی میدان
 پایه به نسبت تیرشده جابجا انحنای از استفاده با طولی کرنش
  است. )۹( رابطه صورتبه و شودمی سنجیده

)۹(	
ଵܵ ൌ െݖ

பమ௪ೝ

ப௫మ
	 

 مقدار )،۸( و )۷( هایرابطه طبق ،ایجادشده گشتاورمحاسبه  برای
 مقدار ،منظور این به شود. محاسبه باید تیر و لایه در تنش

 گرفتننحوه  به رمقدا این .شود محاسبه باید الکتریکی جابجایی
   دارد. بستگی سیستم از ولتاژ
 مدار در پیزوالکتریکلایه  دو قرارگیری گذشته تحقیقات مطابق

 قرارگیری نوع این .است ممکن سری و موازی صورتبه الکتریکی
 ولتاژ سری حالت برای است. شده داده نشان ۳ شکل در مدار در

 با برابر لایه هر ژولتا مقدار و است ሻݐ௦ሺݒ با برابر خروجی
ሻݐ௦ሺݒ  با برابر خروجی ولتاژ نیز موازی حالت برای بود. خواهد ⁄2
 این بر .است ሻݐሺݒ با برابر نیز پایه هر ولتاژ مقدار و است ሻݐሺݒ
 دو برای تیر در گشتاور متعاقباً، و الکتریکی جابجایی میدان اساس
  .]24[است شده جاستخرا تفکیک به موازی و سری حالت
 بالالایه  در حالت این برای ଷଵ̅݁ پارامتر مقدار مدار: در سری اتصال

 الکتریکی میدان مقدار نتیجه در و دارد هم مخالف علامت پایین و
  .است )۱۰(رابطه  طبق لایه دو هر در
ሻݐଷሺܧ	)۱۰( ൌ െݒ௦ሺݐሻ 2݄⁄ 	 

  
 یمواز  و بالا) (شکل یسر  صورتبه مدار در هاهیلا یر یقرارگ نحوه )۳ شکل
  ]24[ )نییپا (شکل

  

 با کوپل صورتبه تیر گشتاوررابطه  )۱۰( تا )۶( روابط از استفاده با
  .]24[آیدمی دستبه )۱۱( رابطه صورتبه پیزوالکتریکلایه 

,ݔ௦ሺܯ	)۱۱( ሻݐ ൌ ܫܻ
பమ௪ೝ

ೞ ሺ௫,௧ሻ

ப௫మ
െ ሻݔሺܪሻሾݐ௦ሺݒ௦ߴ െ

ݔሺܪ െ  	ሻሿܮ
 برای الکتریکی کوپلینگ ضریب و بوده واحد پله تابع H، آن در که

  .]24[است )۱۲( رابطه صورتبه سری مدار با گیریاندازه حالت

௦ߴ	)۱۲( ൌ
య̅భ

ଶ
ቀ݄ 

ೞ
ଶ
ቁ
ଶ
െ ቀೞ

ଶ
ቁ
ଶ
൨	 

لایه  در موازی حالت برای ଷଵ̅݁ پارامتر مقدار مدار: در موازی اتصال
 در الکتریکی میدان مقدار نتیجه در و است علامتهم ،پایین و بالا

  است. )۱۴( و )۱۳( مقادیر دارای ترتیببه پایین و بالالایه 
ሻݐଷሺܧ	)۱۳( ൌ െݒሺݐሻ ݄⁄  

ሻݐଷሺܧ	)۱۴( ൌ ሻݐሺݒ ݄⁄  

لایه  با کوپل صورتبه تیر گشتاورطه راب ،اتصال نوع این در
  .]24[آیدمی دستبه )۱۵( رابطه صورتبه پیزوالکتریک

)۱۵(	M୮ሺx, tሻ ൌ YI
பమ୵౨ౢ

౦ ሺ୶,୲ሻ

ப୶మ
െ ϑ୮v୮ሺtሻሾHሺxሻ െ

Hሺx െ Lሻሿ	 
 مدار با گیریاندازه حالت برای الکتریکی کوپلینگ ضریب آن در که

 مقدار برابر دو با برابر مقدار این است. )۱۶( رابطه صورتبه موازی
  .است سری کوپلینگ

ߴ	)۱۶( ൌ ௦ߴ2 ൌ
య̅భ


ቀ݄ 

ೞ
ଶ
ቁ
ଶ
െ ቀೞ

ଶ
ቁ
ଶ
൨		

 صورتبه معادل خمشی سفتی مقدار اتصال، از حالت دو هر برای
  .]24[است )۱۷( رابطه

ܫܻ	)۱۷( ൌ
ଶ

ଷ
൜ ௦ܻ̃ ቀ

ೞ
ଶ
ቁ
ଷ
 ܿଵ̅ଵா ቀ݄ 

ೞ
ଶ
ቁ
ଷ
െ ቀೞ

ଶ
ቁ
ଷ
൨ൠ	 

 اتصال دو برای خمشی سفتی و گشتاور مقدار استخراج از پس
 کلی حالت در نمود. استخراج را حاکم معادلات توانمی ،متفاوت
 کوپلینگ با الکتریکیمعادله  شامل سیستم بر حاکم معادلات
   .است الکتریکی کوپلینگ با انیکیمکمعادله  و مکانیکی

   مکانیکی کوپلینگ با الکتریکی معادله استخراج - ۱- ۲
 اتصالات با سیستم بر حاکم الکتریکیمعادله  استخراج منظوربه

 بررسی لایه یک الکترواستاتیکی رفتار باید ابتدا سری، و موازی
 صورتبه تیر در ملاحظه قابل کرنش تنها اینکه به توجه با شود.

 رابطه صورتبه الکتریکی جابجاییرابطه  بنابراین ،است محوری
  .]24[آیدمی دستبه )۱۸(
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ଷܦ	)۱۸( ൌ ݁̅ଷଵ ଵܵ
  ଷ̅ଷ௦ߝ 		ଷܧ

 الکتریکی ظرفیت ثابت ଷ̅ଷ௦ߝ و الکتریکی جابجایی ଷܦ ،آن در که
 ۳ شکل مطابق مدار خارجی مقاومت مقدار اگر .است پیزوالکتریک

 قانون اساس بر الکتریکی جریان ،شود گرفته نظر در ܴ با برابر
  .]24[آیدمی دستبه )۱۹( رابطه صورتبه گاوس

)۱۹(ௗ

ௗ௧
൫ D. n݀ܣ


൯ ൌ
௩ሺ௧ሻ

ோ
	 

 و است پیزوالکتریکلایه  در الکتریکی جابجایی بردار D ،آن در که
n این روی گیریانتگرال که ستا الکترود سطح بر عمودیکه  بردار 

 و )۱۹( در )۱۸(معادله  جایگذاری با شود.می انجام سطح
 مکانیکی کوپلینگ با الکتریکیمعادله  )۱۳( رابطه کارگیریبه
 L و b، ݄ آن در که ]24[آیدمی دستبه )۲۰( رابطه صورتبه
 نیز ݄ .است پیزوالکتریک لایه طول و ضخامت عرض، ترتیببه
 مطابق که است پیزوالکتریکلایه  مرکز از خنثی تارفاصله  با برابر
  آید.می دستبه )۲۱( رابطه

)۲۰(	ఌതయయ
ೞ 



ௗ௩ሺ௧ሻ

ௗ௧


௩ሺ௧ሻ

ோ
 ݁̅ଷଵ݄ܾ

பయ௪ೝሺ௫,௧ሻ

ப௫మ ப௧
ݔ݀




ൌ 0  

)۲۱(	݄ ൌ
ାೞ

ଶ
	 

 اتصال با سیستم بر حاکم معادلات کوپلینگ، استخراج از پس
	شود.می استخراج سری و موازی

	آیروالاستیک نیروی اعمال و سری اتصال با حاکم معادلات - ٢- ٢
 کامل استخراج برای لازم روابط و معادلات ،قبلی هایبخش در

 گشتاور یجایگذار  با گرفت. قرار مطالعه مورد حاکم معادلات
  :]24[داریم )۲(معادله  در )۱۱(رابطه  طبق خمشی

 

)۲۲(
ܫܻ

பర௪ೝ
ೞ ሺ௫,௧ሻ

ப௫ర
െ ሻݐ௦ሺݒ௦ߴ ቂ

ௗమுሺ௫ሻ

ௗ௫మ
െ

ௗమுሺ௫ିሻ

ௗ௫మ
ቃ

					ܣߩ
பమ௪

ப௧మ
 ܿ௦ܫ

பఱ௪

ப௫ర ப௧
 ܾΔ ܲሺݔ, ሻݐ ൌ 0

		

 

 )۱۲(رابطه  طبق (௦ߴ) سری حالت در الکتریکی کوپلینگ ،آن در که
 است. شده تعریف )۱۷(رابطه  در نیز معادل خمشی سفتی و است
 تابع اساس بر که است واحدپله  توابع ሻݐ௦ሺݒ௦ߴ ضریب عبارت
 صورتبه توانمی را )۲۲(معادله  لذا و شودمی نوشته دیراک دلتای
  وشت.ن )۲۳( معادله

)۲۳(	
ܫܻ

பర௪ೝ
ೞ ሺ௫,௧ሻ

ப௫ర
െ ሻݐ௦ሺݒ௦ߴ ቂ

ௗఋሺ௫ሻ

ௗ௫
െ

ௗఋሺ௫ିሻ

ௗ௫
ቃ

				ܣߩ
பమ௪

ப௧మ
 ܿ௦ܫ

பఱ௪

ப௫ర ப௧
 ܾΔ ܲሺݔ, ሻݐ ൌ 0

	 

 

 رابطه فشار، اختلاف آیروالاستیک نیروهای اعمال به توجه با
 خطی بسط تحقیق این در است. غیرخطیرابطه  یک آمدهتدسبه
  .]27[است )۲۴( رابطه صورتبه که است شده استفاده عبارت این

)۲۴(ܲௗሺݔ, ሻݐ ൌ ஶܲ ቀ1
ఊିଵ

ଶ


ಮ
ቁ
ଶఊ

ఊିଵൗ
	 

 

 ایزنتروپیک، گاز ثابت ضریب ߛ اتمسفر، فشار ஶܲ، )۲۴( رابطه در
 سرعت( تیر بر جریان عمودی سرعت ௭ܸ و صوت سرعت ஶܥ

 سرعت که صورتی در .است )Velocity	Downwash ؛فروریزش
 )۲۵( رابطه صورتبه فروریزش سرعت باشد، ஶܷ محیط در سیال
  است. بیان قابل

 

)۲۵(௭ܸ ൌ
ப௪

ப௧
 ܷஶ

ப௪

ப௫
	 

ሺ اول عبارت
ப௪

ப௧
ሻ و تیر بینس حرکت از ناشی ،)۲۵(رابطه  در 

ሺܷஶ دوم عبارت
ப௪

ப௫
ሻ، راستای در محیط سرعت تصویر از ناشی 

 تیر اطراف در اتمسفر فشار اینکه به توجه با است. تیر بر عمود
 تیر بر نیرو اعمال سبب که فشاری اختلاف ،است یکنواخت

 و )۲۶( هایرابطه صورتبه استاتیکی فشار حضور عدم در شودمی
  است. شده هگرفت نظر در )۲۷(
)۲۶(	Δ ܲሺݔ, ሻݐ ൌ ܲௗሺݔ, ሻݐ െ ஶܲ	 

)۲۷(	Δ ܲሺݔ, ሻݐ ൌ ஶܲߛ

ಮ
	 

  داریم: فوق، عبارت در )۲۵(رابطه  جایگذاری با

)۲۸(	Δ ܲሺݔ, ሻݐ ൌ
ಮఊ

ಮ
ቀப௪
ப௧
 ܷஶ

ப௪

ப௫
ቁ		

 که تیر جابجایی ۲ از لاتربا توان عبارات از واقع در ،)۲۸(رابطه  در
 بسیار مقادیر و است شده تقسیم صوت سرعت بالاتر هایتوان به

 در توانمی را فوقرابطه  حال است. شده نظرصرف ،دارد اندکی
   کرد. جایگذاری )۲۳(معادله 

)۲۹(	
YI

∂4wrel
s ሺx,tሻ

∂x4
‐ϑsvsሺtሻ ቂ

dδሺxሻ

dx
‐
dδ൫x‐L൯

dx
ቃρA

∂2w

∂t2
		

csI
∂5w

∂x4∂t

P∞bγ

C∞
ቀ∂w
∂t
U∞

∂w

∂x
ቁൌ0

							
	 

 گرفته نظر در (௦ܿ) ایسازه صورتهب میرایی مقدار ،معادله این در
 ناشی میرایی سیستم، در ایسازه میرایی برعلاوه البته و است شده
 از ناشی میرایی نوع این دارد. وجود نیز محیط به انرژی انتشار از

ಮఊ عبارت صورتبه و است محیط با تیر تقابل

ಮ

ப௪

ப௧
 شده ظاهر 

 قرار بررسی مورد سری اتصال بخش این در اینکه به توجه با است.
  شود.می جایگذاری فوقرابطه  در s بالانویس با )۲(رابطه  گیرد،می

)۳۰(

ܫܻ	
பర௪ೝ

ೞ ሺ௫,௧ሻ

ப௫ర
െ ሻݐ௦ሺݒ௦ߴ ቂ

ௗఋሺ௫ሻ

ௗ௫
െ

ௗఋሺ௫ିሻ

ௗ௫
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ܣߩ
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ೞ

ப௧మ
 ܣߩ
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ப௧మ
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ೞ

ப௫ర ப௧
 ܿ௦ܫ

பఱ௪್

ப௫ర ப௧


ಮఊ

ಮ
ቀ
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ܷஶ
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ቁ ൌ 0		

 ؛است نشده استفاده s بالانویس از ݓ عبارت برای ،رابطه این در
 هایلایه اتصال نوع به و است پایه حرکت با برابر عبارت این زیرا

 ؛)۵( و )۴( روابط از استفاده با نیست. وابسته پیزوالکتریک
 استخراج )۳۴( تا )۳۱( روابط صورتبه پایه حرکت عبارت مشتقات

  شوند.می
)۳۱(	ப௪್

ப௫
ൌ ݄ሺݐሻ		

)۳۲(	ப௪್

ப௧
ൌ ሶ݃ሺݐሻ  ݔ ሶ݄ ሺݐሻ	 

)۳۳(	பమ௪್

ப௫మ
ൌ

பఱ௪್

ப௫ర ப௧
ൌ 0	 

)۳۴(	பమ௪್

ப௧మ
ൌ ሷ݃ሺݐሻ  ݔ ሷ݄ ሺݐሻ	 

 نوشته )۳۵( رابطه صورتبه )۳۰(معادله  فوق، روابط از استفاده با
  شود.می

)۳۵(  

ܫܻ ப
ర௪ೝ

ೞ ሺ௫,௧ሻ
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 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ پوریعباسقل یمهد ۸۹۴

   ۱۳۹۹ فروردین، ۴، شماره ۲۰دوره                                                                                                                                                         پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس - ماهنامه علمی

 بر حاکم مکانیکیمعادله  فوقرابطه  گفت توانمی ،نهایت در
 رذک به لازم .است الکتریکی کوپلینگ با سری اتصال در سیستم
 از که است طول واحد جرم ܣߩ عبارت معادله این در که است

  است. استخراج قابل )۳۶(رابطه 
ܣߩ  )۳۶( ൌ ܾ൫ߩ௦݄̃௦̃  		݄൯ߩ2

 و تیر حجم واحد جرم دهندهنشان ترتیببه ߩ و ௦̃ߩ ،آن در که
 نیز مکانیکی نگکوپلی با الکتریکیمعادله  است. پیزوسرامیکیلایه 
  شود.می نوشته )۳۷( معادله صورتبه سری اتصال برای

)۳۷(  ఌതయయ
ೄ 

ଶ

ௗ௩ೞሺ௧ሻ

ௗ௧
 ௩ೞሺ௧ሻ

ோ
 ݁ଷ̅ଵ݄ܾ

பయ௪ೝ
ೞ ሺ௫,௧ሻ

ப௫మப௧
ݔ݀


ൌ 0		

 )۳۸( رابطه صورتبه گالرکین روش اساس بر )۳۵(معادله  پاسخ
  شود.می گرفته نظر در
ݓ	)۳۸(

௦ ሺݔ, ሻݐ ൌ ∑ ߮ሺݔሻߟ௦ሺݐሻே
ୀଵ 	 

 شکل تابع ሻݔ߮ሺ است، مجهول زمانی توابع ሻݐ௦ሺߟ ،رابطه این در
 )٣٩(رابطه  طبق که است سر گیرداریک تیر ارتعاشی نرمال مود

 پاسخ در مفروض مودهای تعداد با رابرب ܰ و ]03[است شده تعریف
   است.

)۳۹(  ߮ሺݔሻ ൌ ට
ଵ

ఘ
ቂcoshߣ

௫


െ cosߣ

௫


െ

ߪ ቀsinhߣ
௫


െ sinߣ

௫


ቁቃ		

  است. )۴۰( رابطه صورتبه ߪ ،رابطه این در
ߪ	)۴۰( ൌ

ୱ୧୬୦ఒೝିୱ୧୬ఒೝ
ୡ୭ୱ୦ఒೝାୡ୭ୱఒೝ

		

 دستبه )۴۱(رابطه  حل از ߣویژه  مقدار ،)۴۰( و )۳۹( روابط در
  آید.می

)۴۱(  1  cosߣcoshߣ ൌ 0		

 ሻݔሺ߮ آن طرفین به و شده جایگذاری )۳۵( در )۳۸(رابطه 
 )۴۲(رابطه  تا شودمی گیریانتگرال تیر طول در و شده ضرب

  شود. استخراج
ሻݐሷ௦ሺߟ)۴۲(  ቀ2ߦ௦ ߱ 

ಮఊ

ఘಮ
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߯௦ݒ௦ሺݐሻ ൌ ݂ሺݐሻ		
 گرفته نظر در )۴۸( تا )۴۳( روابط )،۴۲( شدهگسستهمعادله  در
  است. شده

ܫܻ	)۴۳( 
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ௗ௫ర
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ଶ
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ൌ 		ߜ

)۴۶(	߯௦ ൌ ௦ߴ
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ௗ௫
ቚ
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ߙ	)۴۷( ൌ 
ௗఝሺ௫ሻ

ௗ௫



 ߮ሺݔሻ݀ݔ		

)۴۸(	
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ಮ
ሶ݃ ሺݐሻ  ಮಮఊ

ಮ
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ಮ
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 سیستم، مکانیک بر حاکم زمانیادله گسسته مع استخراج از پس
 نیز مکانیکی کوپلینگ با الکتریکیمعادله  که است لازم

 )۳۷(رابطه  در )۳۸(معادله  منظور این به شود. سازیگسسته
  ).۴۹ (رابطه شودمی جایگذاری

)۴۹(
ఌതయయ
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ଶ

ௗ௩ೞሺ௧ሻ

ௗ௧
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ோ
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  نمود. ترساده )۵۰( رابطه شکل به توانمی را )۴۹( رابطه
)۵۰(	ఌതయయ
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ଶ
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ௗ௧
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  آن: رد که
ߢ)۵۱( ൌ ݁̅ଷଵ݄ܾ

ௗయఝೝሺ௫ሻ

ௗ௫య
ݔ݀




		

 کوپل با مکانیکیمعادله گسسته  ،آمدهدستبه )۴۲(معادله 
 کوپل با الکتریکیمعادله  نیز )۵۰(معادله  .است الکتریکی
 یک انتخاب از پس معادلات این است. شدهگسسته مکانیکی
 حل عددی روش از استفاده با و کوپل صورتبه N برای مقدار
 استخراج موازی اتصال بر حاکم معادلات ادامه در شوند.می
   شود.می
  آیروالاستیک نیروی اعمال و موازی اتصال با حاکم معادلات - ٣- ٢
 و موازی اتصال حالت برای حاکم معادلات استخراج منظوربه

رابطه  طبق خمشی رگشتاورابطه  آن به آیروالاستیک نیروی اعمال
  .]24[شودمی جایگذاری )۲(معادله  در )۱۵(
ܫܻ)۵۲(
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رابطه  طبق (ߴ) موازی حالت در الکتریکی کوپلینگ آن در که
 شده تعریف )۱۷(رابطه  در نیز معادل خمشی سفتی و است )۱۶(

 واحدپله  توابع مکانی دوم مشتق ሻݐሺݒߴ ضریب عبارت است.
معادله  لذا و شودمی نوشته دیراک دلتای تابع اساس بر که است

  است: بازنویسی قابل زیر صورتبه )۵۲(

)۵۳(	
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 )۲۸( رابطه مطابق فشار اختلاف آیروالاستیک نیروهای اعمال برای
رابطه  در آن جایگذاری با و شد استخراج شدهسازیخطی صورتهب

 صورتبه موازی حالت در سیستم ارتعاشات بر حاکمرابطه  فوق،
  شود:می استخراج زیر

)۵۴(	
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 قرار بررسی مورد موازی اتصال بخش این در اینکه به توجه با
 جایگذاری فوقرابطه  در p بالانویس با )۳(رابطه  گیرد،می
  شود.می

)۵۵(
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 ۸۹۵...  و کیروالاستیآ یروهایتحت ن کیزوالکتریپ یهلابا  یردارسرگ کی ریت یارتعاشات لیتحلـــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 ؛است نشده استفاده بالانویس از ݓ عبارت برای ،رابطه این در
 هایلایه اتصال نوع به و است پایه حرکت با برابر عبارت این زیرا

معادله  )۵۵(رابطه  سازیساده با نیست. وابسته پیزوالکتریک
 .شودیم بازنویسی )۵۶( رابطه صورتبه الکتریکی کوپل با مکانیکی

 تساوی دوم سمت در پایه تحریک از ناشی عبارات رابطه این در
  است. شده نوشته

)۵۶(

ܫܻ
பర௪ೝ

 ሺ௫,௧ሻ

ப௫ర
െ ሻݐሺݒߴ ቂ

ௗఋሺ௫ሻ

ௗ௫
െ

ௗఋሺ௫ିሻ

ௗ௫
ቃ 

ܿ௦ܫ
பఱ௪ೝ



ப௫ర ப௧
 ܣߩ

பమ௪ೝ


ப௧మ


ಮఊ

ಮ
൬
ப௪ೝ



ப௧


ܷஶ
ப௪ೝ



ப௫
൰ ൌ			െܣߩ

பమ௪್

ப௧మ
െ

ಮఊ

ಮ
ቀப௪್

ப௧
 ܷஶ

ப௪್

ப௫
ቁ	 

 بر حاکم مکانیکیمعادله  )۵۶(رابطه  که گفت توانمی نهایت در
 این در .است کیالکتری کوپلینگ با موازی اتصال در سیستم
 برای )۳۶(رابطه  در که است طول واحد جرم ܣߩ عبارت ،معادله
 با الکتریکیمعادله  است. شده تعریف پیزوالکتریکلایه  دو با تیر

 )۵۷( معادله صورتبه موازی اتصال برای نیز مکانیکی کوپلینگ
  شود:می نوشته

)۵۷(	ఌതయయ
ೄ 



ௗ௩ሺ௧ሻ

ௗ௧


௩ሺ௧ሻ

ଶோ
 ݁ଷ̅ଵ݄ܾ

பయ௪ೝ
 ሺ௫,௧ሻ

ப௫మப௧
ݔ݀


ൌ 0		

 است s بالانویس دارای ଷ̅ଷௌߝ عبارت معادله این در که شود دقت
 )۵۶(معادله  پاسخ است. ثابت تنش در گیریاندازه معنای به که
مجموعه  و )۵۸( رابطه صورتهب بار این را گالرکین روش اساس بر

  گیریم:می نظر در ارتعاشی مودهای
ݓ)۵۸(

 ሺݔ, ሻݐ ൌ ∑ ߮ሺݔሻߟ
ሺݐሻே

ୀଵ 	 
ߟ ،رابطه این در

ሺݐሻ است، مجهول زمانی توابع ߮ሺݔሻ شکل تابع 
 )۳۹(رابطه  طبق که است سر گیرداریک تیر ارتعاشی نرمال مود
 به و شده جایگذاری )۵۶( در )۵۸(رابطه . ]03[است شده ریفتع

 تیر طول در و شده ضرب ሻݔሺ߮ مود شکل عتاب آن طرفین
   شود. استخراج )۵۹(رابطه  تا شودمی گیریانتگرال

ሷߟ  )۵۹(
ሺݐሻ  ቀ2ߦ


߱ 

ಮఊ

ఘಮ
ቁߟሶ

ሺݐሻ  ߱
ଶߟ

ሺݐሻ െ

߯
ݒሺݐሻ ൌ ݂ሺݐሻ		

 شده استفاده )۳۴( تا )۳۱( روابط از فوقرابطه  سازیساده برای
 )۶۵( تا )۶۰( روابط )،۵۹( شدهگسستهمعادله  در همچنین است.
  است. شده گرفته نظر در
ܫܻ	)۶۰( 

ௗరఝೝሺ௫ሻ

ௗ௫ర



߮ሺݔሻ݀ݔ ൌ ߱

ଶߜ	 
ߦ	)۶۱(

 ൌ
ೞఠೝ

ଶ
	 

ܣߩ	)۶۲( ߮ሺݔሻ߮ሺݔሻ݀ݔ



ൌ  	ߜ

)۶۳(	߯
 ൌ ߴ

ௗఝೝሺ௫ሻ

ௗ௫
ቚ
௫ୀ

	 

ߙ	)۶۴( ൌ 
ௗఝሺ௫ሻ

ௗ௫



 ߮ሺݔሻ݀ݔ	 
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ಮ
݄ሺݐሻቃ		
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െ ቂܣߩ ሷ݄ ሺݐሻ ಮఊ

ಮ
ሶ݄ ሺݐሻቃ ݔሻ݀ݔሺ߮ݔ


	 	 

 بر حاکم زمانیمعادله گسسته  استخراج از پس ،قبل حالت همانند
 ینگکوپل با الکتریکیمعادله  تا است لازم سیستم، مکانیک
 شدهفرض پاسخ منظور این به شود. سازیگسسته نیز مکانیکی

  شود.می جایگذاری )۵۷(رابطه  در )۵۸(معادله  مطابق

)۶۶(	
ఌതయయ
ೄ 



ௗ௩ሺ௧ሻ

ௗ௧


௩ሺ௧ሻ

ଶோ


݁̅ଷଵ݄ܾ ∑ ௗయఝೝሺ௫ሻ

ௗ௫య
ሶߟ
ሺݐሻே

ୀଵ ݔ݀



ൌ 0	 

  نمود. ترساده )۶۷( رابطه شکل به توانمی را رابطه این

)۶۷(ఌതయయ
ೄ 



ௗ௩ሺ௧ሻ

ௗ௧


௩ሺ௧ሻ

ଶோ
 ∑ ሶߟߢ

ሺݐሻே
ୀଵ ൌ 0		

 این .هستند سیستم بر حاکم معادلات ،)۶۷( و )۵۹( معادلات
 با و کوپل صورتبه N برای مقدار یک تخابان از پس معادلات
 معادلات این تمام حل برای شوند.می حل عددی روش از استفاده

 متلب افزارنرم محیط در نویسیبرنامه و کوتا - رانگ روش از
 مورد معادلات این از حاصل نتایج ادامه در است. شده استفاده
   گیرد.می قرار بررسی و بحث

  
  بحث و نتایج - ۳
لایه  دو با سر گیرداریک تیر از نمونه یک تحقیق ینا در

 نیاز مورد نتایج سپس و است شده گرفته نظر در پیزوالکتریک
	 .شد استخراج موازی و سری هایحالت برای
 سیستم، بر حاکم معادلات حل و مساله عددی بررسی منظوربه

 در زیر صورتبه الکتریکی و مکانیکی هایویژگی و ابعادی مقادیر
 و حسینی و ]24[اینمن و ارتورک اتتحقیق در که شد گرفته نظر
 ۱ هایجدول است. شده بررسی تیر نوع همین نیز ،]13[اسدیلطفی

 ،سر گیرداریک تیر مکانیکی و ابعادی هایویژگی ترتیببه ،۳تا 
  .دهندمی نشان را محیط و پیزوالکتریکلایه 
 اولپایه  تابع سه از )۵۸( یا )۳۸(معادله  طبق نیز پاسخ بسط در

 ادامه در است. هشد فرض  N= ۳عبارتی به است؛ شده استفاده
 طبیعی فرکانسشده ارایه حل و روابط صحت بررسی منظوربه

 .شودمی مقایسه آزاد پاسخ ازآمده دستبه فرکانس با سیستم
 تیر سیستم اول طبیعی فرکانس پیشرفته ارتعاشات مباحث مطابق
  .]23[است )۶۸( رابطه ورتصبه سرگیردار یک

)۶۸(	߱ ൌ ߣ
ଶට

ூ

ఘర
	 

 سه مقادیر است. استخراج قابل )۴۱(معادله  حل از i، آن در که
نمونه  برای دقیق تئوری و فوقرابطه  مطابق اول طبیعی فرکانس
  است. شدهارایه  )۴( جدول در حاضر
 به سری، اتصال و پیزو لایه دو دارای تیر انتهای سخپا، ۱نمودار  در

 میرایی اثر که است شده داده نشان جابجایی نوع از اولیه شرایط
	.شودمی مدتی از پس پاسخ اینرفتن ازبین باعث

  
	[19]سر گیرداریک تیر مکانیکی و ابعادی هایویژگی )۱ جدول

  واحد	مقدار  نماد  پارامتر
	GPa  ۱۰۵	ܧ	مدول یانگ
  ௦̃ ۹۰۰۰  3Kg/mߩ	جرم واحد حجم

	۵۳/۲۴  mm	L  طول
	۴/۶  mm	b  عرض
	۱۴/۰  mm	௦݄̃	ضخامت

  



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ پوریعباسقل یمهد ۸۹۶

   ۱۳۹۹ فروردین، ۴، شماره ۲۰دوره                                                                                                                                                         پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس - ماهنامه علمی

  [19]پیزوالکتریکلایه  مکانیکی و ابعادی هایویژگی )۲ جدول
  واحد	مقدار  نماد  پارامتر

	۹/۶۰  GPa	ଵ̅ଵܿ  مدول یانگ 
    ۷۵۰۰  3Kg/mߩ  جرم واحد حجم

	۵۳/۲۴  mm	L  طول 
	۴/۶  mm	b  رض ع

	۲۶۵/۰  mm	݄  ضخامت  
	۶/۱۶-  2C/m	ଷ̅ଵ݁  ثابت پیزوالکتریک 

	۵۵/۲۵  nF/m	ଷ̅ଷߝثابت ظرفیت الکتریکی  
  

  [19]محیط هایویژگی )۳ جدول
  واحد	مقدار  نماد  پارامتر
  KPa	ஶܲ ۱۰۰  فشار

	m/s	۲۰	ஶܷ  سرعت سیال
  -	٤/١ ߛ	ضریب گازها

  
   اول طبیعی فرکانس سه )۴ جدول

3 rad s	2 rad s	1 rad s	
۷۷۹۹/۶۹۱۶۸	۷۰۵۹/۲۴۷۰۲	۷۴۶۸/۳۹۴۱	

  

 
  جابجایی نوع از اولیه شرایط به تیر انتهای پاسخ )۱نمودار 

  

 پاسخ شود، گرفته فوریه تبدیل فوق پاسخ از که صورتی در
 شده داده نشان ۲نمودار  در که شودمی استخراج ستمسی فرکانسی

 در نیز موازی اتصال حالت در فرکانسی پاسخ همچنین است.
  است. شده داده نشان ۳نمودار 

 ،۳۹۴۰ترتیب به سیستم طبیعی هایفرکانسنمودارها  این در
 دارای ۱ جدول مقادیر با مقایسه در کهاست  ۶۹۱۶۰ و ۲۴۷۱۰
 صحتنمودارها  این .است %۰۱۳/۰ و ۰۳/۰ ،۰۴/۰ نسبی خطای
 کهدهد می نتیجه همچنین و دهدمی نشان را شدهارایه معادلات

 فرکانسی پاسخ و سیستم هایفرکانس بر یتاثیر  مدار اتصال نوع
 پایه عرضی حرکت، ۴نمودار  ندارد. g t پایه دورانی حرکت و 

 h t و (الف) تصادفی حرکت یک آن در که دهدمی مایشن را 
 نظر در میزبان بستر حرکت عنوانبه (ب) هارمونیک حرکت یک
 هر برای را تیر انتهای پاسخ، ۵نمودار  همچنین است. شده گرفته
  دهد.می نشان هاورودی این از یک

 ،۵نمودار  در آمدهدست به پاسخ دو هر در که است ذکر به لازم
 فشار و میرایی اثر در و است سیستم گذرای اسخپ اول بخش
 ادامه در و رسدمی صفر به ثانیه۱۵/۰ از پس پاسخ این محیط
  دارد. پایه تحریک به شبیه رفتاری سیستم ماندگار پاسخ

 و دارد بستگی جابجایی میزان به هاپیزوالکتریک در ولتاژ خروجی
 طرفی از بد.یامی افزایش ولتاژ میزان تیر، جابجایی افزایش با

 و دامنه جمله از پایه تحریک هایویژگی به تیر در جابجایی میزان
 تحریک دامنه افزایش با گفت توانمی و دارد بستگی آن فرکانس
 نیز پایه حرکت فرکانس مورد در یابد.می افزایش ولتاژ میزان، پایه
 سیستم پاسخ زمانی ،۳و  ۲نمودارهای  مطابق که گفت توانمی

 طبیعی فرکانس نزدیکی در تحریک فرکانس که یابدیم افزایش
دامنه  یک در زمانی، پایه هارمونیک تحریک لذا باشد، سیستم
 تحریک فرکانس که کند تولید بیشتری ولتاژ تواندمی مشخص
  باشد. تیر طبیعی فرکانس نزدیک هارمونیک
 هایفرکانس تمام و نیست خاصی فرکانس دارای تصادفی تحریک

 نوع این در ولتاژ میزان افزایش برای لذا و کندمی یکتحر را ریت
  ندارد. وجود شرطی تحریک

 ولتاژ و ارتعاشی رفتار بر (الاستیک) تیر سفتیتاثیر  ادامه در
 زمانی پاسخفوریه  تبدیل منظور بدین .شودمی بررسی خروجی
نمودار  این در است. شده داده نشان ۶نمودار  در ولتاژ و ارتعاشی

  است. شده استفاده سری اتصال صورتبه پیزوالکتریکیه لا دو از
 را ارتعاشی طبیعی فرکانس تیر، سفتی افزایش، انتظار مطابق
 قدرت کاهش یا افزایش که صورتی در .)۶نمودار ( دهدمی افزایش
 نشان، ۶نمودار  دارد. بستگی تحریک فرکانس به خروجی ولتاژ
 سیستم تشدید فرکانس نزدیکی در ولتاژ میزان که دهدمی

 به باشد) سیستم طبیعی فرکانس مساوی پایه تحریک (فرکانس
 بسیار هافرکانس این در سفتی اثر و ندارد بستگی تیر سفتی مقدار
݀ܽݎ نزدیک فرکانس دردر حالی که  است. کم  متناظر ولتاژ ۴۱۰⁄ݏ
 برای و است مقدار بیشترین) E=۲۰۵ܽܲܩ( سفتی بیشترین با

݀ܽݎ مانند بالاتر تحریک هایفرکانس  برعکسمساله  این، ۹×۴۱۰⁄ݏ
 مقدار کمترین E=۲۰۵ܽܲܩ سفتی با متناظر ولتاژ و است شده
   .است

  

  
 سیستم در جابجایی نوع از اولیه شرایط به تیر انتهای فرکانسی پاسخ )۲نمودار 

  سری اتصال با



 ۸۹۷...  و کیروالاستیآ یروهایتحت ن کیزوالکتریپ یهلابا  یردارسرگ کی ریت یارتعاشات لیتحلـــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 سیستم در جابجایی نوع زا اولیه شرایط به تیر انتهای فرکانسی پاسخ )۳نمودار 

  موازی اتصال با

  

 
  الف

 
  ب

 یو دوران یعرض یتصادف کیتحر) الف؛ هیپا یدوران ی وت عرضاحرک )۴نمودار 
   h(t) هیپا یدوران و g(t) یعرض کیهارمون کیتحر )بو  هیپا
  

  الف

	ب
و حرکت دورانی پایه  g(t)تیر به حرکت عرضی پایه  انتهای پاسخ )۵نمودار 
h(t) (ب) (الف) و هارمونیک ت تصادفیاصورت حرکبه  

   الف 

   ب 
(الف) و قدرت ولتاژ خروجی  سیستم فرکانسی پاسخ بر تیر سفتی اثر )۶نمودار 

  سیستم (ب)
  

 بر مدار اتصال نوع و پیزوالکتریکلایه  تعداد اثر بررسی منظوربه
 ۷نمودار  است. شده آورده ۸و  ۷نمودارهای  خروجی، ولتاژ میزان
 مقدار پیزوالکتریک،لایه  دو از استفاده با که دهدمی نشان

 سوم فرکانس بر تاثیر میزان و یابدمی کاهش طبیعی هایفرکانس
 تاثیر مقدار و یابدمی افزایش ولتاژ مقدار در حالی که؛ است بیشتر
 قدرت ،۸نمودار  در است. بیشتر اول فرکانس حوالی در ولتاژ بر

 داده نشان سری و موازی صورتبه مدار اتصال در خروجی ولتاژ
 و اندمنطبق هم بر کاملاً  ولتاژ دونمودار،  این مطابق است. شده
 مقدار بر یتاثیر  خروجی گیریاندازه مدار نوع که دهدمی نشان
  ندارد. ولتاژ

  

  
  پیزوالکتریک از لایه دو و لایه یک برای سیستم خروجی ولتاژ قدرت )۷نمودار 
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 اتصال در پیزوالکتریک از لایه دو برای سیستم خروجی ولتاژ رتقد )۸نمودار 
  موازی و سری

  
 و ارتعاشی رفتار بر سیستم ساختاری میرایی مقدار تاثیر ،ادامه در

 میرایی مقدار اینکه به توجه با است. شده بررسی خروجی ولتاژ
 سیستم خروجی لذا ،است گذارتاثیر  سیستم گذرای پاسخ بر تنها
 است. شده استخراج جابجاییاولیه  شرایط تحت و تحریک بدون

 ولتاژ و تیر انتهای ارتعاشی پاسخ ترتیببه الف و ب، -۹نمودار 
 از یک هر در دهد.می نشان میرایی مقدار سه برای را خروجی
 نشان، ۹نمودار  است. شده داده نشان نیز سیگنال قدرت هانمودار
 .شودمی سیستم عاشارت کاهش باعث میرایی افزایش که ددهمی
 دورترهای محل در و طبیعی فرکانسهای محل در ،دیگر عبارت به
 خواهد کاهش ارتعاشی دامنه میرایی افزایش با طبیعی فرکانس از

 که زمانی چپ) سمت ب -۹نمودار ( پاسخ نیز ولتاژ مورد در یافت.
 دهدمی نشان دهد،می رخ طبیعی هایفرکانس با ارتعاش آن در
 در حالی که یابد.می کاهش ولتاژ مقدار میرایی فزایشا با که

 نشان و گذاردمی اختیار در تریکلی اطلاعات فرکانسی پاسخ
 طبیعی هایفرکانس از دورتر هایمحل در ارتعاش در که دهدمی
 افزایش ولتاژ مقدار میرایی افزایش با و است برعکس مساله این
 فرکانس با سیستم تعاشار  که است صورتی در تنها این یابد.می

  نباشد. آزاد و طبیعی
 (بدون اولیه جابجایی که شودمی مشاهده، ۹نمودار  از همچنین
 با .شودمی ولت۴۸/۰ تقریبی ولتاژ باعث پایه) یا خارجی تحریک
 سطح از ارتفاع افزایش با محیط در فشار نوسان اینکه به توجه
 قدرت بر فشار ننوساتاثیر  ۱۰نمودار  در، افتدمی اتفاق زمین

 است. شده داده نشان اول طبیعی فرکانس حوالی در ولتاژ خروجی
 نزدیکی در فشارتاثیر  کهشود می مشخص، ۱۰نمودار  به توجه با

 با که کندمی اثر یاگونهبه و است مشهود سیستم طبیعی فرکانس
 یابد.می کاهش خروجی ولتاژ مقدار محیط در فشار افزایش
 ارتعاشات مقابل در مقاومت، محیط در فشار یشافزا با طبیعتاً 
 مقدار نتیجه در ویابد می کاهش ارتعاشی دامنه و یافته افزایش
	یافت. خواهد کاهش خروجی ولتاژ

  

  الف

 
   ب

 ریت یانتها یبر پاسخ آزاد ارتعاشتاثیر میرایی ساختاری سیستم  )۹نمودار 
  (الف) و ولتاژ خروجی سیستم (ب)

  

  
	خروجی ولتاژ بر فشار تاثیر )۱۰نمودار 

  
  کلی یر یگجهینت - ۴
 خلاصه ذیل صورتبه پژوهش این از حاصل نتایج کلی حالت در
	 شود:می
 پاسخ رفتنازبین باعث زمانی مدت گذشت از پس میرایی .۱

 شرایط به موازی یا سری اتصال و پیزو لایه دو دارای تیر انتهای
  شود.می جابجایی نوع از اولیه
 نزدیکی در که شودمی حاصل زمانی ارتعاشی دامنه رینبیشت .۲

    گیرد. قرار سیستم طبیعی هایفرکانس
 هایفرکانس بر یتاثیر  موازی) یا (سری مدار اتصال نوع .۳

    ندارد. فرکانسی پاسخ و سیستم
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 افزایش با که است ایگونهبه ارتعاشی رفتار بر تیر سفتی تاثیر .۴
  یابد.می افزایش تیر شیارتعا طبیعی فرکانس سفتی،

 ولتاژ میزان که است ایگونهبه خروجی ولتاژ بر تیر سفتی تاثیر .۵
 مساوی پایه تحریک (فرکانس سیستم تشدید فرکانس نزدیکی در

 و ندارد بستگی تیر سفتی مقدار به باشد) سیستم طبیعی فرکانس
  است. کم بسیار سفتی اثر
 است ایگونهبه سیستم فتارر  بر پیزوالکتریک لایه تعداد تاثیر .۶
 هایفرکانس مقدار پیزوالکتریک، هایلایه تعداد افزایش با که

 با نیز خروجی ولتاژ مقدار همچنین یابد.می کاهش طبیعی
   یابد.می افزایش پیزو هایلایه افزایش

 ارتعاشی رفتار بر سیستم ساختاری میرایی مقدار تاثیر .۷
 سیستم ارتعاش کاهش باعث ییمیرا افزایش که است ایگونهبه
   شود.می
 ایگونهبه خروجی ولتاژ بر سیستم ساختاری میرایی مقدار تاثیر .۸

 ولتاژ مقدار میرایی افزایش با طبیعی فرکانس محل در که است
 هایفرکانس از دورتر هایمحل در ارتعاش در و یابدمی کاهش
   بد.یامی افزایش ولتاژ مقدار میرایی افزایش با طبیعی

 با که است ایگونهبه ولتاژ خروجی قدرت بر فشار نوسانات تاثیر .۹
   یابد.می کاهش خروجی ولتاژ مقدار ،محیط در فشار افزایش

 کرد اشاره موارد این به توانمی ساختار و تحلیل نوع این مزایای از
 ارتعاشات از انرژی برداشت گوناگونهای روش بین از اولاً  که

 مساعد اتتاثیر  داشتن دلیلبه پیزوالکتریک از هاستفاد محیطی،
 انرژی برداشتهای روش بهترین از مکانیکی -الکتریکی کوپل
 برای پیستون تئوری غیرخطی مدل از تحقیق این در ثانیاً  است.
 معادلات و شده استفاده آیروالاستیک نیروی سازیمدل

	است. شده استخراج آیروالاستیک نیروی حضور با الکترومکانیکی
 ،]13[اسدیلطفی و حسینی تحقیق با حاضر تحقیق نتایج مقایسه با
 فرکانسی پاسخ و میرایی تغییرات اثر که نمود مشاهده توانمی

 با کاملی مطابقتآنها  تحقیق در پایه اولیه جابجایی به تیر انتهای
 ارتعاشی فرکانس درآنها  نتایج مطابق همچنین دارد. حاضر تحقیق
 به منجر ساختاری میرایی افزایش طبیعی، انسفرک به نزدیک
 ارتعاشی فرکانس در که حالی در ؛شود می خروجی ولتاژ کاهش
   شود. می عکس رفتار طبیعی فرکانس از دور

 ابعاد از نظرکردنصرف بدون تیموشنکو تیر مدل از شودمی پیشنهاد
 نیروهای اعمال برای .شود استفاده آن طول برابر در تیر مقطع
 استفاده )۲۴ (معادله خطی بسط از تحقیق این در الاستیکآیرو
 اختلاف خطیغیر  بسط از بعدی هایپژوهش در توانمی که شد
 بیشتر سنجیصحت برای شودمی پیشنهاد همچنین، برد. بهره فشار

  شود. استفاده نیز محدود اجزای روش از شدهاستخراج معادلات
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