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برخوردار از اهمیت خاصیمهندسی مکانیکمسائل بسیاري ازحضور داشته و درصنایع مختلفي در اهتیرهاي متحرك محوري بطور گسترد
قرار گرفته سیرمورد برمحیط حرارتیتحت اثر نیروي هارمونیک و در متحرك محوري ارتعاشات اجباري غیرخطی تیر،در این مقاله.هستند

طور ی و همینضرعتیر متحرك محوري بهره گرفته شده است تا بتوان اثرات تغییر شکل برشی سازيمدلتیموشنکو برايتیراز تئوريت. اس
یط این معادلات و شرااند. سپس استخراج شدهسیستم با کمک اصل همیلتون کم بر رفتاراخطی حغیرمعادلات. اینرسی چرخشی را لحاظ کرد

مشتقات معادلاتشده و سازي هگسستآنگیرمشتقاپراتورهاي ماتریسیو با استفاده از ی تعمیم یافتهنسیلابا روش تربیع دیفر	مرزي مورد نظر
ت هارمونیک براي حل معادلاتعادلشمطالعه پاسخ فرکانسی سیستم از رواند. به منظورجزئی موجود به معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل شده

ررسی ست. در یک بکوتا بدست آمده ابا روش رانگمتحرك محوريتیرهاي زمانیپاسخچنینهماست.دهاستفاده شسازي شدهگسسته
تیر هاي فرکانسیاختلاف دما در پاسخضریب میرایی ووارد بر تیر،عرضیت محوري، نیرويعرستأثیر پارامترهاي مختلف اعم از ، موردي

دهد که رفتار دینامیکی سیستم تحت تأثیر ینشان محاصلایجنتاست.شدهسیرگاه ساده در دو انتها برشرایط مرزي تکیهمتحرك محوري با 
.دهدیاز خود نشان مهر یک از عوامل ذکر شده تغیرات قابل توجهی
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	 Axially	 moving	 beams	 are	 extensively	 involved	 in	 various	 industries	 and	 have	 significant	
importance	 in	 many	 mechanical	 engineering	 problems.	 In	 this	 paper,	 the	 nonlinear	 forced	
vibrations	 of	 axially	moving	 beam	 under	 harmonic	 force	 and	 thermal	 environment	 have	 been	
studied.	In	order	to	considering	the	effects	of	transverse	shear	deformation	and	rotary	inertia,	the	
Timoshenko	 beam	 theory	 has	 been	 used	 to	 model	 the	 axially	 moving	 beam.	 The	 nonlinear	
governing	equations	are	derived	with	 the	help	of	Hamilton’s	principle.	Then	 the	equations	and	
boundary	conditions	are	discretized	 through	generalized	differential	quadrature	method	(GDQ)	
and	 its	 differential	 matrix	 operators,	 and	 accordingly	 the	 partial	 differential	 equations	 are	
converted	into	the	ordinary	differential	equations.	To	study	the	frequency	response	of	the	system,	
the	harmonic	balance	method	 is	 used.	Also	 the	 time	 responses	of	 the	axially	moving	 beam	are 	
obtained	by	the	Runge-Kutta	method.	In	a	case	study,	the	effects	of	various	parameters	such	as	the	
axial	speed,	transverse	force	acting	on	the	beam,	damping	coefficient	and	temperature	change	on	
the	 frequency	responses	of	 the	axially	moving	beam	with	both	end	simply	 supported	boundary	
conditions	are	discussed.	The	results	show	 that	 the	dynamic	behavior	of	system	 is	 significantly 	
affected	by	any	of	the	mentioned	factors.	

Keywords:	
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مقدمه- 1
مهندسی از قبیل نوارهاي هاي هدر بسیاري از دستگا1متحرك محوريي تیرها

اي، نوارهاي هاي تسمههاي نواري، اره، اره2ی ترموایهاي هواانتقال قدرت، کابل
																																																																																																																																											
1-	Axially	Moving	Beams	
2-	Tramway	

. وندرمیکار ه هاي آسانسور ب، فیبرهاي پیچ در پیچ و کابلمغناطیسی
ها ها، ارتعاشات موجود در آنهاي فراوان این دستگاهمزیتبا وجود

از محققانتوجه بسیاري،به همین دلیل. کاربردشان را محدود ساخته است
	.شده استمعطوفهاي متحرك محوريارتعاشات سازهبه بررسی

معادلات مربوط به تیرهاي متحرك محوري براي نخستین بار توسط 
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مطالعات اولیه در این زمینه بیشتر به بررسی. دست آمده ب] 1ته [متارمن و 
متحرك محوري 1هايا یا رشتهتیرهدرو تحلیلی روابط خطیتجربی

هاي و موج2ها به دلیل وجود نیروهاي کریولیساند. تیرها و رشتهپرداخته
شناخته 4هاي ژیروسکوپیدر یک کلاس کلی با عنوان سیستم3متحرك

شوند.می
]2[مربوط به تیرهاي متحرك محوري توسط ویکرتمعادلات غیرخطی
محوريارتعاشات تیرهاي متحركهاي مختلفجنبه. توسعه داده شده است

همچنین ارتعاشات و پایداري اند. شدهاز قبیل ارتعاشات آزاد و اجباري بررسی
استو نشان داده شده هاي متحرك محوري مورد آزمایش قرار گرفته سیستم

شناخته 5ت بحرانیعرست محوري مشخص که به عنوان عرسدر یک که 
صفر شده و پایداري سیستم از بین شود، اولین فرکانس طبیعی سیستممی
6هاي زیر بحرانیت بحرانی رژیم سرعتعرستر از هاي پایینسرعتبه. رودمی

].3[شودگفته می7هاي فوق بحرانیرژیم سرعتاي بالاتر از آنهتو به سرع
در سه دسته کلی8تیرهاي متحرك محوري اویلربرنولیهاي زمانیپاسخ

دیفرانسیلی با لیامعادلات دیفرانسیلی و معادلات انتگر، 9معادلات کوپل
شده و مشخص گردیده است که معادلات انتگرالی هاي عددي بررسیروش
همچنین . کوپل هستندنسیلی تقریب بهتري براي معادلات کلیادیفر

].4،5[ها نیز مورد مطالعه قرار گرفته استارتعاشات آزاد این سیستم
گرفته در رفتار تیرهاي متحرك محوري نشان داده است مشاهدات انجام 

،که چنانچه در سیستم عیوب کوچک هندسی یا دینامیکی وجود داشته باشد
کند؛ چنین سرعت تیر همواره ثابت نبوده و در طول حرکت تغییر می

].6[شوندشناخته می10ر محورياهایی به عنوان تیرهاي شتابدسیستم
تیرهاي متحرك محوري از زمینهگرفته درمطالعات صورت بیشتردر 

تغییر شکل ها اثراتتئوري تیرهاي اویلر برنولی استفاده شده است که در آن
شود و لذا در ی و همینطور اینرسی چرخشی نادیده گرفته میضرعبرشی 

نتایج خطاي قابل ،حالتی که ابعاد سطح مقطع نسبت به طول کوچک نباشد
خواهند داشت.اي ملاحظه
تیرهاي متحرك محوري ازدر صنایع مختلفگوناگونی که مسائلدر 

تیرهاي لاغر شود، علاوه بر سازي سیستم مورد مطالعه استفاده میبراي مدل
استفاده از تئوري موارد که در آناین. از جملهنیزکاربرد دارندتیرهاي ضخیم

11به بازوي رباتتوان تیر تیموشنکو به تئوري اویلر برنولی ارجحیت دارد می

که در 12یک اره نواري است که مابین دو راهنما]7دیگر [مثال اشاره کرد.
،باشد. همچنیناند در حال حرکت میفاصله کوتاهی از هم نصب شده

از جمله شوندمی13هاي ذوب آهن نوردها و صفحاتی که در کارخانهشمش
هاي نازك تبدیل سمهمراحل مختلف به تتدریج طیه . آنها باین مواردند

د. در این ضخیم هستنها در مراحل ابتدایی کاملاًشوند اما این تسمهمی
ها بایستی با استفاده از تئوري تیرهاي ضخیم مدل شوند.موارد، سیستم

رغم حجم بالاي تحقیقات انجام شده در زمینه تیرهاي متحرك علی
اند. استفاده کرده14یموشنکوها از تئوري تیر تاز آنمحوري، تعداد بسیار کمی

																																																																																																																																											
1-	Strings	
2-	Coriolis	Forces
3-	Traveling	Waves	
4-	Gyroscopic	Systems
5-	Critical	Speed
6-	Subcritical	
7-	Supercritical	
8-	Euler-Bernoulli
9-	Coupled	Equations	
10-	Axially	Accelerating	Beams	
11-	Robot	Arm	
12-	Guide	
13-	Roll	
14-	Timoshenko	

تئوري تیرهاي اویلر برنولی وجود نداشته در در این تئوري اشکالات ذکر شده
هاي کوچک طول به ابعاد سطح مقطع تا از نسبتاز آن،و نتایج حاصل

روابط . قابل قبول بوده و از دقت خوبی برخوردار هستندهاي بزرگ آننسبت
]7[تیموشنکو در ابتدا توسط سیمپسونمربوط به تیرهاي متحرك محوري 

	.توسعه داده شده است
ها تیرهاي متحرك محوري با تئوري در معدود کارهاي گذشته که در آن

هاي تحلیلی به منظور مطالعه از روشتاًعمداند،تیر تیموشنکو مدل شده
به عنوان مثال پاسخ حالت پایدار . نسی سیستم استفاده شده استارفتار فرک

هاي بحرانی سیستم در و همچنین سرعتتیموشنکومتحرك محوريتیر
سیربر15ی ثابت با استفاده از روش تبدیل لاپلاسضرعحضور یک نیروي 

].8[شده است
ت دما در رفتار ااثر تغییرموجود در این زمینه که در آندر تنها مقاله

هاي سسیستم لحاظ شده است، ارتعاشات آزاد سیستم به کمک روش مقیا
	].9[بدست آمده است16چندگانه

هاي بیشتر در زمینه با توجه به مباحث ذکر شده لزوم انجام پژوهش
هاي عددي قوي مشهود تیرهاي متحرك محوري تیموشنکو و با استفاده از روش

و فرکانسی هاي زمانیپاسخه این منظور پژوهش حاضر به بررسیباست. 
18و یک بستر17ر حضور میدان حرارتیتیموشنکو دتیرهاي متحرك محوري

پرداخته است. در ابتدا با استفاده از روابط تنش کرنش و به کارگیري خارجی 
بر رفتار سیستم استخراج کم احمعادلات دیفرانسیل غیرخطی،19اصل همیلتون

و 20تعمیم یافتهاست. سپس با استفاده از روش تربیع دیفرانسیلی شده
دامنه پرداخته شده است. در 21زياسهروش به گسستي ماتریسی این هااپراتور

هاي به ترتیب پاسخ23و رانگ کوتا22هاي تعادل هارمونیکانتها نیز با روش
.تیر متحرك محوري تیموشنکو بدست آمده استفرکانسی و زمانی

سیستمکم بر رفتاراخطی حغیرمعادلات- 2
داراي سطح کهدهدتصویر یک تیر متحرك محوري را نشان می1شکل 
همچنین این تیر .باشدمیܮآنطولوبوده hو ارتفاعܾبا عرض ܣمقطع

حرکت ܸت ثابتعرسو با است ܧمدول الاستیسیتهوߩداراي چگالی
به آن واردܨضی رقرار گرفته و نیروي عܲاین تیر تحت تنش اولیه. کندمی
و ثابت است.ساده هايگاهتکیهي دارادر دو انتها . تیر مورد نظر شودمی

با استفاده از تئوري تیر تیموشنکو که فرضیات ایجاد یک شیب کوچک 
ی را ضرعپس از تغییر شکل و همچنین امکان تغییر شکل محدود در جهت 

بزرگ جابجایی براي ارتعاشات با دامنه-کند، روابط غیرخطی کرنشمطرح می
]:10[یدآدست میه ب)1به صورت رابطه (

و مشخصات هندسی آنتیر متحرك محوري 1شکل 

																																																																																																																																											
15-	Laplace	Transform	Method
16-	Multiple	Scales	Method	
17-	Thermal	Environment	
18-	Medium	
19-	Hamilton’s	Principle	
20-	Generalized	Differential	Quadrature	Method	(GDQ)	
21-	Discretization	
22-	Harmonic	Balance	Method	(HBM)	
23-	Runge-Kutta	Method	
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به ܨاز نیروي خارجیشیاکار نو انرژي جنبشی تیر متحرك محوري

.دنشون میابی) 7و رابطه ()6رابطه (باترتیب

்ߎ =
1
2
න ൝ܣߩ ൭

߲ܷ
ݐ߲

+ ܸ ൬1 +
߲ܷ
ݔ߲
൰൱

ଶ

+ ܣߩ ൬
߲ܹ
ݐ߲

+ ܸ
ݓ݀
ݔ݀

൰
ଶ௅

଴
	

ܫߩ+	 ൬
ߖ߲
ݐ߲

+ ܸ
ߖ݀
ݔ݀

൰
ଶ

ቋ 	ݔ݀ )6(

ிߎ = නݔ)ܨ, ݔܹ݀(ݐ
௅

଴

	 )7(	
دست هب) 8از رابطه (معادلات حرکت سیستم با به کارگیري اصل همیلتون 

:دنیآمی

ߜ න ்ߎ) − ௦ߎ + ݐ݀(ிߎ
௧మ

௧భ
= 0	 )8(

) و گرفتن تغییرات نسبت به 8) در رابطه (7) و (6)، (3با جایگذاري روابط (
ߖߜو ܹߜ، ܷߜگیري جز به جز و قرار دادن ضرایب ، انتگرالߖو ܹ،ܷ

کرد:تعیین ) 9با رابطه (توان معادلات حاکم بر سیستم را مساوي با صفر، می
߲ܰ
ݔ߲

= ܣߩ
߲ଶܷ
ଶݐ߲

+ ܸܣߩ2
߲ଶܷ
ݐ߲ݔ߲

+ ଶܸܣߩ
߲ଶܷ
ଶݔ߲

	 	الف)-9(
߲
ݔ߲

൬ܰ
߲ܹ
ݔ߲

൰+
߲ܳ
ݔ߲

+ ܲ
߲ଶܹ
ଶݔ߲

+ ,ݔ)ܨ (ݐ =	

ܣߩ
߲ଶܹ
ଶݐ߲

+ ܸܣߩ2
߲ଶܹ
ݐ߲ݔ߲

+ ଶܸܣߩ
߲ଶܹ
ଶݔ߲

	 	ب)-9(

ܳ +
ܯ߲
ݔ߲

= ܫߩ
߲ଶߖ
ଶݐ߲

+ ܸܫߩ2
߲ଶߖ
ݐ߲ݔ߲

+ ଶܸܫߩ
߲ଶߖ
ଶݔ߲

	 ج)-9(
,ݔ)ܨهارمونیکی به صورت ضرعکه نیروي شوددر اینجا فرض می (ݐ =

را داراست ଴ܨنیز در طول تیر مقدار ثابت (ݔ)ܨشود و وارد می(ݐ߱)	cos(ݔ)ܨ
(ݔ)ܨ( = ).଴ܨ

)،10رابطه (د به صورتعببا معرفی متغیرها و پارامترهاي بی

):11(روابط (یدآد تیر متحرك محوري به دست میعمعادلات حرکت بدون ب

ଵଶݒ) − (ଶݒ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

− ݒ2
߲ଶݑ
߲߬ߦ߲

− ߤ
ݑ݀
݀߬

+ ܼ̅ଵ =
߲ଶݑ
߲߬ଶ

	 	الف)- 11(

(1 − (ଶݒ
߲ଶݓ
ଶߦ߲

+ ଶଶݒ ቆ
߲ଶݓ
ଶߦ߲

−
߲߰
ߦ߲
ቇ − ഥ்ܰ

߲ଶݓ
ଶߦ߲

	

ݒ2−
߲ଶݓ
߲߬ߦ߲

− ߤ
ݓ݀
݀߬

+ ܼ̅ଶ + ଴݂ cos(Ω߬) =
߲ଶݓ
߲߬ଶ

	 	ب)- 11(

ଵଶݒ) − (ଶݒ
߲ଶ߰
ଶߦ߲

+ ଷଶݒ ൬
ݓ߲
ߦ߲

− ߰൰ − ݒ2
߲ଶ߰
߲߬ߦ߲

	

ߤ−
݀߰
݀߬

=
߲ଶ߰
߲߬ଶ

	 ج)- 11(
) برقرارند:12روابط (که در آن

ܼ̅ଵ = ଵଶݒ
ݓ߲
ߦ߲

߲ଶݓ
ଶߦ߲

	 	الف)- 12(

ܼ̅ଶ = ଵଶݒ ቆ
ݑ߲
ߦ߲

߲ଶݓ
ଶߦ߲

+
߲ଶݑ
ଶߦ߲

ݓ߲
ߦ߲

+
3
2
൬
ݓ߲
ߦ߲
൰
ଶ ߲ଶݓ
ଶߦ߲

ቇ	 	ب)- 12(
در نظر سیستمبراي حرکت ߤد ع) ضریب دمپینگ بدون ب11در رابطه (

ت تیر عرسبرابر تیعرساست که با خارجیبستراز شیاگرفته شده که ن
.کندحرکت می

، شودگرفته میهاي ساده در دو انتها در نظردر اینجا تیر داراي تکیه گاه
	شوند:) نوشته می13مطابق روابط (شرایط مرزي مربوطه 

௫ୀ଴|ݑ = ௫ୀଵ|ݑ = 0	 	الف)- 13(
௫ୀ଴|ݓ = ௫ୀଵ|ݓ = 0	 ب)- 13(
߲߰
ߦ߲
ฬ
௫ୀ଴

=
߲߰
ߦ߲
ฬ
௫ୀଵ

= 0	 ج)- 13(

	روند حل- 3
ی تعمیم یافتهنسیلاروش تربیع دیفر-3-1
به (ݔ)݂تابعی مانند ݎ، مشتق ]11تعمیم یافته [دیفرانسیل عاساس روش تربیبر

):14(رابطه شودمحاسبه میمقادیر تابع در نقاط دامنه آنصورت جمع خطی
߲௥݂(ݔ)
௥ݔ߲

ฬ
௫ୀ௫೔

= ෍ܦ௜௝௥
௡

௝ୀଵ

	(௝ݔ)݂ )14(
این رابطه را . استݔدر جهت تعداد کل نقاط استفاده شده݊که در آن

:نیز بیان نمود)15معرفی شده در رابطه (توان به شکل برداريمی
߲௥

௥ݔ߲
F = D௥F	 )15(

یاپراتور ماتریسD௥برداري شامل مقادیر تابع در نقاط مختلف بوده و 	F	در این رابطه
:شوند) تعریف می17) و (16روابط (طبقاست و به ترتیب ݎگیر مرتبه مشتق

F௡∗ଵ = ଶܨଵܨ] 	… ௡]୘ܨ	 = (ଶݔ)ܨ	(ଵݔ)ܨ] 	… 	୘[(௡ݔ)ܨ	 )16(

௜௝(ଵ)ܦ =
∏ ௜ݔ) − ௞)௡ݔ
௞ୀଵ,௞ஷ௜

൫ݔ௜ − ∏௝൯ݔ ൫ݔ௝ − ௞൯௡ݔ
௞ୀଵ,௞ஷ௝

	,	

݅ = ݆ = 1,2, … , ݊	, ݅ ≠ ݆	 الف)- 17(

௜௝(௥)ܦ = ݎ ቆܦ௜௜(௥ିଵ)ܦ௜௝(ଵ) −
௜௝(௥ିଵ)ܦ

൫ݔ௜ − ௝൯ݔ
ቇ	,	

݅ = ݆ = 1,2, … , ݊	, ݅ ≠ ݆	
ݎ = 2,3, … , ݊ − 1	;	 ب)- 17(

	دامنهسازيگسسته-3-2
در نظر 1لباتو- ساوگ-چبیشفسازي دامنه نقاط بر اساس رابطه براي گسسته

																																																																																																																																											
1-	Chebyshev–Gauss–Lobatto

ߦ =
ݔ
ܮ

, (ݓ,ݑ) =
(ܷ,ܹ)
ܮ

,߰ = ,ߖ ߬ =
ݐ
ܮ
ඨ
ܲ
ܣߩ

,	

	
Ω = ඨܮ߱

ܣߩ
ܲ

ݒ, = ܸඨ
ܣߩ
ܲ

, ഥ்ܰ = ்ܰ

ܲ
, ଴݂ =

ܮ଴ܨ
ܲ
	

,ଵଶݒ) (ଷଶݒ,ଶଶݒ = ቆ
ଵଵܣ
ܲ

,
ହହܣ
ܲ

,
ହହܣଶܮܣ
ܫܲ

ቇ	 )10(
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شود:گرفته می

௜ݔ =
1
2
൬1 − cos

݅ − 1
݊ − 1

൰ߨ ; 	݅ = 1,2, … , ݊	 )18(
شود:) تعریف می19را طبق رابطه (Ψو u ،wین بردارهايابنابر

u௡∗ଵ = ଶݑଵݑ] 	… 	௡]୘ݑ	 الف)- 19(
w௡∗ଵ = ଶݓଵݓ] 	… 	௡]୘ݓ	 ب)- 19(
ψ௡∗ଵ = [߰ଵ߰ଶ 	… 	߰௡]୘	 ج)- 19(

حاکم شکل گسسته شده معادلات غیرخطی،GDQروشحال با به کارگیري 
)):20(روابط (یدآشرایط مرزي بدست میمعادلات مربوط بهو همینطور

ଵଶݒ) − −ଶ)D(ଶ)uݒ −D(ଵ)u̇ݒ2 u̇ߤ + Zതଵ = ü	 الف)- 20(
(1 − ଶ)D(ଶ)wݒ + ଶଶ൫D(ଶ)wݒ − D(ଵ)ψ൯ − ഥ்ܰD(ଶ)w

− D(ଵ)ẇݒ2 − ẇߤ + Zതଶ + f଴ cos(Ω߬)
= ẅ	 ب)- 20(

ଵଶݒ) − ଶ)D(ଶ)ψݒ + ଷଶ൫D(ଵ)wݒ − ψ൯ − D(ଵ)ψ̇ݒ2 − ψ̇ߤ = ψ̈	 ج)- 20(
) برقرارند:21)، روابط (20روابط (در

Zതଵ = ଵଶ൫D(ଵ)w൯ݒ ∘ ൫D(ଶ)w൯	 الف)- 21(

Zതଶ = ଵଶݒ ቆ൫D(ଵ)u൯ ∘ ൫D(ଶ)w൯ + ൫D(ଶ)u൯ ∘ ൫D(ଵ)w൯

+
3
2
൫D(ଵ)w൯ ∘ ൫D(ଵ)w൯ ∘ ൫D(ଶ)w൯ቇ	 ب)- 21(

عملگر ∘،)21در رابطه (بوده ଴݂برداري شامل مقادیر ثابت f଴، )20در رابطه (
که عمل ضرب درایه به درایه در بردارها را انجام است1ماتریسی هادامارد

	.دهدمی
:سازي کردگسسته)22با روابط (توانطریق مشابه شرایط مرزي را نیز میبه 

u(1) = u(݊) = 0	 	الف)-22(
w(1) = w(݊) = 0	 ب)-22(
ψ′(1) = ψ′(݊) = 0	 ج)-22(

′ψکه در آن  = D(ଵ)ψ.

هارمونیکش تعادلروهاي فرکانسی با پاسخ-3-3
روش تعادل هارمونیک هاي فرکانسی سیستم ازبه منظور بدست آوردن پاسخ

. با به کارگیري این روش، معادلات دیفرانسیل غیرخطیشوداستفاده می
با توجه به . شوندتبدیل میبه دسته معادلات جبري غیرخطیبدست آمده

شود:پاسخ سیستم تعیین می) به عنوان 23رابطه (نوع معادلات موجود، 

u = ෍Uଵ௜ cos(݅Ωݐ)
௠

௜ୀଵ

+ ෍Uଶ௜ sin(݅Ωݐ)
௠

௜ୀଵ

	 الف)- 23(

w = ෍Wଵ௜ cos(݅Ωݐ)
௠

௜ୀଵ

+ ෍Wଶ௜ sin(݅Ωݐ)
௠

௜ୀଵ

	 ب)- 23(

ψ = ෍Ψଵ௜ cos(݅Ωݐ)
௠

௜ୀଵ

+ ෍Ψଶ௜ sin(݅Ωݐ)
௠

௜ୀଵ

	 ج)- 23(
) و برابر 20) در رابطه (23هاي درنظر گرفته شده رابطه (با جایگذاري پاسخ

این .آیندمشابه هارمونیکی، معادلات مورد نظر بدست میجملاتقرار دادن 
حل شده و مقادیر )Ω(از فرکانس تحریکمعادلات به ازاي مقدار مشخصی

، uو در نتیجه متغیرهاي جابجاییΨଶ௜و Uଵ௜ ،Uଶ௜ ،Wଵ௜ ،Wଶ௜ ،Ψଵ୧بردارهاي
w وΨآیندبدست می.

کوتا- ش رانگروهاي زمانی با پاسخ-3-4
(،سیستمبراي بدست آوردن پاسخ زمانی 	)20معادلات موجود در رابطه 

و شش معادله دیفرانسیل مرتبه اول استخراج شدهکاهش مرتبه داده
همچنین لازم . خواهند شدکوتا حل -و سپس به کمک روش رانگشوندمی

																																																																																																																																											
1-	Hadamard

از حل استاتیکی سیستم در لحظه صفر به عنوان شرایط اولیه به ذکر است که 
شود.استفاده می

	هانتایج و تفسیر آن- 4
شده و تأثیر پارامترهاي مختلف در عددي مدل معرفیبه منظور بررسی

ارتعاشات تیر متحرك محوري تیموشنکو، تیر فولادي با مدول الاستیسیته
8450، تنش اولیهکیلوگرم بر مترمکعب8450، چگالی گیگاپاسکال108

متر در نظر گرفته شده سانتی1نیوتن و سطح مقطع با عرض و ارتفاع برابر 
]. همچنین ضریب انبساط حرارتی در نظر گرفته شده در مطالعه 4است [
بر درجه سلسیوس است.17×10-6حاضر 

، نتایج به دست آمده در مطالعه حاضردر ابتدا جهت اطمینان از صحت 
௅߱سیستمبراي اولین فرکانس طبیعی خطیGDQهايروند همگرایی پاسخ

نتایج پژوهش حاضر با نتایج حاصل از و همچنین شدهبررسی1در جدول 
قایش اج] ح12[در . اعتبارسنجی شده است3و 2هاي ] در شکل12[مرجع 

اند. نمودهو همکاران، ارتعاشات تیر متحرك محوري اویلر برنولی را بررسی
هاي سازي کرده و سپس پاسخگسسته2با روش گلرکینمعادلات حاکم را 

.اندبدست آورده3افزار اتوفرکانسی سیستم را با نرم
مکانی در نظر -در روش گلرکین پاسخ سیستم به عنوان تجزیه زمانی

هاي سیستم به صورت توابع پایه به این صورت که جابجایی؛شودگرفته می
تغیر با زمان فرض شده و از خاصیت ب میهارمونیک در بعد مکان و با ضرا

نسیلی معمولیاتعامد این توابع پایه براي بدست آوردن دسته معادلات دیفر
دیفرانسیلی بدست عدر روش تربیکه ایده اصلیشود. در حالیاستفاده می

- نقاط گسستهآوردن مشتقات یک تابع در هر نقطه دلخواه با استفاده از همه 
هاي اپراتوري استفاده از ماتریسبه این ترتیب با. تسازي شده در دامنه اس

مورد نظر بدست گیر این روش، دسته معادلات دیفرانسیلی معمولیمشتق
آیند. بنابراین در روش گلرکین براي سیستم در بعد مکان رفتار هارمونیک می

که در روش تربیع دیفرانسیلی تعمیم یافته براي رفتار حالیشود درفرض می
.تم قیدي لحاظ نشده استسیس

ي هابراي مقایسه هرچه بهتر و کاهش اختلاف نتایج حاصل از تئوري
،)]12[مختلف (تئوري تیموشنکو در مطالعه حاضر و تئوري اویلر برنولی در 

همچنین ؛ نظر گرفته شده استدر20نسبت طول به ارتفاع سطح مقطع 
نیوتن بر متر، ضریب 1000ی ضرعمتر بر ثانیه، نیروي 10سرعت محوري 

مقادیر ذکر شده (و اختلاف دما صفر لحاظ شده است05/0د بعدمپینگ بی
به ଷݒو ଶݒ، ଵݒ، 1/0برابر ݒ، 0237/0برابر ଴݂دعمنجر به پارامترهاي بدون ب

] 12[شود. همچنین درمی8/1598و 0769/23، 7506/35ترتیب برابر 
د).یآبدست می5160/0مقدار ௙ݒبراي 

سیستم را به ازاي تعداد نقاط مقادیر فرکانس طبیعی خطی1جدول 
طور که دهد. هماننشان میGDQسازي شده در روشمختلف گسسته

شود دقت نتایج بدست آمده با افزایش تعداد نقاط بالا رفته و براي ملاحظه می
ت احاسبدر طول ماشوند. لذهمگرا میکاملاً نتایج ،12تعداد نقاط بیش از 

شود.نقطه لحاظ می12،تعداد نقاط گسسته سازي شده
نمودار پاسخ فرکانسی تیر متحرك محوري تیموشنکو را نشان 2شکل 

محور افقی نسبت فرکانس تحریک سیستم به اولین فرکانس طبیعی . دهدمی
Ω(آنخطی ߱௅⁄(باشدمی.

																																																																																																																																											
2-	GalerkinMethod
3-	AUTO	
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]، پاسخ فرکانسی12مقایسه نتایج حاصل از مطالعه حاضر و نتایج مرجع [2شکل 

]، پاسخ زمانی12مقایسه نتایج حاصل از مطالعه حاضر و نتایج مرجع [الف-3شکل 

]، پاسخ فازي12مقایسه نتایج حاصل از مطالعه حاضر و نتایج مرجع [ب-3شکل 

تیموشنکور متحرك محوري تیاولین فرکانس طبیعی خطیهمگرایی 1جدول 

تیر است که همحور عمودي (در مطالعه حاضر) بیشینه دامنه ارتعاشی در میان
بیشترین مقدار ب)-23(شود که در رابطهبه این صورت محاسبه می

ߨ(از لحظه صفر تا لحظهزمانی1ی در یک دورهضرعجابجایی  Ω⁄2 بدست (
ي عرضی و طولی اول و اهییابجاج2مختصات تعمیم یافته]12[در . یدآمی

جمله شده است؛ از آنجا که در روش گلرکین اولین مختصات دوم بررسی
در (یافته جابجایی عرضی اولباشد، به همین دلیل مختصات تعمیم الب میغ
	.ترسیم شده است2در شکل )ଵݍ] 12[

دهد که دامنه ارتعاشات میانه تیر از حدود فرکانس نشان می2شکل 
اي برابر فرکانس طبیعی اولیه سیستم افزایش قابل ملاحظه7/0تحریک

حالتپاسخپس از آن. نیز ادامه دارد௅߱برابر89/1یابد که این افزایش تا می
شودمیمشخصبنابراین.شودمشاهده می௅߱برابر08/1سیستم تا3ناپایدار

به این معنا که با ؛است4سیستم از نوع سفت شوندهکه رفتار غیرخطی
د.یابافزایش فرکانس، دامنه ارتعاشی سیستم نیز افزایش می

و فازي تیر متحرك محوري تیموشنکو را در هاي زمانیپاسخ3شکل 
نتایج 2با توجه به شکل . دهدارائه می]12[درهاي مشابهمقایسه با پاسخ
.محاسبه شده است௅߱برابر3/1در فرکانس تحریک3موجود در شکل 

شود نتایج مطالعه حاضر تا حدود ملاحظه می3و 2هايگونه که در شکلهمان
تاً هاي بدست آمده عمدمطابقت دارد. اختلاف موجود در منحنی]12[زیادي با نتایج 

؛ به این معنا که در پژوهش حاضر استهاي به کار گرفته شده از تفاوت روشناشی
هاي ذکر شده بدست محوري با روشپاسخ کامل مربوط به ارتعاشات تیر متحرك

مختصات تعمیم یافته سیستم بطور جداگانه بررسی]12[که در حالیید درآمی
.گیردقرار نمیبحثشده و پاسخ کل آن مورد

تأثیر پارامترهاي مختلف در رفتار ارتعاشی تیرهاي حال به بررسی
در هر مورد سایر پارامترها (به جز پارامتر شود. پرداخته میمتحرك محوري 

هاي اثرات سرعت4شکل . مقادیر ذکر شده اولیه را دارندهمان ) مورد بررسی
شود مشاهده می. دهدرا نشان میمحوري گوناگون در پاسخ فرکانسی سیستم 

هاي نسبتارتعاشی تیر درکه با افزایش سرعت محوري سیستم، دامنه 
ل در سرعت ارسد. به عنوان مثتري به مقدار بیشینه خود میفرکانسی بزرگ

، 5/1و در سرعت محوري 89/1این نسبت فرکانسی 1/0بدون بعد محوري
مقدار بیشینه دامنه ،سرعت محوريهمچنین با افزایش . تاس08/3برابر 

.یابدافزایش میارتعاشی نیز به میزان کمی
وارد بر تیر متحرك محوري تأثیر میزان نیروي خارجی5در شکل 

با توجه به شکل . ن نشان داده شده استآنسی اهاي فرکتیموشنکو بر پاسخ
سیستم دامنه ارتعاشات،با افزایش مقدار نیروي اعمالیهشود کمشخص می

نسبت در003/0برابر଴݂که در حالتشود طوريطرز چشمگیري زیاد میه ب
020/0برابر଴݂و در حالت012/0دامنه ارتعاشی میانه تیر،07/1فرکانسی 

.است047/0بدون بعد دامنه ارتعاشی ،76/1نسبت فرکانسی در

																																																																																																																																											
1-Period	
2-	Generalized	Coordinates
3-Unstable	
4-Hardening

	بدون بعداولین فرکانس طبیعی خطی	تعداد نقاط
587768/5	
689525/5
795442/5
1095671/5
1295673/5
15	95673/5
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تأثیرات سرعت محوري در پاسخ فرکانسی سیستم4شکل 

	
تأثیرات نیروي خارجی در پاسخ فرکانسی سیستم5شکل 

	تأثیرات ضریب دمپینگ در پاسخ فرکانسی سیستم6شکل 

	
در پاسخ فرکانسی سیستمଵݒتأثیرات پارامتر 7شکل 

تأثیرات ضریب دمپینگ در پاسخ فرکانسی سیستم به تصویر که در آن6شکل 
این پارامتر به شدت دامنه دهد که افزایش مقدار کشیده شده است، نشان می

که با درنظر بطوري. دهدارتعاشات تیر متحرك محوري تیمشنکو را کاهش می
شود که مشخص می10/0و05/0بدون بعد يهاگگرفتن دو مورد ضریب دمپین

.شودبرابر می64/0با دو برابر شدن این پارامتر میزان بیشینه دامنه ارتعاشی
شود که افزایش ، مشاهده می6و 5اي هبا شکل4با مقایسه شکل 

چه بیشتر که با خمش هر-سرعت محوري تیر در رفتار غیرخطی سیستم 
که تغییرت مقدار حالیدارد، درزیاديتأثیر -شودها مشخص میمنحنی

.و ضریب دمپینگ در این مورد چندان تأثیرگذار نیستندنیروي خارجی
خ فرکانسی تیر متحرك سدر پاଵݒدعتأثیرات پارامتر بدون ب7در شکل 

توان مشاهده کرد که با می. محوري تیموشنکو مورد آزمایش قرار گرفته است
هاي فرکانسی کاهش مقدار این پارامتر، دامنه ارتعاشی سیستم در نسبت

30ل چنانچه مقدار این پارامتر از ابه عنوان مث. یابدکمتر به شدت افزایش می
شودبرابر می72/1بیشینه دامنه ارتعاشی میانه تیرکاهش یابد میزان10هب

.یابدمیکاهش75/1به94/1که نسبت فرکانسی ازحالیدر
لازم به ذکر است که چنانچه تیر اویلر برنولی مشابه در نظر گرفته شده و 
(معادلات دیفرانسیلی و انتگرالی  از اثرات جابجایی طولی صرفنظر شود 

کند و به میاثرات غیرخطی سیستم را نمایندگیଵݒدیفرانسیلی)، پارامتر
در پژوهش حاضر نیز ]. 5[شودگفته می1ضریب غیرخطیهمین دلیل به آن

در توجه این پارامترتأثیرات قابل شده،که از تئوري تیر تیموشنکو استفاده 
.رفتار غیرخطی سیستم نمایان است

آورده شده است. 8در شکل اثرات اختلاف دما بر رفتار ارتعاشی سیستم 
هاي شود که با افزایش دما، تیر متحرك محوري در نسبتمشاهده می

که این حالیرسد درفرکانسی بالاتري به بیشینه دامنه ارتعاشی خود می
همچنین تأثیرات افزایش . کندبا افزایش دما تغییر چندانی نمیمقدار بیشینه

که در این خصوص لازم به استدما بر رفتار غیرخطی سیستم نیز مشهود
شود که این سیستم کاسته می2ذکر است که با افزایش اختلاف دما از سفتی

شود که اثرات غیرخطی امر علاوه بر کاهش فرکانس طبیعی منجر به آن می
هندسی سیستم بیش از گذشته در رفتار ارتعاشی تأثیرگذار باشند. 

																																																																																																																																											
1-	Nonlinear	Coefficient
2-	Stiffness	
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رکانسی سیستمتأثیرات اختلاف دما در پاسخ ف8شکل 

بنابراین با افزایش اختلاف دما، سیستم رفتار سفت شوندگی بیشتري از خود 
دهد.نشان می

	بنديگیري و جمعنتیجه- 5
تیرتئوريازمحوريمتحركتیرارتعاشاتبررسیمنظوربهپژوهشایندر

یکوسیلهبهتیراین. استشدهاستفادهسیستمسازيمدلبرايتیموشنکو
میدانیکدروشدهاحاطهکندمیحرکتآنباسرعتهمکهخارجیبستر

خطی غیرمعادلاتهمیلتون،اصلازاستفادهبا. استگرفتهقرارحرارتی
تعمیمدیفرانسیلیتربیعروشبامعادلاتاین. استآمدهبدستسیستم

وشدهسازيگسستهآن،گیرمشتقاپراتوريهايماتریسازاستفادهباویافته
	.اندشدهحلهارمونیکتعادلروشباآنازپس

دمپینگ،ضریبشده،اعمالخارجینیرويتیر،محوريسرعتتاثیرات
انتهايدودرسادهگاهتکیهمرزيشرایطدردماتغییرتوخطیغیرضریب

افزایشکهاستدادهنشانمشاهدات. استگرفتهقراربررسیموردتیر
مقداربهخطیغیرضریبودمپینگضریبکاهشوخارجینیرويمیزان

همچنین. دهدمیافزایشرامحوريمتحركتیرارتعاشاتدامنهتوجهیقابل
وسیستمخطیغیرضریبومحوريسرعتافزایشکهاستشدهمشخص

خمشباکهشودمیتیربیشترخطیغیررفتاربهمنجردماافزایشهمینطور
است.تشخیصقابلفرکانسیپاسخهايمنحنیبیشتر
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