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Once a composite laminate is subjected to quasi-static tensile or fatigue loading, some damage 
modes initiate and propagate in the laminate. The first damage mode is the matrix crack that 
forms in the layers with an angle to the loading direction. Although not leading to breakage, 
these cracks reduce the equivalent mechanical properties of the composite laminate. In this 
paper, a new nonlinear analytical model is presented and used to predict the stiffness 
degradation of the cross-ply composite laminates. For this purpose, a new third-order 
polynomial function is proposed as the Helmholtz free energy of the composite, and the 
appropriate equations are derived. A microscopic experimental test is designed and 
accompanied by the analytical model to investigate the damage progression in a glass/epoxy 
cross-ply laminate. Also, finite-element micromechanical models with periodic boundary 
conditions (PBC) are proposed and used to determine the damage constants. The model is 
validated against the 3D micromechanical models and the quasi-static uniaxial loading-
unloading experimental tests. The validation shows a very good agreement between the 
model and the experiments. 
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 1401، آذر  12، شماره  22دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

  ی و عدد   ی ل ی تحل   ، یتجرب   ب ی آس   ک ی مکان   یبررس 
 س ی ترک ماتر   ی متعامد دارا  ت ی کامپوز 

 * 1رحمت الله قاجار ،   1مهرداد قدمی 

  ی دانشگاه صنعت   ک،ی مکان   یمواد، دانشکده مهندس  یکی خواص مکان  شگاهیآزما
 ران یتهران، ا ، یطوس  نیرالدیخواجه نص 

 
 چکیده 

شبه بارگذاری کششی  تحت  چندلایه،  ورق کامپوزیتی  یک  یا  هرگاه  استاتیک 
شود؛ از جمله  بارگذاری خستگی قرار گیرد، چندین نوع آسیب در آن ایجاد می

های  شدگی. اولین نوع آسیب، ترکلایه های ثانویه و لایهماتریس، ترکهای  ترک
آیند. های دارای زاویه نسبت به جهت بارگذاری بوجود میاند که در لایهماتریس
معادل  ها اگرچه منجر به گسیختگی نمی این ترک اما خواص مکانیکی  شوند، 

واماندگی سازه گردند. در  توانند باعث  دهند و می ورق کامپوزیت را کاهش می
پیش برای  جدید،  غیرخطی  تحلیلی  مدل  یک  مقاله،  سفتی  این  بینی کاهش 

شود. بدین منظور، یک تابع  های کامپوزیت متعامد ارائه و بکار گرفته می ورق 
از بررسی  چندجمله آزاد هلمهولز پیشنهاد و پس  انرژی  بعنوان  ای درجه سوم 

گردند. سپس برای اعمال  وطه استخراج میتحلیلی تابع پیشنهادی، روابط مرب
ترک تعداد  افزایش  تجربی  روند  آزمایش  یک  روابط،  در  ماتریس  های 

-میکروسکوپی طراحی و در مورد کامپوزیت متعامد شیشه/اپوکسی استفاده می
-شده، مدلشود. همچنین برای تعیین ثوابت آسیب موجود در روابط استخراج 

-بکار می  (PBC)به همراه شرایط مرزی تناوب  های میکرومکانیکی اجزا محدود  
شبیهر با  مدل  این  نتایج  سهسازی ود.  میکرومکانیکی  عددی  بعدی،  های 

های  استاتیک و پژوهشمحوره شبهباربرداری تک-های تجربی بارگذاری آزمایش
دهند که مدل پیشنهادی نسبت  گردند. نتایج نشان میسنجی میپیشین صحت

کند.  تری ارائه میهای دقیق بینیرخطی پیشین، پیشهای خطی و غی به مدل
-همچنین با استفاده از روش میکروسکوپی پیشنهادی، روند افزایش تعداد ترک

 گردد.های ماتریس به راحتی شناسایی می
مکانیک آسیب، کامپوزیت متعامد، مکانیک آسیب محیط پیوسته،    :هاکلیدواژه 

 میکرومکانیک، مدل غیرخطی 
 

 08/05/1401تاریخ دریافت:  
 07/1401/ 04تاریخ پذیرش:  

 ac.irkntu@ghajar.نویسنده مسئول: *

 مقدمه  -1
چندلایه یک کامپوزیت  از لایهزمانیکه  متشکل  تکی  جهته  های 

قرار می یا خستگی  بار کششی  ترکتحت  یا  گیرد،  ماتریس  های 
گیری جهت های با  اند که در لایههای عرضی، اولین نوع آسیبی ترک

ها پس از آیند. این ترکعرضی نسبت به جهت بارگذاری بوجود می
لایه و   ایجاد، معمولا بطور کاملا ناپایدار و سریع در کل ضخامت 

در سطح مشترک بین لایهپهنای آن رشد می و  های حاوی  کنند 
شوند. بنابراین چون منجر  های بدون ترک متوقف میترک و لایه

نمی ورق  ادامهبه گسیختگی  امکان  ایجاد  گردند،  و  بارگذاری  ی 
های ماتریس در ابتدای بارگذاری های بیشتر فراهم است. ترکترک

با  آنها  از  ناشی  مکانیکی  خواص  کاهش  و  دورند  یکدیگر  از 
رابطه تعدادشان  تعدادشان  بار،  بزرگی  افزایش  با  دارد.  خطی  ی 

شوند. در نتیجه، اغتشاشات افزایش یافته و به یکدیگر نزدیک می

های جایی بازشدگی ترکمیدان تنش اطراف یک ترک، روی جابه
با تعداد   (COD)مجاور   اثر گذاشته و خواص مکانیکی کامپوزیت 

ترک    سپرکند. به این اثر، اثر  ها به صورت غیرخطی تغییر میترک
(Crack Shielding Effect)   شود. همانطور که بیان گردید،گفته می 

نمیترک گسیختگی  به  منجر  ماتریس  خواص  های  اما  گردند، 
تواند  دهند. این امر میمکانیکی معادل کل کامپوزیت را کاهش می

ها باعث از بین رفتن کارآیی مناسب شود. نوع دوم  در برخی سازه
ترک ثانویهآسیب،  ترکهای  این  بازای  اند.  کوچک  های 

تربارگذاری  انتهای  از  زیاد  بسیار  در  کهای  و  شروع  عرضی  های 
کنند. پس از افزایش بیشتر ها رشد میراستای سطح مشترک لایه

پیوندند که های کوچک به یکدیگر میبارگذاری بعضی از این ترک
پدیده لایه نوع  می  (Delamination)شدگی  لایهمنجر به  این  شود. 

ناپایدار بوده و گسیختگی کامل  لایهلایه شدگی به شدت محلی و 
 زه را به دنبال دارد. سا

ی مکانیک آسیب وجود دارد. اما  های متعددی برای مطالعه روش
روشهمه این  دستهی  دو  در  محیط  ها  آسیب  مکانیک  ی کلی 

-بندی میطبقه  (MDM)و میکرومکانیک آسیب    (CDM)پیوسته  
  CDMهایی از کاربرد  به ترتیب مثال   [4 ,3]و   [1,2]مطالعاتوند.  ش
داده   MDMو   ارائه  آسیب  را  اخیر مکانیک  از مطالعات  برخی  اند. 

ضربه به  پاسخ  کمشامل  ورق های  آلومینیومسرعت  ،  ]5[های 
استاتیکی بار  تحت  واماندگی  و  پیش]6[جدایش  آسیب  رونده ، 

لایه]7[ناهمسانگرد  رشد  ماتریسلایه،  ترک  از  ناشی  ،  ]8[شدگی 
اتفاقیپیش خستگی  عمر  مدل  ]9[بینی  برای -آسیب،  آنتروپی 
خستگیپیش شبیه ]10[بینی  خردشدگی  ،   (crush)سازی 

خستگی]11[محوری  بر  سطح  زبری  اثر  بررسی  پیش]12[،  بینی ، 
 ]14[بینی تشکیل ترک ماتریسو پیش  ]13[سایش بر اثر بار متغیر

 شود. می
مرجع روش]15[طبق  تحلیلی  ،  محاسباتی    CDMهای   MDMو 

می ارائه  را  نتایج  دارای بهترین  همچنان  وجود  این  با  دهند. 
میمحدودیت  روشهایی  مورد  در  مکانیک باشند.  تحلیلی  های 

با  مرتبط  مادی  ثابت  تعدادی  هر معادله  پیوسته،  محیط  آسیب 
های تجربی تعیین  آسیب دارد. این ثوابت بایستی از طریق آزمایش

دقیق مدل  هرچه  پیچیدهگردند.  و  در  تر  بیشتری  ثوابت  شود،  تر 
آیند. در نتیجه به تعداد بسیار زیادی آزمایش برای  ابط بوجود میرو

های عددی میکرومکانیکی این تعیین این ثوابت نیاز است. روش
مشکل را ندارند. اما زمانیکه یک پارامتر در یک مدل عددی تغییر 
یک  در  بنابراین  صورت گیرد.  جدید  مدلسازی  یک  بایستی  کند، 

ه مثل  متغیر،  چند  با  لایهمسأله  مواد،  ندسه،  جنس  چینی، 
سازی باید انجام شود. بارگذاری و آسیب، تعداد بسیار زیادی شبیه

،  ]16[ 1996در سال  (Talreja)ها، تالرجا برای غلبه بر این محدودیت 
  معرفی نمود. در این روش مدلسازی   برای اولین بار یک روش جدید

تحلیلی، روابط خواص مکانیکی بر حسب آسیب ترک ماتریس، در  
شوند. سپس تعیین می CDMچهارچوب ترمودینامیک و بر اساس  
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میکرومکانیک   روش  به کمک  روابط  در  شده  تولید  مادی  ثوابت 
-گردند. با این روش دیگر نیازی به انجام آزمایشعددی تعیین می

، این روش  1996از سال    های بسیار زیاد نیست.سازیها یا شبیه
پیوسته در حال توسعه و استفاده در مطالعات گوناگون بوده است؛ 

های های دارای لایه، ورق ]18 ,17[بعنوان مثال: مطالعات خستگی  
مختلف]axis)-(off ]19محوری  خارج قیدهای  پاسخ ]20[،   ،

ورق ]21[ویسکوالاستیک ترک،  دارای  چندجهتههای   ،]22-24[های 
کامپوزیت   بینیپیش مکانیکی  خواص  غیرخطی  ، ]25[تغییرات 

بینی ، پیش]27-29[، بارگذاری چندمحوره  ]26[رونده  واماندگی پیش 
های و بررسی عملکرد پره  ]30[آسیب ناشی از ضربه سرعت پایین  

 . [31]بالگرد 
روش   ]16[تالرجا   مبنای  بر  خطی  آسیب  مکانیک  مدل  یک 

پیش برای  خود  دارای پیشنهادی  سفتی کامپوزیت  بینی کاهش 
پیش توانایی  مدل  این  داد.  ارائه  ماتریس  کاهش ترک  بینی 

یک مدل غیرخطی    ]25[غیرخطی سفتی را نداشت. بنابراین سینگ 
بر مبنای روش تالرجا پیشنهاد کرد. مدل پیشنهادی او از یک تابع 

آزاد  چندجمله  انرژی  برای  آسیب  پارامترهای  از  دوم  درجه  ای 
بررسیهلمهولز بدست می مدل آمد.  اگرچه  داد که  نشان  او  های 

درجه دوم دقت خوبی دارد، اما ممکن است در برخی حالات نتایج  
بینی نکند. برای حل این مشکل در این مقاله، یک  را بدرستی پیش

ای روش تالرجا ارائه و روابط مدل تحلیلی غیرخطی جدید بر مبن
گردد که  خواص مکانیکی بر حسب پارامترهای آسیب استخراج می

باشد. سپس نتایج این مدل  های این پژوهش مییک از نوآوری
های تجربی  برای یک کامپوزیت شیشه/اپوکسی به کمک آزمایش

های خطی تالرجا و غیرخطی سینگ مقایسه و  و همچنین روش
 . شودسنجی میصحت 

 های تجربی آزمایش   - 2
کامپوزیت   یک  از  پیشنهادی،  مدل  اعتبارسنجی  برای 

شود. برای این  استفاده می 𝑠[0/904]چینی  شیشه/اپوکسی با لایه
جهته شیشه/اپوکسی، نمودار  های تکمنظور، خواص مکانیکی لایه

ارتجاعی   بر  𝐸1ضریب  اعمالی  بار  نمودار  و  اعمالی  بار  حسب  بر 
از طریق   بایستی  بر واحد طول(  ترک  )تعداد  ترک  حسب چگالی 

  5آزمایش در قالب    21های تجربی تعیین گردند. بنابراین  آزمایش
انجام می در جدول  دسته  آزمایش1شوند.  به  ،  پژوهش  این  های 

 اند. ها، مطرح شدهتفکیک دسته

 
 های شیشه/اپوکسی روی سطح قالب دستی لایهچینی  لایه  الف( 

 
 ساعت  24تحت فشار قرار دادن نمونه به مدت حداقل  ب(  

 
 ها بر حسب نیاز سنجها و کرنشها با اتصال تبسازی نمونهآماده ج(  

 هاسازی نمونهفرآیند ساخت و آماده( 1شکل  
 
 
 

 

 ها آزمایش  مشخصات(  1جدول  
 تکرار  چینی نمونه جنس و لایه  هدف  استاندارد  عنوان  دسته 
 5 جهته صفردرجه شیشه/اپوکسی تک  𝜈12و نسبت پواسون  𝐸1تعیین ضریب ارتجاعی   ASTM D3039 کشش الف 
 5 درجه 90جهته  شیشه/اپوکسی تک  𝐸2تعیین ضریب ارتجاعی   ASTM D3039 کشش ب
 5 جهته صفر درجه ناچدار شیشه/اپوکسی تک  𝐺12تعیین ضریب برشی   ASTM D5379 برش  پ
 𝑠 3[0/904]شیشه/اپوکسی   بر حسب بار اعمالی  𝐸1تعیین منحنی ضریب ارتجاعی   - باربرداری -بارگذاری  ت 
 𝑠 3[0/904]شیشه/اپوکسی   ترک تعیین منحنی بار اعمالی بر حسب چگالی  - میکروسکوپی  ث
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 1401، آذر  12، شماره  22دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

 جهته خواص مکانیکی شیشه/اپوکسی تک(  2جدول  
𝑬𝟏 (𝑮𝑷𝒂) 𝑬𝟐 (𝑮𝑷𝒂) 𝑬𝟑 (𝑮𝑷𝒂) 𝝂𝟏𝟐 𝝂𝟏𝟑 𝝂𝟐𝟑

∗  𝑮𝟏𝟐 (𝑮𝑷𝒂) 𝑮𝟏𝟑 (𝑮𝑷𝒂) 𝑮𝟐𝟑
∗∗  (𝑮𝑷𝒂) 

34 2/3 2/3 27/0 27/0 4/0 3/2 3/2 2/1 
*   𝝂𝟐𝟑 محاسبه شده است.  [ 34] مرجع   بر اساس 

**  𝑮𝟐𝟑  .برابر با ضریب برشی اپوکسی فرض شده است 

 
نمونه ساخت  پارچهبرای  از  تکها  شیشه  و   300جهته  ی  گرمی 

کامپوزیت با نسبت اپوکسی به  شرکت ایران   CR209اپوکسی/هاردنر  
ها ابتدا نمونه، 1استفاده شده است. مطابق شکل   55به  100هاردنر 

شوند و به مدت  چینی دستی روی یک قالب چیده میبه روش لایه
های مورد  گیرند. سپس نمونهساعت تحت فشار قرار می  24حداقل  

ابزار برش واترجت از ورق مربوطه   نیاز برای هر آزمایش به کمک 
ها بر حسب نیاز، برای سنجها و کرنشجدا و در نهایت، با اتصال تب

 گردند. انجام آزمایش آماده می
شده در  های اعلامهای تعیین خواص مکانیکی طبق روشآزمایش

صورت    ]33[  ASTM D5379و    ]D3039  ASTM  ]32استانداردهای  
  2های تعیین خواص مکانیکی در جدول  پذیرد. نتایج آزمایشمی

ارتجاعی    گردد.ارائه می منحنی ضریب  تجربی  تعیین  بر  𝐸1برای 
از آزمایش مرسوم کششی بارگذاریحسب ب باربرداری -ار اعمالی، 

شبهتک راستای  محوره  در  می  1استاتیک  این استفاده  در  شود. 
-استاتیک تکی آزمایشی تحت کشش شبهآزمایش، یک نمونه

می قرار  تا گسیختگی کامل  از محوره  تعدادی  ازای  به  اما  گیرد؛ 
بطو بار  از  درصدی  و  متوقف  بارگذاری  شبه مقادیر،  استاتیک ر 

تنش  منحنی  شیب  و  )ضریب  - برداشته  باربرداری  در  کرنش 
گردد. سپس با استفاده  گیری و مجدد بارگذاری میارتجاعی( اندازه

-های مختلف، میکرنش به ازای بارگذاری- از شیب منحنی تنش
، منحنی ضریب ارتجاعی بر حسب بار اعمالی را 2توان طبق شکل  

ابعاد   آورد.  مطابق  نمونهبدست  آزمایش  این  انجام  شرایط  و  ها 
 باشد.می ASTM D3039استاندارد 

 
روی آسیب یا بعبارت دیگر  در این مقاله، برای مطالعه تجربی پیش

آزمایش  یک  اعمالی،  بار  حسب  بر  ترک  چگالی  منحنی  تعیین 
می شکل  طراحی  طبق  آزمایش  این  چیدمان  شامل  3شود.   ،

میکروسکوپ   اکستنسومتر،  لودسل،  کشش،  تست  دستگاه 
پیچ میکروسکوپ،  پایه  مغناطیسی،  پایه  های کنترل،  دیجیتال، 

 باشد.های رابط و نمونه آزمایشی می میله
 

 
 چیدمان آزمایش میکروسکوپی   ( 3شکل  

 
ها باید به  ی نمونهمیکروسکوپی، ابتدا لبهبرای انجام تصویربرداری  

و تحت   3زنی شود. سپس نمونه در چیدمان شکل  خوبی سمباده
شبه  بارگذاری  بارگذاری کشش  نرخ  با  بر  میلی  5/0استاتیک  متر 

می قرار  بارگذاری  دقیقه  مختلف،  مقدار  چندین  ازای  به  گیرد. 
از  جایی میکروسکوپ روی نقاط مختلفمتوقف شده و با جابه  ،

گردد. بزرگنمایی میکروسکوپ ی نمونه تصویربرداری میتمام لبه
لبهمی  50 بایستی  تصویربرداری،  از  قبل  آزمایش  باشد.  مورد  ی 

برد بطور کامل رنگ شده و سپس  نمونه به کمک یک ماژیک وایت 
موی آغشته به اتانول، پاکسازی شود. در انتها،  به کمک یک قلم

نو4مطابق شکل   لبهنقطه  LEDر  ، یک منبع  ی مخالف ای پشت 
می انجام  تصویربرداری  و  گرفته  قرار  پایان  نمونه  از  بعد  گردد. 

می ادامه  مجدد  بارگذاری  تا تصویربرداری،  فرآیند  این  یابد. 
، پس از  5کند. طبق شکل  گسیختگی کامل نمونه ادامه پیدا می

های عرضی ی بین ترکآماده شدن تصاویر میکروسکوپی، فاصله
گیری  گیری و میانگین اور بازای یک بارگذاری مشخص، اندازهمج
بارگذاریمی نتایج  کمک  به  سپس  منحنی شود.  مختلف،  های 

 ، رسم کرد. 6توان طبق شکل  چگالی ترک بر حسب بار اعمالی را می
 

 
 منحنی ضریب ارتجاعی بر حسب بار اعمالی (  2شکل  
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 ی تصویربرداری از نمونه نحوه   ( 4شکل  

 

 
-ی ترک گیری فاصله یک نمونه تصویر میکروسکوپی و اندازه(  5شکل  

 ای عرضی )آزمایش گروه ث( ه

 

 
 منحنی بار اعمالی بر حسب چگالی ترک (  6شکل  

 سازی عددی شبیه  - 3
-های تجربی و تحلیلی، کاهش سفتی ناشی از ترکعلاوه بر روش

های عددی اجزا محدود در مقیاس  سازیهای عرضی به کمک شبیه
برای تعیین ثوابت موجود  گردد. همچنین  میکرو نیز محاسبه می

شبیه نتایج  از  بعدی،  بخش  تحلیلی  روابط  عددی  سازیدر  های 
سازی جزء  ی شبیهاستفاده خواهد شد. بنابراین در این بخش نحوه

-یک ورق کامپوزیت شیشه/اپوکسی با لایه  (RVE)حجمی نماینده  
نرم 𝑠[0/904]ینی  چ آباکوس  در  می  (Abaqus)افزار  گردد. ارائه 

های یکسان، مشابه، مستقیم و کاملا  ماتریس با فاصلههای  ترک
درجه در نظر گرفته   90ی  رشد یافته در راستای ضخامت و عرض لایه

هندسهمی یک  دارای  کامپوزیتی  ورق  فرضیات،  این  با  ی شود. 
به تعداد زیادی   7توان آن را مطابق شکل  متناوب است. یعنی می

توان این این مسأله می  سلول واحد کاملا یکسان تقسیم کرد. در
در نظر گرفت. با این انتخاب، طول جزء    RVEسلول واحد را بعنوان  

سازی برابر با فاصله بین دو ترک مجاور  حجمی نماینده در هر شبیه
(𝑠)  است. بنابراین برای تعیین منحنی ضریب ارتجاعی بر حسب

ترک   شبیه(𝑠/1)چگالی  چندین  بایستی  طول،  با  های سازی 
 ف انجام شود. مختل

 
 سطح مقطع جزء حجمی نماینده(  7شکل  

 
-بعدی تغییرشکل جهت به صورت یک بخش سههای غیرهملایه

قید گره   ایجاد و سپس  های مجاور  ، بین لایه(tie)پذیر جداگانه 
وارد   2شود. خواص مکانیکی شیشه/اپوکسی از جدول  اعمال می

آجری  نرم اجزاء  و  خطی  8افزار  جزء    (C3D8)گرهی  نوع  بعنوان 
و تناوب    RVEگردد. برای اطمینان از انتخاب صحیح  انتخاب می

  (Periodic Boundary Condition)آن، بایستی شرایط مرزی تناوب  
سازی اعمال شود. شکل کلی این شرایط مرزی به صورت در شبیه

 ( است:ج- 1)تا  (الف-1) وابطر

𝑢𝑖(𝑥𝛼 + Δ𝑥𝛼) = 𝑢𝑖(𝑥𝛼) + Δ𝑥𝛽 〈
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝛽

 الف( -1) 〈

𝜀𝑖𝑗(𝑥𝛼 + Δ𝑥𝛼) = 𝜀𝑖𝑗(𝑥𝛼) (1-ب ) 

𝜎𝑖𝑗(𝑥𝛼 + Δ𝑥𝛼) = 𝜎𝑖𝑗(𝑥𝛼) (1-)ج 

آن   در  〉و   𝑢𝑖  ،𝜀𝑖𝑗  ،𝜎𝑖𝑗  ،Δ𝑥𝛽که 
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝛽
جابه 〈 ترتیب  جایی، کرنش، به 

جابه حجمی گرادیان  میانگین  و  تناوب  بردار  در  جاییتنش،  اند. 
می بیان  مرزی  شرایط  این  و  واقع  تنش، کرنش  میدان  کند که 

باید متناوب باشد. برای اعمال این    RVEجایی روی مرزهای  جابه
شرایط مرزی، ابتدا باید این روابط بسط داده شوند. برای این منظور  

و    RVEروی وجوه راست و بالای    Uو    Rی  ، دو نقطه8طبق شکل  
پایین درنظر گرفته Dو    Lنقاط متناظر آنها ) ( روی وجوه چپ و 

 شود. می
یکی از سه حالت زیر    ی خواص مکانیکی بهبارگذاری برای محاسبه

 است:
  yzاستاتیک روی صفحه بارگذاری کشش شبه  -1
 xzاستاتیک روی صفحه بارگذاری کشش شبه -2

یا   yدر راستای  yzی استاتیک روی صفحهبارگذاری برشی شبه -3
 xدر راستای  xzروی صفحه 
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 1401، آذر  12، شماره  22دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

 
 yzبارگذاری کششی روی صفحه الف(  

 
 xzبارگذاری کششی روی صفحه )ب(  

 
 xدر راستای    xzبارگذاری برشی روی صفحه ج(  

 سطح مقطع جزء حجمی نماینده  تغییرات (  8شکل  

 
اول و دوم، سطح مقطع  - 8الف و  -8مطابق شکل   ب، در حالت 

صورت   به  همچنان  شکل  تغییر  از  پس  نماینده  حجمی  جزء 
می باقی  سوم  مستطیل  حالت  در  اما  سطح  -8)شکل  ماند؛  ج( 

، پس از انجام محاسباتیشود.  الاضلاع می مقطع به شکل متوازی 
و   Lو    Rنقاط  بارگذاری کششی و برشی برای    ( برای الف-1رابطه )

 : شود( تبدیل می3و )( 2) وابطر ترتیب بهبه  Dو  Uهمچنین 
𝑢1(𝑅) = 𝑢1(𝐿) + 𝑢1(𝐴) 

𝑢2(𝑅) = 𝑢2(𝐿) 

𝑢3(𝑅) = 𝑢3(𝐿) 
𝑢1(𝑈) = 𝑢1(𝐷) 

𝑢2(𝑈) = 𝑢2(𝐷) + 𝑢2(𝐵) 

𝑢3(𝑈) = 𝑢3(𝐷) 

(2 ) 

 

𝑢1(𝑅) = 𝑢1(𝐿) + 𝑢1(𝐴) 

𝑢2(𝑅) = 𝑢2(𝐿) + 𝑢2(𝐴) 

𝑢3(𝑅) = 𝑢3(𝐿) 
𝑢1(𝑈) = 𝑢1(𝐷) + 𝑢1(𝐵) 

𝑢2(𝑈) = 𝑢2(𝐷) + 𝑢2(𝐵) 

(3 ) 

𝑢3(𝑈) = 𝑢3(𝐷) 

( شرط مرزی تناوب برای حالت کشش خالص در صفحه  2)  رابطه
yz    یاxz    ط مرزی تناوب برای حالت بارگذاری برشی شر(  3)  ابطهرو 

 است.
 

 
 افزار شده در نرم سازی حجمی نماینده شبیهجزء  (  9شکل  

 
های موجود روی وجوه  شرایط مرزی تناوب بایستی روی تمام گره

چپ، راست، بالا و پایین جزء حجمی نماینده اعمال گردد. این کار  
کمک   به  بنابراین  است.  دشوار  و  زمانبر  بسیار  دستی  روش  به 

می صورت  خودکار  بطور  پایتون  همکدنویسی  شرط پذیرد.  چنین 
 Traction)، تنش سطحی صفر RVEمرزی روی وجوه جلو و عقب 

Free)    تعیین برای  بارگذاری،   𝜈12و   𝐸1است.  اول  حالت    𝐸2از 
و   دوم  می 𝐺12حالت  استفاده  سوم  حجمی  حالت  جزء  شود. 

، نشان داده  9افزار در شکل  شده در محیط نرم سازینماینده شبیه
 شده است.  

 روابط تحلیلی   -4
ی مدلسازی تحلیلی مکانیک آسیب بر اساس  در این بخش نحوه

CDM  شود. بعبارتی یک مدل  بیان میCDM   باید قوانین اول و دوم
را ارضا نماید. مدل پیشنهادی برای تعیین خواص   ترمودینامیک 

کامپوزیت چندلایه   ای )مدل دو بعدی( یکمکانیکی درون صفحه
ترک 𝑠[0/904]نازک   تنها  دارای  بنابراین  است.  ماتریس  های 

ای وارد محاسبات پارامترهای آسیب، تنش و کرنش درون صفحه
سازی عددی مطرح گردید، شوند. همانند آنچه در بخش شبیهمی

های یکسان، مشابه، های ماتریس با فاصلهشود که ترکفرض می
  90ی  افته در راستای ضخامت و عرض لایه مستقیم و کاملا رشد ی

قانون اول و دوم ترمودینامیک به شکل نامساوی   درجه هستند. 
 اند:ارائه شده  [35](  4در رابطه )  Duhem)-(Clasiusدوهم  - کلازیوس 

𝜎: 𝜀̇ − 𝜌(�̇� + �̇�𝑠) − 𝑞
𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇

𝑇
≥ 0 (4 ) 

به ترتیب تنش، کرنش، چگالی   𝑞و  𝜎  ،𝜀  ،𝜌 ،𝜓  ،𝑇 ،𝑠در این رابطه 
بردار شار حرارتی و  آنتروپی  دما،  آزاد هلمهولز،  انرژی  اند.  جرمی، 

همچنین علامت نقطه به معنای مشتق نسبت به زمان است. این 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
e.

22
.1

2.
75

9 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

14
01

.2
2.

12
.6

.3
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-1
2-

21
 ]

 

                             6 / 11

http://dx.doi.org/10.52547/mme.22.12.759
https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1401.22.12.6.3
https://mme.modares.ac.ir/article-15-63229-fa.html


 765 ...   ی متعامد دارا   ت ی کامپوز   ی و عدد   ی ل ی تحل   ، ی تجرب   ب ی آس   ک ی مکان   ی بررس  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 

 

Volume 22, Issue 12, December 2022  Modares Mechanical Engineering 
 

نامساوی برای هرفرآیندی باید برقرار باشد و اساس مکانیک آسیب  
پیوسته   هلمهولز    است.  CDMمحیط  آزاد  انرژی  یک تابع  برای 

به شکل رابطه   کامپوزیت دارای ترک ماتریس در شرایط دما ثابت 
 : ]15[شود( تعریف می5)

𝜓 = 𝜓(𝜀𝑖𝑗 ,𝐷𝑖𝑗) (5 ) 

اند. با جایگذاری  پارامترهای آسیب ناشی از ترک ماتریس  𝐷𝑖𝑗که 
 آید: ( بدست می6گیری، رابطه )( و دیفرانسیل4( در ) 5)

𝑑𝜎𝑖𝑗 = 𝜌
𝜕2𝜓

𝜕𝜀𝑖𝑗𝜕𝜀𝑘𝑙
𝑑𝜀𝑘𝑙  (6 ) 

 : ]15[شود( تعریف می7بنابراین ماتریس سفتی به صورت رابطه )

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝜌
𝜕2𝜓

𝜕𝜀𝑖𝑗𝜕𝜀𝑘𝑙
 (7) 

 :]15[ای صفحه های درونبا فرض آسیب

𝐷11 ≡ 𝐷1 =
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑠𝑖𝑛(𝜃) (8- )الف 

𝐷22 ≡ 𝐷2 =
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡

𝑐𝑜𝑠2(𝜃)

𝑠𝑖𝑛(𝜃)
 ب( -8) 

𝐷12 ≡ 𝐷3 =
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑐𝑜𝑠(𝜃) (8- )ج 

)در   عدد  𝑡𝑐و    𝜅  ،𝜃  ،𝑠  ،𝑡ج(  -8)تا    (الف-8روابط  یک  ترتیب  به 
های ماتریس نسبت به راستای بارگذاری، فاصله ثابت، زاویه ترک

-های مجاور، ضخامت کل و ضخامت لایه دارای ترک ماتریسترک
بر   تالرجا  پیشنهادی  روش  در  ماتریس  ترک  از  ناشی  آسیب  اند. 

شود. اما سازی میمشخصه  CODبازشدگی ترک  جایی  جابه  اساس 
(، پارامترهای ج-8( تا )الف-8سازی، مطابق روابط ) پس از ساده

ترک فاصله  از  تابعی  مجاور  آسیب  ترک   𝑠های  چگالی   𝑠/1یا 
گردند. بنابراین مقدار چگالی ترک در  )تعداد ترک بر واحد طول( می

رات خواص مکانیکی این روش اهمیت زیادی هم در محاسبه تغیی
برای تعیین ماتریس سفتی روی آسیب دارد.  و هم در بررسی پیش

(، بایستی تابع انرژی آزاد هلمهولز مشخص باشد. در  7از رابطه )
چندجمله تابع  یک  تالرجا،  ترکیبی  انرژی روش  این  برای  ای 

گردد. سپس با انجام  ( جایگذاری می7پیشنهاد شده و در رابطه ) 
ی بین خواص مکانیکی و آسیب تعیین  ی، رابطهیک روند تحلیل

تالرجامی چندجمله  ]15[شود.  تابع  مرتبهیک  شامل  اول  ای  ی 
 ( ارائه کرد: 9پارامترهای آسیب به شکل رابطه )

𝜌𝜓 = {𝑐1𝜀1
2 + 𝑐2𝜀2

2 + 𝑐3𝜀3
2 + 𝑐4𝜀1𝜀2} + {𝑐5𝜀1

2𝐷1 +

𝑐6𝜀1
2𝐷2} + {𝑐7𝜀2

2𝐷1 + 𝑐8𝜀2
2𝐷2} + {𝑐9𝜀3

2𝐷1 +

𝑐10𝜀3
2𝐷2} + {𝑐11𝜀1𝜀2𝐷1 + 𝑐12𝜀1𝜀2𝐷2} +

{𝑐13𝜀1𝜀3𝐷3 + 𝑐14𝜀2𝜀3𝐷3}  

(9 ) 

آن   در  𝑐𝑖که  , 𝑖 = 1,2, هستند. … رابطه  از  ثوابت  جایگذاری    پس 
و بسط ماتریس    انجام محاسبات ریاضی  ،(7)  ابطه( در ر9رابطه )

𝜃برای حالت  د(  - 10الف( تا )- 10سفتی، روابط ) = -بدست می 90°
 : [15]یندآ

𝐸𝑥 = (
𝐸𝑥

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 + 2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎1) − (

𝜈𝑥𝑦
0 𝐸𝑦

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 +

𝜅𝑡𝑐
2

𝑠𝑡
𝑎4)

2

/ (
𝐸𝑦

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 + 2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎2)  

 ( الف -10)

𝐸𝑦 = (
𝐸𝑦

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 + 2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎2) − (

𝜈𝑥𝑦
0 𝐸𝑦

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 +

𝜅𝑡𝑐
2

𝑠𝑡
𝑎4)

2

/ (
𝐸𝑥

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 + 2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎1)  

 ( ب-10)

𝜈𝑥𝑦 = (
𝜈𝑥𝑦

0 𝐸𝑦
0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 +
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎4) / (

𝐸𝑦
0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 + 2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎2)  (10-ج ) 

𝐺𝑥𝑦 = 𝐺𝑥𝑦
0 + 2

𝜅𝑡𝑐
2

𝑠𝑡
𝑎3  (10-د ) 

𝑎𝑖و  𝐸 ،ν، 𝐺در این روابط  ,𝑖 = رتیب ضریب ارتجاعی، به ت 1,2,3,4
پواسون، برشی  نسبت  رابطه  ضریب  ثوابت  آسیب  و  هستند.  ی 

ی حالت اولیه )بدون آسیب(  بالانویس صفر نشاندهندههمچنین  
این مدل، تغییرات خواص مکانیکی با آسیب )چگالی ترک(  است.  

بینی در اوایل بارگذاری کند. این پیشبینی میرا بطور خطی پیش
اما همانطور که در  که ترک ها از یکدیگر دورند، دقت خوبی دارد. 

های ماتریس به ا افزایش بارگذاری، ترکبخش مقدمه ذکر شد، ب
گذارند. در نتیجه تغییر خواص یکدیگر نزدیکتر شده و بر هم اثر می

شود و مدل خطی برای آن دقت خوبی ندارد. به صورت غیرخطی می
( را بعنوان تابع هلمهولز  11برای رفع این مشکل، رابطه )  [25]سینگ  

 پیشنهاد داد: 
𝜌𝜓 = {𝑐1𝜀1

2 + 𝑐2𝜀2
2 + 𝑐3𝜀3

2 + 𝑐4𝜀1𝜀2} + {𝑐5𝐷1 +

𝑐6𝐷2}𝜀1
2 + {𝑐7𝐷1 + 𝑐8𝐷2}𝜀2

2 + {𝑐9𝐷1 + 𝑐10𝐷2}𝜀3
2 +

{𝑐11𝐷1 + 𝑐12𝐷2}𝜀1𝜀2 + {𝑐13𝜀1𝜀3𝐷3 + 𝑐14𝜀2𝜀3𝐷3} +

{𝑐15𝐷1
2 + 𝑐16𝐷2

2}𝜀1
2 + {𝑐17𝐷1

2 + 𝑐18𝐷2
2}𝜀2

2 +

{𝑐19𝐷1
2 + 𝑐20𝐷2

2}𝜀3
2 + {𝑐21𝐷1

2 + 𝑐22𝐷2
2}𝜀1𝜀2 +

{𝑐23𝜀1𝜀3𝐷3
2 + 𝑐24𝜀2𝜀3𝐷3

2}  

(11) 

شود. سپس سینگ تابع شامل توان دوم پارامترهای آسیب میاین  
( پیشد-12)تا    الف(- 12روابط  برای  را  خواص (  تغییرات  بینی 

 : ]25[مکانیکی کامپوزیت بر اثر آسیب ترک ماتریس استخراج نمود

𝐸𝑥 = (
𝐸𝑥

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 + 2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎1 + 2

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏1) −

(
𝜈𝑥𝑦

0 𝐸𝑦
0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 +
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎4 +

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏4)
2

/ (
𝐸𝑦

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 +

2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎2 + 2

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏2)  

 ( الف-12)

𝐸𝑦 = (
𝐸𝑦

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 + 2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎2 + 2

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏2) −

(
𝜈𝑥𝑦

0 𝐸𝑦
0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 +
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎4 +

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏4)
2

/ (
𝐸𝑥

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 +

2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎1 + 2

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏1)  

 ( ب-12)

𝜈𝑥𝑦 = (
𝜈𝑥𝑦

0 𝐸𝑦
0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 +
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎4 +

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏4) /

(
𝐸𝑦

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 + 2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎2 + 2

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏2)  

 ( ج-12)

𝐺𝑥𝑦 = 𝐺𝑥𝑦
0 + 2

𝜅𝑡𝑐
2

𝑠𝑡
𝑎3 + 2

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏3  (12-د ) 

(، بایستی ثوابت موجود  د-12)تا   الف(-12روابط )برای استفاده از 
در آنها برای کامپوزیت شیشه/اپوکسی تعیین شود. در مدل خطی 

  𝜅2𝑏𝑖و   𝜅𝑎𝑖ثابت    8  غیرخطی سینگو در مدل   𝜅𝑎𝑖ثابت    4تالرجا  
سازی  وجود دارد. در این روش، ثوابت از طریق نتایج حاصل از شبیه

گردند. بطور مثال برای مدل  تعیین میعددی برای حالات مرجع  
𝑠خطی، خواص مکانیکی بازای یک حالت مرجع  = 𝑠1  با استفاده

تعیین و در روابط    3های عددی مطرح شده در بخش  سازیاز شبیه
(10-( تا  می   د(-10الف(  دستگاه جایگذاری  یک  این کار،  با  شود. 
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خطی   ثوابت   4  – معادله    4معادلات  )مجهولات  اند( مجهول 
آیند. به همین ترتیب تشکیل شده که با حل آنها ثوابت بدست می

مرجع   حالت  دو  سینگ،  پیشنهادی  غیرخطی  مدل  𝑠در  = 𝑠1  و
𝑠 = 𝑠2  برای تعیین ثوابت نیاز است. با جایگذاری این دو حالت

در روابط   تا )- 12)مرجع   8  –معادله    8یک دستگاه    د(-12الف( 
 گردند.ن میمجهول ایجاد و با حل آن ثوابت تعیی

سینگ اعلام کرد که مدل غیرخطی پیشنهادی او نسبت به انتخاب  
پیش در  خطا  امکان  و  بوده  حساس  مرجع  وجود  بینیحالات  ها 

دارد. در این مقاله برای غلبه بر این مشکل، یک تابع غیرخطی جدید  
 شود: بعنوان تابع هلمهولز به صورت زیر پیشنهاد می

𝜌𝜓 = {𝑐1𝜀1
2 + 𝑐2𝜀2

2 + 𝑐3𝜀3
2 + 𝑐4𝜀1𝜀2} + {𝑐5𝐷1 +

𝑐6𝐷2}𝜀1
2 + {𝑐7𝐷1 + 𝑐8𝐷2}𝜀2

2 + {𝑐9𝐷1 +

𝑐10𝐷2}𝜀3
2 + {𝑐11𝐷1 + 𝑐12𝐷2}𝜀1𝜀2 + {𝑐13𝜀1𝜀3𝐷3 +

𝑐14𝜀2𝜀3𝐷3} + {𝑐15𝐷1
2 + 𝑐16𝐷2

2}𝜀1
2 + {𝑐17𝐷1

2 +

𝑐18𝐷2
2}𝜀2

2 + {𝑐19𝐷1
2 + 𝑐20𝐷2

2}𝜀3
2 + {𝑐21𝐷1

2 +

𝑐22𝐷2
2}𝜀1𝜀2 + {𝑐23𝜀1𝜀3𝐷3

2 + 𝑐24𝜀2𝜀3𝐷3
2} +

{𝑐25𝐷1
3 + 𝑐26𝐷2

3}𝜀1
2 + {𝑐27𝐷1

3 + 𝑐28𝐷2
3}𝜀2

2 +

{𝑐29𝐷1
3 + 𝑐30𝐷2

3}𝜀3
2 + {𝑐31𝐷1

3 + 𝑐32𝐷2
3}𝜀1𝜀2 +

{𝑐33𝜀1𝜀3𝐷3
3 + 𝑐34𝜀2𝜀3𝐷3

3}  

(13 ) 

ترک  آسیب  پارامترهای  از  سوم  درجه  جملات  شامل  تابع  این 
باشد. با انجام فرآیند ریاضی مشابه، خواص مکانیکی ماتریس می

 شوند:تعیین می( د -14)تا  الف(-14به صورت روابط )

𝐸𝑥 = (
𝐸𝑥

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 + 2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎1 + 2

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏1 +

2
𝜅3𝑡𝑐

6

𝑠3𝑡3
𝑓1) − (

𝜈𝑥𝑦
0 𝐸𝑦

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 +
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎4 +

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2
𝑏4 +

𝜅3𝑡𝑐
6

𝑠3𝑡3 𝑓4)
2

/ (
𝐸𝑦

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 + 2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎2 + 2

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏2 +

2
𝜅3𝑡𝑐

6

𝑠3𝑡3
𝑓2)  

 الف( -14)

𝐸𝑦 = (
𝐸𝑦

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 + 2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎2 + 2

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏2 +

2
𝜅3𝑡𝑐

6

𝑠3𝑡3 𝑓2) − (
𝜈𝑥𝑦

0 𝐸𝑦
0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 +
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎4 +

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏4 +

𝜅3𝑡𝑐
6

𝑠3𝑡3 𝑓4)
2

/ (
𝐸𝑥

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 + 2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎1 + 2

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏1 +

2
𝜅3𝑡𝑐

6

𝑠3𝑡3 𝑓1)  

 ( ب-14)

𝜈𝑥𝑦 = (
𝜈𝑥𝑦

0 𝐸𝑦
0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 +
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎4 +

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏4 +
𝜅3𝑡𝑐

6

𝑠3𝑡3 𝑓4) /

(
𝐸𝑦

0

1−𝜈𝑥𝑦
0 𝜈𝑦𝑥

0 + 2
𝜅𝑡𝑐

2

𝑠𝑡
𝑎2 + 2

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏2 + 2
𝜅3𝑡𝑐

6

𝑠3𝑡3 𝑓2)  

 (ج-14)

𝐺𝑥𝑦 = 𝐺𝑥𝑦
0 + 2

𝜅𝑡𝑐
2

𝑠𝑡
𝑎3 + 2

𝜅2𝑡𝑐
4

𝑠2𝑡2 𝑏3 + 2
𝜅3𝑡𝑐

6

𝑠3𝑡3 𝑓3  (14-د) 

وجود دارد که بایستی به   𝜅3𝑓𝑖و  𝜅𝑎𝑖 ،𝜅2𝑏𝑖ثابت    12روابط،    در این
معادلات خطی    3کمک   دستگاه  تشکیل یک  و  مرجع   12حالت 

 مجهول و حل آن، تعیین گردند. 12 –معادله 
های ماتریس آنچه که تا اینجا مطرح گردید، بررسی اثر آسیب ترک

بر خواص مکانیکی کامپوزیت بود. اما همانطور که در مقدمه اشاره  
های کوچک ثانویه و وجود دارد؛ ترکشد، انواع دیگری از آسیب  

ها شدگی. نکته حائز اهمیت در مورد این آسیبلایههای لایهترک
آن است که تنها روی خواص مکانیکی خارج از صفحه اثر دارند. 
زیرا آسیب ناشی از ترک تنها زمانی باعث تغییر خواص مکانیکی 

شود. دهانه  گردد که بارگذاری مربوطه باعث باز شدن دهانه ترک  می
لایهترک بین  صفحههای  خارج  بارگذاری  اثر  بر  فقط  یا  ای  ای 

تنها   مقاله  این  در  چون  دارند.  بازشدگی  امکان  فشاری  بارگذاری 
صفحه درون  کششی  بارگذاری  و  مکانیکی  و  خواص  بررسی  ای 

می میمدلسازی  آسیبشود،  این  اثر  از  بینتوان  ای  لایههای 
ای روی  لایههای بینت که این ترکصرفنظر نمود. شایان ذکر اس

پیشروی آسیب، واماندگی و در نتیجه روی منحنی کاهش سفتی 
توجهی دارند؛ اما بررسی این منحنی  بر حسب بار اعمالی اثر قابل

 ی این مقاله نیست. موضوع مطالعه

 سنجی، نتایج و بحث صحت   - 5
قبل، نحوهدر بخش کامپوزیت ی تعیین کاهش سفتی ورق  های 

ترک آسیب  از  ناشی  روش  شیشه/اپوکسی  سه  به  ماتریس  های 
تجربی، تحلیلی و عددی مطرح و توضیح داده شد. با بررسی صحت  

-و بدلیل وابسته بودن روابط به یکدیگر، می 𝐸1ضریب ارتجاعی 
ی برای مقایسه  ]15[توان از صحت تمام نتایج اطمینان حاصل نمود

-و همچنین صحت   ]25[  و  ]15[های مراجعمدل پیشنهادی با مدل
 شود. ارائه می 10سازی، شکل نجی آن با نتایج تجربی و شبیهس

-، بیشترین اختلاف بین نتایج تجربی و شبیه10با توجه به شکل  
های نزدیک به گسیختگی بوده و مقدار  ازی عددی، در بارگذاریس

انیکی  سازی عددی میکرومک درصد است. بنابراین شبیه  9آن حدود  
سازی عددی، سفتی  شده، دقت بسیار خوبی دارد. البته شبیهانجام

هایی کند. زیرا برخی از آسیببینی میرا بیش از مقدار واقعی پیش
-سازی لحاظ نمیآیند در شبیههای تجربی بوجود میکه در نمونه

این آسیب اما هر چه بارگذاری  گردد. تعداد  ها در ابتدا کم است؛ 
می آسیب یافزایش  این  تعداد  در  ابد،  نتیجه  در  و  بیشتر شده  ها 

بالاتر رفتهبارگذاری و تجربی های  نتایج عددی  اختلاف بین  رفته 
نتایج شکل  بیشتر می به  توجه  با  میکرومکانیک  10شود.  روش   ،

-تواند بعنوان معیاری برای صحت عددی دقت خوبی داشته و می
مدل همچنین  سنجی  و  تحلیلی  مورد های  آنها  کردن  کالیبره 

 استفاده قرار گیرد.
-متر، مدل تحلیلی خطی پیشترک بر میلی  2/0تا حدود چگالی  

ارائه میینیب بسیار خوبی  افزایش چگالی ترک، های  با  اما   دهد. 
 

 
 منحنی ضریب ارتجاعی بر حسب چگالی ترک  (  10شکل  
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شبیه و  تجربی  تحلیلی،  مدل  بین  بااختلاف  و  زیاد   زای سازی 
ترک پیش چگالی  کم  بسیار  کامپوزیت  سفتی  بالا،  بینی های 

، علت این موضوع کاملا واضح است.  10شود. با توجه به شکل  می
های ماتریس در ابتدای بارگذاری از یکدیگر دورند و دهانه  زیرا ترک

ها در شود. در نتیجه هر چه تعداد ترکآنها تحت بار براحتی باز می
بیشتر باشد، بازای بار یکسان، تغییرطول نمونه بیشتر  این حالت  

های  توان گفت که کاهش سفتی ناشی از ترکاست؛ بنابراین می
ی خطی دارد. اما با افزایش بزرگی بار، ماتریس با تعدادشان رابطه

ترک این  یکدیگر نزدیک میتعداد  به  و  یافته  افزایش  و ها  شوند 
ترک یک  اطراف  تنش  میدان  ترک اغتشاشات  دهانه  بازشدگی   ،

کند. در نتیجه شیب نمودار سفتی بر حسب مجاورش را محدود می
 شود. یابد و روند آن غیرخطی میچگالی ترک کاهش می

، طبق  [25]بینی کاهش غیرخطی، مدل پیشنهادی سینگبرای پیش
مورد استفاده قرار گرفت. با وجود اینکه    10در شکل    الف(-12)رابطه  

نحنی در این مدل در نظر گرفته شده، اما دقت طبیعت غیرخطی م
ها به اندازه کافی نیست. این موضوع قبلا توسط سینگ  بینیپیش

نیز مطرح شده بود. علاوه بر این او نشان داده بود که مدل غیرخطی 
تواند  درجه دوم به انتخاب حالات مرجع حساس است و حتی می

ب ارائه دهد.  اشتباهی  نتایج  برای کاهش در برخی حالات  نابراین 
و یک  از چگالی ترک کم  داد که یک حالت مرجع  پیشنهاد  خطا 

 حالت مرجع از چگالی ترک بسیار زیاد استفاده شود. 
، مدل جدیدی که در این مقاله پیشنهاد و روابط  10با توجه به شکل  

ترک چگالی  تمام  بازای  مناسبی  دقت  با  استخراج گردید  ها، آن 
آمده از روش کند و بر منحنی بدست می  بینیکاهش سفتی را پیش

به   نسبت  مدل  این  حساسیت  همچنین  است.  منطبق  عددی 
انتخاب حالات مرجع بسیار کم بوده و در صورتیکه معیارهای زیر  

 شود: بینی مدل کاملا منطبق بر نتایج عددی میرعایت شود، پیش
ترک کمتر    -1 چگالی  محدوده  در  مرجع  حالت  )ناحیه   2/0یک 

 نتخاب شود. خطی( ا
انتخاب   6/0تا    4/0ی چگالی ترک یک حالت مرجع در محدوده  -2

 گردد. 
یک حالت مرجع در نواحی پایانی منحنی بازای چگالی ترک    -3

 باشد. 1بیشتر از 

 گیری نتیجه  - 6
چندلایه  کامپوزیت  ورق  سفتی  کاهش  مقاله،  این  در 

های ماتریس به سه  ناشی از ترک  𝑠[0/904]شیشه/اپوکسی نازک  
تجربی   تعیین  برای  شد.  بررسی  عددی  و  تحلیلی  تجربی،  روش 
منحنی بار اعمالی بر حسب چگالی ترک، یک آزمایش طراحی و  

بعدی اجزا محدود در مقیاس میکرو  های سهسازیاجرا گردید. شبیه
با   ماتریس  ترک  دارای  متعامد  کامپوزیت  نماینده  حجمی  جزء 

معرفی و انجام شد. همچنین    (PBC)اعمال شرایط مرزی تناوب  
یک مدل تحلیلی غیرخطی جدید بر اساس مکانیک آسیب محیط  

روش(CDM)پیوسته   شد.  گرفته  بکار  و  پیشنهاد  و  ،  عددی  های 
به کمک تجربی صحت   تحلیلی  بسیار نتایج  توافق  سنجی شدند. 

خوبی بین نتایج تجربی، عددی و تحلیلی وجود داشت. همچنین  
های مشابه پیشین مقایسه  مدل تحلیلی پیشنهادی جدید با مدل

پیش در  مناسب  دقت  ضمن  جدید  پیشنهادی  مدل  بینی  گردید. 
حالات  انتخاب  به  نسبت  نیز  حساسیت کمتری  سفتی،  کاهش 

رد. سه معیار برای انتخاب حالات مرجع برای دستیابی به  مرجع دا 
سازی  کمترین خطا و انطباق نتیجه مدل تحلیلی بر نتیجه شبیه

عددی پیشنهاد شد. بطور خلاصه نکات برجسته این مقاله عبارتند 
 از:
بینی کاهش سفتی  یک مدل تحلیلی غیرخطی جدید برای پیش  -1

 ریس پیشنهاد شد. ورق کامپوزیت متعامد دارای ترک مات
شدگی روی خواص مکانیکی لایههای لایههای ثانویه و ترکترک  -2

 ای اثر ندارند. صفحهای در حالت بارگذاری کششی درون صفحهدرون
سازی عددی جزء حجمی نماینده تحت بار برشی و روش شبیه  -3

 اعمال شرایط مرزی تناوب روی آن پیشنهاد و اجرا گردید.
 

اخلاق  پژوهش    نیا  ی علم  اتیمحتو  : ی تاییدیه  حاصل  مقاله 
است و در هیچ نشریه ایرانی و غیر ایرانی منتشر نشده   سندگانینو

 است.

دكتری    هحاصل از رسال  جیدر این مقاله از برخی نتا  تعارض منافع:
هیچ تعارض منافع دیگری برای    استفاده شده است.  اول  هنویسند

 اظهار وجود ندارد. 

از بودجه شخصی و همچنین  پژوهش    نیا  ی هانه ی هز  منابع مالی: 
تأمین  طوسی  نصیرالدین  خواجه  صنعتی  دانشگاه  مالی  حمایت 

 گردیده است.
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