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Ceramic materials are desirable in structural applications because of their strength at high 
temperatures, low thermal expansion, and excellent wear resistance. However, ceramic 
structures are generally brittle and will fail due to inherent flaws that can be introduced into 
the material through processing, handling, or while in service. In the strength test samples of 
ceramic materials, the observed strength depends on the sample volume and the test method, 
and the results have significant scattering. On the other hand, it is important to recognize the 
variability of the strength of ceramic materials for structural design, and in the design 
process, this variability usually requires a probability-based failure criterion, which, due to 
the brittle fracture of ceramics, usually uses the Weibull distribution to represent their 
strength. With the help of Weibull distribution, the concept of effective volume is defined and 
by using it, the strength of a test sample with a specific geometry and loading is predicted 
from another sample that has a different geometry and loading. In this research, the effective 
volume for a truncated cone under internal pressure has been derived analytically. With the 
effective volume for this configuration and a sufficient number of flexural strength tests with 
the help of small and low-cost flexural specimens, it is possible to predict the tensile strength 
of the ceramic truncated cone  without conducting expensive tests. for a problem with a 
specific material property and dimensions, the effective volume was calculated numerically 
and it had a 3% error compared to the analytical value. 

 

Authors 

Shahani.A.R 1 
Tavakoli S.M.H 1* 
 
 

How to cite this article 

Shahani.A.R, Tavakoli S.M.H, 

Derivation of the Effective Volume of 

a Ceramic Component with a 

Truncated Cone Shape under 

Internal Pressure by Analytical and 

Numerical Methods. Modares 

Mechanical Engineering; 

2023;23(11):597-606. 

 
 

  Keywords Effective Volume, Ceramics, Truncated Cone, Weibull Distribution, Strength. 
 

 

  C I T A T I O N   L I N K S 

1 Faculty of Mechanical Engineering, 

K. N. Toosi University of 

Technology, Tehran, Iran. 

 

 1- Modern ceramic engineering: properties, processing, and use in design… 2- Mechanical 
properties of ceramics.…  3 - Characteristic strength, Weibull modulus, and failure 
probability of fused silica glass. Optical Engineering. … 4 - ARMY MATERIALS AND 
MECHANICS RESEARCH CENTER WATERTOWN MA. Proof Test Procedures for Ceramic. 
.5- ASTM. Standard Test Method for Tensile Strength of Monolithic Advanced Ceramics at 
Ambient Temperatures. West Conshohocken, PA: American Society for...6 - ASTM C1161–
18. Standard test method for flexural strength of advanced ceramics at ambient 
temperature.7- A statistical distribution function of wide applicability... 8- ASTM C. 1239-
07: Standard practice for reporting uniaxial strength data and estimating Weibull 
distribution parameters for advanced ceramics. West Conshohocken: ASTM International. 
…9-Prediction of the strength of ceramic tubular components: Part I—Analysis. 
InInternational Design Engineering Technical Conferences and Computers and 
Information in Engineering Conference 1991… 10 - THEORY AND STRUCTURAL DESIGN 
APPLICATIONS OF WEIBULL STATISTICS. Westinghouse Electric Corp., Pittsburgh, Pa. 
Astronuclear Lab...11- Fracture strength characterization of tubular ceramic materials 
using a simple c-ring geometry. Journal of materials science…12- Materials for infrared 
windows and domes: properties and performance. SPIE press…13-Weibull effective 
volumes and surfaces for cylindrical rods loaded in flexure…14 - Weibull analysis effective 
volume and effective area for a ceramic C-ring test specimen...15- Stresses in thick-walled 
conical shells. 

*Correspondence 

Address: Faculty of Mechanical 

Engineering, K. N. Toosi University 

of Technology, Tehran, Iran. 

 

tavakkoli.313@gmail.com 

 

 

Article History 

Received: February 25, 2023 

Accepted: October 29, 2023 

ePublished: November 25, 2023 

  

Copyright© 2020, TMU Press. This open-access article is published under the terms of the Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License 

which permits Share (copy and redistribute the material in any medium or format) and Adapt (remix, transform, and build upon the material) under the Attribution-

NonCommercial terms. 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

22
03

4/
m

m
e.

23
.1

1.
59

7 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

14
02

.2
3.

11
.3

.5
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-1
2-

22
 ]

 

                             1 / 10

https://books.google.com/books?hl=en&lr=&id=1xU8B87NkPAC&oi=fnd&pg=PR5&dq=Wachtman+JB,+Cannon+WR,+Matthewson+MJ.+Mechanical+properties+of+ceramics:+John+Wiley+%26+Sons%3B+2009.&ots=M5VuFP1x2Z&sig=aMqodVUSHlL-rg8tQcLaZp4O7p4#v=onepage&q&f=false
https://doi.org/10.1117/1.3265716
https://apps.dtic.mil/sti/pdfs/ADA056436.pdf
https://www.astm.org/c1273-18.html
https://www.astm.org/c1161-18.html
https://hal.science/hal-03112318/document
https://www.astm.org/c1239-13r18.html
https://doi.org/10.1115/DETC1991-0020
https://www.osti.gov/servlets/purl/4120627
https://link.springer.com/article/10.1007/BF00551464
https://books.google.com/books?hl=en&lr=&id=ku3dOME0Dr4C&oi=fnd&pg=PA1&dq=Harris+DC.+Materials+for+infrared+windows+and+domes:+properties+and+performance:+SPIE+press%3B+1999.&ots=CXskfSgZEQ&sig=mrLf-LiAtM2HbJ8ewKkFFQUkQIw#v=onepage&q=Harris%20DC.%20Materials%20for%20infrared%20windows%20and%20domes%3A%20properties%20and%20performance%3A%20SPIE%20press%3B%201999.&f=false
https://doi.org/10.1111/j.1151-2916.2003.tb03324.x
https://www.researchgate.net/profile/Stephen-Duffy-7/publication/238442868_Weibull_Analysis_Effective_Volume_and_Effective_Area_for_a_Ceramic_C-Ring_Test_Specimen/links/5589802f08ae9076016f97ac/Weibull-Analysis-Effective-Volume-and-Effective-Area-for-a-Ceramic-C-Ring-Test-Specimen.pdf
https://doi.org/10.1016/0029-5493\(66\)90130-0
http://dx.doi.org/10.22034/mme.23.11.597
https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1402.23.11.3.5
https://mme.modares.ac.ir/article-15-67758-fa.html


 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ توکلی سید محمد حسین  و    شاهانی امیررضا  598
 

 

 1402  آبان ،  11، شماره  23دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

قطعه  موثر  حجم  با    ی ک ی سرام   ی استخراج 
به    ی مخروط ناقص تحت فشار داخل   ی هندسه 

 ی و عدد   ی ل ی روش تحل 
 
 * 1ی توکل  ن ی محمدحس د ی س ،  1ی شاهان ررضا ی ام 

 ی طوس  نیرالدیخواجه نص   یدانشگاه صنعت  ک،ی مکان یانشکده مهندس د 1

 
 

 چکیده 
سرام  دل  یک یمواد  دما  لی به  در  استحکام  حرارت  یحفظ  انبساط  و    ی بالا،  کم 

  ن یمناسب هستند. با ا  ،ی اسازه  یکاربردها ی برا ش یدر برابر فرسا یمقاومت عال 
  توانندیکه م  یذات  وبیع  ل یعموماً ترد هستند و به دل ی کیسرام  یها حال، سازه 

جابجا  قی از طر  آن  سیسرو   نی در ح  ای  ییساخت،  در   ها وارد  بشکنند.  شوند، 
استحکام مشاهده شده به حجم    ،یک ی استحکام مواد سرام  شیآزما  یهانمونه

هستند.    ی قابل توجه  ی پراکندگ  یدارا  ج یدارد و نتا  ی بستگ  شینمونه و روش آزما
  ، یا سازه   یطراح  یبرا  یک یاستحکام مواد سرام   ی ر یرپذیی تغ   صی تشخ  ی از طرف 

فرا  در  و  است  ن   ی ر یرپذییتغ  ن یا  یطراح   ندیمهم   ار یمع  ک یبه    ازیمعمولًا 
معمولًا    ها،ک ی دارد که با توجه به شکست ترد سرام   یاحتمالات   یبا مبنا  یواماندگ 

توز آن  ان یب  ی برا  بولیو  ع ی از  م استحکام  استفاده  توز شودیها  به کمک    عی . 
تعر  بول،یو موثر  حجم  استحکام    شودیم  ف یمفهوم  آن  از  استفاده  با    کی و 

و   که هندسه ی گرید ی مشخص از نمونه ی هندسه و بارگذار اب ش یآزما ی نمونه
حجم موثر   یپژوهش معادله  نیا  در  .گرددیم   ی نیبشی دارد پ  یمتفاوت   ی بارگذار

داخل  یبا هندسه  یکی سرام  یقطعه  ک ی  ی برا  تحت فشار  ناقص  به    یمخروط 
و با    ی کربندی پ  ن یا  ی به دست آمده است. با داشتن حجم موثر برا   ی ل ی روش تحل
  ،ی خمش   ینهیهزکوچک و کم  یهااستحکام به کمک نمونه  شیآزما  یتعداد کاف

کشش   توان یم انجام    ی مخروط  ی ک یسرام  ی قطعه  ی استحکام  بدون  را 
  ی مخروط ناقص ی برا ن یهمچن نمود.  ین یبشیپ  نهیمتعدد و پر هز  ی هاشیآزما

و نسبت    دیمحاسبه گرد   زی ن  یبا جنس و ابعاد مشخص، حجم موثر به صورت عدد
 خطا داشت.  %3 ی ل ی به مقدار تحل

سرام   :هاکلیدواژه  موثر،  توز   ک،یحجم  ناقص،   بول،یو  یاحتمالات  ع یمخروط 
 استحکام 
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 tavakkoli.313@gmail.comنویسنده مسئول: *

 مقدمه   - 1
سرامیک  بستگ  مقدارها  در  شده  مشاهده  ی  اندازهبه    یاستحکام 

و   آزمانمونه  دقیق   شینوع  بیان  به  همزمان    نیاتر  دارد.  مقدار 
نوع آزمایش   .[1]  دارد ه  تنش در نمون  عی و توز  یوبع  عی به توزبستگی  

صورت کشش  می به  نقطهتواند  سه  خمش  محوره،  یا تک  و  ای 
ای باشد که هر کدام توزیع تنش متفاوتی را روی خمش چهار نقطه 

 است.نشان داده شده  1. این موضوع در شکل  [2]کند  نمونه ایجاد می
در آزمایش  1مطابق شکل   بیشینه  تنش  قرار گرفته تحت  ، حجم 
بزرگ  چهارنقطهکشش  خمش  از  آزمایش  تر  در  همچنین  و  ای 

 ای است.تر از خمش سه نقطهای بسیار بزرگ خمش چهارنقطه 

 

 

 
 [ 1]ایخمش سه و چهار نقطه آزمایش کشش،  تنش در   یعتوز : 1شکل  

 

 
یک   این که  احتمال  در خمش چهار  بنابراین  ماده  از  بزرگ  عیب 

نقطه تحت تنش بیشینه قرارگیرد نسبت به سه نقطه بیشتر است. 
به همین دلیل معمولًا مقادیر استحکام خمشی که توسط آزمایش 

بیان می نقطه  واقعیخمش چهار  نقطه،  سه  به  نسبت  و  شود  تر 
 بیشتری از ماده را تحت تنش بیشینه قرار  ی تر است. زیرا دامنه کم

این موضوع در رابطه با استحکام کششی . همچنین  [1]است  داده 
نسبت به استحکام خمشی صادق است و غالباً به همان دلیلی که 

ها کمتر از استحکام  بیان شد، مقدار استحکام کششی در سرامیک 
 . [2]خمشی است 

ذاتی  استحکاماین  بنابراین   مقاومت  از  عینی  معیار   ماده   یک 
به روش آزمایش علاوه بر اندازه حجم یا ناحیه تحت   زیرا   ؛نیست 
و نتایج دارای پراکندگی قابل  بستگی دارد  خمشی یا کششی تنش

 .[3]توجهی هستند 
( استحکام مواد سرامیکی  variabilityلذا تشخیص تغییرپذیری )

ای، مهم است. این تغییرپذیری معمولًا نیاز به برای طراحی سازه
 .[4]یک معیار واماندگی با مبنای احتمالاتی دارد 

کشش کمتر استفاده    آزمایشاز    هاکیاستحکام سرام  نییتع  ی برا 
و انجام    بالاست   شیآزما  ی برا   یسازنمونه  ی نه ی هز  را یز  شود؛یم

در    یبارگذار  ی هافک  قیفوق العاده دق   ییبه همراستا  ازیآزمون ن
دستگاه،    ی هانمونه در فک  ییهنگام آزمون دارد. هرگونه ناهمراستا 

خم ا  یشتنش  نت  کندی م  جادیرا  در  بر ع  جهیو    وب یتمرکز تنش 
افزا   یسطح اطم  شیرا  عدم  موجب  و  داده   نانیداده    ی هابه 
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. در استانداردهای  [1]  شودیم  ی استحکام کشش  ی شده  یریگ اندازه 
1161ASTM C    1273وC  ASTM  استحکام    نیی تعی  به ترتیب نحوه

شرح داده شده   شرفتهیپ  یکیمواد سرام  و استحکام کششی  یخمش
و با توجه به سهولت آزمایش استحکام خمشی به نسبت    [5,6]است  

آزمایش  پژوهش سایر  در  استحکام  ها،  استاندارد  از  معمولًا  ها 
شی استفاده شده است و به کمک روابطی که ارائه خواهد شد  خم
آمدهمی بدست  استحکام  آزمایش توان  سایر  پیش ی  را  بینی  ها 

 نمود. 
 ها تحلیل آماری واماندگی سرامیک   - 2

سرامیک ترد  شکست  به  توجه  ویبول  با  توزیع  از  معمولًا  ها، 
(Weibull برای بیان استحکام آن ) ویبول مدل  شود.  ها استفاده می

زمان  دهیا  نیبر ا  یمبتن  هایکسرامشکست    ی برا    ک ی  ی است که 
بشکند و به عبارت دیگر   آن جز  ن ی ترفیشکند که ضعیم کیسرام

به صورت   ی آنو رابطه  [7]ترین پیوند است  بر اساس تئوری ضعیف
 باشد:زیر می 

(1) Pf(σ)= {
 1- exp [- (

σ

σθ
)

m

]            σ>0
 0                                         σ≤0

 

احتمال تجمعی شکست به عنوان تابعی از تنش   Pf(، 1ی)رابطه  در
  و σθ مشخصه    استحکامدو پارامتر   بااین عبارت  است.  شده  اعمال
m ای توان از مجموعه هر دو را می  بیان شده است که پارامتر شکل

داده  کرد از  استخراج  تجربی  نامیده  m .  های  نیز  ویبول  مدول 
ی سرامیکی است. مقادیر  ی مهم از مادهشود و یک مشخصهمی

ی توزیع یکنواخت عیوب و پراکندگی کم در نشان دهنده mبزرگ  
ی استخراج نحوه 1273C ASTMاستحکام ماده است. در استاندارد 

امترهای توزیع ویبول شرح داده شده است و بر اساس آن برای پار
ی  داده   30بدست آوردن مدول ویبول با عدم قطعیت کم حداقل  

 . [8]استحکام نیاز است 
رابطه )همچنین  می1ی  بیان  را  موضوع  این  احتمال  (  که  کند 

های فشاری، برابر صفر است و به عبارت دیگر  شکست برای تنش 
 . [3,7]شود ی سرامیکی نمیتنش فشاری موجب واماندگی ماده 

استحکام مشخصه ذکر است که  به  ویبول، لازم  نمونه σθی  ی  به 
ی  آزمایش )کششی یا خمشی( وابسته است و با هندسه و اندازه

می تغییر  استحکام نمونه  واحد  همان  آن  واحد  همچنین  کند. 
 است.

( آمده است 2ی )یک بیان دیگر برای احتمال شکست در معادله 
[8] : 

(2) 
𝑃𝑓(𝜎)

= { 1− 𝑒𝑥𝑝 [−∫ (
𝜎

𝜎0
)
𝑚

𝑑𝑉
𝑣

]       𝜎 > 0
 0                                                   𝜎 ≤ 0

 

نیز  𝜎0ی تحت تنش کششی است. حجم ناحیه 𝑉(،  2ی )در رابطه 
( ویبول  مقیاس  که  Weibull scale parameterپارامتر  است   )

خاصیت ماده بوده )اگر از توزیع ویبول دو پارامتری استفاده شود(  

و اگر حجم را واحد در نظر بگیریم و فرض کنیم تمام حجم ماده  
ی ویبول تحت کشش یکنواخت است، پارامتر استحکام مشخصه 

ویبول،  مقیاس  پارامتر  واحد  شد.  برابر خواهد  مقیاس  پارامتر  با 
ه بیان دیگر مگاپاسکال در متر به توان سه )حجم( و یا بm/1تنش×

 .[8]بر مدول ویبول است 
 ابتدا عبارت  تری نوشت.هشکل ساد  توان بهیرا م  (2ی )معادله 

𝜎

𝜎0
 

تنش در تمام نقاط نمونه است ضرب و    ی بیشینهکه   𝜎𝑚𝑎𝑥  را به
به صورت زیر تعریف     k و سپس عدد بدون بعد  کنیممی  میتقس
 شود: می

(3) 𝑘 =  
1
𝑉
∫  (

𝜎

𝜎𝑚𝑎𝑥
)
𝑚

𝑑𝑉
𝑣

 

 ( داریم: 3( و )2با ترکیب روابط )

(4 ) 
𝑃𝑓(𝜎)

= {
 1− 𝑒𝑥𝑝 [−𝑘𝑉 (𝜎𝑚𝑎𝑥

𝜎0
)
𝑚

]           𝜎 > 0
 0                                                       𝜎 ≤ 0

 

م  ، حجم مؤثر𝑘𝑉به عبارت  اگر نمونه یگفته  آزما  ی اشود.    ش یرا 
تنش    میکن تحت  𝑘،  باشد  کنواخت یکه  = مورد   𝑉و   1 )حجم 

حجم موثر تابعی از مدول  است.  موثرحجم آزمایش نمونه( همان 
ی آزمایش مورد مطالعه  ویبول، جنس و پارامترهای هندسی نمونه

تواند به صورت تحلیلی برای هر نوع است. عبارت حجم موثر می 
 ی آزمایش)خمش سه نقطه، چهار نقطه و...( توصیف شود. نمونه

بینی نتایج استحکام حاصل از یک نوع ، برای پیش𝑘𝑉حجم موثر، 
می  آزمایش رابطه استفاده  منظور  بدین  برای شود.  تئوری  ای 

ی  تخمین نتایج استحکام از یک نوع آزمایش با توزیع بار و هندسه
های به دست آمده از آزمایش دیگری که مشخص، به کمک داده

در یک احتمال شکست،    .[4]پیکربندی متفاوتی دارد ارائه شده است  
 ی آماری جدا داریم:برای دو دسته داده 

(5) 𝜎2
𝜎1
= (

𝑘1𝑉1
𝑘2𝑉2

)

1
𝑚

 

های متناظر با یک احتمال شکست و  تنش  𝜎2و   𝜎1(  5ی )در رابطه 
𝑉1  و𝑉2 .هستند نمونه  دو  و     m حجم  ویبول  اعداد     𝑘2و 𝑘1مدول 

ها یک است و نوع  مثبت بدون بعدی هستند که ماکزیمم مقدار آن 
 کنند. بارگذاری را تعریف می

ی  نمونهی  اندازه   رییدر صورت تغکه  کند  یم  ینیبشیپ  (5)  ی رابطه
آن   نوع  و  اتفاق آزمایش  افتاد.    یچه  رابطه خواهد  این  همچنین 

گویای این مطلب است که با افزایش حجم نمونه، استحکام آن  
می ویبول    یابد.کاهش  مدول  اگر  مثال  طور  ابعاد    5به  و  باشد 

 ینیب  ش یو پ  شدهبرابر    8دو برابر شود، حجم آن    یکشش  ی نمونه
 ،ترکوچک   های نمونه   استحکام  %66استحکام به    نیانگیشود میم

 .ابدیکاهش 
ی  ای بین پارامتر مقیاس و استحکام مشخصه بخواهیم رابطهاگر  

و همچنین تعریف (  5ی )ویبول به دست آوریم، به کمک رابطه
پارامتر مقیاس ویبول که برای حجم واحد و کشش یکنواخت لحاظ 

 داریم: شود می
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(6) 𝜎0
𝜎𝜃
= (

𝑘𝑉

1 × 1)
1
𝑚

⇒ 𝜎0 = (𝑘𝑉)
1
𝑚 × 𝜎𝜃 

لازم به ذکر است در مواردی که برای توزیع تنش نتوان حل تحلیلی  
را می موثر  داد، حجم  به  انجام  اجزا محدود  روش  به کمک  توان 

( برای هر المان محاسبه  3ی )دست آورد. با این توضیح که رابطه
شود تا مقدار نهایی  گردد و سپس روی کل حجم جمع زده میمی

  .[9]حجم موثر حاصل شود 
 ش ی آزما   ی ها انواع مختلف نمونه   ی برا ویبول  معادلات    - 1-2

نمونه  برای  موثر  حجم  جمله  معادلات  از  مختلف  آزمایش  های 
نمونه برای  نقطه  چهار  و  سه  مستطیل،    خمش  مقطع  سطح  با 

ی طویل ای، استوانه ی استوانه خمش سه و چهار نقطه برای نمونه
تحت کشش در    Cای به شکل  ی حلقه تحت فشار داخلی و نمونه

 ارائه شده است.   1بررسی و در جدول  [ 9-13]مراجع 
 

فشار  تحت    Cبه شکل    ی احلقه   ی برای نمونه  [14]و همکاران    دافی
در راستای قطر، حجم موثر را به صورت عددی استخراج نموده و با  

ی  نمونه برای    [9] و همکاران  اند. جادان  حل تحلیلی آن مقایسه کرده 

شکل  حلقه  به  فشا  Oای  را  تحت  موثر  حجم  قطر  راستای  در  ر 
ی آن در اند که با توجه به پیچیدگی روابط از ارائه استخراج نموده

 اینجا اجتناب شد.
پیکربندی  برای  شد  بیان  که  مطالبی  به  توجه  مختلف با  های 

آزمایش استحکام سرامیک، معادلات حجم موثر به صورت تحلیلی 
ز انجام و با نتایج  ارائه شده است و در برخی موارد حل عددی نی

در این مطالعه، حجم موثر برای تحلیلی صحه  است.  گذاری شده 
قطعه هندسهیک  با  سرامیکی  فشار  ی  تحت  ناقص  مخروط  ی 

می استخراج  تحلیلی  صورت  به  ابعاد داخلی  یک  برای  و  شود 
مشخص حل عددی نیز انجام و نتایج آن با حل تحلیلی مقایسه  

موثر برای این پیکربندی آزمایش، با تعداد گردد. با داشتن حجم  می
ی  هزینههای کوچک و کم کافی آزمایش استحکام به کمک نمونه

ی سرامیکی مخروطی را  توان استحکام کششی قطعهخمشی، می 
 بینی نمود.بدون انجام آزمایش های متعدد و پر هزینه پیش 

 ی تنش در مخروط ناقص تحت فشارداخل   ع ی توز  - 3
باوئر  مخروط    [15]همکاران  و    هاوزن  در  را  الاستیک  تنش  توزیع 

اند.  ناقص جدار ضخیم تحت فشار داخلی و خارجی به دست آورده
 ها فرضیات زیر لحاظ شده است:ی آندر مطالعه

 

 مدول ویبول است(  mها )های مختلف آزمایش استحکام سرامیک : معادلات حجم موثر برای نمونه 1جدول  
 هندسه و پیکربندی نمونه  ( kVعبارت حجم موثر)  توضیحات  مرجع 

 [10 ] 
𝐿   ی بین دو پین نگهدارنده و  فاصله𝑏  وℎ 

 ابعاد سطح مقطع نمونه هستند
1

2(𝑚 + 1)2 × 𝐿𝑏ℎ 
خمش سه نقطه برای نمونه 

 با سطح مقطع مستطیل 

 [12 ] 

ی دو پین در این پیکربندی فاصله 
ی بین  ی نمونه، دو برابر فاصله نگهدارنده

ی نکات همان های اعمال بار است. بقیهپین
 سه نقطه است توضیحات خمش 

𝑚 + 2
4(𝑚 + 1)2 × 𝐿𝑏ℎ 

خمش چهار نقطه برای 
نمونه با سطح مقطع  

 مستطیل

 [13 ] 
𝐿  ی بین دو پین نگهدارندهفاصله  ،𝑟  شعاع

 تابع گاما است. Γسطح مقطع نمونه و 

[
𝐿𝑟2

(𝑚 + 1)] 𝐺; 

𝐺 =
𝛤 (
𝑚 + 1

2 )  𝛤 (
3
2)

𝛤 (
𝑚 + 4

2 )
 

خمش سه نقطه برای 
 ای توپر ی استوانه نمونه

 [13 ] 

ی دو پین در این پیکربندی فاصله 
ی بین  ی نمونه، دو برابر فاصله نگهدارنده

ی نکات همان های اعمال بار است. بقیهپین
 توضیحات خمش سه نقطه است 

[
(𝑚 + 2)𝐿𝑟2

2(𝑚 + 1) ] 𝐺; 
خمش چهار نقطه برای 

 ای توپر ی استوانه نمونه

 [9 ] 
𝑙  ،طول𝑟𝑖   شعاع داخلی و𝑟𝑜  شعاع خارجی

2𝜋𝑙 است.ی جدار ضخیم استوانه  ( 𝑟𝑖
2

𝑟𝑖2 + 𝑟𝑜2)
𝑚

∫ (1+ 𝑟𝑜
2

𝑟2)
𝑚

𝑟𝑑𝑟
𝑟𝑜

𝑟𝑖

 
استوانه طویل جدار ضخیم  

 تحت فشار داخلی

 [11 ] 
𝑏  ،ضخامتir  شعاع داخلی وor  شعاع

 𝜃است.   Cبه شکل  ی احلقه ی نمونهخارجی 
 نیز زاویه نسبت به خط افقی است.

𝑏𝑟𝑖
𝑚𝑓𝜃𝑓𝑟; 

𝑓𝜃 = 2∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑚
𝜋
2

0
𝑑𝜃; 

𝑓𝑟 = ∫ (
𝑟𝑎 − 𝑟

𝑟𝑎 − 𝑟𝑖
)
𝑚

𝑟1−𝑚
𝑟𝑎

𝑟𝑖

𝑑𝑟; 𝑟𝑎 =
𝑟𝑖 + 𝑟𝑜

2  

 Cای به شکل ی حلقهنمونه
 تحت کشش 
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فشار است که   2( تنها بارگذاری روی مخروط ناقص مطابق شکل  1
 شود. به صورت عرضی روی دو طرف آن اعمال می

زاویه2 با صفحه ی  (  ناقص  افقی،  مخروط  )  αی  از  2شکل  ،   )60  
درجه بیشتر است. بنابراین نیروهای برشی در دو انتها قابل اغماض 

 است.
گاه ساده ( شرایط مرزی در دو انتهای مخروط ناقص از نوع تکیه3

 است.
 ( ماده الاستیک و همسانگرد است.4
 ی احالت تنش صفحه   ی برا   یو شعاع  یطیمعادلات تنش مح(  5

 استخراج شده است.
با توجه به فرضیات مذکور تنش محیطی برای مخروط ناقص جدار  

 شود: ضخیم تحت فشار داخلی به صورت زیر حاصل می 

(7 ) 

𝜎𝑡 = 𝑃 [(
𝑟

𝑟𝑖
)
𝑚1−1

× (
1 + 𝜈𝑚1
𝑚1 + 𝜈

) ×
1

(
𝑟𝑜
𝑟𝑖
)
𝑚1−𝑚2

− 1

+ (
𝑟

𝑟𝑖
)
𝑚2−1

× (
1+ 𝜈𝑚2
𝑚2 + 𝜈

)

×
1

(
𝑟𝑜
𝑟𝑖
)
𝑚2−𝑚1

− 1
] 

 𝑚2و  𝑚1، ضریب پوآسون ماده و  νفشار داخلی،   ،P(،  7در معادله ) 
اویلر هستند - های معادله مشخصه معادله دیفرانسیل کوشیریشه 

 شوند:که به صورت زیر حاصل می

(8) 
𝑚1 =

1− 𝐹 + √(𝐹 − 1)2 − 4𝐺
2  

𝑚2 =
1− 𝐹 −√(𝐹 − 1)2 − 4𝐺

2  
 عبارتند از:  Gو  F( مقادیر  8در معادله )

(9) 𝐹 = 1+ 𝜈 − 𝜈

𝑠𝑖𝑛2 𝛼
 

(10) 𝐺 = −
1

𝑠𝑖𝑛2 𝛼
 

ی  های بلند با زاویهلازم به ذکر است که این معادله برای مخروط 
شدن) بزرگ tapering angleباریک  است -(  کم  برش  اثرات  -که 

 . بنابراین در اینجا منظور از جدار ضخیم، نسبت [15]عتبار دارند ا

 
 ی مخروط ناقص  : بارگذاری و هندسه 2شکل  

قابل توجه ضخامت به طول مولد مخروط نیست؛ زیرا چنانچه این 
و   شد  نخواهد  تلقی  بلند  مخروط  دیگر  شود،  زیاد  اثرات نسبت 

گاهی در دو انتهای مخروط تاثیر قابل توجهی بر توزیع تنش  تکیه
( 7ی )محیطی در راستای مولد خواهد گذاشت که این را معادله

تاکید شده  [15]دهد و در نتیجه همان طور که در مرجع  نشان نمی
 د اعتبار دارد.است این معادله برای مخروط های بلن

 ی ل ی استخراج حجم موثر به صورت تحل   - 4
معادلات   داخلی،  فشار  ناقص تحت  برای مخروط  قبلی  در بخش 
ارائه شد. با توجه به این که   تنش در راستای شعاعی و محیطی 

می  اثر کشش  در  نظر  مورد  سرامیکی  طرفی  جسم  از  و   σtشکند 
توزیع کاملًا کششی غیر یکنواخت دارد، لذا برای بدست آوردن حجم 

 نماییم.  موثر، صرفاً تنش محیطی را وارد محاسبات می 
ی  که مولفه - با استفاده از دستگاه مختصات دکارتی    3مطابق شکل

x   ی  آن در راستای ضخامت و مولفهy    آن در راستای مولد مخروط
 داریم:   dVی برای محاسبه -است 

(11) 𝑟 = 𝑟2 + (𝑦 − 𝐿) 𝑐𝑜𝑡 𝛼 + 𝑥 

(12) 
𝑑𝑉 = 𝑑𝑥𝑑𝑦 × 2𝜋𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝛼

= 2𝜋(𝑟2 + (𝑦 − 𝐿) 𝑐𝑜𝑡 𝛼
+ 𝑥) 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑑𝑥𝑑𝑦 

 ی حجم داریم: برای محاسبه 

(13) 
𝑉 = ∫𝑑𝑉

𝑉

= ∫ ∫ 2𝜋(𝑟2 + (𝑦 − 𝐿)𝑐𝑜𝑡 𝛼
𝑡

0

𝐿

0
+ 𝑥) 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑑𝑥𝑑𝑦

= 𝐿𝑡𝜋(2𝑟2 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 𝐿 𝑐𝑜𝑠 𝛼
+ 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝛼) 

معادلهبا   )ترکیب  )7ی  و  زیر  11(  صورت  به  را  محیطی  تنش   )
 توان نوشت: می

 
 جزئیات هندسی محاسبات حجم موثر  : 3شکل  
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(14 ) 

𝜎𝑡

= 𝑃 [(
𝑟2 + (𝑦 − 𝐿) 𝑐𝑜𝑡 𝛼 + 𝑥
𝑟2 + (𝑦 − 𝐿)𝑐𝑜𝑡 𝛼

)
𝑚1−1

× (
1+ 𝜈𝑚1
𝑚1 + 𝜈

)

×
1

(1+ 𝑡
𝑟2 + (𝑦 − 𝐿)𝑐𝑜𝑡 𝛼

)
𝑚1−𝑚2

− 1
+ 

(
𝑟2 + (𝑦 − 𝐿)𝑐𝑜𝑡 𝛼 + 𝑥
𝑟2 + (𝑦 − 𝐿)𝑐𝑜𝑡 𝛼

)
𝑚2−1

× (
1+ 𝜈𝑚2
𝑚2 + 𝜈

)

×
1

(1+ 𝑡
𝑟2 + (𝑦 − 𝐿)𝑐𝑜𝑡 𝛼

)
𝑚2−𝑚1

− 1
] 

𝐴 اگر   = (
1+𝜈𝑚1
𝑚1+𝜈

)  ،𝐵 = (
1+𝜈𝑚2
𝑚2+𝜈

𝑧 و ( = 𝑟2 + (𝑦 − 𝐿) 𝑐𝑜𝑡 𝛼  

 تر نوشت: توان به صورت زیر خلاصه ( را می14ی )معادله 

(15) 𝜎𝑡 = 𝑃 [
𝐴 (
𝑧 + 𝑥
𝑧
)
𝑚1−1

(1+ 𝑡
𝑧
)
𝑚1−𝑚2

− 1
+
𝐵 (
𝑧 + 𝑥
𝑧
)
𝑚2−1

(1+ 𝑡
𝑧
)
𝑚2−𝑚1

− 1
] 

 توان نوشت: ( را به شکل زیر هم می15ی )معادله 

(16) 

𝜎𝑡 =
𝑃𝐴 (

𝑧 + 𝑥
𝑧
)
𝑚1−1

(1+ 𝑡
𝑧
)
𝑚1−𝑚2

− 1
[1

− (
𝑧 + 𝑥

𝑧
)
𝑚2−𝑚1

×
𝐵

𝐴

× (1+ 𝑡
𝑧
)
𝑚1−𝑚2

] 

معادله به  توجه  )با  بیشینه،  16ی  محیطی  تنش   ،)σtmax  روی
افتد؛ یعنی اتفاق می ی داخلی مخروط و در انتهای زیرین آن  دیواره 

|در موقعیت   
𝑥 = 0
𝑦 = 𝐿 و یا به عبارت دیگر  |

𝑥 = 0
𝑧 = 𝑟2

ی  بنابراین معادله  
 شود: به صورت زیر حاصل می  نهیشیب یطیمح تنش

(17) 
𝜎𝑡𝑚𝑎𝑥 =

𝑃 𝐴

(1+ 𝑡
𝑟2
)
𝑚1−𝑚2

− 1
[1

−
𝐵

𝐴
× (1+ 𝑡

𝑟2
)
𝑚1−𝑚2

] 

 ی حجم موثر اقدام نمود: توان به محاسبه اکنون می

(18) 

𝑘𝑉 = ∫(
𝜎

𝜎𝑚𝑎𝑥
)
𝑚

𝑑𝑉

= (
1

𝜎𝑡𝑚𝑎𝑥
)
𝑚

∫ ∫ 𝜎𝑡
𝑚

𝑡

0

𝐿

0

× 2𝜋(𝑟2 + (𝑦 − 𝐿) 𝑐𝑜𝑡 𝛼
+ 𝑥) 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑑𝑥𝑑𝑦 

(19) 

𝑧 = 𝑟2 + (𝑦 − 𝐿) 𝑐𝑜𝑡 𝛼 ⇒ 𝑑𝑦 = 𝑡𝑎𝑛 𝛼 . 𝑑𝑧 ⇒ 𝑘𝑉

= 2𝜋

× (
1

𝜎𝑡𝑚𝑎𝑥
)
𝑚

𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑡𝑎𝑛 𝛼∫ ∫ 𝜎𝑡
𝑚

𝑡

0

𝑟2−𝐿 𝑐𝑜𝑡 𝛼

𝑟2

× (𝑧 + 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑧 

(20) 

𝑘𝑉

= 2𝜋 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑡𝑎𝑛 𝛼 × (
(1+ 𝑡

𝑟2
)
𝑚1−𝑚2

− 1

[𝐴 − 𝐵 (1+ 𝑡
𝑟2
)
𝑚1−𝑚2

]
)

𝑚

× 𝑓(𝑥, 𝑧) 

(21) 

𝑓(𝑥, 𝑧) = ∫ ∫ {
𝐴 (
𝑧 + 𝑥
𝑧
)
𝑚1−1

(1+ 𝑡
𝑧
)
𝑚1−𝑚2

− 1
[1

𝑡

0

𝑟2−𝐿 𝑐𝑜𝑡 𝛼

𝑟2

− (
𝑧 + 𝑥

𝑧
)
𝑚2−𝑚1

×
𝐵

𝐴

× (1+ 𝑡
𝑧
)
𝑚1−𝑚2

]}

𝑚

(𝑧

+ 𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑧 

( و جایگذاری  21ی )ی معادله بدین ترتیب با حل انتگرال دوگانه
مخروط ناقص تحت  توان حجم موثر یک  ( می20ی )آن در معادله

 فشار داخلی را به صورت تحلیلی به دست آورد.

 ی حجم موثر به روش عدد   ی محاسبه   - 5
هندسه و  جنس  با  ناقص  مخروط  یک  برای  بخش  این  ی  در 

شده و    مشخص، به کمک روش اجزا محدود حجم موثر محاسبه 
 گردد. ی به دست آمده با حل تحلیلی مقایسه مینتیجه
را نشان میابعاد    4شکل   از هندسی یک مخروط ناقص  دهد که 

با ضریب پوآسون  ماده  ویبول،    15/0ای سرامیکی   =12mو مدول 
  ساخته شده است.

 
هندس:  4شکل   مطالعه  ی ابعاد  مورد  ناقص  میلی   مخروط  به  متر  )ابعاد 

 هستند( 
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 603 ... مخروط ناقص تحت فشار    ی با هندسه   ی ک ی سرام   ی استخراج حجم موثر قطعه  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 محدود سازی اجزا  شبیه   1-5
نرم شبیه به کمک  )سازی  آباکوس  با  ABAQUSافزار  شد.  انجام   ،)

این به  ناقص نسبت به یک  توجه  بارگذاری مخروط  و  که هندسه 
لذا شبیه  دارند،  تقارن محوریمحور تقارن  فرض  با  صورت   سازی 

ی سرامیکی به صورت الاستیک خطی و با مدول یانگ  گرفت. ماده 
 . گیگاپاسکال تعریف شده است  32

برای بارگذاری، فشار یکنواخت یک مگاپاسکال روی سطح داخلی  
است)شکل   اعمال شده  ناقص  ذکر است که  5مخروط  به  لازم   .)

ی بار بستگی ندارد و فقط به شکل توزیع مقدار حجم موثر به اندازه
بار، حجم و جنس قطعه وابسته است. لذا این که فشار چه مقداری  

حجم موثر ندارد. همچنین برای   باشد تاثیری در به دست آوردن
اعمال شرایط مرزی، جابجایی وجه بالایی مخروط ناقص در راستای 

)محور   مخروط  است)شکل  yمولد  شده  مقید  پایینی 5(  وجه   .)
مخروط در راستای مولد مقید نشده است؛ زیرا با این قید، تنش 
محیطی بیشینه دیگر در انتهای سطح داخلی مخروط به دلیل اثرات 

نمی تک اتفاق  تحلیلی سازگار  یه گاهی  با حل  این موضوع  و  افتد 
مرجع   در  همچنین  استخراج  [15]نیست.  برای  مرزی  شرط  این 

معادلات توزیع تنش مورد استفاده قرار نگرفته و برای بدست آوردن 
لی و خارجی ثوابت معادلات صرفاً از اعمال فشار روی سطح داخ 

مخروط استفاده شده است. بنابراین در نرم افزار آباکوس به منظور  
تعادل استاتیکی، فقط جابجایی وجه بالایی مخروط ناقص بسته  

 شده است. 

  5/1ی  های مستطیلی با اندازهزنی مخروط ناقص از المان برای مش 
تنش میلی نتایج،  همگرایی  بررسی  منظور  به  شد.  استفاده  متر 

 محیطی )یا تنش اصلی بیشینه که در این هندسه و بارگذاری مقدار 

 
 : اعمال بار و شرایط مرزی در مخروط ناقص 5شکل  

داخلی  )مولد(  دیواره  و  ضخامت  راستای  دو  در  دارند(  یکسانی 
 مخروط به عنوان خروجی در نظر گرفته شد. 

را    6شکل   محیطی  تنش  توزیع  دیواره نمودارهای  راستای  ی در 
ی بزرگ( برای  ی کوچک به سمت قاعدهداخلی مخروط )از قاعده

المان  میتعداد  نشان  مختلف  همان های  مشاهده دهد.  که  طور 
شود تنش محیطی در این راستا با تعداد المان کم نیز همگرا  می

نمودار تحلیلی توزیع تنش محیطی   6است. همچنین در شکل  شده
 بل مشاهده است.در این راستا قا

نیز نمودارهای توزیع تنش محیطی را در راستای ضخامت  7شکل  
های ی بزرگ از سمت داخل به خارج( برای تعداد المان )در قاعده

  ع ی توز  یلینمودار تحل  7در شکل    نیهمچن  دهد.مختلف نشان می
 قابل مشاهده است. یطیتنش مح

 

 
مح   ییهمگرا   یبررسنمودار    : 6شکل   راستا  یطیتنش  )مولد(  وارهید  یدر 

 ی ل یآن با نمودار تحل  یسه یمختلف و مقا  ی هامخروط با تعداد المان   یداخل 
 

 
ضخامت با تعداد    ی در راستا  یط یتنش مح  ییهمگرا   ینمودار بررس  : 7شکل  
 ی لیآن با نمودار تحل  یسه یمقاو  مختلف   ی هاالمان 
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 1402  آبان ،  11، شماره  23دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

نمودارهای شکل  به  توجه  تنش  می  7و    6های  با  توان گفت که 
متر، همگرا میلی  5/1ی المان  المان یا همان اندازه  4000محیطی با  
 شده است. 

شبیه   2-5 نتایج  از  استفاده  با  موثر  حجم  اجزا  محاسبه  سازی 
 محدود 

به صورت عددی   توانسازی می( را بعد از شبیه3ی )انتگرال رابطه
می که  توضیح  این  با  کرد.  تنش  محاسبه  المان  هر  برای  توان 

محیطی و حجم آن را فراخوانی کرد و حجم موثر را به صورت زیر  
 بدست آورد: 

(22) 𝑘𝑉 ≃∑ (
𝜎𝑖
𝜎𝑚𝑎𝑥

)
𝑚

∆𝑉𝑖
𝑛

𝑖=1
 

به ترتیب حجم و تنش محیطی هر المان   iσو    iVΔ(  22ی)در رابطه
متحمل    max σهستند. قطعه  که  است  محیطی  تنش  بیشترین 

 باشد. ها مینیز تعداد کل المان  nشود و می
سازی حجم و تنش محیطی هر المان فراخوانی پس از اتمام شبیه 

ها( تشکیل و در هر  سطر )به تعداد المان   4000شد. جدولی شامل  

)سطر مقدار  
𝜎𝑖

𝜎𝑚𝑎𝑥
)
𝑚

∆𝑉𝑖  این مسئله در  المان محاسبه گردید.  هر 
قطعه تنش فشاری محیطی را تجربه نکرد اما لازم به ذکر است که  

کنند هایی که تنش فشاری)منفی( را تجربه میمقدار تنش المان 
های طور که بیان شد تنش باید صفر در نظر گرفته شود. زیرا همان 

  2ت نخواهد شد. جدول  ی سرامیکی باعث شکسفشاری در ماده 
محاسبه  برای  که  اصلی  جدول  از  تشکیل  بخشی  موثر  حجم  ی 

را نشان میشده این شبیه است  در  به ذکر است  سازی دهد. لازم 
حاصل شد. از طرفی    مگاپاسکال  45/20ی تنش محیطی،  بیشینه

بدست آمد.    مگاپاسکال  13/19تحلیلی این تنش    ی به کمک رابطه
درصد    6ی حل عددی نسبت به حل تحلیلی  نتیجهتوان گفت  لذا می

ی  تواند به دلیل فرضیات ساده کنندهخطا دارد. این درصد خطا می
حل تحلیلی و همچنین استفاده از فرض تقارن محوری در شبیه 

 سازی اجزا محدود باشد.
از اتمام محاسبات مذکور برای هر سطر، حجم موثر مخروط   پس 

)ناقص با جمع مقادیر  
𝜎𝑖

𝜎𝑚𝑎𝑥
)
𝑚

∆𝑉𝑖 :سطرها حاصل گردید 
 

 حجم موثر   یجهت محاسبه   ی سطر 4000از  جدول  ی بخش: 2جدول  

(
𝜎𝑖

𝜎𝑚𝑎𝑥
)
12

∆𝑉𝑖 
تنش محیطی در  

 ( MPaالمان)
حجم  

 ( 3mmالمان) 
 شماره المان 

3 /2115 44/19 57/3884 401 

65 /122 51/15 33/3391 1569 

58 /12 12/13 81/2583 2771 

266 /0 63/9 8/2238 3670 

 

 

(23) 𝑘𝑉 ≃∑ (
𝜎𝑖
𝜎𝑚𝑎𝑥

)
12
∆𝑉𝑖 = 1733315 𝑚𝑚3

4000

𝑖=1
 

ناقص   مخروط  حجم  که  این  به  توجه  متر  میلی   12405448با 
 مکعب است، داریم: 

(24 ) 
𝑘 =

∑  (
𝜎𝑖
𝜎𝑚𝑎𝑥

)
12
∆𝑉𝑖

4000
𝑖=1

12405448 = 0/1397 
ضریب   بارگذاری    kبنابراین  و  هندسه  این  حاصل   1397/0برای 

 شود. می
 مقایسه حل عددی حجم موثر با حل تحلیلی آن   3-5

به کمک  را  مسئله  این  موثر  مقدار حجم  داریم  قصد  جا  این  در 
( بدست آورده و با مقدار حاصل از روش عددی 20ی تحلیلی )رابطه

 م: ( داری 4مقایسه نماییم. با توجه به فرضیات مسئله )شکل 
 

(25) 

α=75°
t=15 mm

r2=300mm
L=600mm

ν=0/15
m=12 }

 
 

 
 

⇒

{
 
 
 

 
 
 

m1=1/0406
m2= -1/0299

A=0/9709
B= -0/9609

z1=139/23mm

z2=300mm

V=12405447/6 mm3

 

 

( به صورت  21ی )(، انتگرال رابطه25ی )با جایگذاری مقادیر رابطه
 شود: زیر نوشته می 

 

(26) 

f(x,z)=∫ ∫  {
A (

z+x
z
)

m1-1

(1+
t
z
)

m1-m2
-1
[1-

t

0

r2-L cot α

r2

(
z+x

z
)

m2-m1
×

B

A
× (1+

t

z
)

m1-m2
]}

m

(z+x)dxdz 

= ∫ ∫  

{
 

 0/9709 (𝑧 + 𝑥
𝑧
)

0/0406

(1+ 15
𝑧
)

2/0705
− 1

[1
15

0

300

139/23

− (
𝑧 + 𝑥

𝑧
)
−2/0705

×     (−0/9896)

× (1+ 15
𝑧
)

2/0705
]

}
 

 
12

(𝑧

+ 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑧 
 

⇒ 𝑓(𝑥, 𝑧) = 1/7879× 1020𝑚𝑚3 
 

افزار  ( به کمک نرم26ی )ی رابطهلازم به ذکر است انتگرال دوگانه 
ی حجم موثر  گردید. در ادامه برای محاسبه ( حل  MATLABمتلب ) 
 داریم: 
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(27 ) 

𝑘𝑉 = 2𝜋 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑡𝑎𝑛 𝛼 × (
(1+ 𝑡

𝑟2
)
𝑚1−𝑚2

− 1

[𝐴 − 𝐵 (1 +
𝑡
𝑟2
)
𝑚1−𝑚2

]
)

𝑚

× 𝑓(𝑥, 𝑧) = 

2π × sin 75 × tan 75 ×

(

 
 (1+

15
300)

2/0705
-1

[0/9709+0/9609 (1+
15
300)

2/0705
]
)

 
 

12

 

×1/788×1020=1681534/4 mm3 

 

(28) kV=1681534/4 mm3  V=12405448 mm3 
→               k=0/1355 

به روش تحلیلی برای این هندسه و    k( ضریب  28ی )مطابق رابطه
به روش   kحاصل شد. با توجه به این که ضریب    1355/0بارگذاری  

محاسبه   1397/0عددی   برای  بنابراین  شد،  حل حاصل  خطای  ی 
 عددی داریم: 

(29) 
0/1397-0/1355

0/1355 به  3%= نسبت  عددی  حل  خطای   =
 تحلیلی 

 حاصل شد.  %3بنابراین در روش حل عددی، حجم موثر با خطای 
موثر )  8شکل   مقدار ضریب حجم  از kتغییرات  آمده  به دست   )

ارائه  را برای مقادیر مختلف مدول ویبول  روش تحلیلی و عددی 
 کند.می

مقدار مدول شود با افزایش  مشاهده می  8طور که در شکل  همان 
می کاهش  موثر  حجم  ضریب  و ویبول  فیزیکی  تفسیر  یابد. 

مکانیکی این موضوع این است که با افزایش مقدار مدول ویبول و  
به تبع آن کاهش ضریب حجم موثر، پراکندگی کمتری در استحکام  

شود و به بیان دیگر در دو مخروط تحت فشار  مخروط مشاهده می
 که از سرامیکی با مدول ویبول  ی مشابه، آنداخلی با هندسه

 

 
( برای مقادیر مختلف مدول  kنمودار تغییرات ضریب حجم موثر)  : 8شکل  
 ویبول 

بیشتری ساخته شده است، پراکندگی کمتری در مقادیر استحکامی 
 خود دارد. 

افزایش مقدار مدول ویبول درصد خطای حل عددی  با  همچنین 
افزایش مینسبت به حل   برای مدول تحلیلی  یابد. به طور مثال 

 درصد است.   7/7خطا  30درصد و برای  3/1خطا  5ویبول 

 گیری نتیجه 
توان گفت که مواد سرامیکی گیری میبندی و نتیجهبه عنوان جمع

مقدار استحکام  پراکندگی قابل توجهی در استحکام دارند. از طرفی 
 انیدارد. به ب  شیونه و نوع آزمانم  ی به اندازه  ی مشاهده شده بستگ

تنش    عی و توز  وبیع  عی به توز  یمقدار همزمان بستگ  نیا  ترقیدق 
 . در نمونه دارد 

تحلیل ویبول به کمک  توزیع  از  استفاده  به خصوص  آماری  های 
توان این پراکندگی را تحلیل و تفسیر نمود. با این توضیح که می

ی مشابه و  عدد( با هندسه  30چنانچه تعداد زیادی نمونه )حداقل  
بارگذاری( نوع  و  آزمایش  )محیط  یکسان  شرایط  آزمایش   تحت 

شوند، با استخراج ثوابت توزیع ویبول )مدول ویبول و استحکام  
می مادهمشخصه(  استحکام  آزمایش  توان  برای  را  سرامیکی  ی 

نمونه متفاوت، با دقت مناسبی دیگری با توزیع بار و هندسه ی 
 .بینی نمودپیش 

فشار   تحت  ناقص  مخروط  یک  برای  موثر  پژوهش حجم  این  در 
می  نتیجه  در  شد.  استخراج  تحلیلی  صورت  به  توان  داخلی، 

هایی از آزمایش استاندارد را به کمک مجموعه داده استحکام آن  
ای بینی نمود. بدون آن که نیاز باشد قطعهمواد سرامیکی، پیش 

 آزمایش شود.سرامیکی با این هندسه به تعداد زیادی 
ی مخروطی سرامیکی با جنس  همچنین حجم موثر برای یک قطعه

حاصل    %3ی مشخص به صورت عددی و با خطای حدود  و هندسه
ی تحلیلی حجم موثر برای تعدادی از  شد. لازم به ذکر است رابطه

ای ی حلقهنمونه های استحکام مواد سرامیکی از جمله  انواع نمونه 
راستای قطر، پیچیدگی نسبتاً زیادی دارد   تحت فشار در  Oبه شکل  

شود که در حالت کلی ای میو به طور مثال شامل انتگرال دوگانه
ی تحلیلی حجم موثر حل صریح ندارد و در این پژوهش نیز رابطه

توان گیری میمخروط ناقص نیز پیچیدگی داشت و به عنوان نتیجه
ای  توزیع تنش روی قطعهی تحلیلی برای  گفت در مواردی که رابطه

ی تحلیلی حجم  ی دلخواه وجود ندارد و یا استخراج رابطهبا هندسه
دارد، میموثر پیچیدگی  زیادی  را به صورت  های  توان حجم موثر 

در حل عددی از همگرایی که    ح یتوض  نیبا اعددی استخراج نمود.  
  ی برا   و درستی مقادیر میدان تنش اطمینان حاصل شود و در ادامه

حجم موثر را به  انتگرال  و    یر المان تنش و حجم آن را فراخوانه
خوبی صورت   تقریب  با  را  قطعه  استحکام  و  کرده  حل  عددی 

 بینی نمود.پیش 
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b  یلیمستط   ینمونه  یپهنا (m ) 

h  یلیمستط   یارتفاع نمونه (m ) 
k حجم موثر  بیضر 

l 
تحت فشار    میجدار ضخ   لیاستوانه طو  یطول نمونه 

 ( m) یداخل 
L ( طول مولد مخروط ناقصm ) 
m بول یمدول و 

2,1m معادله مشخصه   یهاشهیر 

iP یفشار داخل  ( مخروط ناقصMPa ) 

oP یفشار خارج  ( مخروط ناقصMPa ) 

fP شکست   یاحتمال تجمع 
r ( شعاع مخروط ناقصm ) 

ir یشعاع داخل  ( مخروط ناقصm ) 

or ی شعاع خارج ( مخروط ناقصm ) 
t ( ضخامت مخروط ناقصm ) 
V ی تحت تنش کشش یه ی حجم ناح ( نمونهm3) 
α مخروط ناقص نسبت به افق   یهیزاو 
Γ  تابع گاما 
ν پوآسون   بیضر 
σ ( تنشMPa ) 

0σ بولیو  اسیپارامتر مق (MPa.m3/m )  

maxσ یتنش کشش ینه ی شیب  ( در تمام نقاط نمونهMPa ) 
tσ  ی طیتنش مح (MPa ) 
θσ ( استحکام مشخصهMPa ) 
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