
:مقالهخچهيتار

12/11/90افت يدر

31/2/91رش يپذ

30/5/91تيسادرارائه

آناليز ناپايداري پولين براي نمزهاي تيرشكل تحت نيروهاي ملكولي

با استفاده از تئوري گراديان كرنش

2

شهركرد

، شهركرددانشكده فني و مهندسي، دانشگاه شهركرد

tadi

3
تحت اثر نيروي الكترواستاتيك و نيروهاي بين 

براي حل معادلات ديفرانسيل . مورد مطالعه قرار گرفته است

پارامترهاي پايه براي طراحي مهندسي در مقياس 

توان نتيجه گرفت كه ي اين تحقيق ميهابا توجه به يافته

ا رDTMتوان روش د و ميشوميرا كاهش مي دهد و اثر اندازه در مقياس نانو باعث افزايش پارامترهاي كشش 
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Abstract- In this paper, stress gradient theory is used to model the static pull
electrostatic nanocantilevers in the presence of electrostatic and dispersion (Casimir/van der Waals) forces
Differential transformation method (DTM) is employed to solve the nonlinear constitutive equation of the nanostructure 
as well as numerical methods. The basic engineering design parameters such as critical tip deflection and pull
of the nanostructure are computed. It is found that 
deflection of the nanobeam increase with increasing the size effect. Compared to the pull
deflection of the beam is less sensitive to the size effect
increase the pull-in parameters of the nano
proposed analytical solutions are reliable for simulat
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و اثر اندازه2يك نانو تير يك سر درگير) PI(1پوليناستاتيكيدر اين مطالعه، ناپايداري

مورد مطالعه قرار گرفته است) SGT(7با استفاده از تئوري گراديان كرنش) 6و واندروالس

پارامترهاي پايه براي طراحي مهندسي در مقياس . استفاده شده استو روش عددي ) DTM(8حاكم بر سيستم از روش كارآمد تبديل ديفرانسيل

با توجه به يافته. در اين مطالعه محاسبه شده استپولينانو همانند خيز بحراني انتهاي تير و ولتاژ 

را كاهش مي دهد و اثر اندازه در مقياس نانو باعث افزايش پارامترهاي كشش 

.بردبكار در مقياس كمتر از ميكرون ي نانويي تير شكل هاعنوان روش كارآمد براي تحليل سازه
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In this paper, stress gradient theory is used to model the static pull-in instability
electrostatic nanocantilevers in the presence of electrostatic and dispersion (Casimir/van der Waals) forces
Differential transformation method (DTM) is employed to solve the nonlinear constitutive equation of the nanostructure 
as well as numerical methods. The basic engineering design parameters such as critical tip deflection and pull

ostructure are computed. It is found that in the presence of dispersion forces, both pull
deflection of the nanobeam increase with increasing the size effect. Compared to the pull

ve to the size effect at sub-micrometer scales. On the other hand, the size effect can 
in parameters of the nano-actuators only in sub-micrometer scales. The results indicate that the 

proposed analytical solutions are reliable for simulating nanostructures at sub-micrometer ranges.
Transformation Method, Size Effect, Strain Gradient Theory, Pull

آناليز ناپايداري پولين براي نمزهاي تيرشكل تحت نيروهاي ملكولي

در اين مطالعه، ناپايداري- چكيده

و واندروالس5نيروي كازمير( 4مولكولي

حاكم بر سيستم از روش كارآمد تبديل ديفرانسيل

انو همانند خيز بحراني انتهاي تير و ولتاژ ن

پوليننيروهاي بين ملكولي ولتاژ 

عنوان روش كارآمد براي تحليل سازهبه

، روش تبديل ديفرانسيل، اثرات اندازه، تئوري گراديان كرنش خطي و ناپايداري پولينبين ملكولينيروي :كليدواژگان

in instability analysis of beam type NEMS 

under molecular force using strain gradient theory

in instability and size effect of 
electrostatic nanocantilevers in the presence of electrostatic and dispersion (Casimir/van der Waals) forces. The 
Differential transformation method (DTM) is employed to solve the nonlinear constitutive equation of the nanostructure 
as well as numerical methods. The basic engineering design parameters such as critical tip deflection and pull-in voltage 

in the presence of dispersion forces, both pull-in voltage and 
deflection of the nanobeam increase with increasing the size effect. Compared to the pull-in voltage, the pullin 

micrometer scales. On the other hand, the size effect can 
. The results indicate that the 

micrometer ranges.
Transformation Method, Size Effect, Strain Gradient Theory, Pull-In Instability.
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مقدمه-1

نانو الكترومكانيك/ي ميكروهاسيستمدر سالهاي اخير 

ي مختلف هاعنوان يك فناوري جديد در شاخهبه) 2نمز/1ممز(

الكتريكي ،مغناطيس،نوراني،شيميايي،حرارت،مانند مكانيك

امروزه . ده استكركاربردهاي بسيار متنوعي پيدا غيره و 

ةاي براي توسعي نانو الكترو مكانيك بطور گستردههاسيستم

، سوئيچها و غيره استفاده هاابزارهاي نانويي همانند گيره

ي نانو الكترومكانيك تير شكل از دو هاسيستم. ]1[شود مي

ده است كه يكي از اين الكترودها الكترود رسانا تشكيل ش

اعمال اختلاف ولتاژ . باشدميمتحرك بوده و الكترود ديگر ثابت 

بين اين الكترودها باعث تغييرشكل الكترود متحرك به سمت 

كه اين عمل به علت وجود نيروي شودميالكترود ثابت 

هنگامي كه نيروي الكترواستاتيك . باشدميالكترواستاتيك 

ان خمشي الاستيك قابل تحمل در تير شود، بيشتر از مم

ناپايداري در اين سيستم اتفاق افتاده و تماس بين دو الكترود 

ي هاسيستممطالعه مشخصات ناپايداري در . آيدميبوجود 

مختلفي محققانميكرو الكترواستاتيك در دو دهه اخير توسط 

ه بررسي شده است اما اين مطالعات در مقياس نانو انجام نگرفت

ي مختلفي هابا كاهش ابعاد از ميكرو به نانو، پديده.]2،3[است

بررسي هاكه در اين مقاله دو اثر از اين پديدهدشوميظاهر 

شودمياي كه در مقياس نانو ظاهر اولين پديده. استشده

نيروهاي بين ملكولي همانند نيروي كازمير و واندروالس 

نيروي كازمير ،ميكرومتري كمتر از چندهادر فاصله. باشدمي

بر طبق . گذاردميتأثيرتيرها - بطور معناداري بر پايداري نانو

نوسان نيروي نيروي كازمير توسط، ]4[3ليفشيتزكارهاي

كه بين دو صفحه وجود دارد ايجاد ءخلاالكترومغناطيس در 

ي مجازي در طول زمان عمر خود از يك اتم هاو فوتوندشومي

در . رسدجدا شده و به سطح ديگر ميبر روي يك سطح 

محققان مختلفي اثر نيروي كازمير را بر روي ،سالهاي اخير

ي الكترومكانيك با روشهاي مختلفي مانند هاسيستمپايداري 

، ]9،10[، مشاهدات آزمايشگاهي]8-5[روش اجزاي محدود

ديناميك ،]13،14[توابع گرين،]11،12[مدل پارامتر متمركز

4و ]15،16[ملكولي
MAD]17،18[نيروي .  را انجام دادند

1. Micro Electro Mechanical System (MEMS)
2. Nano Electro Mechanical System (NEMS)
3. Lifshitz
4. Modified Adomian Decomposition (MAD)

5عملگرنانو واندروالس در صورتي كه فاصله بين اجزاي يك

در اين . ]2[داراي اهميت خواهد بود،كمتر از ده نانومتر باشد

متناسب المان مورد نظردو ايجاد شده بين جاذبه نيروي حالت 

6بترا. ]19[باشدميالمانبا عكس توان سوم فاصله جدايي دو 

را در ورقهاي ميكرو با فرض اثر پولينرفتار و همكاران 

اثر و همكاران 7دكوانسس. ]20[دند كربررسي واندروالس

را نانوتيوب كربننيروي واندروالس را بر روي ولتاژ پايداري در 

رفتار ديناميكي اثر نيروي واندروالس توسط . ]21[دادند انجام 

]. 12،14[بررسي قرار گرفته استن ديگري مورد امحقق

دومين پديده ايجاد شده در مقياس نانو وابستگي به اندازه 

با اعمال معادلات كوپل تنش بر هر . باشدميمشخصات مادي 

توان به ميذره مواد نانو ساختار، معادلات گشتاور كوپل را 

كرد، همچنين معادلات تعادل اضافهمعادلات المان ماده 

كردتوان به عنوان قيد به معادلات نيرويي اعمال ميرا گشتاور 

اين امر با اعمال يك ضريب به معادلات نيرويي كه پارامتر اثر و

با توجه به اينكه پارامتر . گرددميحاصل شود،ميناميده 8طول

اثر طول ماهيت آماري دارد، اين ضريب بايد در معادلات غير 

به طور كلي . ظاهر شودي بزرگ ماده هاتغيير شكلخطي و

مشاهدات مواد نانو چون ساختار آنها در ابعاد نانو متر است و

دهد كه رفتار مواد در ابعاد ميكرومتر و نانو متر ميتجربي نشان 

كه به آن اثر طول نيز (به ابعاد بستگي دارد لذا پارامتر اثر ابعاد

عاد در معادلات تغيير شكل الاستيك مواد در اب) شودميگفته 

در كاربردهاي مهندسي اثر ابعاد ماده . دشولحاظ دنانومتر باي

9تئوري كلاسيك محيط پيوسته. اهميت به خصوصي دارد

)CCT(ي هاقابليت توصيف رفتار وابستگي به اندازه را در سازه

بسيار كوچك ندارد بنابراين تئوريهاي غير كلاسيك همانند 

تئوري گراديان ،]23[، تنش كوپل]22[الاستيك غير موضعي

)MCST(10تئوري تنش كوپل اصلاح شدهو]24[كرنش

در سالهاي اخير براي در نظر گرفتن اثر اندازه پيشنهاد ]25[

براي حضور پارامتر اثر طول در معادلات معمولا از . شده است

در اين تئوري بيان . شودمياستفاده ]26[11تئوري كوسرات

شود كه بر اثر اعمال نيرو به ماده علاوه بر تنش، ممان نيز مي

5. Nanoactuator
6. Batra
7. Dequesnes
8. Size Effect
9. Classic Continuum Theory (CCT)
10. Modified Couple Stress Theory (MCST)
11. Cosserat
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بايست در معادلات تعادل ذرات ميآيد و ميدر ماده به وجود 

مطالعات بر روي نتايج پارامتر اثر . مدنظر قرار گيردهايا المان

با ساختار (طول ماده در عمل بر روي فلزات در ابعاد ميكرومتر 

شروع ]24[1994مكاران در سالهو1فلكتوسط ) نانو متري

ديگر استفاده شده استمحققانشروع شد و از آن پس توسط 

اثرات وابستگي به اندازه به صورت قابل توجهي ]. 38- 18،27[

نشان هاسازهي تغيير شكل ميكروهاخود را در آزمايش

ي اثر طول، قابل هابا توجه به رفتار آماري پارامتر. دهندمي

به صورت هادر نظر گرفتن تغيير شكلبيني است كه پيش

ي هاي بزرگ و متعاقباً معادلات غيرخطي جوابهاتغيير شكل

در سالهاي .دكنحاصل ميهاسازهتري را براي ميكرومناسب

اخير پيشرفتهاي زيادي براي حل عددي مسائل، به عنوان 

كه منجر به نمونه معادلات ديفرانسيل وابسته به زمان و مكان،

شوند انجام گرفته ي معادلات خطي با بعد بالا ميهاتگاهحل دس

پيشرفته هنوز هم نياز به با وجود كامپيوترهاي مدرن و. است

يكي از . شودي عددي جديد با همگرايي بالا احساس ميهاروش

ي اخير مورد توجه قرار هاي عددي كه در سالهامهمترين روش

فهوم اين روش م. گرفته است روش تبديل ديفرانسيل است

براي حل معادلات خطي و غيرخطي 2ژوبراي اولين بار توسط 

نمز با توجه به كارايي اين روش از آن در مسائل . ]39[ارائه شد

توان گفت اين تحقيق براي اي نشده است و مياستفادهو ممز 

به هر حال . گيرداولين بار اين روش را براي مسايل نانو بكار مي

روش اين است كه محاسبات مشكل و طولاني از مزاياي اين 

دهد كه همه ميدهد و نشان ميي قديمي را كاهش هاروش

ةدهندباشد و اينها نشانميسادگي قابل انجام محاسبات آن به

براي نشان دادن توانايي و قابليت . باشدميكارايي اين روش 

ي ديگر حل هابا روش،اطمينان اين روش در ادامه اين روش

نتايج ؛شده استجود در مراجع و روش عددي مقايسه مو

دقت بدست آمده نشان مي دهد كه روش تبديل ديفرانسيل

. داردهانسبت به ديگر روشبيشتري

ي مختلف هابررسي پديدهدشوميهمانطور كه مشاهده 

مانند اثر اندازه با تئوري گراديان كرنش و نيروي بين ملكولي 

لذا در اين ،تحقيقات قبلي انجام نشده استمان در أتوصورتبه

گرفته شده است تا اثرات مقاله، تئوري گراديان كرنش بكار

اندازه و نيروي كازمير و واندروالس بر روي ناپايداري 

1. Fleck

2. Zhou

ي نانو الكترومكانيك تير شكل در مقياس نانو بررسي هاسيستم

در ضمن براي حل از روش تبديل ديفرانسيل استفاده . شود

و نتايج با روش عددي و مراجع مقايسه شده كه نتايج شده 

.قابل قبولي بدست آمده است

اصول تئوري گراديان كرنش- 2

درتئوري گراديان كرنش بر خلاف آنچه در مكانيك كلاسيك 

شد تنش علاوه بر كرنش به گراديان كرنش نيز وابسته ميبيان 

استفاده از اصل روابط جديد در تئوري گراديان كرنش با . است

در تئوري .نيمم انرژي پتانسيل كل استخراج شده استمي

شود ميگراديان كرنش پارامتري به  نام پارامتر اثر طول معرفي 

دهد كه رفتار ماده در ميكه ماهيتي آماري داشته و نشان 

اين موضوع در . مقياس ميكرومتر به ابعاد ماده بستگي دارد

به دليل نبود اين پارامتر در تئوري الاستيسيته كلاسيك 

در تئوري گراديان كرنش تانسور . معادلات قابل بيان نبوده است

د كه با شوميتنش جديدي به نام تانسور تنش كل معرفي 

توان آن را به عنوان ميتانسور تنش كوشي متفاوت بوده و 

بايد توجه .دكرتانسور تنش كل در معادله مومنتوم استفاده 

پارامتر اثر طول معادلات بدست آمده در تئوري داشت در غياب

گراديان كرنش به همان معادلات ارائه شده در مكانيك 

با توجه به نظريه گراديان كرنش . شودميكلاسيك تبديل 

، انرژي ]40[و همكاران3لاماصلاح شده و پيشنهاد شده توسط 

در محيط تشكيل شده از مواد Uانرژي كرنش ذخيره شده 

به همراه تغيير Ωايزوتروپيك بر روي ناحيه الاستيك خطي و

:شودمينوشته )1(رابطة شكل كوچك به صورت 

( )1

2

( 1 ) ( 1 ) s s
ij ij i i ij ijijk ijkU p m dV

Ω
σ ε γ τ η χ= + + +∫ )1  (

:كه در آن

)2(( )
1

2
= +ij i , j j ,iu uε

)3(=i mm ,iγ ε

( ) ( )

( ) ( )

1 1
2

3 15
1

2 2
15

(1)
jk ,i ki , j ij ,k ij mm,k mk ,mijk

jk mm,i mi ,m ki mm, j mj ,m

η ε ε ε δ ε ε

δ ε ε δ ε ε

= + + − + −

 + + + 
(4)

1

2
=

s
ij jkl l ,kie uχ )5                                                (

3. Lam
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در معادلات فوق
i

u ،
i

γ ،( 1 )
ijkη ،s

ijχ ،ijδ وijke

، 1بردار جابجايي، بردار گراديان اتساعةدهندترتيب نشانبه

، تانسور گراديان چرخش 2تانسور گراديان كشش انحرافي

همچنين . باشدمي5و نماد پرموتيشن4، دلتاي كرونكر3متقارن

ijσ ،
i

p ،( 1 )
ijkτ وs

ijmترتيب تانسور تنش كوشي و به

صورت زير تعريف هكه بباشدميتانسورهاي تنش با مرتبه بالا 

: ]40[شودمي

)6(2
1 2

ij ij mm ij

ν
σ µ ε ε δ

ν

 
= + 

− 

)7(2

0
2

i i
p lµ γ=

)8((1) (1)2
12ijk ijklτ µ η=

)9(2

2
2

s s
ij ijm lµ χ=

و مدول 6ترتيب نسبت پواسونبهµوνدر روابط بالا 

باشد و يم7برش
0
l ،

1
l و

2
lترتيب پارامترهاي اندازه طول به

طول مادي اضافي وابسته به گراديان اتساع، گراديان كشش 

. باشدانحرافي و گراديان چرخش مي

معادلات حاكم- 3

ي هادهد كه در سازهتير يك سردرگير را نشان مي1شكل 

اين تير بر روي سطح . رودها بكار ميعملگرالكترومكانيكال همانند 

. (X=0)باشدميالكترود با شرايط مرزي ثابت در يك طرف 

با سطح Lطول در اينجا عملگر با تير يك سردرگير به

. مدل شده استHو ضخامت Bمقطع مستطيل شكل با عرض 

. در اينجا فقط تغيير شكل استاتيك نانوعملگر مدل شده است

براي بسط معادلات حاكم بر تير از روش حساب تغييرات 

8برنولي-در اين مقاله از تئوري تير اويلر. شوداستفاده مي

صورت مطابق اين تئوري ميدان جابجايي به. گردداستفاده مي

:شودزير بيان مي

)10(( )v

∂
≅ − = =

∂

w
u z 0 w w X

X

ترتيب نشانگر جابجايي در راستاي بهwو u ،vكه در آن، 

.باشدميZوX ،Yمحورهاي 

1. Dilatation Gradient Vector
2. Deviatoric Stretch Gradient Tensor
3. Symmetric Rotation Gradient Tensor
4. Kronocker Delta
5. Permutation Symbol
6. Poisson's Ratio
7. Shear Module
8. Euler-Bernoulli

طرحوارة نانوعملگر1شكل 

مقادير ) 5(و ) 4(، )3(، )2(در روابط ) 10(با جايگذاري رابطه 

ijε ،
i

γ ،(1)
ijkη وs

ijχ بر اساس جابجايي در راستاي محورZ

.دشوميمحاسبه 

، )7(، )6(در ادامه با جايگذاري روابط حاصله در معادلات 

و تركيب نتايج حاصل از اين روابط و معادلات حاصله ) 9(و ) 8(

:خواهيم داشت) 1(قبل در رابطه 

)11(

)

( ) ( )

2 2 2

0 1 2

0

2 22 2

0 1

1 8
2

2 15

4
2

5

L

U EI Al Al Al

w I l l w dX

µ µ µ

µ µ


= + + +



 ′′ ′′′+ +  
  

∫

مدول يانگ، ممان دوم سطح ترتيببهAو E ،Iدر رابطه بالا، 

اگر به نانو . باشدميو سطح مقطع نانو تير Yمقطع حول محور 

تير نيروهاي خارجي همانند الكترواستاتيك و نيروي بين 

د، كار انجام شده توسط اين نيروهاي گسترده شوملكولي وارد 

:باشدميصورت زير هنشان مي دهيم بq(X)كه با 

)12(( ) ( )
0

L

V q X w X dX= ∫

صورتبه، 9داده شدهتوسعهحال با بكار بردن اصل هميلتون

U)صورتبه V ) 0δ − 10نشانگر نماد تغييراتδكه در آن =

، مي توان معادله حاكم بر تير يكسردرگير به همراه باشدمي

:دكرزير استخراج صورتبهشرايط مرزي مربوطه را 

)13(( )
4 6

1 24 6

w w
D D q X

X X

∂ ∂
− =

∂ ∂

:است)14(رابطة صورتبهشرايط مرزي هندسي در انتهاي ثابت تير 

9. Modify Hamilton Principle

10. Variation Symbol
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)14(( )
( ) ( )2

2

0 0
0 0 0 0

w w
w

X X

∂ ∂
= = =

∂ ∂

:زير استصورتبهشرايط مرزي طبيعي در انتهاي آزاد تير 

)15(

( ) ( )

( ) ( )

( )

3 5

1 23 5

2 4

1 22 4

3

2 3

0

0

0

w L w L
D D

X X

w L w L
D D

X X

w L
D

X

∂ ∂
− =

∂ ∂

∂ ∂
− =

∂ ∂

∂
=

∂

مقادير 
1

D و
2

D دشونميزير تعريف صورتبهدر روابط بالا:

)16(

2 2 2

1 0 1 2

2 2

2 0 1

8
2

15

4
2

5

D EI A l l l

D I l l

µ

µ

 
= + + + 

 
 

= + 
 

لازم به ذكر است كه در استخراج معادله بالا به علت اينكه 

تير باريك مدل شده است، ضريب پواسون صورتبهنانو تير 

0νكمي خواهد داشت و لذا مقدار آن تأثير در نظر گرفته =

در معادلات بالا . دشوتر شده است تا معادلات حاصله ساده

q(X) نيروي الكترواستاتيكبرابر جمع)felec( و نيروهاي

1انتشار
)fdisp( با در نظر گرفتن . باشدميبر واحد طول تير

بخاطر مدل باريك تير نيروي 2تصحيح اثر مرتبه اول ميدان لبه

:]41[شودميزير نوشته صورتبهنيروي الكترواستاتيك 

( )
(

( )2

0

2

( )
1 0.65

2 ( )
elec

g w XBV
f

Bg w X

ε − 
= + 

− 
)17(

12در رابطه بالا،  2 1 2

0
8.854 10 C N mε

− − −

= ضريب ×

بوده عملگرولتاژ اعمالي به نانو V. شودميناميده 3ءخلاعبور از 

. باشدميفاصله اوليه بين الكترودهاي ثابت و متحرك gبوده و 

نيروهاي صورتبه(q(X))نيروي انتشار بر واحد طول تير

با توجه به مطالب گفته . گرددميكازمير و واندروالس تعريف 

. باشدميقابل تعريف 4شده در مقدمه، دو ناحيه براي اثر متقابل

معمولاً(اي با فواصل كمترناحيه اول، براي ناحيه. باشدمي

، كه در آن نيروي واندروالس )]44- 42[كمتر از چند ده نانومتر

در اين حالت جاذبه بين دو صفحه . باشدميداراي اثر قويتري 

جدايي صفحات ةفاصلآل وابسته به معكوس توان سوم ايده

:دشوميزير بيان صورتبهو باشدمي

)18(
( )

3
6 ( )

disp

AB
f

g w Xπ

=

−

1. Dispersion Force

2. First-Order Fringing Filed

3. Permittivity of Vacuum

4. Interaction Regime

ناحيه دوم، براي . شودميناميده 5ثابت هماكرAكه در آن، 

فواصل (باشدميبراي فواصل بزرگتر نيروي كازمير مهمتر 

براي حالت ايده آل، نيروي ). ]45- 42[بالاي چند ده نانومتر 

كازمير وابسته به معكوس درجه چهارم فاصله جدايي صفحات 

:]46[باشدمي

)19(
( )

2

4
240 ( )

disp

cB
f

g w X

π

=

−

�

34كه در آن، 
1.055 10 Js

−

= ثابت پلانك كاهش يافته �×

8بوده و  1
2.998 10 ms

−

= ×c هنگامي كه . باشدميسرعت نور

كافي از فاصله آن تا الكترود ثابت بيشتر ةنانوتير به اندازعرض

لذا در اين . ]46[باشدميداراي پاسخ صحيح ) 19(باشد معادله 

g≥(تحقيق فقط نانوتيرهاي با شرايط  / B . باشدميمدنظر ) 1

اي در گذر از نيروي واندروالس به لازم به ذكر است كه ناحيه

وجود دارد كه در مباحث مربوط به اين مقاله قرار كازمير 

.گيرد و لذا مورد بررسي قرار نگرفته استنمي

و بكار گرفتن ) 13(در رابطه ) 19- 17(با جايگذاري روابط 

/x X L= ،=w w / gو جايگذاري علامت مشتق جزئي∂

به علت تك متغيره بودن متغيرهاي dعلامت ديفرانسيل با

معادله ديفرانسيل، معادله حاكم بر نانوتير با شرايط مشخص زير 

:شودميحاصل 

)20(

( )

( ) ( )

4 6

1 24 6

2

1 ( )

1 ( )1 ( )

n

n

w w

x x w x

w x
w x

α
δ δ

β γβ

∂ ∂
− = +

∂ ∂ −

+
−−

)21(( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0w w w′ ′′= = =

)22(

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

2

1 1 0

1 1 0

1 0

w w

w w

w

δ δ

δ δ

δ

′′′ ′′′′′− =

′′ ′′′′− =

′′′ =

در معادلات بالا، پارامترهاي بدون بعد 
n

α ،β ،γ و

پارامترهاي اثر اندازه 
1
δ و

2
δدشوميزير تعريف صورتبه:

)23(

4

4

2 4

5


���اي 	����وي وا	���روا��   (n =3)
6


����اي 	�����وي �����ز���  (n = 4)
240

n

ABL

g EI

cBL

g EI

π

α

π





=




�

)24(
2 4

0

3
2

BV L

g EI

ε
β =

5. Hamaker
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)25(0.65
g

B
γ =

)26(2 2 21

1 0 1 2

8
1 2

15

D A
l l l

EI EI

µ
δ

 
= = + + + 

 

)27(2 22

2 0 12 2

4
2

5

D
l l

EIL EL

µ
δ

 
= = + 

 

به همراه ) 20(در اين مقاله براي حل معادله حاكم بر تير

، از دو روش عددي و روش نيمه )22و21(شرايط مرزي مربوطه 

در ادامه به بررسي . استفاده شده استDTMتحليلي و كارآمد 

در اينجا لازم به ذكر است . شوده ميپرداختDTMروش حل 

كه تئوري گراديان كرنش در حالت خاص به تئوري تنش كوپل 

براي نيل به اين هدف كافيست در . اصلاح شده كاهش مي يابد

مقادير ) 22(الي )20(معادلات 
0 1

0l l= و =
2
l l=

د كه در نهايت معادلات مربوط به تئوري تنش شوجايگذاري 

:زير خواهد بودصورتبهكوپل اصلاح شده 

)28(

( )

( ) ( )

4

4

2

1
1 ( )

1 ( )1 ( )

2 n

n

A w
l

EI x w x

w xw x

αµ

β γβ

∂ 
+ = + 

  ∂ −

+
−−

)29(( ) ( )
( ) ( )
0 0 0 0

1 0 1 0

w w

w w

′= =

′′′ ′′= =

حاصل از اين مقاله براي تئوري تنش در بخش پنجم، نتايج 

با نتايج موجود در ) 29(و) 28(كوپل اصلاح شده معادلات 

.مراجع مقايسه خواهد شد

)DTM(تبديل ديفرانسيلروش-4

2و 1هايولكليات روش تبديل ديفرانسيل بر اساس جد

تبديل ديفرانسيل توابع و مشتقات آن به 1در جدول . باشدمي

همراه حاصلضرب يا جمع و تفريق توابع مختلف تعريف شده است 

. تبديل ديفرانسيل شرايط مرزي بيان شده است2و در جدول 

قضاياي مورد استفاده در تبديل معادلات1جدول 

تابع اوليهتابع تبديل يافته

( ) ( ) ( )F k G k H k= ±( ) ( ) ( )f x g x h x= ±

( ) ( )F k G kλ=( ) ( )f x g xλ=

( ) ( ) ( )
0

k

F k G l H k l
l
∑= −
=

( ) ( ) ( )f x g x h x=

( )!
( ) ( )

!

k n

F k G k n

k

+

= +( )
( )nd g x

f x
ndx

=

( ) {0( )
1

if k n
F k k n

if k n
δ

≠
= − =

=
( ) nf x x=

2و 1با بكار گرفتن روش تبديل ديفرانسيل مطابق جداول 

:دشوميزير بيان صورتبهمعادله حاكم بر تير 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

k m

1
0 m 0 P 0

P

q 0

2

k m

0 m 0 P 0

P

q 0

(k 0) W m (k 0) W m P

(k 0) W q (k 0) W P q

k 4 k 3 k 2 k 1W k 4

(k 0) W m (k 0) W m P

(k 0) W q (k 0) W p q

k 6 k 5 k 4 k 3

λ

λ

λ

λ

δ δ λ δ

δ δ

λ λ λ λ λ δ

δ λ δ

δ δ

λ λ λ λ

= = =

=

= = =

=


− − − − − −




− − − − − 


 − + − + − + − + − + = 


− − − − − −


− − − − −

 − + − + − + − +

∑ ∑ ∑

∑

∑ ∑ ∑

∑

( ) ( ) ( ) }
( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )

n

k

0

k

0 m 0

m 0

k 2 k 1W k 6

(k 0) (n 3) W(k )

. ( k 0) W (k 0) W k

(k 0) W k (k 0) W m

(k 0) W m

λ

λ

λ

λ

λ λ λ

α δ δ

β δ λ δ λ

γβ δ λ δ

δ λ

=

= =

=


− + − + − + +

− − − +

 
− − − − − + 

 


− − − − −



− − − 



∑

∑ ∑

∑

(n=3) براي نيروي واندروالس،(n=4)  ازميركبراي نيروي

)30(

قضاياي مورد استفاده در تبديل شرايط اوليه2جدول 

شرايط مرزي اوليهيافتهشرايط مرزي تبديل 

(0) 0F =(0) 0f =

(1) 0F =(0) 0
df

dx
=

(2) 0F =

2
(0) 0

2

d f

dx
=

(3) 0F =

3
(0) 0

3

d f

dx
=

( ) 0
0
F k

k

∞
=∑

=
(1) 0f =

( ) 0
0
kF k

k

∞
=∑

=

(n=4) براي نيروي كازمير

(1) 0
df

dx
=

( 1) ( ) 0
0
k k F k

k

∞
− =∑

=

2
(1) 0

2

d f

dx
=

( 1)( 2) ( ) 0
0
k k k F k

k

∞
− − =∑

=

3
(1) 0

3

d f

dx
=

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
91

.1
2.

3.
12

.1
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
9-

21
 ]

 

                             6 / 13

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1391.12.3.12.1
https://mme.modares.ac.ir/article-15-6876-fa.html


همكارويعقوب طادي بني 

43

كازمير بدون اثر اندازه/اثر نيروهاي واندروالس

، لذا از تئوري دشومينظرصرفدر اين قسمت ابتدا از اثر اندازه 

(دشوميمحيط پيوسته كلاسيك استفاده 
2

0δ و =
1

1δ =(.

بر ترتيببهاثر نيروهاي واندروالس و كازمير 3

نشان  g/W=1روي ولتاژ پولين در يك تير نانو يكسرگيردار با 

همانطور كه از اين شكلها مشخص است با 

كازمير تا مقدار بحراني خود /افزايش نيروهاي واندروالس

PI
βيابدكاهش مي .

اين پديده اين است كه در مقياس كوچك معني فيزيكي 

كازمير باعث كاهش ولتاژ پولين /نيروهاي واندروالس

لازم به ذكر است هنگاميكه مقدار نيروي 

)كازمير به مقدار بحراني خود  )CP
α برسد، تير

دچار ناپايداري شده و مقدار 
PI

β شدصفر خواهد .

اثر نيروي واندروالس بر روي ولتاژ پولين بدون اثر اندازه

اثر نيروي كازمير بر روي ولتاژ پولين بدون اثر اندازه

. . . پايداري پولين براي نمزهاي تيرشكل تحت 

1391، شهريور 3شمارة 12دورة 

:شودميزير نوشته 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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0
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1 2 3 (

1

1 2 3 0

1 1 0

n

k

n

k

n
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n

k

n

k

W W W

k k k W k

k k k k k W k

k k W k

k k k k W k

k k k W k

δ

δ

δ

δ

=

=

=

=

=

= = =
 

− − − 
 

 
− − − − = 

 
 

− − 
 

 
− − − = 

 
− − =

∑

∑

∑

∑

∑

در اين قسمت به مقايسه نتايج حاصل از تئوري كلاسيك 

محيط پيوسته، تنش كوپل اصلاح شده و گراديان كرنش 

در قسمت اول اثرات نيروهاي 

كازمير بررسي شده و نتايج حاصل با نتايج موجود در 

سپس در قسمت دوم اثر اندازه مورد 

بررسي قرار گرفته كه در اين قسمت از تئوري تنش كوپل 

همچنين در قسمت سوم نتايج . اصلاح شده استفاده شده است

كازمير و اندازه پرداخته /وام نيروهاي واندروالس

كه براي مقايسه از تئوري كلاسيك محيط پيوسته و 

دكربايد دقت . دشوميتئوري تنش كوپل اصلاح شده استفاده 

دليل ،3كه با توجه به هندسه و مشخصه مادي تير در جدول 

استفاده از تئوري تنش كوپل اصلاح شده مقدار كوچك 
2

δ

3زيرا مقدار آن با توجه به ابعاد موجود در جدول 

صورتبهلذا در قسمت چهارم ) 

يك حالت خاص و با ابعاد ديگري تئوري گراديان كرنش و 

نيز در انتهاي اين بخش. اثرات آن مورد بررسي قرار گرفته است

ارزيابي نتايج اين مقاله بار ديگر با روشهاي موجود در مراجع و 

تير - پارامترهاي هندسي و مشخصات مادي نانو

مقدار

300

(B 5/0

1

5/2

(B 50

95/28

اثر نيروهاي واندروالس-5-1

در اين قسمت ابتدا از اثر اندازه 

محيط پيوسته كلاسيك استفاده 

3و 2هايدر شكل

روي ولتاژ پولين در يك تير نانو يكسرگيردار با 

همانطور كه از اين شكلها مشخص است با . داده شده است

افزايش نيروهاي واندروالس

( )CP
α مقدار ،

PI

معني فيزيكي 

نيروهاي واندروالسكلاً

لازم به ذكر است هنگاميكه مقدار نيروي . گرددمي

كازمير به مقدار بحراني خود /واندروالس

دچار ناپايداري شده و مقدار 

اثر نيروي واندروالس بر روي ولتاژ پولين بدون اثر اندازه2شكل 

اثر نيروي كازمير بر روي ولتاژ پولين بدون اثر اندازه3شكل 

پايداري پولين براي نمزهاي تيرشكل تحت ناآناليز 

دورة مهندسي مكانيك مدرس

زير نوشته صورتبهشرايط مرزي نيز 

( )

( )

4) 0

1 2 3 0

k k k k k W k

k k k k W k

 
− − − − = 

 

 
− − − = 

 
)31(

يگيربحث و نتيجه- 5

در اين قسمت به مقايسه نتايج حاصل از تئوري كلاسيك 

محيط پيوسته، تنش كوپل اصلاح شده و گراديان كرنش 

در قسمت اول اثرات نيروهاي . شوده ميپرداخت

كازمير بررسي شده و نتايج حاصل با نتايج موجود در /واندروالس

سپس در قسمت دوم اثر اندازه مورد . مراجع مقايسه شده است

بررسي قرار گرفته كه در اين قسمت از تئوري تنش كوپل 

اصلاح شده استفاده شده است

وام نيروهاي واندروالسبه بررسي اثر ت

كه براي مقايسه از تئوري كلاسيك محيط پيوسته و شودمي

تئوري تنش كوپل اصلاح شده استفاده 

كه با توجه به هندسه و مشخصه مادي تير در جدول 

استفاده از تئوري تنش كوپل اصلاح شده مقدار كوچك 

زيرا مقدار آن با توجه به ابعاد موجود در جدول باشدمي

(باشدميصفر تقريباً
2

0δ �

يك حالت خاص و با ابعاد ديگري تئوري گراديان كرنش و 

اثرات آن مورد بررسي قرار گرفته است

ارزيابي نتايج اين مقاله بار ديگر با روشهاي موجود در مراجع و 

.نتايج تجربي انجام شده است

پارامترهاي هندسي و مشخصات مادي نانو3جدول 

پارامتر

L (µm)

(B (µm)تير باريك 

H (µm)

g (µm)

(B (µm)تير عريض

µ (GPa)
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توان نتيجه گرفت كه در فواصل كوچك بين الكترود مي

كازمير مي تواند باعث ول/ثابت و متحرك، نيروهاي واندروالس

با توجه به . دشوتير بدون اعمال ولتاژ بين دو الكترود 1شدگي

، در مقايسه با روشهاي حل ديگر مانند حل 3و 2هايلشك

توسط ابدي HPMو روش ]14[رمضاني و همكاران2فرم بسته

DTMتوان نتيجه گرفت كه روش مي]51[و همكاران

همگرايي بالاتري با نتايج حل عددي دارد و لذا نسبت به 

.تر استمناسبروشهاي ديگر 

و 2هايشكليكي ديگر از نتايج استخراج شده از مقايسه 

بيشتر نيروي كازمير نسبت به نيروي واندروالس بر تأثير، 3

، در صورتي كه نيروي كازمير با عكس باشدميروي ولتاژ پولين 

م فاصله جدايي الكترودها نسبت دارد ولي نيروي توان چهار

.   واندروالس با عكس توان سوم اين فاصله نسبت دارد

وابستگي به اثر اندازه -5-2

كازمير /از اثر نيروهاي واندروالسنظرصرفدر ابعاد ميكرو 

در اين قسمت با استفاده از تئوري تنش كوپل . باشدميمعمول 

اصلاح شده به اثر اندازه پرداخته و از اثر نيروهاي بين ملكولي 

(شود مينظرصرف
3 4

0α α= وابستگي ولتاژ 4شكل ). =

. دهدپولين در يك تير يكسر درگير را به اثر اندازه نشان مي

ين بدون بعد با پارامتر اثر مطابق اين شكل تغييرات ولتاژ پول

باعث افزايش δتقريبا خطي است و افزايش صورتبهاندازه 

PI
βدشومي .

اثر وابستگي ولتاژ پولين به اثر اندازه4شكل 

1. Collapse

2. Closed Form

مشخص است تئوري تنش كوپل 4همانطور كه از شكل 

اصلاح شده قادر است تا سخت شدن رفتار مكانيكي مواد را در 

اثر كاهش ابعاد مطابق گزارشات موجود در مراجع مدل نمايد

كه روش استمشخص 4همچنين مطابق شكل . ]28،29[

DTM عددي در مقايسه با روشبه همگرايي بالاتري نسبت

.داردHPMمانندديگرروش

اثر  اندازه كازمير و/م نيروهاي واندروالسأتوتأثير- 5-3

در مقياس نانو، هر دو عامل نيروهاي بين ملكولي

و اثر اندازه بر روي پارامترهاي پولين ) كازمير/واندروالس(

همانطور . اندشدهبررسيگذار است لذا در اين قسمت آنها تأثير

با افزايش نيروهاي استمشخص 6و 5هاي كه از شكل

كازمير مقدار /واندروالس
PI

βيابد كه اين اثر مطابق كاهش مي

. باشدمي3و 2هايشكلنتايج 

اثر نيروي واندروالس بر روي ولتاژ پولين همراه اثر اندازه5شكل 

اثر نيروي كازمير بر روي ولتاژ پولين همراه اثر اندازه6شكل 
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اما مطابق اين شكلها مشخص است كه تئوري كلاسيك در كل 

باشد تري براي ولتاژ پولين بدون بعد ميبيني پايينداراي پيش

در حالي كه تئوري تنش كوپل اصلاح شده براي ابعاد كوچك 

، مقدار )l(در حدود اندازه طول مادي ) H(ضخامت 
PI

β را در

نمايد و با بزرگتر شده بيني ميبرابر بزرگتر پيش5/2حدود 

بيني تئوري تنش كوپل اصلاح شده به نتيجه پيشHمقدار 

. تئوري كلاسيك ميل مي نمايد

هاي در مقياس نانو بكار توان نتيجه گرفت كه در سيستممي

گرفتن تئوريهاي مناسب و تحليل آنها امكان طراحي و ساخت 

قتر را به سازنده خواهد داد كه در صورت استفاده از تئوري دقي

. كلاسيك به اشتباهات فاحشي منجر خواهد شد

، تأثير بيشتر 6و 5نتيجه فيزيكي ديگر با مقايسه شكلهاي 

نيروي كازمير در مقياس نانو در قياس با نيروي واندروالس 

گيري بهتر تأثير نيروهاي براي نتيجه. باشدمي

اي ديگر در شكلهاي گونهكازمير و اثر اندازه، نتايج به/روالسواند

.رسم شده است8و 7

اثر نيروي كازمير بر ولتاژ پولين بدون بعد و خيز انتهاي 

0تير براي مقادير مختلف 
4

α = ،0.4
4

α 0.8و =
4

α =

همانطور كه از شكل . رسم شده است7ل ترتيب در شكبه

مشخص است با افزايش نيروي كازمير، مقدار 
PI

β كاهش

يافته و لذا حداكثر خيز انتهاي نانو تير يكسردرگير نيز 

. يابدكاهش مي

مطابق آنچه گفته شد در ابعاد كوچك خواص مكانيكي 

7بسوي سخت شدن پيش رفته و نكته قابل تأمل در شكل 

بيني تئوري تنش كوپل اصلاح شده است كه مطابق پيش

مقدار خيز ) H/lنسبت كوچك (آن، در ابعاد كوچك تير 

انتهاي تير و 
PI

βبا نتايج شود كهبزرگتري نتيجه مي

]. 29و 28[بدست آمده در مراجع همخواني مناسبي دارد 

اثر نيروي واندروالس و اثر اندازه 8، درشكل 7مشابه شكل 

نتايج بدست آمده از لحاظ كيفي . اندبا هم بررسي قرار شده

توان مشابه با نتايج نيروي كازمير است اما از لحاظ كمي مي

متري بر روي پارامترهاي گفت كه نيروي واندروالس تأثير ك

.پولين خواهد داشت

) اثرات تئوري گراديان كرنش(مطالعه موردي - 4- 5

مطابق آنچه در ابتداي اين بخش بيان شد به دليل آنكه در مقادير 

، مقدار 3همانند ابعاد هندسي تير موجود در جدول H/Lكوچك 

2
0δ هاي روش گراديان كرنش و تنش كوپل شود، لذا پاسخمي=

براي آنكه بتوان نتايج تئوري . اصلاح شده يكسان خواهد بود

گراديان كرنش را با تئوري تنش كوپل اصلاح شده و كلاسيك 

در H/L=1/15و نسبت 3مقايسه نمود، تيري با مشخصات جدول 

(ر تأثير نيروي كازمي9در شكل . شودنظر گرفته مي
4

0.4α = (

. شودهاي تئوريهاي مختلف ديده ميبينيو پيش

تغييرات خيز انتهاي تير بر اساس ولتاژ پولين به همراه اثر 7شكل 

نيروي كازميراندازه براي مقادير مختلف

4( 0.8)α =

4( 0.4)α =

4( 0)α =
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تغييرات خيز انتهاي تير بر اساس ولتاژ پولين به همراه اثر 8شكل 

اندازه براي مقادير مختلف نيروي واندروالس

همانطور كه از شكل مشخص است مقدار 
PI

β پيش بيني ،

شده توسط تئوري گراديان كرنش بسيار بالاتر از تئوري تنش 

. باشدكوپل اصلاح شده و تئوري كلاسيك محيط پيوسته مي

كوچك هايH/lمقدار اختلاف در نتايج تئوريهاي مختلف براي 

زياد بوده و در مقادير بزرگ به سمت نتايج تئوري كلاسيك 

تأثير نيروي واندروالس 9مشابه نتايج شكل . شودهمگرا مي

)0.4
3

α 10هاي مختلف در شكل هاي تئوريبينيو پيش) =

. شودديده مي

يكي از ءتوان نتيجه گرفت كه اثر اندازه جزدر كل مي

باشد و تئوري ترهاي مهم در تحليل نمزهاي تير شكل ميپارام

در صورتي . تر از ديگر تئوريها خواهد بودگراديان كرنش دقيق

كازمير بخصوص در مقياس /كه اين اثر و نيروهاي واندروالس

نظر شود خطاي بزرگي در طراحي و در نهايت در نانو صرف

. شودساخت نمزها ايجاد مي

ز انتهاي تير بر اساس ولتاژ پولين به همراه اثر تغييرات خي9شكل 

4اندازه براي نيروي كازمير  0.4α =

تغييرات خيز انتهاي تير بر اساس ولتاژ پولين به همراه اثر 10شكل 

3اندازه براي نيروي واندروالس  0.4α =

مقايسه با نتايج موجود در مراجع-5-5

عملگربراي بازبيني بهتر نتايج، ولتاژ كشش براي يك ميكرو 

يك سر درگير بدون اثر اندازه و نيروهاي كازمير و واندروالس

3( 0)α =

3( 0.4)α =

3( 0.8)α =
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)
3 4 2

0= = =α α δ و
1

1=δ (مقايسه . محاسبه شده است

4نتايج ولتاژ كشش توسط روشهاي حل مختلف در جدول 

DTMنتايج روش استمانطور كه مشخص ه. آورده شده است

تواند به عنوان قابل قبولي قرار دارد و اين روش ميمقياسدر 

ي الكترومكانيك مورد هاسيستمروش قابل قبول در محاسبات 

.استفاده قرار گيرد

يبندجمع-6

در اين مقاله تئوريهاي گراديان كرنش به همراه تئوري تنش 

كوپل اصلاح شده براي مدل نمودن اثرات نيروهاي بين ملكولي 

مورد عملگرو اثر اندازه بر روي پارامترهاي پولين استاتيكي نانو 

:باشدميموارد زير از نتايج اين تحقيق . استفاده قرارگرفته است

عملگرس ولتاژ پولين و خيز واندروال/ نيروهاي كازمير�

نيروي كازمير در قياس با . يكسردرگير را كاهش مي دهد

تأثيرنيروي واندروالس بيشتر پارامترهاي پولين را تحت 

.دهدقرار مي

، هر دوي )واندروالس/كازمير(در غياب نيروهاي بين ملكولي�

.دنولتاژ پولين و خيز نانوتير با افزايش اثر اندازه افزايش مي ياب

ي كه اين اندازه قابل صورتبهي كوچك ابعاد تير هادر اندازه�

مقايسه با اندازه طول مادي باشد با توجه به نتايج 

تئوريهاي گراديان كرنش و تنش كوپل اصلاح شده  مي 

توان نتيجه گرفت كه اثر اندازه يكي از پارامترهاي مهم در 

.باشدميعملگرطراحي و ساخت نانو

قياس با روشهاي موجود در مراجع داراي در DTMروش �

.تر بوده و به نتايج حل عددي همگراتر استپاسخهاي مناسب

با روشهاي موجود در مراجعDTMمقايسه نتيجه روش 4ول جد

روش
ولتاژ پولين 

تير باريك

ولتاژ پولين 

تير عريض

2/125/2)روش اجزاي محدود] (48[مرجع 

21/127/2)تحليليروش تقريب ] (49[مرجع 

Adomian((21/116/2(روش تجزيه ادومين ] (50[مرجع 

27/131/2)روش اصلاح شده ادومين] (18[مرجع 

HPM(21/116/2] (51[مرجع 

23/127/2)مدل دوبعدي] (47[مرجع 

24/127/2روش عددي

29/137/2)روش تابع گرين] (14[مرجع 

DTM25/125/2روش 

ها نياز عملگرنهايت آزمايشهاي بيشتري بر روي نانودر �

تا محدوديتهاي تئوريهاي گراديان كرنش و تنش است

به هر حال تئوري . كوپل اصلاح شده را آشكار نمايد

گراديان كرنش و تنش كوپل اصلاح شده قابليت مدل 

نمودن اثر اندازه را دارد كه توسط نتايج آزمايشگاهي مورد 

مدل كلاسيك محيط پيوسته چنين ييد است ولي أت

.فابليتي ندارد
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