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In this study, a new upwind scheme has been used to solve the continuous Boltzmann 
equation and to develop its application in the effective solution of incompressible flows. Time 
derivative in the Boltzmann equation has been discretized using the first-order forward finite 
difference scheme. The spatial derivatives in the Boltzmann equation have been discretized 
using this new scheme. Further, the combined effects of the upwind differential mechanism 
along with the finite difference method are presented to enhancement the stability of the 
standard lattice Boltzmann method in solving problems with high Reynolds numbers. To 
confirm the validation of the proposed method, one unsteady problem, this has an analytical 
solution, and two incompressible steady problems which have not analytical solutions, have 
been solved numerically. The first benchmark problem is the conductive heat transfer on a 
slab and two last problems are flow over a flat plate and flow in a lid-driven cavity. In order 
to check the numerical accuracy and stability of the proposed method, the results have been 
compared with the standard lattice Boltzmann method and the finite difference lattice 
Boltzmann method. The proposed method guarantees that without applying the filtering 
method, more stable and accurate results are obtained compared with the finite difference 
lattice Boltzmann  method. The simulation results show the effectiveness of the present 
method and its appropriate compatibility with analytical solutions and other numerical 
methods. 
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پایداری عددی روش شبکه بولتزمن در  افزایش  
جریان شبیه  تراکم سازی  اعداد    های  با  ناپذیر 
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 چکیده 

عادله پیوسته بولتزمن و  در این مطالعه، از يك طرح جديد پادبادسو برای حل م
است. مشتق  ناپذیر استفاده شده  های تراکمر جریانتوسعه کاربرد آن در حل موث

در معادله بولتزمن با استفاده از طرح تفاضلات محدود پیشرو مرتبه اول    یزمان
  بر  اند. علاوه سازی شدهآن بوسيله اين طرح جديد گسسته  ی مکان  ی هاو مشتق

اثرات ترکیبی م سو به همراه روش تفاضلات محدود  کانیزم تفاضل پادباداین، 
مسائل با اعداد رینولدز برای بهبود پایداری روش شبکه بولتزمن استاندارد در حل  

روش شبکه بولتزمن مبتنی بر طرح جديد   تایید اعتبار بال ارائه شده است. برای
ناپذیر پایا که  مپادبادسو، یک مساله ناپایا که حل تحلیلی دارد و دو مساله تراک

اند. مساله معيار اول، مساله انتقال  حل تحلیلی ندارند به صورت عددی حل شده 
  يك   ی سیال رو  روی يك میله و دو مساله ديگر شامل جریان  ی حرارت هدايت

منظور بررسی دقت و    تخت و جریان حفره با درپوش متحرک است. به  صفحه
رح جديد پادبادسو نتایج حاصل  پایداری عددی روش شبکه بولتزمن مبتنی بر ط

روش روش   شبکه  با  و  استاندارد  محدود    تفاضلات  بولتزمن  شبکه  بولتزمن 
کند که بدون اعمال روش فیلترینگ،  است. روش حاضر تضمین می  شده  مقایسه

دقیق و  پایدارتر  نسبت نتایج  شبکه  تری  روش  محدود    تفاضلات  بولتزمن  به 
مبتنی بر طرح  ارایی روش شبکه بولتزمن  سازی، ک آید. نتایج شبیهدست میبه 

عددی    هایهای تحلیلی و سایر روشجديد پادبادسو و تطابق مناسب آن را با حل 
 دهد. می نشان 

 
تراكم  :هاکلیدواژه  شبكه  جريان  روش  استاندارد،  بولتزمن  شبكه  روش  ناپذير، 

 . پادبادسو بولتزمن مبتنی بر تفاضلات محدود، پایداری عددی، طرح 
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 مقدمه   - 1
های مطرح در ديناميك سيالت يكی از روش   روش شبكه بولتزمن

  باشد که در سه دهه گذشته به تکامل رسیده است ومی  یمحاسبات
آن از جمله خطی بودن معادلت   ی در حال حاضر با توجه به مزايا

یکی از  ،  یاعمال شرايط مرزالگوريتم و سهولت در    یحاکم، سادگ
های مطرح و موفق برای حل مسائل مختلف جریان سیال به  روش

بولتزمن به جای بررسی رفتار یک   شبکه  آید. در روشحساب می
  از ذرات به عنوان یک واحد بررسی ای  ذره به تنهایی، رفتار مجموعه 

تحليل    ی شود. در این روش توابع توزيع ذرات به عنوان مبنامی
  ی . روش شبکه بولتزمن تواناي[1]شوندی جريان سيال به کار گرفته م

برا  را  جريان   ی هاجريان   یسازشبيه  ی خودش  مانند    یهاسيال 

كرده   پذير اثباتتراكم  ی هامتخلخل و جريان  ی هاچندفاز، جريان
 است.

 شبکه بولتزمن استاندارد )روش استاندارد(، های روش  از محدودیت 
های با رینولدز بال سازی جریانبحث ناپایداری این روش در شبیه

شبکه  می روش  جداول،  و  نمودارها  در تمامی  پس  این  از  باشد. 
از آنجا که   شود.بولتزمن استاندارد با نام روش استاندارد معرفی می

های سرعت بال روبرو  ا جریانها ب اکثر پدیدهاربردهای صنعتی  در ک 
بولتزمن  شبکه  روش  پایداری  و  دقت  بین  توافق  ایجاد  هستند. 

یکی دیگر  .  [2]استاندارد از اهمیت و جذابیت بالیی برخوردار است 
محدودیت  فرآیند  از  با  استاندارد  بولتزمن  شبکه  روش  های 

خت با های یکنوا روش به شبکهجریان( مقید بودن این   -)برخورد 
میگام برابر  فضایی  برای  باشد.  های  کلی  طور  معادله  به  حل 

  سرعت  های تعدیل مدلدو رویکرد وجود دارد. رویکرد اول،  بولتزمن  
 عملی  های روش  یافتن دومرویکرد    و  است   بولتزمن   شبکه  گسسته

  است. در اینجا با توجه به رویکرد   بولتزمن  معادله   عددی   حل  برای 
 شکل  یک  عنوان  به  توانمی  استاندارد را دوم، روش شبکه بولتزمن  

  از  گرفت و پس  نظر  پیوسته در  معادله بولتزمن  از  خاص  گسسته
 توانمی  را   گسسته  سرعت   بولتزمن  معادله  ،یمكان  سازی  گسسته

ویژگی اصلی این   .کرد   حل  عددی مرسوم  های روش  از  استفاده  با
متغیرهها گسستهطرح  مستقل  مکانی  سازی  و  زمانی  است. ای 

اند  شده  ترکیب  روش شبکه بولتزمن  چندین طرح خارج از شبکه با
روش شامل  المان   حجم  ،محدود   تفاضلات  های که  و    محدود 

 .  [3]باشدمحدود می
استاندارد،   بولتزمن  شبکه  روش  محدودیت  نمودن  بر طرف  برای 

-قریب سازمان و تهای بیهای پیشنهادی با استفاده از شبکهطرح 
ل در متغیرهای زمان و مکان برای حل مسائل مختلف  های مرتبه با
اولین کسانی بودند كه روش   [4]اند. ریدر و استرلینک  استفاده شده

را   تفاضلی(  )بولتزمن  بر تفاضلات محدود  مبتنی  بولتزمن  شبكه 
تراكم  یسازشبيه  ی برا  استوكس  ناوير  پیشنهاد معادلت  ناپذير 

پژو این  در  بولتزكردند.  شبكه  روش  بر تفاضلات  هش  مبتنی  من 
محدود را در تمامی نمودارها و جداول با عنوان بولتزمن تفاضلی 

المینبیان می شبکه   طرح   پایداری  شرایط  [5]همکاران  و  کنیم. 
محدود تفاضلات  تفاضلات  اساس   بر  را   بولتزمن   پادبادسو   طرح 

سکرکا  .کردند  بررسی  دوم  مرتبه و  داد  [6]سافونه  که نشان  ند 
لزجت   سازی مکانی مرکزی و مرتبه دوم پادباسو،های گسستهحطر

عددی وارد مسأله نخواهند کرد و به افزایش پایداری عددی کمک  
تاكاكاشمی و  ستا  طرح  [7]یکند.  دادند که  تفاضلات  نشان  های 

شبیه  برای  مناسب  پادبادسو  بال  رینولدز  عدد  با  مسائل  سازی 
ادسو به دلیل خواص پراکندگی  های پادبین، طرح . بنابرا [8]هستند

و حذف لزجت عددی و افزایش پایداری در حل مسائل مختلف به 
های شبکه بولتزمن . در زمینه کاردبرد روش 9]-[11اندشهرت رسیده

های  های اخیر بیشتر از طرح تفاضلات محدود مرتبه بال، در سال
ی تفاضلات هارح یا ط  ,12][13دار مرتبه پنجمذاتاٌ غیر نوسانی وزن
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سازی مشتقات مکانی استفاده  برای گسسته 14]-[16محدود فشرده
ساداتهجرانشود.  می و  آشفته    [17]فر  جریان  دقیق  حل  برای 

مرتبه پنجم در    ونوروش تفاضل محدود   دوبعدی روی صفحه تخت 
شبکه 10،000،000رینولدز   غیریکنواخت با  پیشنهاد  کردند.   را   های 

بولتزمناز روش شب   [18]لی بر روی شبکه  که  های اختلاف طیفی 
-غیریکنواخت استفاده کرد و جریان لیه مرزی بلازیوس را مدل

-به شبکه  100،000سازی کرد. شبیه سازی او برای جریان با رینولدز  
داشت.  ه نیاز  ریز  بسیار  تیانای  و  فشرده از طرح   [19]سون  های 

بال شبیه مرتبه  برای  پادبادسو  جریانی  تراکمهسازی  ناپذیر  ای 
پراكندگ ماهیت  که  دادند  نشان  و  کردند   های طرح  یاستفاده 

می باعث  بهپادبادسو  نیازی  دیگر  برای   شود که   حفظ  فیلترینگ 
طرح   پایداری نباشد.  و  عددی  دقت  بهبود  برای  بال  مرتبه  های 

ها  صلی این روشباشند، اما مشکل ا عملکرد محاسباتی مناسب می
حل    فیلترینگ اضافی به جهت حفظ پایداری استفاده از یک روش  

باشد، که به صورت عمومی بهینه کردن روش فیلترینگ  عددی می
 شودمی  ادعا اگرچهو یافتن ضرایب بهینه، کاری بس دشوار است. 

  پایدار   شرط   و  قید  بدون  ضمنی  محدود  تفاضلات  های روش   که
در  هستند روش  عمل،  اما   و  بوده  پایداری  مشکلات  دارای   این 
  . [20]باشدمی حساس  بسیار  زمانی گام به نسبت 

های عددی نسبتا جدید  روش مربعات تفاضلی یکی دیگر از روش
زمینه  از  بسیاری  در  که  روشیاست  علمی،  بال   های  کارایی  با 

می ناپایداری، [21]شودشناخته  مانند  عددی  مشكلات  اگرچه   .
ناپی و  را مینوسان  نقاط بحرانی  در نزدیکی  ان در دیگر  تووستگی 

مشاهدهروش  عددی  مرسوم  مربعات    های  روش  حل  اما  کرد 
تفاضلی در این مورد هموار و دقیق است. روش مربعات تفاضلی  

همکاران و  بلمن  توسط  بار  و   [22]اولین  برت  است.  شده  ارائه 
د   [23]مالک قرار  بحث  مورد  را  روش  تکاملی  تفصیل سیر  ادند. به 

ی مشتق جزئی تابع، از کلیه سازروش مربعات تفاضلی در گسسته 
جانبی می  نقاط  بهره  تفاضلات   [22]گیرد شبکه  روش  خلاف  بر  و 

دو از  دقت  مرتبه  به  نسبت  سهمحدود که  چهار  ،  تعداد  و    یا  یا 
کند از دقت و  سازی استفاده میبیشتری نقاط شبکه برای گسسته

های جذاب این روش از دیگر ویژگی  وضوح بالتری برخوردار است.
یکنواخت و پایداری  های  پذیری در شبکهریتم ساده، انعطافالگو

باشد. همچنین عددی بیشتر نسبت به روش تفاضلات محدود می
. سون و [24]توان شرایط مرزی را به راحتی روی آن اعمال کرد می
ئل  روش مربعات تفاضلی پادبادسو موضعی را برای حل مسا   [25]ژو

نواح در  پایا  ناپذير  روش د كردند،  پیشنها  نامنظم   یتراکم  با  آنها 
جواب  موضعی  پادبادسوی  تفاضلی  کاملا مربعات  عددی  های 

روش  با  در مقایسه  جریان  دقیقی  برای  محدود  با تفاضلات  های 
به بال  آوردند.رینولدز  به    دست  طرفدارانش  وسیله  به  روش  این 

های مرسوم عددی مانند روش عنوان یک گزینه بالقوه برای روش
تا کنون به اثرات   .[23]محدود و اجزای محدود مطرح است تفاضلات  

-ترکیب طرح مربعات تفاضلی و روش شبکه بولتزمن برای شبیه
جریان تراکمسازی  نشده های  پرداخته  صورت گسترده  به  ناپذیر 

ست. روش جدید ارائه شده روش شبکه بولتزمن مبتنی بر مربعات  ا
 (( حاضر(تفاضلی   Differential quadrature latticeروش 

Boltzmann methodمی نامیده  تمامی (  در  پس  این  از  و  شود 
شود. یکی از معدود  نمودارها و جداول با نام روش حاضر عنوان می

تی، کار مربوط به لیو و کارهای عددی مربوط به این حوزه محاسبا
)  [26]همکاران شار  حلگر  از  آن  در  استفاده  LBFSاست که  شده ( 

بر روش حجم محدود، طرح حلگر شار، مبتنی  بندی  است. فرمول
پر چالش و نسبتاً پیچیده است. علاوه بر این در پژوهش مذکور از  

بندی شده استفاده شده است که  های غیریکنواخت و خوشهشبکه
بولتزمن بر دشوار و سادگی روش شبکه  افزوده شده  الگوریتم  ی 

توسع تمرکز اصلی کار حاضر،  است.  نقض شده  روش استاندارد  ه 
شبکه بولتزمن استاندارد و ارائه یک روش کاربردی عددی است که 

طرح  محدودیت مزایای  بر  و  حفظ  را  قبلی  به های  کند.  غلبه   ها 
ه معیار حاصل  منظور بررسی دقت حل روش حاضر نتایج سه مسال

بر تفاضلات محدود مقایسه  با روش بولتزمن مبتنی  شده    شبکه 
 است. 

 سازی گسسته   معادلت حاکم و روش  - 2  
بدون    موسوم  بولتزمن  پیوسته   معادله  به  كه  زیر  معادله است 

 شود:نیروهای خارجی به صورت زیر نوشته می

(1) 𝜕𝑓𝛼
𝜕𝑡

+ 𝑒𝛼 .
𝜕𝑓𝛼
𝜕𝑥𝑖

= Ω(𝑓𝛼),         𝛼 = 0,1, … ,8 

𝑓𝛼آن   در  که 
𝛼)  ،است ذرات    چگالی  ابع توزیعت   = 0,1,… 𝑒𝛼( و  8,

  
میذر  سرعت   بیانگر شبکه  مختلف  جهات  در  و  ات   باشد 

Ω(𝑓𝛼
  برخورد   تقریب زدن عملگر   برای   معمولً عملگر برخورد است.  ( 
استفاده (  Bhatnagar–Gross–Krook (BGKتقریب بی جی کی ))  از

 :  [27]شودتعریف می شود که به صورت زیر می

(2) Ω(𝑓𝛼) = −
1

𝜏
(𝑓𝛼 − 𝑓𝛼

𝑒𝑞
) 

تابع توزیع تعادلی است. با ترکیب   𝑓𝑒𝑞 و  زمان آرامش  𝜏که جایی 
موسوم به    ن بی جی کی ، معادله شبکه بولتزم (2)و    (1)معادلت  

 : آیدمعادله شبکه بولتزمن استاندارد به دست می

(3) 𝜕𝑓𝛼
𝜕𝑡

+ 𝑒𝛼𝑗
𝜕𝑓𝛼
𝜕𝑥𝑗

= −
1

𝜏
(𝑓𝛼 − 𝑓𝛼

𝑒𝑞)  , 𝛼 = 0,1, … ,8 

بیانگر نرخی است که در آن، توزیع محلی ذرات به   𝜏ش رامزمان آ
می تعادل  محلی  ویسکوزیته    رسندموقعیت  با  زیر  رابطه  طبق  و 

 ارتباط دارد. 

(4    ) 𝜈 = 𝑐𝑠
2Δ𝑡(𝜏 −

1

2
) 

باشند.  سرعت صوت می 𝑐𝑠ویسکوزیته سینماتیکی و  𝜈که در اینجا  
برا صسرعت   شبکهوت  با   𝐷2𝑄9  ی  𝑐𝑠برابر  =

𝑐

√3
  𝑐)که  .  [3]است  

 بزرگی سرعت حرکت ذرات است(. 
سرعت ذرات در   استفاده شده است. 𝐷2𝑄9در اینجا از مدل شبکه 

 شوند:جهات مختلف شبکه به شکل زیر بیان می 
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(5     ) 𝑒𝛼 =

{
 
 

 
 

 (0,0)                                                                    𝛼 = 0 

𝑐 [𝑐𝑜𝑠  (
𝛼 − 1

2
𝜋) , sin  (

𝛼 − 1

2
𝜋)]                             𝛼 = 1,2,3,4  
 

𝑐√2 [𝑐𝑜𝑠(
𝛼 − 5

2
𝜋 +

𝜋

4
), 𝑠𝑖 𝑛 (

𝛼 − 5

2
𝜋 +

𝜋

4
)]

                                                  
       𝛼 = 5,6,7,8

 

از  وقتی   ماکروسکوپیک  خواص  شدند  مشخص  توزیع  توابع  که 
 شوند: سرعت به سادگی از روابط زیر حاصل می ی وقبیل چگال

(6     ) 𝜌 =∑𝑓𝛼
𝛼

 

(7    ) 𝜌𝑢𝑗 =∑𝑒𝛼𝑗𝑓𝛼
𝛼

 

𝑓𝑒𝑞 تعادلی توزیع  ماکروسکوپیک    تابع  خواص  مقادیر  به  تنها 
وابسته است و طبق رابطه زیر بدست   𝑡  و زمان 𝑥𝑗ان  جریان در مک 

 آید: می

(8    ) 𝑓𝛼
𝑒𝑞
= 𝜔𝛼𝑝 {1 + 3

𝑒𝛼 . 𝑢𝑗

𝑐2
+
9

2

(𝑒𝛼 . 𝑢𝑗)
2

𝑐4
−
3

2

𝑢𝑗
2

𝑐2
 } 

 شود: به صورت زیر تعیین می 𝜔𝛼که در آن ضرایب وزنی 

(9     ) 𝜔𝛼 =

{
  
 

  
 
4

9
         α = 0          

 
1

9
         α = 1,2,3,4

 
1

36
       α = 5,6,7,8

 

شبيه سرعت یغيرحرارت   ی هاجريان  یسازدر  توزيع  مدل   ،  𝐷2𝑄9 
دهد. از آنجایی که در اين مطالعه مسأله یم  یقابل قبول  ی هاجواب

نار دليل  به  است،  گرفته  قرار  بررسی  نیز مورد  مدل حرارتي  سايي 
𝐷2𝑄9   مسائل سرعت در  توزيع  مدل  از  استفاده  𝐷2𝑄8  حرارتی 

ذراتمی سرعت  بردار  و  جهت  𝑒𝛼  گردد  مدل در  گانه  هشت    های 
𝐷2𝑄8 [28]شودمی  تعریف به صورت زیر:  

(10     )   𝑒𝛼 =

{
 
 

 
 

 

𝑐 [𝑐𝑜𝑠 (
𝛼 − 1

2
𝜋) , 𝑠𝑖𝑛 (

𝛼 − 1

2
𝜋)]                           𝛼 = 1,2,3,4
  
 

𝑐√2 [𝑐𝑜𝑠 (
2𝛼 − 9

4
𝜋) , 𝑠𝑖𝑛 (

2𝛼 − 9

4
𝜋) ]                  𝛼 = 5,6,7,8

 

 𝐷2𝑄8  مدل  در  گسسته  های سرعت   برای  𝜔𝛼 یكه در آن ضرايب وزن
 : است   زیر صورت به

(11     ) 𝜔𝛼 =

{
 
 

 
 

 
1

9
+
1

18
=
1

6
                       α = 1,2,3,4

 
1

36
+
1

18
=
1

12
                  α = 5,6,7,8

 

 معرفی مدل شبکه بولتزمن مبتنی بر تفاضلات محدود   - 1-2
که   آنجایی  میطرح از  پادبادسو  بهبود  های  را  پایداری  توانند 

  ( 3)در معادله    مکانی  سازی جملهگسسته  ببخشند، به همین جهت
استفاده   پ  طرح از  با  اول  مرزهامرتبه  نزدیکی  در  انجام    ادبادسو 

 : [29]شودمی

(12) 𝜕𝑓𝛼
𝜕𝑥𝑗

=

{
 
 

 
 

 
𝑓𝛼(𝑥𝑗 , t) − 𝑓𝛼(𝑥𝑗 − ∆𝑥𝑗 , t)

∆𝑥𝑗
, eαj ≥ 0

 
𝑓𝛼(𝑥𝑗 + ∆𝑥𝑗 , t) − 𝑓𝛼(𝑥𝑗 , t)

∆𝑥𝑗
, eαj < 0

 

طرح   دامنه  در  شبکه  نقاط  سایر  برای  از    سوم   مرتبه  محاسباتی 
 : شود پادبادسو استفاده می

(13) 𝜕𝑓𝛼
𝜕𝑥𝑗

=

{
 
 

 
 
𝑓𝛼(𝑥𝑗 − 2∆𝑥𝑗, 𝑡) − 6𝑓𝛼(𝑥𝑗 − ∆𝑥𝑗 , 𝑡) + 3𝑓𝛼(𝑥𝑗, 𝑡) + 2𝑓𝛼(𝑥𝑗 + ∆𝑥𝑗, 𝑡)

6∆𝑥𝑖
              eαj ≥ 0

 
−𝑓𝛼(𝑥𝑗 + 2∆𝑥𝑗, 𝑡) + 6𝑓𝛼(𝑥𝑗 + ∆𝑥𝑗, 𝑡) − 3𝑓𝛼(𝑥𝑗 , 𝑡) − 2𝑓𝛼(𝑥𝑗 − ∆𝑥𝑗, 𝑡)

6∆𝑥𝑗
            eαj < 0

 

از    زمانی  جمله  سازیگسسته   استفاده  چهار  با   ای مرحله روش 
 :  [16]دشومی  انجام  زیر بوچر آرایه با کوتا-رانج

(14) 

𝜕𝑓𝛼
𝜕𝑡

= 𝑅(𝑓𝛼) 

𝑓𝛼
(0) = 𝑓𝛼

𝑛
 

𝑓𝛼
(1) = 𝑓𝛼

𝑛 + 𝛽2∆𝑡𝑅(𝑓𝛼
𝑛) 

𝑓𝛼
(2) = 𝑓𝛼

𝑛 + 𝛽3∆𝑡𝑅(𝑓𝛼
(1)) 

𝑓𝛼
(3) = 𝑓𝛼

𝑛 + 𝛽4∆𝑡𝑅(𝑓𝛼
(2)) 

𝑓𝛼
(𝑛+1) = 𝑓𝛼

𝑛 +∑𝜉𝑘(𝑓𝛼
(𝑘−1))

4

𝑘=1

 

 :شودیم نییتع ری معادلت به صورت ز بی آن ضرا در که 

(15) 
𝜉1 = 𝜉4 =

1

6
      ,    𝜉2 = 𝜉3 =

1

3
 

𝛽2 = 𝛽3 =
1

2
    ,     𝛽4 = 1 

 معرفی مدل شبکه بولتزمن مبتنی بر مربعات تفاضلی   - 2-2
  روش شبکه بولتزمن مربعات تفاضلی )روش حاضر( ترکیبی از طرح

یجاد یک سیستم معادلت دیفرانسیل معمولی  ته برای انیمه گسس
باشد. اگر برای می  تفاضلی  مربعات  روش  با  سازیو طرح گسسته

( از تقریب مرتبه  3سازی جمله مشتق زمانی در معادله )گسسته
 اول تفاضلات محدود استفاده کنیم، با کمی محاسبه داریم: 

(16              ) 𝑓𝛼
𝑛𝑒𝑤 = 𝑓𝛼 −

Δ𝑡

𝜏
(𝑓𝛼 − 𝑓𝛼

𝑒𝑞
) − Δ𝑡   𝑒𝛼𝑗

𝜕𝑓𝛼
𝜕𝑥𝑗

 

 مکانی    های ( مشتق 16در معادله )
𝝏𝒇𝜶

𝝏𝒙𝒋
با روش مربعات تفاضلی به   

برابر با  𝑵شوند که در آنها ( گسسته می18( و )17شکل معادلت )
 .  باشدمی 𝒙𝒋تعداد نقاط دامنه محاسباتی در هر جهت 

(17) 𝜕(𝑓𝛼)

𝜕𝑥𝑗
=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
−11

6
3

−3

2

1

3
0 0 … 0 0 0

−1

3

−1

2
1

−1

6
0 0 … 0 0 0

1

6
−1

1

2

1

3
0 0 … 0 0 0

0
1

6
−1

1

2

1

3
0 … 0 0 0

0 0
1

6
−1

1

2

1

3
… 0 0 0

0 0 0
1

6
−1

1

2
… 0 0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0 0 0
1

6
−1

1

2

1

3
0

0 0 0 0 0 0
1

6
−1

1

2

1

3

0 0 0 0 0 0
−1

3

3

2
−3

11

6 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
(𝑓𝛼)1
 

(𝑓𝛼)2
 

(𝑓𝛼)3
 

(𝑓𝛼)4
 

 (𝑓𝛼)5
 

(𝑓𝛼)6
 
⋮
 

(𝑓𝛼)𝑁−2
 

(𝑓𝛼)𝑁−1
 

(𝑓𝛼)𝑁 }
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(18) 𝜕(𝑓𝛼)

𝜕𝑥𝑗
=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
−11

6
3

−3

2

1

3
0 0 … 0 0 0

−1

3

−1

2
1

−1

6
0 0 … 0 0 0

0
−1

3

−1

2
1

−1

6
0 … 0 0 0

0 0
−1

3

−1

2
1

−1

6
… 0 0 0

0 0 0
−1

3

−1

2
1 … 0 0 0

0 0 0 0
−1

3

−1

2
… 0 0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0 0 0 0
−1

3

−1

2
1

−1

6

0 0 0 0 0 0
1

6
−1

1

2

1

3

0 0 0 0 0 0
−1

3

3

2
−3

11

6 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
(𝑓𝛼)1
 

(𝑓𝛼)2
 

(𝑓𝛼)3
 

(𝑓𝛼)4
 

 (𝑓𝛼)5
 

(𝑓𝛼)6
 
⋮
 

(𝑓𝛼)𝑁−2
 

(𝑓𝛼)𝑁−1
 

(𝑓𝛼)𝑁 }
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝒆𝜶𝒋( به ترتیب مربوط به حالت 18( و )17که معادلت ) ≥ و  𝟎
𝒆𝜶𝒋 <  باشد  می 𝟎

 و بحث   ی نتايج عدد  - 3
  عملکرد   ارزیابی  و  دادن  نشان  برای   معیار  سه مساله  قسمت،  این  در

 مورد   روش شبکه بولتزمن مبتنی بر مربعات تفاضلی )روش حاضر(
شبکه بولتزمن مبتنی  ج حاصل با روش  گیرد و نتایمی  قرار  استفاده

 شوند. مقایسه میبر تفاضلات محدود )بولتزمن تفاضلی( 
 

 توزیع دما بر روی میله   - 1-3
هدایتی  حرارت  انتقال  مساله  تحلیلی  حل  موارد،  از  بسیاری  در 
بسیار سودمند است. بسیاری از محققان این مسأله را با استفاده 

ولتزمن تجزیه و تحلیل کردههای مبتنی بر روش شبکه باز روش 
هدایت حرارتی گذرا در یک میله افقی   یساز. در اين شبيه[30,31]ندا

طول به  دامنه    𝜋  عایق  به  محدود  0و  ≤ 𝑥 ≤ 𝜋   یک توسط  که 
101ی  شبکه × 21  𝑁𝑥 ×𝑁𝑦 شده شبکه = گرفته    بندی  نظر  در 

از  می پس  میله  در  دما  توزیع  محاسبه  مسأله  این  هدف  شود. 
معین    گذشت  زمان  𝑡یک  > مرزی   0 شرط  دو  از  استفاده  با 

های عددی و مقایسه با حل تحلیلی و دیگر روش  ديريشله و نيومن
 باشد.  تعریف شده می

ترتیب          به  زمانی  و  مکانی  گام  اندازه  محاسبات  تاييد  براي 
∆𝑦 = ∆𝑥 =

𝜋

(𝑁𝑥−1)
 ،  0002/0  ∆t می  = گرفته  نظر  سرعت در  شود. 

𝑐  10/12  حدودروش شبکه بولتزمن مبتنی بر تفاضلات مذرات در   =    
𝑐 34/27  و 𝑐 0/ 34برای روش حاضر    و = انتخاب شده است.  =

𝛼 2.5=حرارتی    علاوه بر این، مقدار ضریب پخش = 2𝐶𝑆
2(𝜏 −

∆𝑡

2
)  

سازی، نتایج در یک زمان در نظر گرفته شده است. در این شبیه  
𝑡  2/0 معین    سم شده است.ر 1000مانی تعداد گام ز و =

در ابتدا برای محاسبه توزیع دما با شرط مرزی دیریشله دمای دو 
ميله   راست  و  چپ  سمت  𝑇𝐿انتهای  = 𝑇𝑅 = فرض  0 ثابت  را 

گیریم.  کنیم و همچنين مرز بال و پایین میله را عايق در نظر می می
 صورت زیر است: شرط اولیه و شرایط مرزی این مسأله به

(19) 

{
 
 

 
 

 
𝑇(𝑥, 0) = 2𝑠𝑖𝑛𝑥

 
𝑇(0, 𝑡) = 0          

 
𝑇(𝜋, 𝑡) = 0          

 

 
های عددی و تحلیلی در مسئله انتقال حرارت بر  مقایسه حل    ( 1  شکل 

 روی میله افقی با شرایط مرزی دیریشله و نیومن 

 

همچنین حل تحلیلی مسأله با شرایط مرزی دیریشله عبارت است  
 از:

(20 ) 𝑇(𝑥, 𝑡) = 2𝑒−𝛼𝑡𝑠𝑖𝑛𝑥 

در  𝐷2𝑄9اعمنال منندل  ییدلينل نارسنادر اینن مسنأله حرارتنی بننه 
شننبکه بننولتزمن مبتنننی بننر در روش  ،ديريشننله یمننرز شننرط 

اسنننتفاده  𝐷2𝑄8از مننندل توزينننع سنننرعت  تفاضنننلات محننندود
در ادامننه بننرای محاسننبه توزیننع دمننا بننا شننرط مننرزی  شننود.می

چننپ و راسننت ميلننه، عننایق در نظننر  نیننومن، دو انتهننای سننمت 
 شننرایط مننرزی ایننن مسننأله بننهشننرط اولیننه و . شوووندگرفتننه مننی

 :شوندمی داده تغییر زیر صورت

(21) 

{
  
 

  
 
𝑇(𝑥, 0) = 𝑐𝑜𝑠𝑥     

 
𝜕𝑇

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 0          

 
𝜕𝑇

𝜕𝑥
(𝜋, 𝑡) = 0          

 

مه مرزها از  سازی این حالت، با اعمال شرايط مرزي در هدر شبیه 
با شرایط یشرط نيومن استفاده م این مسأله  كنيم. حل تحلیلی 

 نیومن عبارت است از: مرزی 

(22) 𝑇(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝛼𝑡𝑐𝑜𝑠𝑥      

هننای عننددی مسننأله انتقننال حننرارت روی میلننه مقایسننه حننل
افقننی در شننرایط مننرزی انتهننایی دیریشننله و نیننومن بننا حننل 

( نشننان 1شننکل ) اسننت. ( انجننام شننده1تحلیلننی در شننکل )
دهنند کننه روش حاضننر تطننابق بهتننری بننا حننل تحلیلننی در می

مربعنننات تفاضنننلی دارد. بنننرای نشنننان دادن قیننناس بنننا روش 
-(23میننزان دقننت، مقایسننه خطننای حاصننل توسننط معننادلت )

 .[32,33]شوند ( بررسی می25)
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 1402  اسفند ،  03، شماره  24دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

ه انتقال  با حل تحلیلی مسأل  ∞𝑳و   𝑳𝟏   ،𝑳𝟐مقایسه شاخص خطای    ( 1جدول  
𝒕  2/0  میله در حرارت روی  (101×21) و شبکه  =

 دیریشله   شرط مرزی 

 ∞𝐿1 𝐿2 𝐿 شاخص خطا 
 006400/0 003959/0 003241/0 روش بولتزمن تفاضلی 

 0021254/0 002995/0 000567/0 روش حاضر 

 نیومن شرط مرزی  
 ∞𝐿1 𝐿2 𝐿 شاخص خطا 

 021752/0 0/ 0013455 011873/0 روش بولتزمن تفاضلی 

 002736/0 000578/0 0/ 000205 روش حاضر 

 (23 ) 𝑳𝟏 𝑵𝒐𝒓𝒎 = 
∑ |(𝑻𝒊,𝒋

𝒏𝒖𝒎𝒆𝒓𝒊𝒄𝒂𝒍 − 𝑻𝒊,𝒋
𝒂𝒏𝒂𝒍𝒚𝒕𝒊𝒄𝒂𝒍

)|𝒊,𝒋

𝑵
 

 (24 ) 
𝑳𝟐  𝑵𝒐𝒓𝒎 = √

∑ (𝑻𝒊,𝒋
𝒏𝒖𝒎𝒆𝒓𝒊𝒄𝒂𝒍 − 𝑻𝒊,𝒋

𝒂𝒏𝒂𝒍𝒚𝒕𝒊𝒄𝒂𝒍
)𝟐𝒊,𝒋

𝑵
 

 (25 ) 𝑳∞ 𝑵𝒐𝒓𝒎 = 𝑴𝒂𝒙 |𝑻𝒊,𝒋
𝒏𝒖𝒎𝒆𝒓𝒊𝒄𝒂𝒍 − 𝑻𝒊,𝒋

𝒂𝒏𝒂𝒍𝒚𝒕𝒊𝒄𝒂𝒍
| 

برای شرایط مرزی دیریشله   ∞𝑳و  𝑳𝟏  ،𝑳𝟐مقایسه شاخص خطای 
نتایج به دست آمده  ( نشان داده شده است.  1و نیومن در جدول )

ه روش بولتزمن تفاضلی خطای محاسباتی  از روش حاضر نسبت ب
نتایج به دست آمده از روش حاضر نسبت   دهد.متری را نشان می ک

نشان   را  کمتری  محاسباتی  خطای  تفاضلی  بولتزمن  روش  به 
 دهد.می

 

 جریان در اطراف صفحه تخت   - 2-3
( شکل  در  موجود  مرزی  لیه  می2جریان  را  عنوان  (  به  توان 

مراه شرایط ورودی  ی یک مرز جامد به هترین جریان که دارا ساده
حل   وجود  دلیل  به  جریان  این  در  معرفی کرد.  است  خروجی  و 

توان دقت روش حاضر را مورد  به راحتی می  [34]تشابهی بلازیوس 
 رار داد.  بررسی ق 

 
 با   مشتقات  ( بوسیله جایگزینی𝐶𝑓حل ضریب اصطکاک سطحی )

ا.  شودانجام می   محدود  تفاضلات  تقریب   تقریب   از  سألهین مدر 
محدود  𝑦  به   نسبت  𝑢  جزئی  مشتق  برای   اول  مرتبه  تفاضلات 

 شود. می تعریف  زیر  صورت که به شده است  استفاده

(26) 𝐶𝑓 =
2𝜐

𝑢0
2

(𝑢𝑖,1 − 𝑢𝑖,0)

Δ𝑦
 

دارد،    وجود  صفحه   نزدیکی  در  نازک   بسیار  مرزی  لیه  یکدر اينجا  
جهت   امتداد  در  زیادی   تغییراتای  دار 𝑢 مماس   سرعت   آن  در  که

  لبه  𝑈∞ 99/0به    دیوار  در روی   صفر   از  یعنی  باشد،می  دیوار  عمود بر
برای حل چنین گرادیان بزرگی نیاز به    .رسدمی  مرزی  لیه  بیرونی

 باشد. وضوح بسیار بالی شبکه در لیه مرزی بسیار نازک می

 
 ی بر روی یک صفحه تخت نمای شماتیک هندسه جریان لیه مرز   ( 2شکل  

 
  جریان در اطراف صفحه تخت با   مسأله  فیزیکی  مقادیر متغیرهای  ( 2جدول  

 . مختلف  رینولدز اعداد
 استاندارد روش  

عدد  
 نولدز ی ر 

 ی گام مکان 
  تهی سکوزیو
 ک ینمات یس

نقاط شبکه  
 L هر یبرا 

سرعت  
 آزاد  انیجر

 ی گام زمان

500 100/0 0035 /0 70 25/0 100/0 

 ناموفق  ناموفق  ناموفق  فق مونا ناموفق  1000

 ناموفق  ناموفق  ناموفق  ناموفق  ناموفق  1500

 ناموفق  ناموفق  ناموفق  ناموفق  ناموفق  2000

 ناموفق  ناموفق  ناموفق  ناموفق  ناموفق  3000

 روش بولتزمن تفاضلی و روش حاضر 

عدد  
 نولدز ی ر 

 ی گام مکان 
  تهی سکوزیو
 ک ینمات یس

نقاط شبکه  
 L هر یبرا 

سرعت  
 د آزا  انیجر

 ی گام زمان

500 100/0 0035000/0 70 25/0 100/0 

1000 100/0 0025000/0 50 50/0 002/0 

1500 125/0 0018750/0 50 45/0 002/0 

2000 100/0 0012500/0 50 50/0 002/0 

3000 125/0 0009375/0 50 45/0 002/0 

 
مسأله  این  اصطکاک   محاسبه  هدف  ضریب  و  سرعت  پروفیل 

تلف توسط روش حاضر و مقایسه آن اعداد رینولدز مخ  سطحی در
 باشد. های معرفی شده میبا حل تشابهی بلازیوس و دیگر روش

بولتزمن  شبکه  روش  در  مسأله  این  مرزی  شرایط  اعمال  برای 
استفاده شده    [39]مرزی زو و هي  شرط   از   چپ   سمت   مرزاستاندارد،  

 دارد و وجود ننیوم مرزی شرایط راست، سمت  و بال مرز در است.
  اعمال   تخت   صفحه  برای   لغزش  عدم  مرزی  شرط   پایین،  مرز  در

در    شودمی حاضرو    در  غیرتعادلی  یابیبرون   مرزی  شرایط  روش 
 . شودمی اعمال  مرزها تمام

 به نیز   رینولدز  و عدد 𝐿طول صفحه تخت برابر   سازی  در این شبیه
𝑅𝑒صورت  =

𝑢0×𝑁𝑥×Δ𝑥

𝜐
به منظور انجام محاسبات شود. تعریف می  

اندازه گام  (2)در جدول   و همچنین مقادیر  مکانی  و  زمانی  های 
های مورد  که برای رینولدزهای مختلف و روشمتغیرهای فیزیکی 

 اند، نمایش داده شده است. مطالعه در نظر گرفته شده
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Volume 24, Issue 03, March 2024   Modares Mechanical Engineering 
 

 

 

 

 ( الف )

  

 ( ب)

  

 ( ج)

  و   ،1000 رینولدز ( ب )   ،500 رینولدز  ( الف )  سطحی روی صفحه تخت در  اصطکاک ضریبو    بلازیوس مرزی لیه جریان سرعت های  پروفیل مقایسه  ( 3شکل  
 2000  رینولدز ( ج ) 
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 1402  اسفند ،  03، شماره  24دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

با حل بلازیوس در ضریب    ∞Lو   L1   ،L2مقایسه شاخص خطای    ( 3جدول  
 اصطکاک محلی مسأله جریان در اطراف صفحه تخت. 

 3000 2000 1500 1000 500 رینولدز عدد  

 𝐋𝟏خطای  

 ناموفق  ناموفق  ناموفق  ناموفق  009732/0 روش استاندارد 

روش بولتزمن  
 تفاضلی 

013559/0 013891/0 015329/0 014002/0 013833/0 

 004485/0 004776/0 004619/0 007113/0 010590/0 روش حاضر 

   𝐋𝟐خطای  

 ق ناموف ناموفق  ناموفق  ناموفق  011124/0 روش استاندارد 

روش بولتزمن  
 تفاضلی 

023618/0 021957/0 021198/0 019525/0 017841/0 

 009556/0 010117/0 010068/0 011320/0 012355/0 روش حاضر 

 ∞𝐋خطای  

 ناموفق  ناموفق  ناموفق  ناموفق  035863/0 روش استاندارد 

روش بولتزمن  
 تفاضلی 

132822/0 101411/0 088613/0 080979/0 069135/0 

 0/ 053782 0/ 059392 060962/0 064198/0 038798/0 حاضر   روش 

 

 بننندون سنننرعت  هنننای پروفینننل نتنننایج حاصنننل از مقایسنننه
 تشننننابهیحننننل  بننننا سننننطحی اصننننطکاک  ضننننریب بعنننند و

 (3) شننننکل دررینولنننندز  اعننننداد برخننننی بلازيننننوس بننننرای 
 .است  شده نشان داده

اند که حل های عددی نشنننان دادهشنننایان ذکر اسنننت که آزمایش
به  3000و  2000، 1500، 1000 رینولدز  اعداد  اسننتاندارد درعددی روش  

از طرفی روش حاضنننر نسنننبت به  .گردنددلیل ناپایداری، واگرا می
تقریباً تا چهار برابر در افزایش عدد رینولدز جریان    روش اسننتاندارد 

  توانمی راحتی  ( به3شنکل )  گرفتن  نظر  در با اسنت.تر بوده موفق
  هایحل  با کیفی  نظر از  شنننده سنننازیشنننبینه   نتنایج  که دریافت 

 حنل  رینولندز،  عندد  افزایش  بنا دارد و  مطنابقنت   خوبی  بلازیوس بنه
از نظر کمی، . [35]شنننودمی  نزدیکتر  حل بلازیوس  به  حاضنننر روش

روش حاضنر با تقریب  به  ضنرایب اصنطکاک سنطحی مقایسنه دقت  
شننناخص  اول با حل بلازیوس بوسنننیله    تفاضنننلات محدود مرتبه

 ( نشان داده شده است.3)در جدول  ∞𝐿 و 𝐿1  ،𝐿2خطای 
 ی دهننند، حننل عنندد( نشننان مننی3همننانطور کننه نتننایج جنندول )

بننه روش حاضننر در اعننداد رینولنندز بننال عملکننرد بهتننری دارد و 
خطننای محاسننباتی آن بننه طننور قابننل تننوجهی در مقایسننه بننا 

 روش بولتزمن تفاضلی کمتر است.
 

 تحرک جریان در حفره با درپوش م   - 3-3
روش دقت  بررسی  منظور  به  اغلب  مسأله  برای  این  عددی  های 

می جریان  قرار  استفاده  مورد  پایا  ناپذیر  تراکم  این دگیرد.  های  ر 
که درب   = 1H یک حفره مربعی به ابعادجریان سیال داخل مسأله 

u0  1/0ثابت بالیی آن با سرعت   کند از چپ به راست حرکت می =

فی  ( 4جدول   برای  متغیرهای  متحرک  درب  حفره  یک  در  جریان  زیکی 
 های مختلف با اعداد رینولدز مختلف. روش 

 روش استاندارد 

 رینولدز 
سرعت درب  

 متحرک 
 گام زمانی  گام مکانی  ویسکوزیته 

100 1/0  100/0  1 1 

400 1/0  025/0  1 1 

1000 1/0  010/0  1 1 

 ناموفق  ناموفق  ناموفق  ناموفق  3200
اموفق ن ناموفق  ناموفق  5000  ناموفق  

 روش بولتزمن تفاضلی و روش حاضر 

 رینولدز 
سرعت درب  

 متحرک 
 گام زمانی  گام مکانی  ویسکوزیته 

100 1/0  001000/0  01/0  0005/0  

400 1/0  000250 /0  01/0  0005/0  

1000 1/0  000100/0  01/0  0005/0  

3200 4/0  000125/0  01/0  0005/0  

5000 5/0  000100/0  01/0  0005/0  

 
در  .شننودثابننت هسننتند در نظننر گرفتننه میه دیننواره دیگننر و سنن

𝑵𝒙بننندی یکنواخنننت یننک شننبکهسننازی ایننن شننبیه × 𝑵𝒚 =

101 × صننورت  بننه رینولنندزعنندد  درنظننر گرفتننه شننده اسننت و  101
𝑹𝒆 =

𝒖𝟎×𝑵𝒙×𝜟𝒙

𝝊
سننازی قصنند در ایننن شننبیه . گننرددمننیتعریننف  

حاضنننر و  پروفینننل سنننرعت بنننا روشاعتبنننار سننننجی دارینننم 
هننای عننددی را بررسننی كنننيم. مقایسننه دقننت آن بننا دیگننر روش

عننلاوه بننر ایننن، خطننوط جریننان را در اعننداد رینولنندز مختلننف بننا 
( مقننادیر اننندازه 4در جنندول ) دسننت آوریننم.روش حاضننر بننه

هننای زمننانی و مکننانی و همچنننین متغیرهننای  فیزیکننی گننام
 اننندرینولنندزهای مختلننف اسننتفاده شنندهکننه بننرای محاسننبه 

ایننن  در بننرای اعمننال شننرایط مننرزی نمننایش داده شننده اسننت.
 از بننناليي منننرز ،اسنننتاندارد شنننبکه بنننولتزمن در روش  مسنننأله

شننرایط مننرزی  و در سنناير مرزهننا  [39]یمننرزی زو و هنن شننرط 
روش بنننولتزمن اسنننتفاده شننده اسننت. در بازگشننت بننه عقننب 

یننابی تننابع توزيننع بننرون شننرایط مننرزیتفاضننلی و روش حاضننر 
 .شوددر تمام مرزها اعمال می ][40یغیرتعادل
، یننک مطالعننه پننالیش شننبکه بننه منظننور بررسننی مسننألهدر ایننن 

بننه  اسننتاندارد آمننده بننا اعمننال روش  دسننت حساسننیت نتننایج به
 انجام شده است. 100اندازه شبکه در رینولدز 

های شنننبکهبننرای  ،روش اسننتاندارد محاسننبات بننا اسنننتفاده از 
𝑁𝑥(51×51( ،)101×101)( و 201×201محاسننننننباتی بننننننر روی ) ×

𝑁𝑦 در امتننداد خننط  𝑢 شننود و پروفیننل سننرعت انجننام می   =
در امتنننداد  𝑣 مرکنننزی عمنننودی و همچننننین پروفینننل سنننرعت 

ها ترسننیم ( بننرای ایننن شننبکه4خننط مرکننزی افقننی در شننکل )
 .[12]شده است 
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 185 ... های  سازی جریان زایش پایداری عددی روش شبکه بولتزمن در شبیه اف  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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با    ( 4شکل   شبکه  پالیش  استانداردمطالعه  پروفیل  روش  روی  های  بر 

عت در امتداد صفحه میانی افقی و عمودی جریان حفره با درب محرک  سر
   100 رینولدز در
 

های مختلف در  های سرعت با روش( مقایسه پروفیل5در شکل )
و همچنین خطوط  داده شده است  امتداد صفحات میانی نشان 

با   ح جریان که  رینولدز    اضر روش  اعداد  برای  است  آمده  بدست 
توان به وضوح   ها میاست. در این شکلمختلف نشان داده شده  

پروفایل  بر  توجهی  قابل  تاثیر  رینولدز  عدد  و  دید که  سرعت  های 
 . [15]الگوی جریان دارد 

دهد که حل عددی روش استاندارد در رینولدزهای  نتایج نشان می
افتد. در  شود و از کار میاری، واگرا میبه دلیل ناپاید  5000و    3200

( پروفیلمشاهده می  (5شکل  های سرعت حل حاضر با  شود که 
همکاران و  دارد   [36]نتایج گیا  بسیار خوبی  این،   .تطابق  بر  علاوه 

𝑅𝑒  1000شود خطوط جریان در  مشاهده می تنها دارای سه گردابه  ≥
شامل یک گرداب اولیه در مرکز و یک جفت گرداب ثانویه در گوشه 

رینولدز  ه در  است.  پایین  بالتر در    3200ای  گوشه سمت چپ  و 
شود. در نتیجه با افزایش  بالی حفره یک گردابه ثانویه ایجاد می

حرکت  حفره  مرکز  سمت  به  اولیه  گردابه  مرکز  رینولدز،  عدد 
نتایج  ][37کندمی با  خوبی  تطابق  مطالعه  این  از  حاصل  نتایج   .

 دارد.   [38]پیشنهاد شده توسط ارترک و همکاران
خص شد که روش حاضر، میدان  در مقایسه با روش استاندارد مش

با   را  رینولدز  بیشتری محاسبه می  پایداریجریان  اعداد  تا  و  کند 
باشد. همچنین  تقریبا پنج برابر بزرگتر قادر به حل جریان سیال می

روش حاضر در مقایسه با روش بولتزمن تفاضلی بدون استفاده از  
پایداری که در روش تفاضلات محدود روش  افزایش   های مرسوم 

قوی  پایداری  است،  میرایج  نشان  از خود  را  تاریخچه  دهد.  تری 
در میدان جریان برای  𝑢همگرایی حل با توجه به پروفیل سرعت 

های ( نشان داده شده است تعداد گام6ل )سه طرح مختلف در شک
انتخاب شده است و معیار همگرایی برای دستیابی    18000زمانی  

 تنظیم شده است. 7−10به مقدار خطای کمتر از  

تکرار افزایش  با  شود،  می  مشاهده  خطا   هاهمانطور که  کمترین 
حل   به  قادر  روش  این  اما  است،  استاندارد  روش  حل  به  مربوط 

اع با  بالجریان  رینولدز  از  داد  روش    1000تر  این  بر  علاوه  نیست. 
شود  تر همگرا میحاضر در مقایسه با روش بولتزمن تفاضلی سریع

دهد. بنابراین روش حاضر  تری را از خود نشان میو نوسانات کم
 های پایا ارائه دهد.های دقیقی را برای جریانتواند حلمی

 گیری نتیجه   -4
یک   مطالعه،  این  بولتزمن در  شبکه  روش  نام  به  جدید   روش 

های تراکم ناپذیر پایا و  سازی جریانتفاضلی برای شبیه  مربعات
لتزمن ارائه شده متشکل از مدل ناپایا، پیشنهاد شد. روش شبکه بو 

به عنوان معادلت  کروک    -گروس - باتنکارسرعت گسسته با تقریب  
استفاده    حاکم برای حل مسائل معیار در یک بعد و دو بعد مورد 

قرار گرفت. به منظور دستیابی به دقت مرتبه بالتر و حذف نوسانات  
برای  پادبادسو  موضعی  تفاضلی  مربعات  روش  از  عددی 

معادله شبکه بولتزمن استفاده شد. از طرفی   مکانیسازی  گسسته
از  با توجه به ماهیت طرح پادبادسو دیگر نیازی به استفاده  های 

منظور  روش به  مرسوم  شبیههای  برای  پایداری  سازی  بهبود 
نمیجریان بال  رینولدز  اعداد  با  با  های  حاضر  روش  باشد. کارایی 
رسی قرار گرفت و در مقایسه سازی سه مساله معیار مورد برشبیه

های تحلیلی و تجربی مورد تایید های عددی و حلبا دیگر روش
 قرار گرفت و تطابق بسیار خوبی را از خود نشان داد. 

سازی حاکی از آن است که روش شبکه بولتزمن مبتنی ایج شبیهنت
روش  مزایای  تفاضلی  مربعات  سادگی بر  جمله  از  قبلی  های 

شبفرمول روش  حال بندی  در عین  و  نموده  را حفظ  بولتزمن  که 
محدودیت پایداری روش شبکه بولتزمن استاندارد را بر طرف نموده  

اضلی بر خلاف روش  حل روش مربعات تفاست. همچنین پایداری  
تفاضلات محدود به انتخاب گام زمانی و عدد کورانت یا عدد پکله  

 یا امثالهم وابسته نیست.  
سازی بر مربعات تفاضلی برای پیاده  روش شبکه بولتزمن مبتنی

تری نسبت به روش تر بوده و از ویژگی دقت و پایداری قوی ساده
برخوردار است.   محدود  تفاضلات  بولتزمن  این شبکه  اثبات  برای 

بین   خطای  شبکهحلادعا  اندازه  در  تحلیلی  و  عددی  های های 
تفاضلی  بولتزمن  روش  با  مقایسه  در  حاضر  روش  برای  مختلف 

حل  م ناحیه  کل  در  حاضر  روش  اینکه  به  توجه  با  شد.  حاسبه 
محاسباتی از تعداد نقاط شبکه بیشتری نسبت به روش بولتزمن  

این خطای محاسبات به میزان قابل  کند بنابرتفاضلی استفاده می
توان گفت که این روش راهی توجهی کاهش یافت. در نهایت می

ارائه می  مهندسی  در کاربردهای  جلو  به  و میرو  را  دهد  آن  توان 
 جایگزینی مناسب برای روش بولتزمن تفاضلی دانست.
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 ( الف )

  

 ( ب)

  

 ( ج)

)الف(  میانی برای جریان حفره با درب متحرک در    اتهای سرعت در صفحو مقایسه پروفیل   روش حاضربدست آمده از    خطوط جریان   ( 5شکل  
 5000 رینولدز  ( ج )   ، و3200  رینولدز ( ب )   ، 1000رینولدز 
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  عددی مختلف در برای سه طرح    𝒖  ت  مقایسه خطای پروفیل سرع   (6شکل  

 100رینولدز  
 

نویسندگان مراتب تشکر و قدردانی خود را از حامیان    تشکر و قدردانی: 
خمینی امام    ادگاریواحد  ی  دانشگاه آزاد اسلام  ویژه  این پژوهش، به

 آورند.ی به عمل میشهرر )ره(
اخلاقی تای  پژوهش    نیا  ی علم  اتیمحتو  : یدیه  حاصل  مقاله 
است و در هیچ نشریه ایرانی و غیر ایرانی منتشر نشده   سندگانینو

 است.

هیچ تعارض منافعی برای اظهار وجود  در این مقاله    تعارض منافع:
 ندارد.

 
 علایم فهرست  

𝒖 ( سرعت سیالm/s ) 
𝒕 ( زمانs ) 

𝑻 ( دماK ) 
𝑳  طول دامنه 
𝑯 اد دامنه ابع 
𝐑𝐞  عدد رینولدز 

𝒄𝒔  سرعت صوت 
𝛕  آسايش زمان 
𝜶  ضریب پخش حرارتی 
𝛖 لزجت سینماتیکی (s/2m) 
𝑪𝒇  ضریب اصطکاک سطحی 
𝜹  ضخامت لیه مرزی 
𝑵  تعداد نقاط شبکه 
𝚫𝐱 گام مکانی 
𝚫𝒕 گام زمانی (s ) 
𝝎𝜶  ضریب وزنی 
𝒆𝜶  سرعت ذرات 
𝒇𝜶  تابع توزیع 

 

 ها زیر نویس 
𝜶 های گسسته  جهت سرعت 
𝒋   راستای جهت𝑥  یا𝑦 

 
 ها بال نویس 
𝒆𝒒   وضعيت تعادلي 
𝒏 كوتا  -مراحل روش رانگ 

 منابع 
1- Zhang J, Yan G, Shi X, Dong Y. A lattice Boltzmann 
model for the compressible Euler equations with 
second-order accuracy. International Journal for 
Numerical Methods in Fluids. 2009 May 10;60(1):95-
117. 
2- Passandideh-Fard M. A new method to reach high-
density ratios and low viscosities based on the Shan-
Chen multiphase model in lattice Boltzmann method. 
Modares Mechanical Engineering. 2017 Nov 
10;17(9):145-52. 
3- Jalali H, Kamali Moghadam R. Lattice Study of the 
Finite Volume-Lattice Boltzmann Method in Simulation 
of Laminar Viscous Compressible Flow. Modares 
Mechanical Engineering. 2018 May 10;18(3):417-28. 
4- Reider MB, Sterling JD. Accuracy of discrete-velocity 
BGK models for the simulation of the incompressible 
Navier-Stokes equations. Computers & Fluids. 1995 
May 1;24(4):459-67. 
5- El-Amin MF, Sun S, Salama A. On the stability of the 
finite difference based lattice Boltzmann method. 
Procedia Computer Science. 2013 Jan 1;18:2101-8. 
6- Sofonea V, Sekerka RF. Viscosity of finite difference 
lattice Boltzmann models. Journal of Computational 
Physics. 2003 Jan 20;184(2):422-34. 
7- Seta T, Takahashi R. Numerical stability analysis of 
FDLBM. Journal of Statistical Physics. 2002 
Apr;107:557-72. 
8- Vakilipour S, Mohammadi M, Riazi R, Ormiston S, 
Amiri K, Barati S. Development of an Implicit Physical 
Influence Upwind Scheme for Cell-Centered Finite 
Volume Method. International Journal of Mechanical 
and Mechatronics Engineering. 2017 Apr 
1;11(5):1031-9. 
9- Shi X, Huang X, Zheng Y, Ji T. A hybrid algorithm of 
lattice Boltzmann method and finite difference–based 
lattice Boltzmann method for viscous flows. 
International Journal for Numerical Methods in Fluids. 
2017 Dec 20;85(11):641-61. 
10- Fan P. The standard upwind compact difference 
schemes for incompressible flow simulations. Journal 
of Computational Physics. 2016 Oct 1;322:74-112. 
11- Krivovichev GV. Parametric schemes for the 
simulation of the advection process in finite-
difference-based single-relaxation-time lattice 
Boltzmann methods. Journal of Computational Science. 
2020 Jul 1;44:101151. 
12- Hejranfar K, Saadat MH, Taheri S. High-order 
weighted essentially nonoscillatory finite-difference 
formulation of the lattice Boltzmann method in 

            
     

                

        
              
             

  
 -

  

  
 -

 -

  
 -

  
 -

  
 -

  
 

  
 

   

           

 [
 D

O
I:

 1
0.

22
03

4/
M

M
E

.2
4.

3.
17

7 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
e.

m
od

ar
es

.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-1

2-
31

 ]
 

                            11 / 12

http://dx.doi.org/10.22034/MME.24.3.177
https://mme.modares.ac.ir/article-15-71544-fa.html


 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ و همکاران ی  طهران   یمحمد رضا صارم  188
 

 

 1402  اسفند ،  03، شماره  24دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

generalized curvilinear coordinates. Physical Review E. 
2017 Feb 24;95(2):023314. 
13- Shirsat AU, Nayak SG, Patil DV. Simulation of high-
Mach-number inviscid flows using a third-order 
Runge-Kutta and fifth-order WENO-based finite-
difference lattice Boltzmann method. Physical Review 
E. 2022 Aug 23;106(2):025314. 
14- Polasanapalli SR, Anupindi K. A high-order compact 
finite-difference lattice Boltzmann method for 
simulation of natural convection. Computers & Fluids. 
2019 Mar 15;181:259-82. 
15- Hejranfar K, Ezzatneshan E. Implementation of a 
high-order compact finite-difference lattice Boltzmann 
method in generalized curvilinear coordinates. Journal 
of Computational Physics. 2014 Jun 15;267:28-49. 
16- Ezzatneshan E, Hejranfar K. Simulation of three-
dimensional incompressible flows in generalized 
curvilinear coordinates using a high-order compact 
finite-difference lattice Boltzmann method. 
International Journal for Numerical Methods in Fluids. 
2019 Mar 10;89(7):235-55. 
17- Hejranfar K, Saadat MH. Preconditioned WENO 
finite-difference lattice Boltzmann method for 
simulation of incompressible turbulent flows. 
Computers & Mathematics with Applications. 2018 Sep 
15;76(6):1427-46. 
18- Li W. High order spectral difference lattice 
Boltzmann method for incompressible 
hydrodynamics. Journal of Computational Physics. 
2017 Sep 15;345:618-36. 
19- Sun YX, Tian ZF. High-order upwind compact finite-
difference lattice Boltzmann method for viscous 
incompressible flows. Computers & Mathematics with 
Applications. 2020 Oct 1;80(7):1858-72. 
20- Chen X, Chai Z, Wang H, Shi B. A finite-difference 
lattice Boltzmann model with second-order accuracy 
of time and space for incompressible flow. arXiv 
preprint arXiv:1911.12913. 2019 Nov 29. 
21- Ahmed S, Abdelhamid H, Ismail B, Ahmed F. An 
differential quadrature finite element and the 
differential quadrature hierarchical finite element 
methods for the dynamics analysis of on board shaft. 
European Journal of Computational Mechanics. 
2020:303-44. 
22- Bellman R, Casti J. Differential quadrature and long-
term integration. Journal of Mathematical Analysis and 
Applications. 1971 May 1;34(2):235-8. 
23- Bert CW, Malik M. Differential quadrature method 
in computational mechanics: a review. 
24- Liu YY, Yang LM, Shu C, Zhang HW. Efficient high-
order radial basis-function-based differential 
quadrature–finite volume method for incompressible 
flows on unstructured grids. Physical Review E. 2021 
Oct 26;104(4):045312. 
25- Sun JA, Zhu ZY. Upwind local differential 
quadrature method for solving incompressible viscous 
flow. Computer Methods in Applied Mechanics and 
Engineering. 2000 Jul 21;188(1-3):495-504. 
26- Liu Y, Shu C, Yu P, Liu Y, Zhang H, Lu C. A high-order 
generalized differential quadrature method with 
lattice Boltzmann flux solver for simulating 

incompressible flows. Physics of Fluids. 2023 Apr 
1;35(4). 
27- Liu YY, Yang LM, Shu C, Zhang ZL, Yuan ZY. An 
implicit high-order radial basis function-based 
differential quadrature-finite volume method on 
unstructured grids to simulate incompressible flows 
with heat transfer. Journal of Computational Physics. 
2022 Oct 15;467:111461. 
28- Du R, Shi B. Incompressible MRT lattice Boltzmann 
model with eight velocities in 2D space. International 
Journal of Modern Physics C. 2009 Jul;20(07):1023-37. 
29- Wang H, Shi B, Liang H, Chai Z. Finite-difference 
lattice Boltzmann model for nonlinear convection-
diffusion equations. Applied Mathematics and 
Computation. 2017 Sep 15;309:334-49. 
30- Dehghani VN, Talebi S. The study of heating a cavity 
with moving cylinder using hybrid Lattice Boltzmann-
Finite difference–Immersed Boundary method. 
31- Kameli H, Kowsary F. Solution of inverse heat 
conduction problem using the lattice Boltzmann 
method. International Communications in Heat and 
Mass Transfer. 2012 Nov 1;39(9):1410-5. 
32- Sun M, Takayama K. Error localization in solution-
adaptive grid methods. Journal of Computational 
Physics. 2003;190(1):346-50. 
33- Velivelli AC, Bryden KM. Parallel performance and 
accuracy of lattice Boltzmann and traditional finite 
difference methods for solving the unsteady two-
dimensional Burger's equation. Physica A: Statistical 
Mechanics and its Applications. 2006 Mar 
15;362(1):139-45. 
34- Schlichting H, Kestin J. Boundary layer theory. New 
York: McGraw-Hill; 1961 Dec 1. 
35- Xu L, Zhang W, Yan Z, Du Z, Chen R. A novel median 
dual finite volume lattice Boltzmann method for 
incompressible flows on unstructured grids. 
International Journal of Modern Physics C. 2020 Dec 
8;31(12):2050173. 
36- Ghia UK, Ghia KN, Shin CT. High-Re solutions for 
incompressible flow using the Navier-Stokes equations 
and a multigrid method. Journal of Computational 
Physics. 1982 Dec 1;48(3):387-411. 
37- Guo Z, Zhao TS. Explicit finite-difference lattice 
Boltzmann method for curvilinear coordinates. 
Physical Review E. 2003 Jun 26;67(6):066709. 
38- Erturk E, Corke TC, Gökçöl C. Numerical solutions 
of 2-D steady incompressible driven cavity flow at high 
Reynolds numbers. International Journal for 
Numerical Methods in Fluids. 2005 Jul 10;48(7):747-
74. 
39- Zou Q, He X. On pressure and velocity boundary 
conditions for the lattice Boltzmann BGK model. 
Physics of fluids. 1997 Jun 1;9(6):1591-8. 
40- Liu B, Shi W. A Non-Equilibrium Interpolation 
Scheme for IB-LBM Optimized by Approximate Force. 
Axioms. 2023 Mar 14;12(3):298. 
 
 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

22
03

4/
M

M
E

.2
4.

3.
17

7 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
e.

m
od

ar
es

.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-1

2-
31

 ]
 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            12 / 12

http://dx.doi.org/10.22034/MME.24.3.177
https://mme.modares.ac.ir/article-15-71544-fa.html
http://www.tcpdf.org

