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هاي هاي تنش در اطراف تونلحلی الاستیک، با استفاده از توابع پتانسیل مختلط موسخلیشویلی و کولوسف، براي محاسبه مؤلفهدر این مقاله راه
اي شکل همراه با لاینینگ بتنی با ضخامت ثابت ارائه شده است. فرض شد که بتن و سنگ داراي رفتار الاستیک خطی بوده و دایره

فرض گردید بطوریکه داراي جابجایی 1اتصال میان بتن و سنگ بصورت بدون لغزشسنگ تحت میدان تنش اولیه قرار دارد. تودههمسانگردند. 
از نگاشت همدیس براي حل مسئله استفاده گردید. با به علت پیچیدگی مسئله به خاطر وجود نگهداري بتنی ند.باشیکسان در فصل مشترك می

که ضخامت نگهداري ، هنگامی2حل کرشهاي تنش بدست آمد. جواب بدست آمده با راهاي براي مؤلفهاي جواب فرم بستهفرض کرنش صفحه
مقایسه شد که همگرایی خوبی از خود نشان دادند، تنها در سقف تونل، در مرز داخلی 3ا محدود آباکوسافزار اجزکند، و نتایج نرمبه صفر میل می

ها را بصورت همچنین مشخص گردید که روش ارائه شده مقادیر تنش.افزار آباکوس مشاهده شددیواره بتنی، اختلافاتی میان روش تحلیلی و نرم
کند. در نهایت آنالیز حساسیتی نسبت به ضخامت و سختی بتن س در دیواره داخلی نگهداري محاسبه میافزار آباکوتر نسبت به نرمبسیار دقیق

هاي توان به سرعت و دقت بالاي محاسبات نسبت به روشانجام گرفت و پیشنهادهایی براي طراحی لاینینگ ارائه شد. از مزایاي این روش می
عددي اشاره نمود.
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	 Using	Muskhelishvili	and	Kolosov	complex	potential	functions,	an	elastic	solution	is	presented	in	
this	 study	 in	 order	 to	 investigate	 stress	 components	 around	 circular	 tunnels	 reinforced	 by	
concrete	 lining	with	constant	 thickness.	 It	was	assumed	 that	rock	mass	and	concrete	behave	as	
isotropic	 linearly	elastic	materials.	The	 rock	mass	 undergoes	an	 in	 situ	 stress	 field.	 It	was	 also	
supposed	 that	 rock	 and	 concrete	 interface	 is	 in	 no-slip	 condition	 so	 that	 they	 have	 common	
displacement.	Due	to	complexity	of	the	problem	for	concrete	reinforced	layer,	conformal	mapping	
functions	were	utilized	in	order	to	find	a	solution.	Supposing	plane	strain	condition,	the	problem	
was	 solved,	 and	 a	 closed-form	 solution	 was	 obtained.	 The	 solution	 was	 compared	 to	 Kirsch	
solution,	 in	which	 the	 lining	 thickness	was	 reduced	 to	 zero,	 and	 also	 ABAQUS	 finite	 element	
software	 results,	 which	 showed	 a	 good	 agreement,	 except	 for	 ABAQUS	 software	 predictions	
around	 crown	 of	 tunnel	 lining	 periphery	 where	 some	 discrepancies	 were	 found;	 also	 it	 was	
demonstrated	that	this	solution	predicts	stress	components	at	inner	lining	periphery	much	more	
accurately	than	ABAQUS	software.	Finally,	a	sensitivity	analysis	based	on	rigidity	and	thickness	of	
liner	was	conducted	and	some	propositions	were	made	on	design	of	concrete	liner.	The	advantage	
of	this	solution	lays	in	the	fact	that	it	has	quicker	and	more	accurate	calculation	process	compared	
to	numerical	methods.	

Keywords:	
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1-	No-slip	condition	
2-	Kirsch	solution
3-	ABAQUS	finite	element	software
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مقدمه-1
هاي زیرزمینی است که سهم مهمی در حمل و نقل، ها یکی از سازهتونل

باشند. یکی از هاي زیرزمینی دارا میانتقال آب، مخابرات و انتقال کابل
کل اي شرود فرم مقطع دایرهترین فرم مقاطع که در حفاري تونل بکار میمهم

است. این فرم مقطع به دلیل توزیع تنش مناسب در اطراف حفره داراي 
هاي ضعیف و نواحی با تمرکز تنش بالا است. محققان کاربرد فراوانی در سنگ

زیادي سعی در تخمین تنش ایجادشده در اطراف حفریات زیرزمینی و تعیین 
اند داشتههاي تجربی، عددي و تحلیلی، نگهداري بهینه، با بکارگیري روش

]1 -6 .[	
هاي تجربی نگهداري بهینه با توجه به خصوصیات توده سنگ و در روش

گردد. قابل مشخصات فضاي زیرزمینی بر اساس مشاهدات تجربی تعیین می
توجه است که این روش قادر به تخمین نگهداري با دقت بالا نیست. 

رود ار میسنگ و نگهداري به کروش دیگري که در تعیین تنش در توده
هاي عددي است. در این حالت میدان تنش و جابجایی در نگهداري و روش
هاي رایج عددي (المان محدود، تفاضل سنگ به کمک یکی از روشتوده

هاي عددي این است شود. از مزیت روشها) تعیین میمحدود و سایر روش
باشند که میسازي مسائل پیچیده هستند، اما داراي معایبی که قادر به مدل

ها، توابع ها به ابعاد مدل، ابعاد المانتوان به وابستگی شدید آناز جمله می
توان انتظار داشت یاب و گرادیان تنش در مدل اشاره کرد بنابراین نمیدرون

که براي مثال با ابعاد المان مختلف جواب واحدي براي مسئله حاصل شود. در 
آید با خطا همراه این روش بدست مینتیجه میدان تنش و جابجایی که از

].7[	است
ها براي تعیین میدان تنش و ترین روشهاي تحلیلی از دقیقروش

جابجایی در اطراف حفریات و نگهداري است. در این روش هرچه فرضیات 
تر باشد جواب بدست آمده همخوانی بیشتري با اولیه به شرایط مسئله نزدیک

اي تحلیلی که در بدست آوردن میدان تنش و هواقعیت دارد. یکی از روش
جابجایی در محیط الاستیک کاربرد دارد استفاده از توابع پتانسیل مختلط 

].8[	است1موسخلیشویلی
حل جدیدي را براي محاسبه تنش و جابجایی ) راه2002اکساداکتیلس (

ط هاي غیردایروي بدون نگهداري بر اساس توابع پتانسیل مختلدر اطراف تونل
اي موسخلیشویلی با فرض محیط با رفتاري الاستیک و شرایط کرنش صفحه

ارائه داد. او روشی نیمه تحلیلی براي محاسبه تنش و جابجایی در اطراف 
,9[	اند را نیز ارائه کردهاي دایروي داراي گوشه که دچار شکست شدهتونل
حه توسط اي شکل در نیم صفهاي دایره]. روش مشابهی نیز براي تونل10

].11,12[	وریویجت و استراك ارائه گردید
) تابع پتانسیل جدیدي را براي تعیین میدان تنش و 2009اصلانی (

اي شکل بدون نگهداري ارائه کرد و به منظور تغییرشکل در اطراف تونل دایره
].13[	حل خود از توابع پتانسیل مختلط استفاده نموداعتبارسنجی راه

و توابع پتانسیل مختلط 	2تفاده از روش سختی نسبی) با اس2009بوبت (
هاي سنگ براي تونلالعمل نگهداري تودهحلی را براي محاسبه عکسراه

شکل عمیق در شرایط زهکشی شده و زهکشی نشده ارائه داد. او در مستطیلی
].5[	مدل خود فرض کرد که تنش برجاي اولیه تنها تنش برشی است

ها را در اطراف حفریات ها و جابجاییتنش) میدان 2011باتیستا (
-غیردایروي با استفاده از توابع مختلط موسخیلیشویلی و نگاشت شوارتز

].14[	کریستوفل تعیین نمود
																																																																																																																																											
1-	Muskhelishvili	
2-	Relative	stiffness	method

هاي حل نیمه تحلیلی را براي تونل) راه2014کارگر و همکاران (
غیردایروي با پوششش بتنی ارائه دادند که از توابع پتانسیل مختلط و 

].15[	هاي همدیس براي حل مسئله استفاده نمودندتنگاش
است با استفاده از روش توابع پتانسیل مختلط در این تحقیق سعی شده

هاي دایروي حلی براي تعیین میدان تنش در اطراف تونلموسخلیشویلی راه
با نگهداري بتنی ارائه شود. فرض شده است که بتن و سنگ داراي مدل 

حل ارائه و همسانگرد هستند. سپس با استفاده از راهرفتاري الاستیک خطی
شده به بررسی تأثیر خصوصیات لاینینگ بر تنش مماسی ایجادشده در 

شود.نگهداري و سنگ پرداخته می

کلیفرضیات-2

1Z، درابتدا با استفاده از نگاشت 1براي حل مسئله، مطابق شکل  R x= تونل
مرکز با شعاع خارجی نگهداري بتنی را به روي دو دایره همدایروي شکل و 

، به 	2Sو 	1Sهاي اي که ناحیهکنیم، به گونهتصویر می0Rیک و داخلی 

را به 	،n2	2Eو 	 ،n1	1Eترتیب با مدول الاستیسیته و ضریب پواسون 

	تصویر کند.	g2و 	g1هاي ناحیه

، j1بر اساس نظریه موسخلیشویلی و کولوسوف توابع پتانسیل مختلط 

y1	 وj2	 ،y2	 به ترتیب در میدان ،g1	 وg2	 موجودند که میدان تنش
.]8آید [ها بدست میبر اساس آن)1(طبق رابطه 
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و قرار دادن 20نیز به همین صورت، با استفاده از رابطه h2در امتداد دایره 

rs = آید.، بدست می	0

کار و بحثروش-4

ارائه شده با رابطه کرش ، و سپس با نتایج در این بخش در ابتدا مدل ریاضی 
مقایسه شده، و در انتها با استفاده از آن آنالیز آباکوسافزار اجزا محدود نرم

تأثیر عواملی همچون حساسیتی بر روي خصوصیات لاینینگ صورت گرفته و 
ضخامت و سختی بتن بر تنش مماسی ایجادشده در نگهداري و سنگ بررسی 

ور، مفاهیم ضخامت نسبی، سختی نسبی و فاکتور تمرکز شود. بدین منظمی
شود:معرفی میتنش بصورت زیر 

ضخامت نسبی=
1

t
R
2سختی نسبی=	

1

G
G

sاکتور تمرکز تنش =ف
gH

در اینجا ضخامت بتن است.	tکه

افزار آباکوسمقایسه روش تحلیلی ارائه شده با روش کرش و نتایج نرم-1- 4
افزار روش تحلیلی ارائه شده با روش کرش و نتایج نرمبه منظور مقایسه نتایج 

سنگ و بتن استفاده گردید.براي مشخصات توده1هاي جدول آباکوس از داده
2اخلی (شعاع خارجی و دتونل با  1	,	R R	 متر در 4و 5/4) به ترتیب

متري حفر شده است.120عمق 
حل ارائه شده با روش کرش، ضخامت نسبی بتون کاهش براي مقایسه راه

حل آن توسط کرشداده شد تا مدل مسئله به حفره بدون نگهداري، که راه
مشاهده گردید 4و 3، 2اشکال ارائه شده است، میل کند. با بررسی نتایج در 

که با کاهش ضخامت نسبی فاکتور تمرکز تنش مماسی، شعاعی و برشی در 
حل کرش شده توسط راهسنگ، در سنگ، به مقادیر تعیین-فصل مشترك بتن

حل است.کند، که این نشانگر درستی راهمیل می

سنگ و بتنمشخصات توده1جدول 
	بازالت	نوع سنگ

1	خواص الاستیک سنگ (GPa)E	60	
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1271شماره ،15، دوره 1394فروردینمهندسی مکانیک مدرس، 
	

سنگ در -تغییرات فاکتور تمرکز تنش مماسی در طول فصل مشترك بتن2شکل 
	حل کرشحل ارائه شده، و راههاي نسبی متفاوت با استفاده از راهسنگ براي ضخامت

	
سنگ در - تغییرات فاکتور تمرکز تنش شعاعی در طول فصل مشترك بتن3شکل 

حل کرشحل ارائه شده، و راههاي نسبی متفاوت با استفاده از راهسنگ براي ضخامت

با ابعاد 5افزار آباکوس مدلی بصورت شکل به منظور مدلسازي با نرم
ساخته شد که میدان تنش اولیه (تنش برجاي زمین) بصورت شرایط 50×50

y	,	در جهت اولیه به مدل اعمال گردید و مرزهاي مدل  x .فیکس شدند
مدل 	،Tieفصل مشترك بتن سنگ بصورت بدون لغزش، با استفاده از دستور 

هاي مستطیلی شکل خطی هاي مورد استفاده براي تحلیل المانگردید. المان
اي بودند.(مرتبه اول) با کرنش صفحه

وجودآباکوسافزار همخوانی خوبی میان نتایج روش تحلیلی و نرم

سنگ در -تغییرات فاکتور تمرکز تنش برشی در طول فصل مشترك بتن4شکل 
حل کرشحل ارائه شده، و راههاي نسبی متفاوت با استفاده از راهسنگ براي ضخامت

	

	

افزار المان محدود آباکوس مدلسازي با نرم5	شکل

(6داشت. شکل  شده بامحاسبه) qsتطابق خوبی را میان تنش مماسی 
دهد. افزار آباکوس در دیواره تونل نشان میاستفاده از روش تحلیلی و نرم

نیز همگرایی خوبی را میان تنش مماسی در فصل مشترك 8و 7هاي شکل
دهند. افزار آباکوس نشان میبتن سنگ حاصل از  روش تحلیلی و نرم

نسبی میان شود بیشترین اختلافمشاهده می9گونه که در شکل همان
افزار آباکوس در سقف تونل، در امتداد دیواره جواب راه حل تحلیلی و نرم

گردد.داخلی بتن، مشاهده می
) را در سطح داخلی دیواره rqt) و برشی (rsتنش نرمال (10شکل 

تنش نرمال و برشی بدست شود گونه که دیده میدهد. همانتونل نشان می
اند که با واقعیت همخوانی آمده از روش تحلیلی مقدار صفر را اختیار کرده

کامل دارد زیرا سطح داخلی تونل تحت تأثیر هیچ تنشی قرار ندارد اما نتایج 
دهند که افزار آباکوس انحراف از مقدار صفر را نشان میبدست آمده از نرم

تحلیلی است.خود گویاي کارایی بیشتر روش
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	تغییرات تنش مماسی در دیواره داخلی لاینینگ6شکل 

	سنگ در بتن -تنش مماسی در فصل مشترك بتن7شکل 

	
	سنگ در سنگ-تنش مماسی در فصل مشترك بتن8شکل 

آنالیز حساسیت نسبت به خواص بتن- 2- 4
نسبتسنگدر دیواره بتنی و تودهدر این مرحله تغییرات فاکتور تمرکز تنش

درجه، بررسی 90و 0راستاهاي به تغییرات سختی و ضخامت بتن، در
گردد.می

	حل تحلیلی نسبت به جواب نرم افزار آباکوسدرصد خطاي نسبی راه9شکل 

	)	2Lتغییرات الف) تنش نرمال و ب) تنش برشی در سطح داخلی بتن (مرز10شکل
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براي دو محیط 3/0ها با فرض ضریب پواسون لازم بذکر است که تحلیل

nضریب فشار جانبی برابر و مقدار 
n-1

	شود.انجام می	

تغییرات فاکتور تمرکز تنش مماسی در دیواره بتنی- 3- 4

درجه، در 90و 0تغییرات فاکتور تمرکز تنش مماسی در راستاهاي 
اند. در شدهنشان داده12و 11دیواره بتنی، در اشکال مرز داخلی 

شود که تغییرات تنش مماسی نسبت به ضخامت مشاهده می11شکل 
که سختی نسبی کمتر از یک است ناچیز بتن در سقف براي هنگامی

است، اما با افزایش سختی نسبی به مقادیر بیش از یک، تنش مماسی 
(تقری ) به ماکزیمم مقدار 05/0باً در مقدار ضخامت نسبی مشخصی 

ادامه دارد. سپس با افزایش 10رسد؛ این روند تا سختی نسبی خود می
سختی نسبی تنش مماسی فشاري در سقف جاي خود را به تنش 

دهد که تغییرات تنش مماسی نشان می12دهد. شکل کششی می

) qنسبت به ضخامت بتن در دیواره  = حالتیکه سختی ) براي 090

نسبی کمتر از یک است، همچون سقف، ناچیز است، اما در حالت کلی 
یابد. با با افزایش سختی میزان تنش مماسی در دیواره افزایش می

شود که مشاهده می11افزایش سختی نسبی به مقادیر بیشتر از 
بسیار شدید 05/0تغییرات تنش مماسی براي ضخامت نسبی کمتر از 

	شود.می
	
	سنگ- تغییرات فاکتور تمرکز تنش مماسی در فصل مشترك بتن-4- 4

تمرکز تنش مماسی را در فصل مشترك بتن سنگ (بر روي 14و 13اشکال 

دهند. در درجه نشان می90و 0، در دیواره بتنی، در راستاهاي )	1Lمرز
شود که با افزایش سختی نسبی تنش مماسی در سقف مشاهده می13شکل 

مقدار تنش 20تا 2یابد بصورتیکه براي مقادیر سختی نسبی افزایش می
- نشان می14شود. شکل ماکزیمم می05/0مماسی در ضخامت نسبی تقریباً 

دهد که با افزایش ضخامت نسبی تنش مماسی در دیواره، در فصل مشترك 
اي است یابد. این روند بگونهایش سختی افزایش میسنگ، کاهش و با افز-بتن

تغییرات تنش مماسی براي ضخامت 10که براي سختی نسبی بزرگتر از 

	

	
qتغییرات فاکتور تمرکز تنش مماسی در راستاي 11شکل  = 00

	در مرز داخلی بتن
qتغییرات فاکتور تمرکز تنش مماسی در راستاي 12شکل  = 	بتندر مرز داخلی 	090
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شود، به عبارتی در چنین شرایطی میزان بسیار زیاد می05/0نسبی کمتر از 
گردد؛ از طرفی دیگر سختی نگهداري از اهمیت بسیار زیادي برخوردار می
براي سختی 14و 13مقدار تنش مماسی ایجاد شده در بتن مطابق اشکال 

نسبی کمتر از یک تغییرات کمتري را نسبت به ضخامت بتن از خود نشان 
دهد.می

تمرکز تنش مماسی را در فصل مشترك بتن سنگ، در 16و 15اشکال 
شود که با افزایش سختی مشاهده می15دهند. در شکل سنگ، نشان می

یابد اما پس از آن تنش مماسی در سقف افزایش می10ی تا مقدار تقریباً نسب
هاي بالاي یابد و در ضخامتمقدار تنش مماسی بصورت محسوسی کاهش می

درجه افزایش 90شود.  در راستاي بتن اختلاف میان نمودارها ناچیز می
ادیر شود اما براي مقسختی نگهداري باعث کاهش تنش مماسی در دیواره می

شود.این اختلاف ناچیز می20سختی نسبی بیش از 

	نتیجه گیري-5
در این مقاله روشی بر پایه توابع پتانسیل مختلط ارائه شده است که قادر به 

دایروي همراه با پوشش بتنی است. هايتعیین میدان تنش در اطراف تونل
کند که به ارائه میاي حل ارائه شده داراي این مزیت است که جواب بستهراه

توان از آن در مسائل آنالیز برگشتی و یا به عنوان مبنا براي ارائه سادگی می
حل بینی شده از راههاي پیشهاي تجربی استفاده کرد. مقادیر تنشفرمول

حل کرش، هنگامیکه ضخامت نسبی مذکور همبستگی خوبی را با جواب راه
نشان داد.آباکوساجزا محدود افزارنگهداري به صفر میل کند، و نرم

در آنالیز حساسیتی که نسبت به ضخامت و سختی نسبی بتن صورت 
گرفت مشخص گردید که با افزایش ضخامت نسبی و سختی بتن میزان تنش 
مماسی فشاري در دیواره داخلی، کاهش یافته و جاي خود را به تنش کششی 

) میزان فاکتور 10بزرگتر از هاي نسبی بالا (دهد. از طرفی دیگر در سختیمی
بالا است، بنابراین در طراحی 05/0تمرکز تنش براي ضخامت نسبی کمتر از 

در این شرایط استفاده نمود. با 05/0هاي نسبی بیش از بایست از ضخامتمی
افزایش ضخامت و سختی نسبی مقدار فاکتور تمرکز تنش مماسی در دیواره 

توان گفت که یابد. بنابراین میش میسنگی در فصل مشترك بتن سنگ کاه
بهترین محدوده براي ضخامت نسبی در طراحی لاینینگ بتنی بازه بیش از 

	

	

	
qراستايدرمماسیتنشتمرکزفاکتورتغییرات13شکل  = فصلدر00

	بتنداخلدرسنگبتنمشترك
qتغییرات فاکتور تمرکز تنش مماسی در راستاي 14شکل  = در فصل مشترك 	090

	بتن سنگ در داخل بتن
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qراستايدرمماسیتنشتمرکزفاکتورتغییرات15شکل  = فصلدر00

	سنگداخلدرسنگبتنمشترك
qتغییرات فاکتور تمرکز تنش مماسی در راستاي 16شکل  = در فصل مشترك بتن 090

سنگ در داخل سنگ
	

، 8در لاینینگ ، با توجه به شکل و کمتر از حد ایجاد تنش کششی05/0
نتیجه گرفت که از  بکارگیري ضخامت نسبی زیاد توان است. در مجموع می

براي مقادیر بزرگ سختی نسبی  به علت مقاومت کششی کمتر   بتن نسبت 
	بایست اجتناب نمود.به مقاومت فشاري می
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