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This research focuses on topology optimization of fluid-structure interaction (FSI) problems 
using the level set method. To couple the fluid and structure equations, the Arbitrary 
Lagrangian-Eulerian (ALE) description is employed within a monolithic formulation. The use 
of ALE in FSI problems, while eliminating numerical instabilities caused by the convective 
term, enhances the speed and accuracy of finite element solutions in fluid-structure 
interaction. Additionally, considering the fluid in the unsteady state allows for the 
interpretation of optimal topology at any given moment of the analysis. The objective 
function of the optimal topology design problem is to minimize the structural compliance in 
the dry state, subject to a fixed volume of the design domain. To determine the normal 
velocity in the reaction-diffusion equation (RDE), adjoint sensitivity analysis based on 
pointwise gradients is used. The results obtained from this approach, compared to other 
topology optimization methods in the literature, demonstrate higher accuracy and clearer 
definition of structural boundaries. 
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 1403  مرداد ،  08، شماره  24دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

سازه در مسئله اندرکنش    ی توپولوژ   ی ساز نه ی به 
 مجموعه سطوح تراز   روش به سازه  - ال ی س 
 

 2ی نوع   مای ن،    * 1  رضا عطار نژاد ،   1ی ری جهانگ   ی محمدعل 

 

 
 ران یعمران، دانشگاه تهران، تهران، ا یدانشکده مهندس ،ی دانشکدگان فن 1
هانوفر،   تس، ی بنیدانشگاه لا وسته،ی پ ی هاطیمح  کی و مکان ی سازبخش مدل  2

 ن آلما

 
 

 چکیده 
بهینهپژوهش    نیا  سمسائل    ی ژتوپولو  سازی به  به-الیاندرکنش  روش  سازه 

تراز   سطوح  بهمیمجموعه  معادلات  منظور  پردازد.  از -سیالجفت کردن  سازه 
استفاده   کپارچهی یبند( در فرمولALEدلخواه ) ی لر یاو-ی لاگرانژ  فیتوص روش 

بندی یکپارچه برای  تحت فرمول  ی لر یاو-ی لاگرانژاستفاده از توصیف    .شده است
حFSIمسائل   ضمن  ناپا،  باعث  یداری ذف  همرفت،  ترم  از  ناشی  عددی  های 

خواهد    سازه -الیاندرکنش س افزایش سرعت و دقت حل اجزای محدود مسائل  
ناپایا   در حالت  در نظر گرفتن سیال  تفسیر    (Unstaedy)شد. همچنین  امکان 

  ی تابع هدف مسئله طراحآورد.  توپولوژی بهینه را در هر لحظه از تحلیل فراهم می
سازه در حالت خشک تحت حجم   یحداقل رساندن نرم، بهسازه ی توپولوژ نهیبه
در نظر گرفته    ی از دامنه طراح  ی نیمع سرعت    افتن یمنظور  هب  .شده استسازه 

واکنش معادله  )  -نرمال  آنال  (RDEانتشار  بر    یمبتن   ی الحاق  ت یحساس  زی از 
مقایسه با  ر  د  این رویکرد. نتایج حاصله از  تاستفاده شده اسی  انقطه  انیگراد
 دقت بالاتر  از  موجود در ادبیات فنی نشان  سازی توپولوژی بهینه  یر رویکردهایسا
   دارد. تر ای واضحمرزهای سازه  تشکیل و

سازه، روش مجموعه سطوح  -الیاندرکنش س  ، ی توپولوژ  ی سازنهیبه  :هاکلیدواژه 
 .دمحدو ی انتشار، روش اجزا -معادله واکنش ، یالحاق  تی حساس زیتراز، آنال 

 
 

 02/1403/ 30تاریخ دریافت:  
 29/07/1403تاریخ پذیرش: 

 attarnjd@ut.ac.irنویسنده مسئول: *

 مقدمه   - 1
س  لیتحل اندرکنش  ب-الیمسئله  تعامل  نحوه  اساس  بر   ن یسازه 

شده و    ی بندمیتقس  کرد یو سازه با استفاده دو رو  الیس  ی هادامنه 
م  هکپارچ ی رورد یپذی صورت  از  استفاده  منظور  به  کپارچهی  کرد ی. 

 . [1] شده است  شنهادیتر، پمناسب یداریفراهم آوردن دقت و پا
مسازه  یسازنهیبه را  تقسبه  توان ی ها  دسته  نمود:   میسه 
در  ی.  توپولوژ  یسازنهیشکل و به  یسازنهیابعاد ، به  یسازنهیبه

نشان   یسازنه یروش بهه س نی از ساختار ا کیشمات یینما 1شکل 
به است.  شده  روش   کیعنوان  به  یتوپولوژ  یسازنهیداده 

در    یمحاسبات در    عی توز  ی والگ  نی بهتر  افتنیکارآمد    ک یمصالح 
عملکرد مورد   نی که بهتر  شودی مشخص، شناخته م  یدامنه طراح

 .دیرا فراهم نما یطراح ودیانتظار را تحت وجود ق 
 

 
 . [ 2] هاسازه  یسازنه یبه  یاهتفاوت انواع روش   ( 1شکل  

 
پژوهش  دهه گذشته  چند  زم   یاریبس  ی هادر   ی سازنهیبه  نهیدر 

روشسازه   یتوپولوژ ازجمله  است.  گرفته  صورت    یهاها 
بهشناخته  در  روش به   توانی م  یتوپولوژ  یسازنهیشده 

جر [3]  یسازهمگن همسان  جامد  مصالح  روش  ، [4-6]  شدهمه ی ، 
سازهدوطرف  یتکامل  یسازنهیبه به[7]ها  ه    ی توپولوژ   یسازنهی، 

به  [4]  ینریبا  ی هاسازه از    یتوپولوژ  یسازنه یو روش  استفاده  با 

 .اشاره کرد [ 9-11]روش مجموعه سطوح تراز  
سازه -الیمسائل اندرکنش س  نه یسازه در زم   یتوپولوژ  یسازنهیبه
  ی اگسترده  فیمهم شناخته شده و ط  یقاتیحوزه تحق  کیعنوان  به

 .شود یرا شامل م یمهندس از علوم

مائوته    نزیجنک تفک به  [12]و  طبقه   کیمنظور   ی هاروش  ی بندو 
س  یتوپولوژ  یسازنهیبه اندرکنش  مسائل  عبارت  -الیدر  سازه 
نمودند.   یرا معرف  مرطوبدر حالت خشک و    یتوپولوژ  یسازنهیبه

است که تحت   یخشک، حالت  یتوپولوژ  یسازنهیاز به  شانیمنظور ا
در   نی. همچنشودیم نهیبهسازه  یداخل  یکل و توپولوژآن تنها ش
 رییو تغ  ییشناساحل قادر به  ی هاروش  مرطوب  یسازنهیحالت به

س مرز  حذف  و  هندسه  بهسازه  -الیشکل    ی سازنهیهستند. 
  نکه یابدون توجه به  توانندیم  یراحتدر حالت خشک به   یتوپولوژ
روش   ای  یچگالبر    یاتخاذشده، مبتن  یتوپولوژ  یسازنهیروش به

 .باشد، استفاده شود زمجموعه سطوح ترا 
به  در به    یتوپولوژ  یسازنهیمقابل  وابسته  مسئله  آن  به  که  تر 

م  زین  یطراح روش  شود،ی اطلاق    ی توپولوژ  یسازنهیبه  ی هادر 
دارند تا تعامل    یاضاف  ی عدد  ی هاک یبه تکن  ازین  یبر چگال  یمبتن

- الیرا مدل کنند. مرز س  یسازنهیمعادلات مختلف در طول روند به
ار  مکان، جهت و مقد  نیهمچن  ،مرطوب  یسازنهیسازه در مسئله به

کند.   رییتغ  یسازنهیبه  ندیممکن است در طول فرآ  ال،یس  ی بارها
چگال  یمبتن  یتوپولوژ  یسازنهیبه  ی هاروش    ی ری مقاد  یبر 
قادر   گر،یدعبارت و به دهندیرا ارائه م انهیم یملاحظه از چگالقابل

س  ییشناساهب اندرکنش  مسئله  به-الیمرز  مستقسازه  م  یصورت 

 .[13] ستندین
خشک   ی هادر حالت   یتوپولوژ  یسازنهیاز تفاوت به  یینما  2  شکل

 .دهدی و تر را نشان م
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 .خشک و تر یهادر حالت   نهیبه  یتفاوت توپولوژ   )2شکل  

 
در زم   نیاول در مسا سازه   یتوپولوژ  یسازنهیبه  نهیپژوهش  ئل  ها 

 ی مبتن  کرد یبا استفاده از رو  [14]  ونیسازه توسط  -الیاندرکنش س
که استفاده از    دیگرد   انیب  شانی انجام شد. در پژوهش ا  یبر چگال

با استفاده   یتوپولوژ  یسازنهیشده، در مسائل به   ی بندمیروش تقس
با   ییهاوجود المان   را ی دشوار است، ز  یچگالبر    یمبتن  ی هااز روش 
  ش ینما  جهیو درنت  شودیمبهم م  ی مرزها  جادیاعث  با  انهیم  یچگال
 شان، یو سازه وجود ندارد. در پژوهش ا  الیس  انیاز مرز م  یواضح

استوکس - هیاز معادلات ناو  داریدر حالت پا  ریتراکم ناپذ  الیس  ی برا 
برا  الاست  ی و  معادلات  از  گرفتن    ی طخ  تهیسیسازه  نظر  در  با 
 .کوچک استفاده شده است  ی هارشکل ییتغ
به  [15]  ونی به  خود  پژوهش  ادامه  تحت   یسازنهیدر  جرم 

همچن  ی هات یمحدود پرداخت.  برا   نیتنش  و    الیس  ی معادلات 
 .فرض شدند شانیا یسازه مطابق پژوهش قبل

ز  سنی آندر برا   کرد یرو   کیاز    [16]  گموندی و   ی سازنهیبه  ی مشابه 
یکپارچه  فرمول در   مسائل  یتوپولوژ  ی تخلخل  ی هاط یمحبندی 
نوع    یماکروسکوپ  انی از قانون جر  شان،یکردند. ا  ه استفادهشداشباع 
استوکس در منافذ سازه با در نظر گرفتن    انی اتصال جر  ی برا   یدارس
 .شکل کوچک استفاده نمودند رییتغ

 ون یشده توسط  ارائه  کپارچهی  ون ی، فرمولاس[7]و همکاران    لوندگارد 
را مورد استوکس  -هیو ناو  یکوش-ه یتحت عنوان معادلات ناو  [15]
شده را ارائه نمودند و به  اصلاح   ونیفرمولاس  کیقرار داده و    ینیبازب
 ی برا   یبر چگال  یمبتن  کرد یبا استفاده از رو  یتوپولوژ  یسازنهیبه

ارداختندپ FSI مسائل  پژوهش  در  گرفتن   شانی.  نظر  در  با 
جابجا  ی هارشکل ییتغ اثرات  از  رو  ییکوچک،  بر   ال یس  ی سازه 

 .دینظر گرد صرف 
  ی هاحداقل رساندن المان منظور به به  یبر چگال  یمبتن  ی هاروش   در

  کرد یوجود دارد. رو  زی ر  اریمش بس  ی هابه شبکه  ازین  انهیم  یبا چگال
سازه در    یتوپولوژ  یسازنهیبه  ی برا   BESO  یتوپولوژ  یسازنهیبه

ارائه   [17]و همکاران    یچلیسازه که توسط پ-الیمسئله اندرکنش س
 یچگال  ی رهایمتغ  ی جاگسسته به  یچگال  ی ارهیشده است، از متغ

م  وستهیپ در    ی هااز چالش   یبرخ   نیبنابرا   کند،یاستفاده  موجود 
 .بخشدیرا بهبود م یبر چگال یمبتن ی هاروش 

 

  ز ی ن TOBS ینریبا  ی هاسازه  یتوپولوژ  یسازنهیبه  کرد یرو  را  یاخ
  ی توپولوژ  یسازنهیمسائل به  ی برا   [18]و همکاران    یچلیتوسط پ

ها توسعه سازه یخط کیسازه با فرض رفتار الاست-الی س رکنشاند
 .افت ی

چگال   یمبتن  ی هاروش   برخلاف با   یتوپولوژ  یسازنهیبه  ،یبر 
تراز نما از روش مجموعه سطوح  از مرزها  یشیاستفاده   ی واضح 

م ارائه  مائوته    نزی. جنکدهدیسازه  ترک   12][و  روش    بیبا  نمودن 
به تراز  سطوح  روشمجموعه  گسترده  ی اجزا   همراه  به   محدود 

مسائل   شانیاند. در پژوهش اسازه پرداخته   یتوپولوژ  یسازنهیبه
سازه    یبا فرض رفتار خط  داریپا   ت یسازه در وضع-ال یاندرکنش س

مثال  کیالاست و  است  شده  گرفته  نظر  شده  ارائه   ی هادر 
 .اندکوچک محدود شده ی هارشکل ییتغبه

  ک یمجدد در  ی بندمش  کیکناز ت  [19]فپون و همکاران  ن،یهمچن
روش مجموعه به  یتوپولوژ  یساز نهیبا به  بیدر ترک   مش منطبق

دوبعد تراز در مسائل  مرز    ی سطوح  در هر تکرار،  استفاده نمودند. 
و متعاقبا    ابدییزه با روش مجموعه سطوح تراز تکامل مسا-الیس
رد به دامنه   یابیمنظور  به   الیس  ی هامرز،  سازه  جداگانه  و  صورت 

مسئله    ل یتحل  ی برا   شان،ی. در پژوهش اشودی م  ی مجددا  مش بند
س رو-ال یاندرکنش  از  شده   ی بندمیتقس  کرد ی سازه  استفاده  شده 

 .است 
همکاران   و  به  [20]هو  برا   یسازنه یمسئله  موج   ی را  شکن سازه 

فرمول  تحت  مبتن  ی بندمیتقس  ی بندمستغرق  روش  با  بر    یشده 
در   SIMP یچگال ارائه نمودند.  تابع هدف مسائل   نی ارا  پژوهش 
ق  نرمیتابع    یسازنهیبه تابع  نظر    د یو  در  مصالح  حجم  مقدار 

 .شدگرفته
همکاران    یل در    یترجامع  یبررسبه  [21]و  پرداختند.  مسائل  از 

ا سه  شانیپژوهش  و  دو  بهبه  یبعدمسائل   ی سازنهیمنظور 
حالت   یتوپولوژ در  روش    ی هاسازه  از  استفاده  با  تر  و  خشک 
بمجمو تراز  سطوح  همچن  انیعه  است.    ی سازنهیبه  نیشده 

انرژ   گر یاز د  الابعاد مجاز کان  ت یتحت محدود   الیس  ی استهلاک 
- هیها از معادلات ناوژوهش است. آنپ  نیدر ا  یموارد موردبررس

 تهیسیو معادله الاست  الیدامنه س  ی برا   داریاستوکس در حالت پا
 .اندنموده دامنه جامد در پژوهش خود استفاده ی برا  یخط
سازه   یتوپولوژ  یسازنهیبه به  [22]منظور ارتقا پژوهش خود  به  ونی

اندرکنش س تحت  -الیدر مسئله  در حالت گذرا    ی بندفرمولسازه 
  یبرا   ی بندپرداخته است. استفاده از فرمول SIMP با روش  کپارچهی

ا  نیگذرا نخست  الیس  انی جر در    نی بار در  پژوهش صورت گرفت. 
ا مسائابت  شانیپژوهش  تابع    نرمیتابع    یسازنهیبه  ل ع هدف  و 

 .شدمقدار حجم مصالح در نظر گرفته دیق 
با در نظر    قاتیمه تحقدر ادا   [23]رنجبر زاده و همکاران    نیهمچن

  یخطتهیسیو معادلات الاست  یوتنیرنیغ  الاتیگرفتن معادلات س
- الیسازه در مسائل اندرکنش س  یسازنهیبار مسائل به  نینخست
 .آرام ارائه نمودند   انی ( تحت جر2000بالا )  نولدز ی اعداد ر  ی ا برا سازه ر
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برای    سازه  یتوپولوژ  سازی خشکنهیبه  یبررسپژوهش به  نیادر  
سامس اندرکنش  تراز  به    ،سازه-ال یئل  سطوح  مجموعه  روش 

م تابع  شودی پرداخته  مسائل  .    ، یتوپولوژ  یسازنه یبههدف 
رساندن  به ق   سازه  نرمیحداقل  محج  دیتحت  است. م    شخص 

مسئله    ن،یهمچن رو-الی س  اندرکنشدر  از   کپارچه ی  کرد یسازه، 
م ناو  شودیاستفاده  معادلات  را  -ه یکه   الیس  کی  ی برا استوکس 

در تعامل با   که به  داریآرام و ناپا  انی تحت جر  ریناپذو تراکم  یوتنین
الاست  کی خط   ک یسازه  رفتار  م  یبا  نظر  منظور  به  .رد یگ ی در 
تابع مجموعه سطوح تراز از معادله    یطراح  ی رهایغمت   یروزرسانبه

اجزا -اکنش و  یتکامل روش  قالب  در  همچن  ی انتشار   ن یمحدود 
سرعت نرمال حاکم بر روش مجموعه سطوح تراز از    افتنیمنظور  به
 نیپژوهش چند  نیا.  استفاده شده است   یالحاق   ت یحساس  زیآنال

ش  مسئله اندرکنها در سازه   یتوپولوژ   یسازنهیجنبه نوآورانه در به
م-الیس ارائه  نوآوردهدیسازه  ترک   نیا  یاصل  ی.  در   بیمطالعه 

تحت توصیف   کپارچهی  ی بندرمولروش مجموعه سطوح تراز با ف
- الیاندرکنش سمسئله    داریناپا  طیدر شرا   اویلری دلخواه-لاگرانژی

استفاده   ی جابه  قیتحق  نیا  ن،ی شیسازه است. برخلاف مطالعات پ
  ال یرفتار س  یسازه یشب  ی برا   دار یناپا  لی از تحل  ر،دایپا  ی هااز مدل 

الاست  یوتنین سازه  م  کیو  همچنکندیاستفاده  از    ن،ی.  استفاده 
در این   ح ترازوتابع سط  یروزرسانبه منظور  انتشار به-معادله واکنش 

دار را  پژوهش وابستگی حل به ورودی اولیه و تابع فاصله علامت 
   نماید.حذف می

: در  شودیم  انیصورت مقابل بپژوهش به  نیا  یکلادامه ساختار    در
لاگرانژ  انیببه  2بخش   شده   دلخواه  یلریاو- ینگاشت  پرداخته 

سازه  -الیمعادلات حاکم بر مسئله اندرکنش س  3است. در بخش  
معرف نگاشت  به  توجه  رو  شدهیبا  استخراج    کپارچهی  کرد یتحت 

معادله  سطوح تراز تحت    عهتابع مجمو  فی تعربه   4. بخش  شودیم
 یسازنهیمسئله به  5در بخش    ابدییتشار اختصاص مان- واکنش

آنالبه بخش    شودیم  یمعرف  یالحاق   تیاسحس  زیهمراه    6در 
 SIMP روش  سهیو مقا  یسنجشده به صحت ارائه  ی عدد  ی هامثال

همچن LSTO و دارد.  نت  7بخش    نیتمرکز  و    یریگ جه یبه 
پژوهش    یناش  شنهاداتیپ در   افتهیاختصاص    حاضراز  و  است 

 .مراجع مورد استفاده در پژوهش حاضر ارائه شده است  8بخش 

 ALEتوصیف    - 2
Ωصورت به   یپژوهش دامنه محاسبات  نیا  در ∈ ℝd: Ωs ∪ Ωf   در نظر

و دامنه   الیدامنه س  انگر یب  بیترتبه Ωsو  Ωfگرفته شده که در آن  
م همچنباشدیسازه  با شکل    نی.  دا  3مطابق  مشترک  منه فصل 

 Ωf∂ سیال  ز دامنهمر  .شودیداده م  شینما  Γصورت  و سازه به  الیس
شرایط شامل    ترتیببه  هک  NΩf∂  نئومان  و DΩf∂ه به دو مرز دیریکل
طور  به  تقسیم شده است. همچنین،  باشندو فشار میمرزی سرعت  

 DΩs∂  جامد نیز به دو بخش مرز دیریکله دامنهدر  Ωs∂ ، مرزمشابه
و   جابجایی  نئوما برای  می NΩs∂ن  مرز  نئومان تقسیم  مرز   شود. 

های مرز جامد به غیر از مرز دیریکله جامد شامل تمام قسمت   دامنه
را به هم متصل   دامنهکه دو    ،  Γز  باشد. مرو مرز مشترک با سیال می

تواند کند و میشدگی را اعمال می کند، شرایط پیوستگی یا جفت می
امل تعادل نیرو و جابجایی بین سیال و جامد باشد. این ساختار ش
شود  استفاده می (FSI) تعامل سیال و سازه  طور کلی در مسائلبه

بین   تعاملات  تحلیل  و  مطالعه  به  جامد    های دامنهکه  و  سیال 
 .زد پردامی

 

 
 .شماتیک دامنه و مرزهای محاسباتی  ( 3شکل  

 
های  نئومان موجود برای دامنه  مرزهای   3همچنین مطابق با شکل  

سازه   و  N Ω =∂Ω\[∂DΩ∂بصورت  سیال  ∪ Γ] می شوند. تعریف 
است که    یزماننگاشت وابسته به  انیب  ALE  فیتوص  یاصل  هسته

Ω0 هیاول  ی کربندیپ ⊂ ℝ
d به پی)لاگرانژ را  Ωt  یفعل  ی کربندی (  ⊂

ℝd همراه هب  4نگاشت مطابق شکل    نی. ادهدی( انتقال میلری)او
د  ییجابجا  ی بردارها او  یلاگرانژ  ی هادگاه یدر  داده    یلری و  نشان 

عبارت  آن  در  است. که  ,𝑥(𝑋شده  𝑡) جاب بردار  با    ،ییجادر  مطابق 
پ  ،یلاگرانژ  فیتوص متناظر  نقاط  بر  در    هیاول  ی کربندیدلالت 

بهباشدیم  یفعل  ی کربندیپ از  .  منظور  مشابه  ,𝑋(𝑥طور  𝑡)  نقاط  ،
 .باشدی م هیاول ی کربندیدر پ یفعل ی ندکربیمتناظر پ

 

 
 .یو فعل  هیاول   یهای کربند یپ  نی نگاشت ب ف یتوص   ( 4شکل  

 

 : شودیم فی تعر  ری صورت زبه 𝛽 ریپذو معکوس  کیبهکینگاشت 

(1) 

{
𝛽: Ω0 → Ωt
x=𝛽(𝑋, 𝑡)

 

{
𝛽−1: Ωt → Ω0
X=𝛽−1(x, 𝑡)
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بردار جابجا  یهیبد ددر هر    ییاست  خواهد   یمقدار برابر  دگاهیدو 
 :[24] شوندیمرتبط م گریکدیبه ریصورت زداشت که به

 
(1) 𝑢(𝑋, 𝑡) = 𝑢(𝛽−1(x, 𝑡), 𝑡) = 𝑢(x, 𝑡) 
 
 داشت: میبردار سرعت خواه  ی طور مشابه برا به
 
(2) 𝑣(𝑋, 𝑡) = 𝑣(𝛽−1(x, 𝑡), 𝑡) = 𝑣(x, 𝑡) 

 د یآیبدست م ر ی صورت زبه یلاگرانژ دگاهیکه در آن سرعت در د

 

(3) 𝑣(𝑋, 𝑡) =
𝜕𝛽(𝑋, 𝑡)

𝜕𝑡
 

 

 . [25]  دیآیبدست م  ر یصورت زبه  یلریاو  دگاهیسرعت متناظر آن در د

 

(4 ) 𝑣(x, 𝑡) =
𝜕𝛽

𝜕𝑡
(𝛽−1(x), 𝑡) = 𝑣 ∘ 𝛽−1(x) 

 

  ، ی لری و او  یلاگرانژ  ی هادگاهید   نیارتباط ب  انیمنظور بدر ادامه به 
,𝐷𝑣(𝑥عنوان  که به  ییفضا  ی کربندیدر پ  ی ماد  یمشتق زمان 𝑡)/𝐷𝑡  

سرعت   ی برا  د  بردار  ,𝑣(𝑥ی  لر ی او  دگاهیدر  𝑡)  نیبد  شود،یم  انیب 
م ابتدا  پ  ست یبایمنظور  به  زبه  ی ماد  ی کربندیسرعت    ر ی صورت 

 داده شود:  اشت نگ

 

(5) 𝐷𝑣(x, 𝑡)

𝐷𝑡
=
[𝜕𝑣(𝛽(𝑋, 𝑡), 𝑡)]

𝜕𝑡
 

 

  م ی خواه  یبیتوابع ترک   ی اره یزنج  یریگ در ادامه طبق قاعده مشتق
 : [24]داشت 

 

(6) 𝜕𝑣(𝛽(𝑋, 𝑡), 𝑡)

𝜕𝑡
+
𝜕𝑣(𝛽(𝑋, 𝑡), 𝑡)

𝜕𝛽(𝑋, 𝑡)
⋅
𝜕𝛽(𝑋, 𝑡)

𝜕𝑡
 

 

از توص  ت یدرنها استفاده  برا   فیبا  )  ی نگاشت،   م ی( خواه7رابطه 
 : [26 , 24]داشت 

 

(7 ) 𝐷𝑣(x, 𝑡)

𝐷𝑡
=
𝜕𝑣(x, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝛻𝑣(x, 𝑡)𝑣(x, 𝑡) 

 

اول آن  در  ب  نیکه  معادله  راست  سمت  زمان  انگر یجمله   ی مشتق 
درحالی)محل  ییفضا و  بوده  بردار سرعت  آن    نیدوم  کهی(  جمله 

 یبردار سرعت )مربوط به حرکت نسب  یهمرفت  راتیینرخ تغ  انگریب
 ذره را   ت یموقع  ریکه تغ  باشدی( مییو فضا  ی ماد  ی های کربندیپ

 .کندی م فیتوص

مرز    کی( که شامل  یلری )او  یتوجه داشت که تنها دامنه فعل   دیبا
نگاشت    شود،یمتحرک م شبکه متحرک    ک ی  دیتول  ی برا   ALEبه 

دارد تا بتواند حرکت مرز را بدون شکستن اتصال مش در طول   ازین

تطب بنابرا   قیزمان  توص  نیدهد.  ,𝑣(xسرعت    ALE  فیمطابق  𝑡) 
,𝑤f(xعنوان  به 𝑡) ب  انیب و  س  انگریشده  دامنه  Ωf  الیسرعت 

t 
 : [25] شودیم یسیبازنو ری صورت ز( به8رابطه ) نی. همچنباشدمی

 

(8) 𝐷𝑣(x𝑓, 𝑡)

𝐷𝑡
=
𝜕𝑣(x𝑓, 𝑡)

𝜕𝑡
+ ∇𝑣𝑓(x, 𝑡).𝑤f(x, 𝑡) 

 

رابطه )   ف یتعر   ر ی صورت زهب Ωft الیسرعت دامنه س 𝑤f(،  5مشابه 
 : [27] شودیم

 

(9) 𝑤f(xf, 𝑡) =
𝜕𝛽

𝜕𝑡
(𝛽−1(xf), 𝑡) 

 

نگاشت   :𝛽  عنوانبه  ALEمحاسبه  Ωf → Ωf
t ک یتکن  ک ی  ازمندی ن 

 ییجابجا  کیهارمون  یابیمازاد باعث رد   کیتکن  نیا  باشدی مازاد م
س جلوگ  الیمش  المان   یریو  اعوجاج  م  ی هااز  بدشودیآن    ن ی. 

اهد شد به خومحاس  ر ی صورت زمنظور معادله پواسون )لاپلاس( به
[28]: 

 

(10) 
Ωf ∇2𝛽 = 0 
Γ 𝛽 = 𝑢s 
∂Ωf 𝛽 = 0 

 

 استخراج معادلات   -3
 الات ی معادلات حاکم بر س   - 1-3

نظر  و با صرف   یوتنیو ن  ریناپذتراکم   الیس  انی حاکم بر جر  معادله
ن ناپا  یحجم  ی روهایاز  ناو  داریدر حالت  معادلات  عنوان  - هیکه 

 : [25] شودی استخراج م ری صورت زبه شودی استوکس شناخته م
 

 
آن   در    ته ی سکوزیو  ،یچگال  انگریب  بیترتهب 𝜎𝑓و   ρf  ،μf،  𝑣f،  𝑝که 

سرعت   ی،کینامید تنش  فشار  ،بردار  بر   .باشدیم  الیس  و  علاوه 
  ر ی معادله پواسون ز  ALEمنظور محاسبه نگاشت  معادلات فوق به

 :[25] در نظر گرفته خواهد شد الیمش س ییجابجا یابیرد  ی برا 
 
(12) in Ωf ∇2𝑢 = 0 

 معادلات حاکم بر سازه   - 2-3
کوچک تحت   ی هاشکل   رییمعادله حاکم بر سازه با در نظر گرفتن تغ

صورت  به  یحجم  ی روهاینظر از نبا صرف   تهیسیعنوان معادله الاست
 : [25] خواهد بود ری ز

(11) 

in Ωf 
𝜌𝑓 (

𝜕𝑣𝑓

𝜕𝑡
+ (𝑤𝑓 ⋅ 𝛻)𝑣𝑓)

= −𝛻𝑝 + 𝜇𝑓𝛻
2𝑣𝑓 

in Ωf 𝛻 ⋅ 𝑣𝑓 = 0  
on ∂Ωf

D 𝑣𝑓 = 𝑣0  
on ∂Ωf

N 𝜎f. 𝑛f = 0  
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(13) 
in 𝛺𝑠 𝜌𝑠

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝛻 ⋅ 𝜎𝑠(𝑢)   

on 𝜕𝛺𝑠
𝐷  𝑢 = 𝑢0  

on 𝜕𝛺𝑠
𝑁 𝜎𝑠. 𝑛𝑠 = 0  

 
در جابجارد ب  ،یچگال  انگریب  بیترتبه 𝜎sو   ρs  ،𝑢آن    که  و    ییار 

 .باشدیتانسور تنش سازه م
 
(14) 𝜎𝑠(𝑢) = 2𝜇𝑠𝜖(𝑢) + 𝜆𝛻. (𝜖(𝑢))𝐼 
 

عنوان  به λو  μsتانسور تنش سازه بوده که در آن   انگری( ب15معادله )
 .شوندیلامه شناخته م بیضرا 

کرنش  نیهمچن د 𝜖  سازه  تانسور  تغبا  گرفتن  نظر   ی هارشکل ییر 
 :شودی م انیب ر ی صورت زکوچک به

 

(15) 𝜖(𝑢) =
1

2
(𝛻𝑢 + 𝛻𝑢𝑇) 

 
س  کهییازآنجا بر  حاکم  سرعت    الیمعادلات  گرفتن  نظر  در  با 

را با در نظر    کیروابط حاکم بر سازه الاست  ست یبایم  اندشدهانیب
𝑢/𝜕𝑡��گرفتن   = 𝑣s و  𝑢 = 𝑢0 + ∫ 𝑣sd𝑡

𝑡

0
سازه   سرعت  برحسب   ،

 نمود:  یسیبازنو ر ی صورت زبه
 

(16) in Ωs ρs
𝜕𝑣s
𝜕𝑡

− ∇ ⋅ 𝜎s(𝑣s) = ∇ ⋅ 𝜎s(𝑢) 
 

گرفته،ب  نیهمچن صورت  جایگزینی  ارائه   ا  تنش  در تانسور  شده 
 شد:  خواهد یسیبازنو رزیصورت ( به15) معادله

 

(17) 𝜎s(𝑣s) = 2μs𝜖(∫ 𝑣sd𝑡
𝑡

0

) + 𝜆𝛻. (𝜖(∫ 𝑣sd𝑡
𝑡

0

))𝐼 

 حاکم بر فصل مشترک   ط ی شرا   - 3-3
س  در اندرکنش  چهار  سازه که-الی مسائل    ف ی توص  ALEچوب  در 
 یحالت  نیعبور کند در چن  Γ از مرز  تواندی نم ی اماده چیه  شوندیم
س  ست یبایم باشد.    الیسرعت  برابر  مشترک،  فصل  در  جامد  و 
بقا  دیبا  ،یطورکلبه اطم  ی از  مرز  در  بد  نانیجرم   نیحاصل کرد. 
خواهد  و سازه برقرار    الیر در فصل مشترک سی ز  یمرز  طیشرا   بیترت
 :[25] دبو
 

(18) Γ 𝑣f = 𝑣s  
Γ 𝜎f. 𝑛f = 𝜎s. 𝑛s 

 یی و فضا   ی زمان   ی ساز گسسته   - 4-3
مسئله  به  ازیموردن  یو حدس  یشیآزما  توابع اندرکنش  منظور حل 

 سوبولف مشخص شده است: ی در فضا ر ی صورت زسازه به الیس
 

(19) 
𝑣 ∈ V ⊂ (H1Ωf))

d 

𝑝 ∈ P ⊂ (L2(Ωf))
d 

𝑤 ∈ W ⊂ (H1(Ωs))
d 

(φ, η, ψ) ∈ V × P ×W 
 

,φ)که در آن   η, ψ) و  یشیتوابع آزما  (𝑣, 𝑝, 𝑤) ی مربوط  توابع حدس
سرعت  و  فشار  سیال،  دامنه  جابجایی  فضا  به  ی بیترک   ی در 

V × P ×W ی شی. در ادامه معادلات با استفاده توابع آزماباشدیم 
 . [29]خواهد شد  یسیبازنو یو حدس

 ی های اجمله مسئله از چند ییفضا  یسازمنظور گسستهدر ادامه به 
 یخط  ی های اسرعت و چندجمله   ی هامؤلفه  بی تقر  ی درجه دوم برا 

 ی داریاستفاده شده است. پا  [30]  شنهادیفشار مطابق پ  بی تقر  ی برا 
چن دقت  ناو  ی برا   ییهاالمان   نیو  در  - هیمعادلات  استوکس، 

 . [31] قرار گرفته است  دییو تأ  یررسها موردبالمان  ریبا سا سهیمقا
 ی سازمنظور گسسته رو بهپس  یلریاو  یطرح زمان  کیاز    نیهمچن
 استفاده شده است:  ر ی صورت زمعادلات به یزمان
 

(20) (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
)
n+1

≈
𝑣n+1 − 𝑣n

Δ𝑡
 

𝑢n+1 = 𝑢n + Δ𝑡𝑤 
 

  شدهانیب  ی و زمان  یی فضا  ی هایسازبا توجه به گسسته  ت یدرنها
- ال یمعادلات حاکم بر مسئله اندرکنش س  فیاستخراج شکل ضع

عنوان  به  بیترت( که به26-25( و ) 24-22صورت روابط )سازه به
بر دامنه س م  الیروابط حاکم  در نظر گرفته   ان یب  شوند،یو سازه 

 خواهند شد:
 

(21) 

ρf
Δ𝑡
(𝑣f

n+1, φ)Ωf
t + ρf (((𝑣f

n+1 − 𝑤f). ∇)𝑣f
0, φ)

Ωf
t
 

−(𝑝, ∇. φ)Ωf
t + 2μf(𝜀(𝑣f

n+1), ∇φ)Ωf
t

=
ρf
𝛥𝑡
(𝑣f

n, φ)Ωf
t 

 

(22) 
−(∇. 𝑣f

n+1, η)Ωf
t = 0 

 

(23) 
Δ𝑡(∇𝑤f, ∇ψ)Ωf = −(∇𝑢

n, ∇ψ)Ωf 
 

(24 ) 

ρs
Δ𝑡
(𝑣s

n+1, φ)Ωs + ρs((𝑣s
n+1. ∇)𝑣s

0, φ)Ωs 

+Δ𝑡2μs(𝜀(𝑣s
n+1), 𝜀(φ))

Ωs
+ Δ𝑡λs(∇. 𝑣s

n+1, ∇. φ)Ωs 

=
ρs
Δ𝑡
(𝑣s

n, φ)Ωs − 2μs(𝜀(𝑢
n), 𝜀(φ))

Ωs

− λs(∇. 𝑢
n, ∇. φ)Ωs 

 

(25) 1

δ
(𝑣s

n+1, ψ)Ωs −
1

δ
(𝑤s, ψ)Ωs = 0 

 
 دارد.  10-8یی مقداری برابر با گام همگرا به عنوان  δ  که در آن 
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- واکنش بر معادله    ی روش مجموعه سطوح تراز مبتن   -4
 ر نتشا ا 
روش    یروزرسانبه   منظوربه از  تراز  سطوح  مجموعه  تابع 
انتشار استفاده -بنام معادله واکنش   [32]  امادایتوسط    شنهادشدهیپ

نشان داده   5شده است. تابع مجموعه سطوح تراز که مطابق شکل  
 : شودی م فی تعر ری صورت زشده است به

 

(26) 

∀ 𝑥 ∈ Ωs ϕ(𝑥) > 0 
∀ 𝑥 ∈ ∂Ωs ϕ(𝑥) = 0 

∀ 𝑥 ∈ D\Ωs. ϕ(𝑥) < 0 

 

ال
 ف

 
 ب

تصویر  تابع مجموعه سطوح تراز ب(    وصیفات هندسی الف( ت   ( 5شکل  
 صفر  تابع روی سطح تراز

 
مبتن رو  یروش  از  تراز  سطوح  جا  کرد یبر مجموعه    ن یگزیمصالح 

 :کندیاستفاده م  ر ی صورت زبه دیسایعنوان تابع هوبه
 

(27 ) Hϕ = {
1,     ϕ ≥ 0
0,     ϕ < 0

 

 
درون  با  ادامه  طراح  یابیدر  دامنه  در  فوق  منظور  به   D  یرابطه 

انتشار  - مکرر تابع مجموعه سطوح تراز، معادله واکنش  یروزرسانبه
 : شودی م فی تعر ر ی صورت زبه
 

(28) 
in D 

{

𝜕ϕ

𝜕𝑡
= −(Cℒ′ − τ∇2ϕ) = C𝑣𝑛 + τ∇

2ϕ

ϕ = 0
 

on ∂D 
 

  و   یتوپولوژ  یطراح  ت یحساس ′ℒتناسب،   بی ضر  کی Cکه در آن  
τ استفاده ازباشدیم  میپارامتر تنظ . ℒ′ ی هاتا حفره  دهدیاجازه م 

اصطلاح    نیمچن. هرندی شکل گ   یسازنهیبه  ندیدر طول فرآ  دیجد
که تابع    دهثابت و وابسته به ابعاد مش بو  یعبارت  میپارامتر تنظ

 .کندیم میمجموعه سطوح تراز را تنظ

صورت مقابل بدست به Cتناسب   ب ی ضر  [32]  امادایپژوهش    مطابق
 : دیآیم
 

(29) C =
∫ dD
D

∫ |ℒ ′|dD
D

 

 
با استفاده از روش تفاضل محدود در زمان    (29)معادله  در ادامه  

 گسسته خواهد شد:
 

(30) ϕ(𝑡 + Δ𝑡)

Δ𝑡
− τ∇2ϕ(𝑡 + Δ𝑡) = −Cℒ′ +

ϕ(𝑡)

Δ𝑡
 

 
 . باشدی معادله تکامل م یگام زمان ایشبه زمان  Δ𝑡  که در آن

آزما تابع  ضرب  با  ادامه  ضع ϕ̃  یشیدر  شکل  استخراج   ف یو 
را توسط روش گسسته   یسازنه یبه  ندیفرا   توانیمعادلات فوق، م

 محدود انجام داد:  ی اجزا 
 

(31) 
∫
ϕ(𝑡 + Δ𝑡)

Δ𝑡D

ϕ̃ + ∇𝑇ϕ(𝑡 + Δ𝑡)(τ∇ϕ̃)

+ (Cℒ′ −
ϕ(𝑡)

𝛥𝑡
) ϕ̃dD = 0 

 

 ی ساز نه ی مسئله به   - 5
عنوان به  رمینحداقل رساندن  با به   نه،یبه  یادامه مسئله طراح  در

 ی اریمع  نرمی.  شودیحجم در نظر گرفته م  دیتابع هدف تحت ق 
  ی روین  کیجسم در پاسخ به    ک یشکل   رییتغ  یچگونگ  ی است برا 

  ر یی ماده در برابر تغ  کیمقاومت    زانیم  یاعمال شده. در مقابل سفت
  ی مفهوم  نرمینمودن    نهیکم  نیکند، بنابرا ی م  یریگ شکل را اندازه 
ب با  سفت  نه یشیمشابه  داشت.    ینمودن  در   نرمیخواهد  معمولا  

ب  فیتوص  ی برا   ی خطتهیسیالاست  نهیزم  و کرنش    نی رابطه  تنش 
ی سازنهیمسئله به  هیاول  یاتیاضی مدل ر  ن،یبرا . بناشودیاستفاده م

 : شودی م  انیصورت مقابل ببه  نیروهای حجمیبدون در نظر گرفتن  
 

(32) 

𝑚𝑖𝑛 
ϕ
         J = ∫𝑓. 𝑢ϕ𝑑𝑥

𝐷

 

s.t.            E = 𝐾ϕ𝑢ϕ − 𝑓 = 0 

                 G=Vϕ − Vmax 

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒,    Vϕ = ∫Hϕ(𝑥)dx
𝐷

 

 
آن در  مصرفمقدار حدا Vmax  که  و    یکثر حجم  ماتریس  𝐾ϕمجاز 

 .باشدی مضرایب کل سازه 
 ت ی حساس   ز ی آنال   - 1-5
چگونگ  ی برا   یاتیاضی ر  اتیعمل  ک ی  ت یحساس  زیآنال  ی درک 
 ی رهایآن بر متغ  ری( و تأث دی)توابع ق   ی ورود  ی رهای در متغ  راتییتغ

تابع   کی  ،یتوپولوژ  یسازنهی. در بهباشدی)توابع هدف( م  یخروج
داشت   میحداکثر آن خواه  ایحداقل  بر به  یارد که سعهدف وجود د 
 عی هستند که هندسه، توز  ییرهایمتغ  یطراح  ی رهایدر مقابل متغ

  ند ی. در طول فرآکنندی م  فی را تعر  ستمیس  ی هاجنبه   ریسا  ایمواد  
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 1403  مرداد ،  08، شماره  24دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

آنال  ،یسازنهیبه هرچه   یروزرسانبه  ی برا   ت یحساس  زیاز اطلاعات 
متغمناسب  مبه  یطراح  ی رهایتر  مصورت  استفاده  با شودیکرر   .

ت یبر اساس اطلاعات حساس  ی طراح  ی رهایمکرر متغ  یروزرسانبه
که    شودیهمگرا م  یبه پاسخ  تمی الگور  ،یسازنهیو حل مسئله به

 .دهدیشده، نشان مرا مطابق با اهداف مشخص نهیطرح به کی
اند از: روش تفاضل محدود  عبارت   ت یحساس  زینوع مختلف آنال  سه

روش   نکهیا. با توجه به  یو روش الحاق   میل مستق، روش تفاض
داشته و مستقل از   یکمتر اریبس یمحاسبات نهی به هز ازین یالحاق 
برا   ی هاروش  س  ی اتخاذشده  اندرکنش  مسئله  سازه  -الیحل 

پژوهش    نیدر ا  نیبنابرا   باشد،یشده( م  ی بندمیتقس  ای  کپارچهی)
 .ستفاده شده است ا  یاز روش الحاق   ینگینقطه به  یروزرسانبه  ی برا 
در رابطه   شدهف ی تعر  یسازنهیمسئله به  یمنظور، تابع لاگرانژ  نیبد
 : شودیم انیب ری صورت ز( به33)
 
(33) ℒ = J + 𝜂𝑇E + λG 
 

آن   در  ق   بیضرا   بیترتبه 𝜆و  𝜂که  با  مرتبط  در   𝐺 و 𝐸 ودیلاگرانژ 
عنوان مشتق  به  تیحساس  زیآنال  نی. همچنباشندی( م33رابطه )

  ف ی تعر  ری صورت زبه ϕی طراح  رینسبت به متغ  د یتوابع هدف و ق 
 : شودیم
 

(34) 
𝑑ℒ

𝑑ϕ
=
𝜕ℒ

𝜕ϕ
+
𝜕ℒ

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕ϕ
=
𝜕J

𝜕ϕ
+ 𝜂𝑇

𝜕E

𝜕ϕ
+ 𝜆

𝜕G

𝜕ϕ

+
𝜕J

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕ϕ
+ 𝜂𝑇

𝜕E

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕ϕ
 

 
تابع لاگرانژ رابطه فوق مشتق  و  ϕی طراح  ریشامل متغ  یمطابق 

 :شودی( گسسته م36رت روابط )صوبوده که به 𝑢یی بردار جابجا
 

(35) 

{
  
 

  
 
𝑑J

𝑑ϕ
=
𝜕J

𝜕ϕ
+
𝜕J

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕ϕ
𝑑E

𝑑ϕ
=
𝜕E

𝜕ϕ
+
𝜕E

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕ϕ
𝑑G

𝑑ϕ
=
𝜕G

𝜕ϕ

 

 

{
  
 

  
 

𝜕J

𝜕ϕ
= 0

𝜕E

𝜕ϕ
=
𝜕

𝜕ϕ
 (Kϕuϕ − 𝑓) =

𝜕𝐾ϕ

𝜕ϕ
𝑢ϕ = 𝑢ϕ

𝑇 ∫𝐵𝑇ℂ𝐵𝛿ϕ(𝑥)dx
𝐷

𝜕G

𝜕ϕ
=
𝜕

𝜕ϕ
(∫Hϕ(𝑥)dx

𝐷

) = ∫𝛿ϕ(𝑥)dx
𝐷

= 𝑉ϕ
ˊ

= 𝐾ϕ
ˊ 𝑢ϕ 

 

{
 
 

 
 𝜕𝐽

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝜙
=
𝜕

𝜕𝑢
(𝑓. 𝑢𝜙)

𝜕𝑢

𝜕𝜙
= 𝑓.

𝜕𝑢𝜙

𝜕𝜙

𝜕𝐸

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝜙
=
𝜕

𝜕𝑢
(𝐾𝜙𝑢𝜙 − 𝑓)

𝜕𝑢

𝜕𝜙
= 𝐾𝜙

𝜕𝑢𝜙

𝜕𝜙

 

 

 
در آن   ماتریس کرنش  تهیسیتانسور الاستترتیب  به 𝐵و  ℂکه  - و 

 . باشدیم تغییر مکان مسائل الاستیسیته خطی

البا استفاده   𝑢/𝜕ϕ��ی هات یدر ادامه حذف حساس  ی حاق از روش 
 :رد یپذی صورت م ر ی صورت زبه
 

(36) 

(
𝜕J

𝜕𝑢
+ 𝜂

𝜕E

𝜕𝑢
)
𝜕𝑢

𝜕ϕ
= 0 

(𝑓 + 𝐾ϕ𝜂)
𝜕𝑢

𝜕ϕ
= 0 

 

𝑓 + 𝐾ϕ𝜂 = 0 

⇒ 𝜂 = −𝑢ϕ(𝑥) 

 

⇒
𝑑ℒ

𝑑ϕ
= −𝑢ϕ

𝑇𝐾ϕ
ˊ 𝑢ϕ + λ𝑉ϕ

ˊ  

 
زمان لاگرانژ  یمشتق  به  یتابع   افتن یمنظور  به  ،یسازنهیمسئله 

 : شودیم  فی تعر ر ی صورت زسرعت نرمال به
 

(37) 
dℒ

dt
=
𝜕ℒ

𝜕ϕ

𝜕ϕ

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑡
= (

𝜕ℒ

𝜕ϕ
⋅ ∇ϕ ⋅ 𝑣)

|∇ϕ|

|∇ϕ|
= 

(
𝜕ℒ

𝜕ϕ
⋅ |𝛻ϕ| ⋅ 𝑣)

𝛻ϕ

|𝛻ϕ|
=
𝜕ℒ

𝜕ϕ
⋅ 𝑣n ⋅ |∇ϕ| 

 
 ، یسازنهیمسئله به  ینمودن تابع لاگرانژ  نهیمنظور کمبهدر ادامه  

تغ  ست یبایم زمان  یدر تابع لاگرانژ  رییهرگونه  به   dℒ/dt نسبت 
(ℒ/𝜕ϕ��) ضرب عبارتحاصل   ست یبای منظور م  نیدباشد. ب  یمنف ⋅

𝒗n ⋅ |∇ϕ| منف بنابرا   یهمواره  مسئله    نیباشد؛  نرمال  سرعت 
تندتر   یسازنهیبه روش  به   ینزول  بیش  نیبر اساس  ز،    ر ی صورت 

 : گرددی انتخاب م
 

(38) 

𝜕ℒ

𝜕ϕ
⋅ 𝑣n < 0 

⇒ 𝑣n = −
𝜕ℒ

𝜕ϕ
 

𝑣𝑛 = 𝑢ϕ
𝑇𝐾ϕ

ˊ 𝑢ϕ − λ𝑉ϕ
ˊ  

 
- تهیسیکه توسط معادلات الاست  نرمی  یسازنه یازآنجاکه مسئله به

است    انیب  یخط خودالحاق   کی شده   نیبنابرا   باشدیم  یمسئله 
  ان یب  ر ی صورت زسرعت نرمال به  نهیعنوان قربه  یطراح  ت یحساس

 : [21] شودیم
 
(39) ℒ′ = −𝑢ϕ

𝑇𝐾ϕ
ˊ 𝑢ϕ + λ𝑉ϕ

ˊ  
 

ا به  نیدر  ق   بی منظور محاسبه ضرپژوهش  از   ،λحجم    دیلاگرانژ 
استفاده   [33]و همکاران    یریشده توسط جهانگارائه   یروش دوبخش

اصل قسمت  سه  است.    ی توپولوژ  یسازنهیبه  ندیفرا   یشده 
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مدلعبارت  از  تحل  یهندس  یسازاند  آنال  ل یمسئله،  و    زیسازه 
به  ت یحساس به   یسازنهیمسئله  . یطراح  ی رهای متغ  یرسانروزو 
انتخاب    یدامنه طراح  یبرا   یمناسب   ی مدل هندس  ستیبایابتدا م

در نظر گرفته شود،    یطراح  ی رها یمتغ  ی برا   ی اه یاول  ریشود و مقاد
ها انتخاب گردد.  سازه  لیتحل  ی برا   مناسب  یلیمدل تحل  کیسپس  

تحل انجام  از  )تغ  افتنیمنظور  به  ی عدد  لیپس    ر ییمجهولات 
 یسازنه یبه  تمی الگور  ،یطراح  ی رهایمتغ  یروزرسانها( و بهمکان 
برا   ی دیدج  ری مقاد نمود.    یطراح  ی رهایمتغ  یرا  محاسبه خواهد 
طراح  کی  جهیدرنت مرحله ساخته   د یجد  ی مدل  به  مجددا   و  شده 
فر  لیتحل مسازه  تحلشودی ستاده  از  مقاد  لی.  مجهول    ریمجدد، 
  یبرا   ی ضمن  ی دهایتوابع هدف و ق   تیحساس  جیو سپس نتا  دیجد

م، اقناع شده  لاز  اری. در انتها اگر معگرددیحاصل م  دیجد  یطراح
تا زمان   ندیفرا   نیصورت ا  نیا  ری. در غابدییبود محاسبات خاتمه م

های انجام شده همچنین در مثال  ادامه خواهد داشت.  ییهمگرا 
عنوان بهبود توابع هدف و قید در سازی بهمعیار توقف چرخه بهینه

به است که  شده  گرفته  نظر  در  متوالی  تکرار  بیان  سه  زیر  صورت 
 گردد: می
 

{
 

 
ΔJt−1 + ΔJt + ΔJt+1

3
≤ Tol_J

ΔGt−1 + ΔGt + ΔGt+1

3
≤ Tol_V

 

  
ترتیب حد همگرایی تابع هدف و به Tol_Vو   Tol_ Jدر رابطه فوق 

- 3باشد که در این پژوهش هر دو برابر با  حد همگرایی تابع قید می

 در نظر گرفته شده است. 10
 

 ی عدد   یها مثال  - 6
 مسئله اول   - 1-6

همکاران    مسئله و  هو  پژوهش  با  مطابق  منظور  به  [20]اول 
 مورد استفاده در مرجع با روش SIMP روش  سهیو مقا  یسنجصحت 

LSTO  اتخاذ شده در پژوهش حاضر در نظر گرفته شده است. 
شکل    1  جدول و نشان  بیترتبه  6و  مصالح  مشخصات  دهنده 
همچن  یمرز  طیشرا  است.  شده  گرفته  نظر  در  سئله  م  نیمسئله، 

مثلث با مش  آزاد  293312شامل    یموجود  المان   7120  ،ی درجه 
 شده است. حل الیدامنه س ی المان برا   27095دامنه سازه و  ی برا 
 

 مشخصات مصالح  -1جدول 
 خواص سیال  خواص سازه 

𝐄(𝐍/𝐦𝟐) νs ρs(kg/m
3) μf(kg/m. s) νf(m

2/s) ρf(kg/m
3) 

810×1/2 3/0 7800 50 05/0 1000 

 

 
 هندسه و شرایط مرزی مسئله اول  ( 6شکل  

 
 ن یا  ی برا   یشیافزا   یو گام زمان  الیحرکت س  یسازهیزمان شبمدت

در   الیس  ی سرعت ورود  نیهمچن[    0:    05/0:    5]    صورتمسئله به
به چپ  سمت  ثابت  مرز  𝒗𝑖𝑛صورت  = 1 𝑚/𝑠   شده گرفته  نظر  در 

فش راست  در مرز سمت  در سااست.  است.  شده  اعمال    ریار صفر 
شرط سرعت    نیشرط عدم لغزش برقرار است. مطابق ا  الکان   ی مرزها

جابجا م  ییو  گرفته  نظر  در  صفر  به شودیبرابر  ادامه  در    منظور . 
مرز    ی فشار رو  7پاسخ پژوهش حاضر مطابق شکل    یسنجصحت 

 . شده است  سهیمقا [20]سمت چپ سازه با پژوهش مرجع 
 

 
مرجع    وپژوهش حاضر    درسمت چپ سازه   وارد بر مرز  ارفش  ( 7شکل  

[20] 
 
مرز سمت چپ سازه در پژوهش    ی رو  الی از س  یفشار ناش  نهیشیب

مقدار با    یحاضر  مقا  3750برابر  به  توجه  با  دارد.    سه یپاسکال 
فشار    ی هااز انطباق قابل قبول در پاسخ   یحاک  جیگرفته نتاصورت 

 .باشدیم
سرعت، فشار    ی کانتورها  ،یسنجصحت   لیمنظور تکمبه  نیهمچن 

جابجا شکل    ییو  است.   8در  شده  داده    ی کانتورها  نشان 
ا  شدهدادهش ینما به  نیدر   ی اصل  ی رهایمتغ  عی توز  یخوبمطالعه 

مختلف نشان    یرا در نواح  ییمسئله همچون فشار، سرعت و جابجا
 ال یفشار را در نقاط مختلف دامنه س  عی توز   ،کانتور فشار  .دهندیم
وابسته   عی توز  نیکه ا  دهند،یوضوح نشان م سازه به  ی در مرزهاو  

  گر، ید  ی شده بر سازه است. از سواعمال  ی روی و ن  الیس  ان ی به جر
 ان ی در دامنه جر  الیسرعت س  رات ییتغ  انگریسرعت نما  ی کانتورها

.  کنندیم  کیتفک  یخوبرا به  نییپابا سرعت بالا و    یبوده و نقاط
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مقادنشان   ییجابجا  ی کانتورها  ن،یهمچن شکل    رییتغ  ریدهنده 
 وارده هستند. ی سازه در پاسخ به بارها

 

 
 الف 

 
 ب

 

 ج
 یی ( کانتور جابجاجالف( کانتور سرعت ب( کانتور فشار    ( 8شکل  

 
 د ی، تحت ق نرمیکردن    نهیسازه با هدف کم  نهیبه  یدر ادامه توپولوژ

  دار، یپا  حالت   ی هادر زمان همگرا شدن مسئله به پاسخ   %60حجم  
همگرا به نمودار  نرمی  ییهمراه  به  تابع  حجم  شکل و    9  صورت 

 مشخص شده است.
 

 
روند نمودار  و %60حجم   دیتحت ق  نهیبه یتوپولوژ (9شکل  
 ییهمگرا 

 
سازه(   یتابع هدف )نرم   یجی دهنده کاهش تدرنشان   شکل موجود 

 دهدینمودار نشان م  نیاست. ا  یسازنهیدر طول مراحل مختلف به
  ی رهای مکرر متغ  یروزرسانو به  یسازنهیبه  تمی الگور  شرفت یکه با پ

تدر  ،یطراح به  هدف  تابع  به  کیبه    جی مقدار    کینزد   نهیمقدار 
  تم ی الگور ییکارا  انگریب ییدر مراحل ابتدا عیسر ییگرا . همشودیم

بالا دقت  در    ی و  بهراه  افتنیآن  و    نهیحل  صاف  روند  است. 
به  یداریپا  دهندهنشان   ییهمگرا   کنواخت ی نبود  روش  و  کاررفته 
  بار مسئله به اعت  نیاست، که ا  یسازنهیبه  ندیدر فرآ  دیوسانات شدن

 افزوده است.  یینها جیو دقت نتا
 مسئله دوم   - 2-6
شده مطابق با مشخص   یمرز  طیهندسه و شرا برای  بخش    نیدر ا

های مختلف مقایسه شده  توپولوژی بهینه سازه در زمان  10شکل  
در نظر گرفته  1مشخصات مصالح مشابه با جدول نین است. همچ
 شده است. 

 

 
 مسئله دوم  یمرز  طیهندسه و شرا   ( 10شکل  

 
𝒗𝑖𝑛صورت  در مرز سمت چپ به  ی سرعت ورود  10مطابق شکل   =

0.1 𝑚/𝑠   بالاو مرز  پا  ییدر  برقرار   ینییو  لغزش  کانال شرط عدم 
راست   نیاست. همچن اعمال شده فشار صفر    شرط   در مرز سمت 

و   ی درجه آزاد  219261شامل    ی است. مسئله موجود با مش مثلث
در   12800و    12836  بیترتبه  الیدامنه سازه و س  ی هاتعداد المان 

گام   زیو ن  الی س  سازیشبیهزمان  نظر گرفته شده است و کل مدت
در نظر گرفته شده   [  0:    01/0:    1ت ]  صورمثال به  نیا  یشیافزا   یزمان
  11ن نمودار جابجایی برای این مدت زمان در شکل  . همچنیاست 

 نشان داده شده است. 

 

 
 P1زمان برای نقطه  -نمودار جابجایی   ( 11شکل  

 
آوردن    نیهمچن از    ترق یدق   لیوتحله ی امکان تجزبه منظور فراهم 

در  یی  سرعت، فشار و جابجا  ی سازه کانتورها -الیس  یرفتار اندرکنش
 ت.نشان داده شده اس 12 شکل
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 ب الف 

 

 ج

 یی ( کانتور جابجاجالف( کانتور سرعت ب( کانتور فشار )  12شکل  
 
حجم    دیتحت ق   یمنظور مشاهده روند تکامل توپولوژادامه به  در

به   نهیبه  یتوپولوژ  ،یسازنهیبه  یمرحله گام زمان  50، در هر  %60
همگرا همراه   روند  زماننمودار  برای  𝑡 های  یی  = 𝑡و   1 = 0.032  

 شده است.  مقایسه 15تا  13های مطابق شکل
به بهینه  بهینهدست توپولوژی  فرآیند  از  بهینه آمده  توزیع  سازی، 

سازی نرمی سازه  دهد. این شکل با کمینهمواد را در سازه نشان می
به مانند محدودیت حجم،  قیود مشخص  طراحی  گونهو تحت  ای 
استفاده با  را  و کارایی  سفتی  بیشترین  را   60%  شده که  مصالح 

کند. الگوریتم   14و    13های  شکل  مطابق  فراهم  پیشرفت  با 
اهمیت از لحاظ ساختاری شناسایی و حذف  سازی، نواحی کم بهینه
تدریج، مواد در مناطقی که نقش کلیدی در تحمل بارها  شوند. بهمی

تنش  میو کاهش  متمرکز  دارند،  بهینه  ها  توپولوژی  این  شوند. 
مجمو روش  از  بهحاصل  الگوریتم  و  تراز  سطوح  رسانی روزعه 
ها ایجاد کرده و تری را نسبت به سایر روش طراحی، مرزهای واضح 

 .شودبه دقت بیشتری در طراحی سازه منجر می 
توپولوژی به یک    نهایی  فرآیند، شکل  انتهای  به  نزدیک شدن  با 

رسد که در آن مواد به بهترین شکل برای  توزیع بهینه و کارآمد می
به قیود مسئله و محدودیت زایش سفتی و کاهش نرمی در پاسخ  اف

شده توزیع  مؤثر  حجم  عملکرد  بیانگر  تدریجی،  تکامل  این  اند. 
ای  های بهینه سازهسازی و قابلیت آن در تولید طرحالگوریتم بهینه

 .است 

 

  
It. 100 It. 50 

  
It. 200 It. 150 

 
It.250 

𝑡بهینه برای زمان  تکامل توپولوژی  )13  شکل  =  ثانیه  0.032

 

  
It. 100 It. 50 

  
It. 200 It. 150 
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It.250 

𝑡تکامل توپولوژی بهینه برای زمان   )14  شکل  =  ثانیه  1

 
زمان برای  موجود  مسئله  همگرایی  روند  نمودار  ادامه   1های  در 

 الف و ب نشان داده 15های ترتیب مطابق با شکلثانیه به 032/0و
 شده است. 

 

 
 الف( 

 
 ب( 

𝑡الف    %60حجم   د یتحت ق ییروند همگرا  ( 15شکل   = 𝑡و ب   1 =

0.032 
 

طور مشابه با مسئله اول  منظور تفسیر نمودار روند همگرایی بهبه
تکرار    120مسائل موجود در کمتر از    الف و ب  15  ی هامطابق شکل 

. باشدی م  لیتحل  ت یفیاز ک  یکه حاک  اند،دهیرس  ییبه همگرا   ولا
فرا   نیهمچن پابه  ندیادامه  کنترل  صورت   لیتحل  یداریمنظور 

 است.  رفتهیپذ

 ی ر ی گ جه ی نت   -7
سازی توپولوژی سازه در  این پژوهش یک رویکرد نوین برای بهینه

با استفاده از روش   سازه-اندرکنش سیال  وابسته به زمان  مسائل
- گرانژیمجموعه سطوح تراز ارائه کرده است. استفاده از توصیف لا 

وابسته   با حل معادلات  در چارچوب یکپارچه، (ALE) اویلری دلخواه
زمان به  به  سازه  و  ناپایداری سیال  همزمان،  عددی  صورت  های 

علاوه بر فراهم آوردن امکان  و    دهنمو  ناشی از ترم همرفت را مرتفع

زمان در  نتایج  متفاوت،  تفسیر  بخشیده   حلدقت  های  بهبود  را 
 .است 

انتشار و  - مجموعه سطوح تراز با معادله واکنشهمچنین، روش  
روزرسانی متغیرهای  آنالیز حساسیت الحاقی که به ترتیب برای به

شده  گرفته  کار  به  نرمال  سرعت  محاسبه  و  مرزطراحی  های اند، 
روشسازه به  نسبت  را  واضحی  و  دقیق  بسیار  بر  ای  مبتنی  های 

مانند مبه،  SIMP  چگالی  مرزهای  از تشکیل  و  م جلوگیری  تولید 
 .کرده است 

 ی هابرنامه های متنوعی از  پژوهشتواند در  می  ی فوقدستاوردها
مهندس  یعلم مهندسی  و  ی،  ستی ز  کیمکان،  فضا  و  هوا  یمانند 

ها   مهندسی سازه  و  بنادر  ...    ییای در  ی سواحل،  قابل   مفیدو  و 
   توسعه باشد.

اخلاقی  پژوهش    نیا  ی علم  اتیمحتو  : تاییدیه  حاصل  مقاله 
است و در هیچ نشریه ایرانی و غیر ایرانی منتشر نشده   انسندگینو

 است.
هیچ تعارض منافعی برای اظهار وجود  در این مقاله    تعارض منافع:

 ندارد.

 فهرست علائم  

 
 

p فشار 

𝒗f  بردار سرعت سیال 
𝒗𝑖𝑛   ورودی سرعت 
𝒖  بردار جابجایی 
𝒘𝐟  بردار جابجایی مش سیال 

 علایم یونانی 

𝜎𝑓 تنش سیال   
ρf چگالی سیال   
μf دینامیکی  تهی سکوزیو 
ρs  چگالی سازه 
νs  ضریب پواسون 
𝜎𝑠   جامد تانسور تنش 
Γ  فصل مشترک سیال و جامد 
∂Ω𝐷  مرز دیریکله 
∂Ω𝑁  ن مرز نئوما 
λs  ضریب لامه 
μs ی مدول برش 
𝝐  تانسور کرنش سازه 
ℒ انژی تابع لاگر 
ℒ′  تابع حساسیت 
τ  پارامتر تنظیم 
ℂ ته یس یتانسور الاست 
ϕ 

 متغیر طراحی 
λ 

 حجم   دیلاگرانژ ق   بیضر
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