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بعدی از پیش در این نگاشت نامه کنترل ردیابی برای هواپیمای عمود پرواز مورد بررسی قرار گرفته است. هدف کنترلی، ردیابی یک مسیر سه 
یس اینرسی است. با تکیه بر الگوریتم استخراج، کنترل دینامیک انتقالی های ثابت و نایقینی در ماترشده توسط هواپیما در حضور اغتشاشتعیین 

گردد که جهت تراست مطلوب از روی آن شوند. ابتدا یک کنترل کننده مجازی برای دینامیک انتقالی طراحی میو چرخشی از یکدیگر جدا می
سازی یک سیستم کمکی و کننده مجازی از پیادهدر طراحی کنترلتحریک بودن دینامیک انتقالی،  -گردد. برای فائق آمدن بر زیراستخراج می
گرفته از داشتن تخمین انجام دار نگاهگر برای خنثی کردن اثر اغتشاش دینامیک انتقالی استفاده شده است. همچنین برای کرانیک تخمین

دست آمده محقق گردد، از جهت تراست مطلوب بهعملگر تصویر هموار بهره گرفته شده است. برای کنترل دینامیک چرخشی به طوری که 
که مقدار ماتریس اینرسی و کران اغتشاش دینامیک چرخشی معلوم نیست از ساختار جاییکنترل تطبیقی مد لغزنده استفاده شده است. از آن

شده با استفاده از تحلیل پایداری  کننده ارائهلهای نامعلوم تخمین زده شود. پایداری کنتروسیله آن کرانشده تا بهتطبیقی در طراحی بهره گرفته 
 شده در مقاله ارائه گردیده است.کننده معرفیسازی برای نشان دادن کارایی کنترللیاپانوف اثبات شده است. در پایان نتایج شبیه
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 This paper addresses the trajectory tracking of a Vertical Take-Off and Landing (VTOL) aircraft. Our 

objective is to design a controller for a VTOL aircraft in such a way that the aircraft tracks a predefined 

3d spatial path in the presence of constant disturbances and uncertainty in the inertial matrix. Taking 

advantage of the extraction algorithm, we separate the design for the translational and rotational 

dynamics. First, a virtual controller is designed for the translational dynamics from which the ideal 

thrust direction is extracted. To deal with the under-actuation of the translational dynamics, we have 

exploited an auxiliary system while an estimator is also involved in the design of the virtual controller 

to compensate for the effect of the translational disturbance. In order to keep our estimation bounded, 

we utilize the projection operator which is also smooth enough. An adaptive sliding mode control is 

used for rotational dynamics control such that the ideal thrust is accomplished. Since the inertial matrix 

and the bound on rotational disturbance are unknown, an adaptive structure is used to estimate the 

unknown bounds. The stability of the control framework is established through Lyapunov analysis. 

Finally, simulation results are given to test the validity of the proposed control scheme. 
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 مقدمه 1- 

هواپیماهای عمودپرواز به دلیل کاربردهای گسترده و متنوعی که دارند 

. این هواپیماها به [1]اند گرفته ها قرارموضوع بسیاری از مطالعات و پژوهش

 در فااهای دلیل قابلیت ثابت ماندن در یک نقطه در هوا و قدرت مانور بالا

های کاربردی وسیعی که حاور انسان مشکل یا خطرناك محدود، در حوزه

فن توان به هواپیمای عمودپرواز داکتتاست کاربرد دارند. از انواع مهم آن می

 .اشاره کرد [3]و کوادروتور  [2]
کارگیری موثر هواپیماها در کاربردهای عملی درگرو کنترل مناسب به

-هاست. اما چالش اصلی در کنترل هواپیماهای عمودپرواز زیراین سیستم

های کنترلی کمتر از تعداد نی تعداد ورودیهاست، یعبودن آن 1تحریک

توان به دو درجات آزادی سیستم است. دینامیک هواپیماهای عمودپرواز را می

تحریک بوده و به ازای سه درجه -که زیر 2بخش تقسیم نمود. دینامیک انتقالی

بعدی تنها دارای یک ورودی کنترلی اسکالر به نام آزادی در فاای سه

دهد، بدنه شتاب می 4واپیما را در جهت عمود بر چارچوباست که ه 3تراست

بوده و به ازای سه درجه آزادی دارای  1تحریک-که تمام 5و دینامیک چرخشی

                                                                                                                                      
1 Under-actuated 
2 Translational dynamics 
3 Thrust 
4 frame 
5 Rotational dynamics 
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 ای است.ورودی گشتاور سه مؤلفه

گرفته است  ها کارهای مختلفی انجامدر زمینه کنترل جهت این سیستم

ها در کنترل موقعیت نهفته است. که چالش اصلی این سیستم، درحالی[4]

های تحت مطالعه ارائه شده های مختلفی برای کنترل موقعیت سیستمروش

پایداری  [5]توان به موارد زیر اشاره کرد. در مرجع ها میجمله آن است که از

پرنده عمودپرواز حول یک موقعیت ثابت مورد بررسی قرار گرفته است. در 

فن حول یک نقطه ثابت در رواز داکتتپایداری هواپیمای عمودپ [6]مرجع 

بررسی شده است. در  2حاور باد مخالف با استفاده از طراحی کنترلی پسگام

بعدی دیابی یک مسیر سهبا استفاده از الگوریتم استخراج، ر [8]و  [7]مراجع 

در فاا برای هواپیمای عمودپرواز بررسی شده که در مرجع اول با فرض در 

دسترس نبودن سرعت هواپیما و در مرجع دوم با فرض وجود دو اغتشاش 

است. در های چرخشی و انتقالی این طراحی انجام گرفته ثابت در دینامیک

ها پرداخته شده با با استفاده از روشی مشابه به کنترل این سیستم [9]مرجع 

ای جای استفاده از جهت در تنظیم تراست، از سرعت زاویهاین تفاوت که به

با استفاده از روش کنترل پسگام،  [10]شده است. در مرجع  استفاده

ظور ردیابی موقعیت توسط یک کوادروتور در حاور منای بهکنندهکنترل

، با استفاده از کنترل [11]های ثابت طراحی گردیده است. در مرجع اغتشاش

ها مورد بررسی قرار گرفته است، هایبرید، ردیابی موقعیت و جهت این سیستم

شده  که تنها وجود اغتشاش ثابت در دینامیک انتقالی در نظر گرفتهدرحالی

همچنین لازم به ذکر است که در اکثر کارهای انجام گرفته برروی  است.

های سازی سیستم از زویه، در مدل[13]و  [12]های مورد مطالعه نظیر سیستم

اویلر استفاده شده است و کارهای کمتری در رابطه با این سیستم ها در مدل 

سازی مبتنی بر کواترنیون واحد وجود دارد. این در حالی است که در 

در روابط   π/2±رابر ب pitchهای اویلر در زوایه سازی بر پایه زوایهمدل

آید. استفاده از کوترنیون واحد از بروز تکینگی در روابط تکینگی به وجود می

 جلوگیری می کند چرا که این روش فاقد تکینگی است. 

توان از نظر عملی دارای اهمیت هستند میاز جمله مسائلی که ازنقطه

نام برد. نایقینی در پارامترهای سیستم )ماتریس اینرسی( و اغتشاش 

پذیر دست آوردن دینامیک دقیق سیستم، امکاندانیم بهطور که میهمان

های آل نبوده و دارای سیگنالها ایدههمواره محیط همچنین نیست و

 وجود از بین منابع ذکر شده هیچای نظیر وزش باد هستند. با این ناخواسته

ها در نظر ن دینامیکزمان برای ایطور همیک اثر اغتشاش و نایقینی را به

 اند.نگرفته

که طوری کننده ردیاب است بهنگاشت نامه طراحی کنترل هدف این

شده را دنبال نماید. هواپیمای عمود پرواز یک سیگنال مرجع از پیش تعیین 

همچنین در طراحی اثر اغتشاش و نامعلوم بودن ماتریس اینرسی نیز در نظر 

تحریک بودن دینامیک -آمدن به مشکل زیرشده است. برای فایق گرفته 

آن  جوییم که توسطای الگوریتم استخراج سود میانتقالی از روش دو مرحله

گردد. سپس با استفاده از کنترل کنترل دینامیک انتقالی و چرخشی جدا می

ای مجازی برای دینامیک انتقالی کنندهپسگام و کنترل تطبیقی، کنترل

استفاده از آن تراست ورودی دینامیک انتقالی و جهت  که باکنیم طراحی می

آید. مقدار اغتشاش نیز توسط یک مرجع برای دینامیک چرخشی به دست می

شود که به این منظور از دار تخمین زده میگر هموار و از پیش کرانتخمین

شود. در گام گر استفاده میکنترل تطبیقی و عملگر تصویر در طراحی تخمین

ای مبتنی بر کنترل سطح لغزنده تطبیقی برای دینامیک کنندهترلبعد کن

                                                                                                                                      
1 Fully-actuated 
2 Back-stepping 

دست آمده در مرحله که جهت مرجع بهطوریگردد بهچرخشی طراحی می

قبل توسط سیستم دنبال شود. کارهای انجام گرفته در این نگاشت نامه را 

 توان در موارد زیر خلاصه کرد:می

  سازی سیستم کمکی، کنترل پیادهبا ارائه روشی ترکیبی )ترکیبی از

ای برای دینامیک انتقالی تطبیقی و عملگر تصویر( کنترل کننده

 طوری که به طور موثری بر اغتشاش غلبه کند.طراحی گردیده است به

  در طراحی ورودی گشتاور از کنترل مد لغزنده بدون استفاده از مقدار

طوری انجام  ماتریس اینرسی )که مقدار آن نامعلوم است( طراحی

گرفته که نه تنها بر اثر این نایقینی غلبه گردد بلکه اثر اغتشاش و 

مقدار نامعلوم مشتق دوم سیگنال مرجع برای دینامیک چرخشی نیز 

 خنثی شود.

 جایی که فرض بر این است که کران اغتشاش دینامیک چرخشی از آن

زی یک معلوم نیست در طراحی کنترل مد لغزنده مبادرت به پیاده سا

بهره تطبیقی گردیده است به طوری که کران نامعلوم اغتشاش تخمین 

 .زده شود

 دینامیک پرنده عمودپرواز2- 
دست آوردن معادلات دینامیکی سیستم ابتدا دو چارچوب تعریف برای به

های زمین با پایه . چارچوب4ثابت-و چارچوب بدنه 3گردد. چارچوب زمینمی

طور ثابت بر روی یک نقطه روی زمین مسطح تعریف به {𝑥̂ , 𝑦̂ , 𝑧̂ } متعامد

 𝑧̂ به سمت شرق و بردار    𝑦̂به سمت شمال، بردار  𝑥̂شود که جهت بردار می

به سمت مرکز زمین است. چارچوبی که منطبق بر مرکز جرم جسم صلب 

 شود. با توجه به دو چارچوب تعریفثابت نامیده می-است، نیز چارچوب بدنه

( بیان 1های عمود پرواز از طریق رابطه )ک حرکتی پرندهشده، دینامی

   گردد.می

} الف(-1)
𝑝̇  =  𝑣

𝑣̇  =  𝑔𝑧̂ −
𝑇

𝑚
𝑅(q)T𝑧̂ + 𝑤

 

} ب( -1)
q̇  =  (

ηI3 + 𝑞×

−𝑞T ) 𝜔

𝐽𝜔̇  =  𝜏 − 𝜔×𝐽𝜔 + 𝑑

 

𝑝که در آن  ∈ ℝ3  و𝑣 ∈ ℝ3  به ترتیب بردارهای موقعیت و سرعت خطی در

𝑧̂زمین هستند.  چارچوب = (0, 0, 1)T   و𝑚  ،جرم هواپیما𝐽 ∈ ℝ3×3  

𝑇ثابت،-در چارچوب بدنه ماتریس مثبت معین اینرسی ∈ ℝ   ،تراست𝜔 ∈ ℝ3 

𝜏ثابت و -ای در چارچوب بدنهسرعت زاویه ، ∈ ℝ3  ورودی گشتاور سه

𝑤ای است. مؤلفه ∈ ℝ3  و𝑑 ∈ ℝ3 های ثابت دینامیک انتقالی و اغتشاش

تایی کواترنیون  3چرخشی هستند. برای نمایش جهت هواپیما نیز از بردار 

qواحد  = (𝑞, 𝜂)T شده است، که متشکل از قسمت برداری  استفاده𝑞 ∈ ℝ3  

𝜂و قسمت اسکالر  ∈ ℝ  است. همچنین در کواترنیون واحد همواره شرط

𝑞T𝑞 + 𝜂2 = q−1صورت واترنیون واحد بهبرقرار است. معکوس ک 1 =

(−𝑞, 𝜂)T صورتآید. ضرب کواترنیونی بهبه دست می 

q
𝑖

⊙ q
𝑗

= ((𝑞T𝜂
𝑗

+ 𝑞
𝑗
𝜂 + 𝑞×𝑞

𝑗
)

T

, 𝜂𝜂
𝑗

− 𝑞𝑇𝑞
𝑗
)

T

 

گردد، که حاصل خود یک کواترنیون واحد است. ماتریس چرخش تعریف می

𝑅(𝑞)  دهد و از رابطه  ثابت انتقال می-چارچوب زمین را به چارچوب بدنه

𝑅(q) = (𝜂2 − 𝑞T𝑞)𝐼3 + 2𝑞𝑞T − 2𝜂𝑞×  آید که در آن دست میبه𝑥× =

(0, −𝑥3, 𝑥2; 𝑥3, 0, −𝑥1; −𝑥2, 𝑥1,  است. (0

                                                                                                                                      
3 Inertial frame 
4 Body-fixed frame 
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که سیگنال موقعیت طوریاست به 𝜏و  𝑇های کنندههدف طراحی کنترل

𝑝مرجع 
𝑑

(𝑡) .توسط هواپیما ردیابی گردد 

سرعت های سیستم )موقعیت، سرعت خطی، جهت و .  تمام حالت1فرضیه 

 ای( در دسترس هستند.زاویه

 دار است.   وجود دارد و کران 4. مشتق سیگنال مرجع تا مرتبه 2فرضیه 

supدار است و . اغتشاش دینامیک انتقالی کران3فرضیه 
𝑡>0

||𝑤(𝑡)|| < 𝑤̅  ،

sup
𝑡>0

||𝑝̈
𝑑

(𝑡)|| + 𝑤̅ < 𝑔 . 

بهدار هستند . اغتشاش دینامیک چرخشی و ماتریس اینرسی کران4فرضیه 

||𝐽||که طوری ≤ 𝐽 supو   ̅
𝑡>0

||𝑑(𝑡)|| < 𝜑  که𝐽  نامعلوم است. 𝜑معلوم و  ̅

 ( را در نظر بگیرید.2قانون تطبیقی ) [14]. 1لم 

𝑤̇̂ = 𝛾𝑤proj(𝛶, 𝑤̂) = 𝛾𝑤(𝛶 − 𝜅𝜛1𝜛2𝑤̂), 𝛾𝑤 > 0 

(2)                                     

 که 

(3) 𝜅 = ( 2(𝜀2 + 2𝜀𝐵)𝑛+1𝐵2)−1 

(4) 𝜛1 = {(𝑤̂
T

𝑤̂ − 𝐵2)
2

𝑤̂
T

𝑤̂ > 𝐵2

0 otherwise
 

(5) 𝜛2 = 𝑤̂
T

𝛶 + ((𝑤̂
T

𝛶)
2

+ 𝛿̅
2
)

1

2
, 

است و خطای تخمین از رابطه  𝑤تخمین 𝑤̂های دلخواه هستند، ثابت 𝛿̅و  𝜀و 

𝑤̃ = 𝑤 − 𝑤̂ آید. به دست می𝐵 > کرانی است که توسط طراح برای  0

پذیر متغیر بازمان، معلوم و مشتق  𝛶همچنین گردد وگر انتخاب میتخمین

 ( همواره برقرار خواهند بود.8) -(6) گاه شرایطاست. آن

(6) ||𝜃|| ≤ 𝐵 + 𝜀, ∀𝑡 > 0, 

(7) 𝜃̃
T

proj(𝛶, 𝜃̂) ≥ 𝜃̃
T

𝛶, 
(8) proj(𝛶, 𝜃) ∈ 𝒞𝑛 . 

 بگیرید.( را در نظر 9سیستم مرتبه دوم  ) [15]. 2لم 

(9) 𝜇 = 𝑝̈𝑑(𝑡) − 𝑘𝛼tanh(𝛼) − 𝑘𝛼̇tanh(𝛼̇) − 𝑤̂,  

𝛼که در آن   ∈ ℝ3 و 𝛼̇ ∈ ℝ3  𝑘𝛼, 𝑘𝛼̇ >  عنوان یک آشفتگیبه 𝜖. اگر ,0

دار نیز کران 𝛼̇و  𝛼های دار باشد و درنهایت به صفر میل کند آنگاه حالتکران

 بود و به صفر خواهند رسید. خواهند

 روش کنترلی3- 

تحریک است، برای کنترل -ها زیرکه دینامیک انتقالی این سیستمجاییاز آن

موقعیت هواپیما ناگزیر به استفاده از جهت سیستم هستیم. به این منظور از 

صورت جوییم. ابتدا خطای ردیابی را بهای استخراج سود میروش دو مرحله

𝑝̃ = 𝑝 − 𝑝
𝑑

   ،𝑣̃ = 𝑣 − 𝑝̇
𝑑

فه و کم کردن کنیم. حال با اضاتعریف می  

الف(، معادلات خطای -1به معادلات شتاب در رابطه ) 𝑅(𝑞𝑑)T𝑧̂(𝑇/𝑚)عبارت 

 کنیم. بندی می( فرموله10ردیابی را در قالب رابطه )

(10) {
𝑝̇̃ = 𝑣̃

𝑣̇̃ = −𝑝̈
𝑑

(𝑡) + 𝜇 + 𝜇̃ + 𝑤,
 

 که 

(11) 𝜇 = 𝑔𝑧̂ −
𝑇

𝑚
𝑅(q𝑑)T𝑧̂ 

(12) 𝜇̃ =
𝑇

𝑚
(𝑅(𝑞

𝑑
)

T
− 𝑅(𝑞)T) 𝑧̂, 

𝜇  ورودی کنترلی مجازی و𝜇̃ تحریک است. -خطای زیر𝑞
𝑑

جهت مطلوب  

گردد. روش کار به این صورت است که تراست است که در ادامه محاسبه می

تحریک بودن، برای -، بدون در نظر گرفتن زیر 𝜇ابتدا ورودی کنترل مجازی 

تحریک است، اعمال مستقیم این -گردد. چون سیستم زیرسیستم طراحی می

که این ورودی تابعی ورودی به دینامیک انتقالی وجود ندارد. اما با توجه به این

𝑞و جهت مطلوب  𝑇از ورودی اسکالر 
𝑑

توان این معادله را حل کرد و است می 

مقدار تراست موردنیاز و جهت مطلوبی که باعث تحقق ورودی کنترل مجازی 

د، که این روابط تحت گردد را محاسبه کرتحریک( می-)صفر شدن خطای زیر

 شوند.نام الگوریتم استخراج است در ادامه توضیح داده می

𝜇با فرض   = (𝜇
1
, 𝜇

2
, 𝜇

3
و جهت مناسب    𝑇( آمده، تراست 11در ) 𝜇که   (

𝑞
𝑑

= (𝑞
𝑑

, 𝜂
𝑑
)

T
 . [15]گردند ( محاسبه می14( و )13از روابط ) 

(13) 𝑇 = 𝑚||𝜇 − 𝑔𝑧̂||, 

(14) 𝜂
𝑑

= √
1

2
+

𝑔 − 𝜇
3

2||𝜇 − 𝑔𝑧̂||
,  𝑞

𝑑
=

1

2||𝜇 − 𝑔𝑧̂||𝜂
𝑑

𝜇
2
 

( به 16( و )15های )ای مطلوب و مشتق آن نیز از رابطههمچنین سرعت زاویه

 .[15]آیند دست می

𝛾 و 
1

=
𝑇

𝑚
  ،𝛾

2
= 𝛾

1
+ (𝑔 − 𝜇

3
,𝛯̇(𝜇و  ( 𝜇̇)   مشتق𝛯(𝜇)  .است 

به   𝑇، از روی آن تراست  𝜇کننده مجازی بنابراین پس از طراحی کنترل

عنوان ورودی به دینامیک انتقالی اعمال طور مستقیم بهآید که بهدست می

𝑞گردد و همچنین جهت مطلوب می
𝑑

عنوان سیگنال گردد که بهمحاسبه می 

مرجع برای دینامیک چرخشی باید ردیابی گردد. اما در استفاده از این روش 

ها توجه گردد و در طراحی ه باید به آنهایی وجود دارد کنکات و چالش

 ورودی کنترل مجازی منظور شود.

𝜇( پیداست به ازای 6طور که از رابطه )همان (1 = 𝑔𝑧̂  در روابط استخراج

آید. بنابراین ورودی کنترلی مجازی باید طوری وجود میبه 1تکینگی

طراحی گردد که تحت هیچ شرایطی باعث بروز تکینگی در روابط نگردد. 

را طوری طراحی  𝜇(، tanhدار )ه این منظور ما با استفاده از تابع کرانب

باشد. این شرط   𝑔 تر ازکنیم که همواره مقدار تمام عناصر آن کوچکمی

 کند.کافی برای عدم بروز تکینگی را تامین می

𝑞که دلیل اینبه (2
𝑑

عنوان رفرنس مرجع برای دینامیک چرخشی به 

باید مشتق اول و دوم آن نیز وجود داشته باشد.  گردد، پساستفاده می

به این معنی که تنها  همچنین مشتق اول آن نیز باید در دسترس باشد

گیری مانند موقعیت و سرعت باشد. اندازه های قابلمتشکل از سیگنال

𝑞لازم به ذکر است که در طراحی به مشتق دوم 
𝑑

نیز احتیاج است اما   

سطح لغزنده تطبیقی این نیاز برطرف خواهد گردید. با استفاده از کنترل 

𝑞کنیم که ( مشاهده می14از طرف دیگر از رابطه )
𝑑

است.   𝜇تابعی از   

های فوق معادل این است که ورودی کنترل مجازی طراحی پس گفته

پذیر باشد و مشتق اول آن برای استفاده شده حداقل دو بار مشتق

 باشد.در دست  2عنوان بازخوردبه

کننده مجازی و کننده را در قالب دو بخش طراحی کنترلدر ادامه کنترل

 کنیم.طراحی گشتاور برای دینامیک چرخشی ارائه می

 مجازی کنندهکنترلطراحی 4- 

                                                                                                                                      
1 singularity 
2 feedback 

(15) 𝜔𝑑 = 𝛯(𝜇)𝜇̇, 

(16) 𝜔̇𝑑 = 𝛯̇(𝜇, 𝜇̇)𝜇̇ + 𝛯(𝜇)𝜇̈, 

𝛯(𝜇) =
1

𝛾1
2𝛾2

(

−𝜇1𝜇2 −𝜇2
2 + 𝛾1𝛾2 −𝜇2𝛾2

𝜇1
2 − 𝛾1𝛾2 𝜇1𝜇2 −𝜇1𝛾2

𝜇2𝛾1 −𝜇1𝛾1 0

) 

(17)                                     
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شده برای ورودی کنترل مجازی ساختار زیر را  های ذکربا توجه به محدودیت

 کنیم.معرفی می 𝜇برای 

(18) 𝜇 = 𝑝̈𝑑(𝑡) − 𝑘𝛼tanh(𝛼) − 𝑘𝛼̇tanh(𝛼̇) − 𝑤̂,  

,𝑘𝛼 که  𝑘𝛼̇ >  𝛼̇و   𝛼است و  𝑤تخمین اغتشاش  𝑤̂ضرایب ثابت هستند،   0

 .( هستند19های سیستم کمکی )حالت

(19) 𝛼̈ = −𝑘𝛼tanh(𝛼) − 𝑘𝛼̇tanh(𝛼̇) − 𝜙 

 در ادامه طراحی خواهد شد.   𝜙که 

محدودیت ها و  ( برای فائق آمدن بر18ساختار کنترلی معرفی شده در رابطه )

ها اشاره گردید. در تر به آنهای ورودی کنترلی مجازی است که پیشچالش

( ورودی کنترلی مجازی همواره از 1 : کند که( تامین می18واقع رابطه )

پیش کران دار است که این کران توسط ما قابل تعیین است. دو ترم اول 

دارهستند. ترم آخر نیز  باشند که کرانشامل تابع تانژانت هابپربولیک می

طور که در ادامه توضیح داده خواهد شد این تخمین اغتشاش است که همان

تخمین  با استفاده از عملگر تصویر از پیش کران دار خواهد بود که این کران 

( مشتق ورودی کنترلی مجازی معلوم و 2نیز توسط خود ما قابل تنظیم است. 

ی استفاده از خطای ردیابی موقعیت و قابل محاسبه است. در واقع به جا

,𝑝̃سرعت ) 𝑝̇̃( از حالات سیستم کمکی )𝛼 ,𝛼̇  در طراحی کنترل کننده )

ها قابل بینم مشتق این سیگنالطور که میمجازی استفاده کردیم. همان

های قابل اندازه گیری و در دسترس است محاسبه و تماما متشکل از سیگنال

در طراحی کنترل مجازی استفاده   𝑝̇̃یابی سرعترد در حالی که اگر از خطای

شد آن گاه مشتق آن معلوم نبود چرا که در محاسبه آن اغتشاش ظاهر می

سازی سیستم کمکی شود که نامعلوم است. به همین دلیل اقدام به  پیادهمی

 شده است.

𝑒با تعریف  = 𝑝̃ − 𝛼  ،𝑠 = 𝑒̇ + 𝑐1𝑒  و خطای تخمین𝑤̃ = 𝑤 − 𝑤̂ − 𝑒̇  

 خواهیم داشت.

(20) 𝑠̈ = 𝜇̃ + 𝑤̃ + (𝑐
1

+ 1)𝑒̇ + 𝜙 

 ( 21به شکل رابطه ) 𝜙که با طراحی 

(21) 𝜙 = −(𝑐1 + 1)𝑒̇ − 𝑘𝑒𝑠, 

 آید.( درمی22( به فرم )13رابطه )

(22) 𝑠̈ = 𝜇̃ + 𝑤̃ − 𝑘𝑒𝑠 

 بهرهای مثبت هستند. 𝑘𝑒و  𝑐1که 

به سمت  𝑒̇و  eهدف از ارائه چنین ساختاری این است که در ابتدا متغیر 

به  𝛼̇و 𝛼های سیستم کمکی یعنی صفر همگرا شوند. در گام بعدی حالت

سمت صفر همگرا خواهند شد که این یعنی محقق شدن هدف کنترلی چرا 

𝑒که داریم   = 𝑝̃ − 𝛼 پس صفر شدن متغیرهای ،𝛼  و𝑒  صفر شدن خطای

 را به دنبال خواهد داشت.  𝑝̃ردیابی موقعیت 

 کنیم.معرفی می ( را23تابع مثبت معین )

(23) 𝑉𝑇 =
1

2
𝑠T𝑠 +

1

2𝜆𝑤

𝑤̃
T

𝑤̃ 

 آید.دست می( به24که مشتق آن از رابطه )

(24) 

𝑉̇𝑇 = −𝑘𝑒𝑠T𝑠 + 𝑠T𝜇̃ + 𝑠T𝑤̃

+
1

𝜆𝑤

𝑤̃
T(−𝑤̇̂ − 𝜇̃ − 𝑤̃ − 𝜙 + 𝑒̇) 

را  در قالب  𝑤̂حال قانون تطبیقی برای تخمین اغتشاش دینامیک انتقالی 

 کنیم.( طراحی می25رابطه )

(25) 
𝑤̇̂ = 𝜆𝑤proj(𝛶, 𝑤̂),    
 𝛶 = −𝜇̃ − 𝜙 + 𝑒̇,  𝜆𝑤 > 0 

,proj(𝛶که  𝑤̂)  ( تعریف شده است. هدف از استفاده از 5)-(2، رابطه )1در لم

گرفته از اغتشاش دینامیک انتقالی عملگر تصویر این است که تخمین انجام

دار باشد. درواقع با تنظیم پارامترهای عملگر تصویر، ما تامین کرانپیشاز

||𝑤̂||ین ما همیشه در بازه کنیم که تخممی ≤ 𝐵 + 𝜀 ( ( 6تغییر کند )رابطه

 (.1لم

( 24، رابطه )1( در لم 7( و همچنین رابطه )18) با استفاده از رابطه

 آید.( درمی26صورت رابطه )به

(26) 𝑉
.

𝑇 ≤ −𝑘𝑒𝑠T𝑠 − 𝑤̃
T

𝑤̃ + 𝑠T𝜇̃ 

𝑅(𝑞)|| با استفاده از نامساوی 
𝑑
)

T
− 𝑅(𝑞)T) 𝑧̂|| ≤ 2√2||𝑞̃||  ([16] و )

 ( را نتیجه گرفت.27نامساوی )  توان( می12رابطه )

(27) 𝐹̃ ≤ 2√2
𝑇

𝑚
||𝑞̃|| = 2√2||𝜇 − 𝑔𝑧̂||||𝑞̃|| ≤ 2√12𝑔||𝑞̃|| 

 ( نوشت.28توان به فرم )( می27نامساوی )  ( را با توجه به26رابطه )

(28) 𝑉
.

𝑇 ≤ −𝑘𝑒𝑠T𝑠 − 𝑤̃
T

𝑤̃ + 2√12𝑔||𝑞̃||||𝑠|| 

2𝑎𝑏حال با استفاده از نامساوی  ≤ 𝛿𝑎2 +
1

𝛿
𝑏2 ( را نتیجه 29توانیم رابطه )می

 بگیریم.

(29) 𝑉̇𝑇 ≤ −(𝑘𝑒 − 𝛿)𝑠T𝑠 − 𝑤̃
T

𝑤̃ +
12

𝛿
𝑔2||𝑞̃||2 

0یک ثابت دلخواه است به طوری که   𝛿که در آن  < 𝛿 ≤ 1 . 

( در این بخش در واقع بخشی از تابع لیاپانوف 23در ) شدهتابع معرفی

کلی سیستم خواهد بود که در بخش اثبات پایداری ارائه خواهد شد. اثر مثبت 

فی که برای کل سیستم (، در تابع لیاپانو22بودن عبارت آخر در رابطه )

 معرفی خواهد شد خنثی خواهد گردید.

داشتن  دار نگاهلازم به ذکر است که هدف از استفاده عملگر تصویر، کران

که تمام شده است. از آنجایی  گرفته در یک بازه از پیش تعیینتخمین انجام 

باشند )محدودیت اول  𝑔تر از عناصر ورودی کنترلی مجازی باید کوچک

و همچنین  های کران( از تابع18ورودی کنترلی مجازی(، لذا در طراحی آن )

دار )با استفاده از عملگر تصویر( استفاده شده است. همچنین از تخمین کران

پذیر باشد مشتق که ورودی کنترلی مجازی باید حداقل دوبارآنجایی

نیز باید دو بار   𝑤̂گر تخمین )محدودیت دوم ورودی کنترلی مجازی(، پس

پذیر باشد. به این منظور از عملگر تصویر استفاده شده که این شرط را مشتق

 سازد. نیز برآورده می

گر به مقدار دقیق های تطبیقی که در آن تخمینبرخلاف اکثر تخمین گر

شود در این مقاله با استفاده از ساختار جدیدی که برای آن همگرا نمی

گردد همگرایی تخمین به ینامیک انتقالی معرفی میگر اغتشاش دتخمین

طوری که بتوان از عملگر گردد بهصورت مجانبی تامین میمقدار دقیق آن به

تصویر استفاده کرد. در غیر از این صورت ما مجاز به استفاده از عملگر تصویر 

که ای نبودیم. چرا که عملگر تصویر زمانی قابل استفاده است که ما از محدوده

ماند مطلع باشیم. چون ما از کران اغتشاش مقدار نهایی تخمین در آن می

(، بنابراین با توجه به این که 3دینامیک انتقالی  آگاهی داریم )بنا بر فرضیه 

گر طوری طراحی شده است که به مقدار واقعی آن برسد می توان تخمین

   نتیجه گرفت که کران مقدارنهایی تخمین نیز معلوم است. 

 طراحی ورودی گشتاور5- 

کنیم، در این بخش ورودی گشتاور را برای دینامیک چرخشی طراحی می

𝑞که جهت سیستم، جهت مطلوب طوریبه
𝑑

را که از روی ورودی کنترلی  

(  به 17) -(14شده در ) ( و روابط ارائه18شده در بخش قبل )مجازی طراحی 

 آید.دست می

𝑞̃ خطای ردیابی جهت = (𝑞
𝑖
,  𝜂

𝑖
)

T
( تعریف 30را از طریق رابطه ) 
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 گردد.می

(30) 𝑞̃ = 𝑞
𝑑
−1 ⊙ 𝑞 

 رابطه  از ای همهمچنین خطای سرعت زاویه
𝜔̃ = 𝜔 − 𝑅(𝑞̃)𝜔𝑑  گردد.محاسبه می 

( و  31توان در قالب روابط )حال دینامیک خطای ردیابی جهت را می

 ( بیان کرد.32)

(31) 𝑞̇̃ =
1

2
(𝜂̃𝐼3 + 𝑞̃

×)𝜔̃,  𝜂̇̃ = −
1

2
𝑞̃

T
𝜔̃, 

(32) 𝐽𝜔̇̃ = −𝜔×𝐽𝜔 + 𝐽(𝜔̃×𝑅(𝑞̃)𝜔𝑑 − 𝑅(𝑞̃)𝜔̇𝑑) + 𝑑 

𝛺با تعریف خطای  = 𝜔̃ + 𝑐2𝑞̃  ( برای خطا حاصل می33، معادلات ).شود 

(33) 

𝐽𝛺̇ = −𝜔×𝐽𝜔 + 𝐽(𝜔̃×𝑅(𝑞̃)𝜔𝑑 − 𝑅(q̃)𝜔̇𝑑) + 𝜏 + 𝑑

+
𝑐2

2
𝐽(𝜂̃𝐼3 + 𝑞̃×)𝜔̃ 

( و مشتق آن از 15ای مطلوب از رابطه )لازم به ذکر است که سرعت زاویه

گردند. باید خاطر نشان کرد که در محاسبه مشتق محاسبه می( 16رابطه )

در  𝑤 ، بخشی از آن به دلیل ظهور اغتشاش  𝜔̇𝑑ای مطلوب سرعت زاویه

تر شدن موضوع به پیوست مراجعه شود(. روابط نامعلوم است )برای روشن

𝜔̇𝑑صورت رابطه را به 𝜔̇𝑑توان (، می59براساس آنچه در پیوست آمده ) =

𝛩 + 𝛩̅𝑤  نوشت که𝛩  و𝛩̅ ( تعریف61( و )60معلوم هستند و در ) اند و شده

𝑤 ( 34( را در قالب رابطه )33توان رابطه )اغتشاش نامعلوم است. پس می

 بازنویسی کرد.

(34) 

𝐽𝛺̇ = −𝜔×𝐽𝜔 + 𝐽𝜔̃×𝑅(𝑞̃)𝜔𝑑 − 𝐽𝑅(𝑞̃)𝛩 − 𝐽𝑅(𝑞̃)𝛩̅𝑤

+ 𝜏 + 𝑑 +
𝑐2

2
𝐽(𝜂̃𝐼3 + 𝑞̃×)𝜔̃ 

های موجود در ( مشخص است برای حذف اثر ترم34طور که از رابطه )همان

داریم. این در حالی  𝐽سمت راست معادله نیاز به مقدار ماتریس ممان اینرسی 

است که ما این مقدار را در اختیار نداریم. لذا در طراحی ورودی گشتاور از 

𝐽کران اغتشاش دینامیک چرخشی یعنی   کنیم.استفاده می  ̅

برای کنترل دینامیک چرخشی در قالب روابط حال ورودی گشتاور را 

 کنیم.( تعریف می36( و )35)

(35) 𝜏 = −𝑘𝛺𝛺 − 𝑘𝑞𝑞̃ − 𝜈, 

 

(36) 
𝜈 = {

𝛺

||𝛺||
(𝜑̂ + 𝜒) ||𝛺|| ≠ 0

0 ||𝛺|| = 0

 

 که 

(37) 

𝜒 = 𝐽|̅|𝜔×𝐽𝜔|| + 𝐽|̅|𝜔̃×𝑅(𝑞̃)𝜔𝑑|| + 𝐽|̅|𝑅(𝑞̃)𝛩||

+
𝑐2

2
𝐽|̅|(𝜂̃𝐼3 + 𝑞̃×)𝜔̃|| 

 آید.می ( آمده به دست38از رابطه تطبیقی که در )  𝜑̂و  

(38) 𝜑̇̂ = 𝜆𝜑||𝛺|| 

های کنترلی هستند که تنها کافی است بزرگتر از صفر بهره 𝜆𝜑و   𝑘Ωضرایب 

𝑐2𝑘𝑞باید طوری انتخاب گردد شرط    𝑘𝑞ضریب انتخاب گردند. اما >

(12/𝛿)𝑔  و از طریق تابع  ۶را برآورده سازد، که دلیل این انتخاب در بخش

 گردد.لیاپانوف مشخص می

استفاده شده است.  𝜑̂در طراحی کنترل مد لغزنده از بهره تطبیقی 

دانیم در کنترل مد لغزنده کران اغتشاش باید معلوم باشد اما طور که میهمان

در این مقاله فرض بر این است که کران اغتشاش دینامیک چرخشی معلوم 

ترل مد سازی یک ساختار تطبیقی در کن(. بنابراین با پیاده4نیست )فرضیه 

 کنیم.لغزنده مبادرت به تخمین کران نامعلوم اغتشاش می

عنوان تابع لیاپانوف برای دینامیک ( را به39حال تابع مثبت معین )

 کنیم.چرخشی تعریف می

(39) 𝑉𝑅 = 𝛺T𝐽𝛺 + 2𝑘𝑞(1 − 𝜂̃) +
1

2𝜆𝜑

𝜑̃
2 

𝜑̃که  = 𝜑 − 𝜑̂ . 

 دست آورد.( به39) توان برای مشتق( را  می40رابطه )

 شود.( حاصل می41( رابطه )40)  ( در38)-(35گذاری )با جای

(41) 𝑉̇𝑅 ≤ −𝑘𝛺||𝛺||2 − 𝑐2𝑘
𝑞
||𝑞̃||2 

 پایداریتحلیل 6- 

کننده مجازی کنترل ( و1شده در رابطه ). هواپیمای عمودپرواز معرفی1قایه 

( و قانون تطبیقی 21( و )19(، )18شده برای متغیر کنترلی واسط در )طراحی

وسیله تراست گاه به( برای اغتشاش دینامیک انتقالی در نظر بگیرید. آن25)

𝑇  کننده مجازی که از روی کنترل𝜇  ( به دست می13و از طریق رابطه ) آید

(، موقعیت سیستم 38)-(35شده در )و همچنین ورودی گشتاور طراحی

𝑝صورت مجانبی موقعیت مطلوب به
𝑑

(𝑡) کند، اگر ضرایب طوری را دنبال می

 برآورده گردند.  4-1های ( به همراه فرضیه43( و )42شوند که شرایط ) انتخاب

(42) 𝑘𝜃 + 𝑘𝜃̇ + ||𝑝̈
𝑑

(𝑡)|| + 𝐵 + 𝜀 < 𝑔 

(43) 𝑘𝑒 > 𝛿, 𝑐2𝑘𝑞 >
12

δ
g 

عدم بروز تکینگی را در روابط استخراج تامین  (42شرط )اثبات. برقراری 

کننده مجازی بنابراین استخراج تراست و جهت مطلوب از کنترل  کند.می

( را که 44پذیر خواهد بود. حال تابع لیاپانوف )طراحی شده همواره امکان

( و 23شده برای دینامیک انتقالی ) متشکل از جمع تابع لیاپانوف ارائه

 کنیم.( است را برای اثبات پایداری سیستم معرفی می39)چرخشی 

(44) 𝑉 = 𝑉𝑇 + 𝑉𝑅 

( را به شکل رابطه 44( مشتق تابع لیاپانوف )41( و )29با استفاده از روابط )

 .آوریمدست می( به45)

(45) 

𝑉̇ ≤ −(𝑘𝑒 − 𝛿)||𝑠||2 − 𝑤̃
T

𝑤̃ − 𝑘𝛺||𝛺||2 − (𝑐2𝑘𝑞

−
12

𝛿
𝑔)||𝑞̃

2
||2 

( برقرار شود، مشتق تابع 43شوند که شرط )اگر ضرایب طوری انتخاب 

 𝜑̃  و 𝑠  ،𝑤̃  ،𝛺 های(، منفی نیمه معین است. بنابراین سیگنال45لیاپانوف )

توان نتیجه می 1دار هستند. همچنین با استفاده از لم تغییرناپذیری لسلکران

دار کران  𝑠چون  کنند.به صفر میل می 𝑞̃و  𝑤̃و  𝑠  𝛺 هایگرفت که سیگنال

دار هستند و به صفر همگرا نیز کران 𝑒  ،𝑒̇ کند، پس است و به صفر میل می

𝑤̃و رابطه  𝑒̇و  𝑤̃شوند. از صفر شدن می = 𝑤 − 𝑤̂ − 𝑒̇  شود که نتیجه می

دار کران 𝑒  ،𝑒̇شود. چون همگرا می  𝑤به مقدار واقعی آن   𝑤̂مقدار تخمین 

توان نتیجه گرفت که ( می21کنند، پس از رابطه )هستند و به صفر میل می

𝜙 ثابت  2کند. حال با استفاده از لم دار است و به صفر میل مینیز کران

شوند که این با دار هستند و به صفر همگرا مینیز کران 𝛼̇و  𝛼شود که می

𝑒توجه به تعریف ) = 𝑝̃ − 𝛼 به معنای صفر شدن خطای ردیابی موقعیت )

𝑝است، به عبارت دیگر خواهیم داشت  𝑝̃یعنی  → 𝑝𝑑 . 

 سازینتایج شبیه7- 

                                                                                                                                      
1 LaSalle’s invariance principle 

(40) 

𝑉̇𝑅 ≤ −𝑘𝛺||𝛺||
2

− 𝑐2𝑘𝑞||𝑞̃|| + ||𝛺||𝜑 + ||𝛺||𝜒

− ||𝛺||𝜒 − ||𝛺||𝜑̂ +
1

𝜆𝜑

𝜑̃(−𝜑̇̂)

= −𝑘𝛺||𝛺||
2

− 𝑐2𝑘𝑞||𝑞̃||

+ ||𝛺||𝜑̃ +
1

𝜆𝜑

𝜑̃(−𝜑̇̂) 
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𝑚سازی یک هواپیمای عمودپرواز با مشخصات برای انجام شبیه = 1kg  ،

diag(0.3, 0.4, 0.25)kg m2  و𝑔 = 9.8 m s2⁄ سیگنال   گیریم.را در نظر می

𝑝صورت موقعیت مرجع را به
𝑑

= (2 cos(0.5𝑡/π) , 2 sin(0.5𝑡/π) , 5) 

های دینامیک انتقالی و چرخشی به شکل زیر کنیم. اغتشاشتعریف می

 گردند.انتخاب می

(46) 𝑤(𝑡) = (0.3, 0.4, 0.5)T(m s2⁄ ), 

(47) 𝑑(𝑡) = (0.7, 0.9, 0.6)T(Nm). 

 [2 ,2−]صورت تصادفی در بازه شرایط اولیه برای موقعیت و سرعت خطی به

𝜔(0)ای به فرم گردند. مقدار اولیه برای سرعت زاویهانتخاب می =

(0.1,0.2, .03)ra d s⁄ ی 𝑞و برا
𝑑

گردد. صورت تصادفی تعریف میبه  (0)

( و تخمین دینامیک انتقالی صفر 19شرایط اولیه برای سیستم کمکی )

𝜑̂(0)گردد و انتخاب می = 𝑐1ها نیز به شکل . ضرایب و بهره 1 = 2  ،𝑘𝑒 =

3  ،𝑘𝜃 = 5  ،𝑘𝜃̇ = 1  ،𝑐2 = 2  ،𝑘𝑞 = 3  ،𝑘𝛺 = 5  ،𝜆𝑤 = 𝜆𝜑و  2 = 1 

𝐵شوند. پارامترها و ضرایب عملگر تصویر هم به شکل انتخاب می = 1  ،𝛿̅ =

𝜖، و  1 =  گردند.انتخاب می  0.1

 "1شکل "اند. شده نمایش داده "1-4های شکل"سازی در نتایج شبیه

پیماید را به همراه مسیر مطلوب بعدی که هواپیما تحت کنترل میمسیر سه

 𝑥  ،𝑦خطای ردیابی به تفکیک مؤلفه در راستای  "2شکل "دهد. در نشان می

اغتشاش دینامیک چرخشی را  تخمین "3شکل "نمایش داده شده است.  𝑧و 

گرفته به طور که از شکل مشخص است تخمین انجامدهد،  که هماننشان می

خطای ردیابی  "4شکل "ها همگرا شده است.  درنهایت مقدار واقعی اغتشاش

 دهد.جهت مطلوب را نمایش می
 

 
Fig. 1 3d plot of system trajectory and desired trajectory 

 بعدی موقعیت سیستم و موقعیت مطلوب رسم سه 1شكل 

 

Fig. 2 Position tracking error 𝑝̃ = (𝑝̃𝑥, 𝑝̃𝑦, 𝑝̃𝑧) 
𝑝̃خطای ردیابی موقعیت  2شكل  = (𝑝̃

𝑥
, 𝑝̃

𝑦
, 𝑝̃

𝑧
) 

 

Fig. 3 Estimation of translational disturbance 𝑤̂ = (𝑤̂𝑥 , 𝑤̂𝑦 , 𝑤̂𝑍) 
𝑤̂تخمین اغتشاش دینامیک انتقالی  3شكل  = (𝑤̂𝑥, 𝑤̂𝑦, 𝑤̂𝑍)  

 

Fig. 4 Attitude tracking error ||𝑞̃|| 
 ||𝑞̃||  خطای ردیابی جهت 4شكل 

 گیرینتیجه8- 

در این نگاشت نامه کنترل ردیابی هواپیمای عمودپرواز در حاور اغتشاش و 

ای کنندهنایقینی مورد بررسی قرار گرفت. بر پایه الگوریتم استخراج، کنترل

ای برای کنترل دینامیک انتقالی و چرخشی ارائه شد. سپس، با دومرحله

کننده ترلسازی سیستم کمکی، یک کناستفاده از کنترل تطبیقی و پیاده

مجازی برای دینامیک انتقالی طراحی گردید. همچنین برای کنترل دینامیک 

چرخشی از کنترل سطح لغزنده تطبیقی استفاده شد. پایداری سیستم حلقه 

سازی بررسی بسته با استفاده از تابع لیاپانوف اثبات و درنهایت نتایج شبیه

 شده، ارائه گردید. کننده معرفیصحت کنترل

 هرست علائم ف9- 
𝑑 اغتشاش دینامیک چرخشی 

𝐽 ماتریس اینرسی 

𝑚 جرم 

𝑝 موقعیت 

𝑞 واحد  چهارتایی کواترنیون 
𝑞 قسمت برداری کواترنیون واحد 

𝑇 تراست 
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𝑣 سرعت 

𝑤 اغتشاش دینامیک انتقالی 

 علائم یونانی
𝜂 قسمت اسکالر کواترنیون واحد 

𝜔 ایسرعت زاویه 
𝜏  گشتاورورودی 

 هازیرنویس
𝑑 مطلوب 

 ها پیوست10- 

پردازیم و آن می 𝜔̇𝑑ای مطلوب در این بخش به محاسبه مشتق سرعت زاویه

کنیم. به این منظور ابتدا را در قالب دوبخش معلوم و نامعلوم محاسبه می

معطوف  𝜇̈توجه خود را به محاسبه مشتق دوم ورودی کنترل واسطه 

 ( را نتیجه گرفت.48توان رابطه )( می13( و )12و ) (25کنیم. از رابطه )می

(48) 

𝛶̇ = −𝜇̃
.

− 𝜙̇ + 𝑒̈ = −𝜇̃
.

+ 𝑐1𝑘𝑒 𝑒̇

+ (𝑐1 + 2 + 𝑘𝑒)(𝜇̃ − 𝑤̂ + 𝜙)
+ (𝑐1 + 2 + 𝑘𝑒)𝑤 

 که

(49) 𝜇̃
.

=
𝑇̇

𝑚
(𝑅(𝑞

𝑑
) − 𝑅(𝑞))

T

𝑧̂ +
𝑇

𝑚
(𝑅(𝑞

𝑑
)𝜔𝑑 − 𝑅(𝑞)𝜔)

T
𝑧̂ 

(50) 𝑇̇

𝑚
=

2𝜇
1
𝜇̇

1
+ 2𝜇

2
𝜇̇

2
+ 2(𝜇 − 𝑔)𝜇̇

3

||𝜇 − 𝑔𝑧̂||
 

 کنیم.( را محاسبه می52( و )51(، روابط )5)-(3روابط )گیری از حال با مشتق

(51) 𝜛̇1 = {4(𝑤̂
T

𝑤̂ − 𝐵2)𝑤̇̂
T

𝑤̂ 𝑤̂
T

𝑤̂ > 𝐵2

0 otherwise
, 

(52) 𝜛̇2 = 𝛩1 + 𝛩̅1𝑤̂
T

𝑤, 

 .شوند( محاسبه می54( و )53از روابط ) 𝛩̅1و  𝛩1که 

(53) 

𝛩1 = (1 + 𝑤̂
T

𝛶 ((𝑤̂
T

𝛶)
2

+ 𝛿̅
2
)

−
1

2
)

× (𝑤̇̂
𝑇

𝛶 − 𝜇̃
.

 + 𝑐1𝑘𝑒 𝑒̇

+ (𝑐1 + 2 + 𝑘𝑒)(𝜇̃ − 𝑤̂ + 𝜙)), 

(54) 𝛩̅1 = (1 + 𝑤̂
T

𝛶 ((𝑤̂
T

𝛶)
2

+ 𝛿̅
2
)

−
1

2
) (c1 + 2 + ke), 

نماییم که رابطه آن در قالب را محاسبه می 𝑤̈̂حال مشتق دوم تخمین یعنی  

 شده است. ( بیان57)-(55روابط )

(55) 𝑤̈̂ = 𝜆𝑤(𝛶
.

− 𝜅𝜛̇1𝜛2𝑤̂ − 𝜅𝜛1𝜛̇2𝑤̂ − 𝜅𝜛1𝜛2𝑤̇̂)

= 𝛩2 + 𝛩̅2𝑤 

(56) 
𝛩2 = −𝜇̃

.

+ 𝑐1𝑘𝑒 𝑒̇ + (𝑐1 + 2 + 𝑘𝑒)(𝜇̃ − 𝑤̂ + 𝜙)

− 𝜆𝑤𝜅𝜛̇1𝜛2𝑤̂ − 𝜆𝑤𝜅𝜛1𝜛2𝑤̇̂

− 𝜆𝑤𝜅𝜛1𝛩1𝑤̂, 
(57) 𝛩̅2 = 𝜆𝑤(𝜅𝜛1𝛩̅1𝑤̂𝑤̂

T
+ (𝑐1 + 2 + 𝑘𝑒)𝐼3) 

 ( نوشت58صورت )توان بهو در ادامه مشتق دوم ورودی کنترل مجازی را می

(58) 𝜇̈ = 𝛩3 + 𝛩̅3𝑤 

 با

(59) 
𝛩3 = 𝑝

𝑑
(4)(𝑡) − 𝑘𝛼ℎ̇(𝛼, 𝛼̇)𝛼̇ − (𝑘𝛼ℎ(𝛼) − 𝑘𝛼̇ℎ(𝛼̇))𝛼̈

− 𝑘𝛼̇ℎ(𝛼̇)(−𝑘𝛼ℎ(𝛼)𝛼̇ − 𝑘𝛼̇𝛼̈ + 𝑘𝛼𝛼̇

+ 𝑘𝛼̇𝛼̈) − 𝛩2, 
(60) 𝛩̅3 = −𝛩̅2. 

ℎ(𝑥)که در آن  = diag (
𝑑𝜚(𝑥1)

𝑑𝑥1
,

𝑑𝜚(𝑥2)

𝑑𝑥2
,

𝑑𝜚(𝑥3)

𝑑𝑥3
,ℎ̇(𝑥و  ( 𝑥̇)   مشتقℎ(𝑥)  

 است.

 آید.( به دست می61ای مطلوب به فرم )درنهایت مشتق سرعت زاویه

(61) 𝜔̇𝑑 = 𝛩 + 𝛩̅𝑤, 

 با

(62) 𝛩 = 𝛯̇(𝜇, 𝜇̇)𝜇̇ + 𝛯(𝜇)𝛩3, 

(63) 𝛩̅ = 𝛯(𝜇)𝛩̅3. 
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