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دار با فرضیات دار، یک المان تیر از جنس پلیمر حافظهاز یک مدل ساختاری ترمومکانیکی برای پلیمرهای حافظهدر این مقاله با استفاده  
شود، که با توجه به سفتی نسبتا پایین پلیمرهای سینماتیکی تیموشنکو ارائه شده است. نیاز به المان تیر تیموشنکو از آن جایی پررنگ تر می

ها که سازی این سازهی نسبتا ضخیم در فرآیند طراحی این سازه های هوشمند بهره برد. در فرآیندهای طراحی و بهینهدار، بایستی از تیرهاحافظه
بر هستند تکیه کرد. به منظور بعدی که به مقدار قابل توجهی زمان های سهتوان به تحلیلباشد، نمینیازمند تعداد دفعات تحلیل متعدد می

بعدی اجزا محدود که توسط همین نویسندگان قبلا سازی سهسازی با نتایج مدلتخراج شده، نتایج عددی این مدلبندی اسگذاری فرمولصحه
منتشر شده است، مقایسه شده و بر این اساس، اثر پارامترهای مختلف ماده و بارگذاری شامل کسر حجمی بخش سخت، تاثیر اعمال نیروی 

شکل کوتاه مورد بررسی قرار -Iوزیته فاز لاستیکی و غیره بر روی رفتار ترمومکانیکی یک تیر مکانیکی در مرحله گرم کردن و ضریب ویسک
 1.5درصد و برای تیر تیموشنکو  7.3برنولی -های حل شده، برای تیر اویلرگرفته است. به عنوان نمونه حداکثر خطای خیز تیر در یکی از مثال

برنولی بیشتر خواهد بود. -تر باشد، خطای تیر اویلرهر چه ضخامت تیر بیشتر و یا تیر کوتاهباشد. بدیهی است درصد نسبت به حل سه بعدی می
بعدی با هزینه محاسباتی و پیچیدگی زیاد، به های سهسازیتواند جایگزینی سریع و قابل اعتماد برای مدلالمان تیر ارائه شده در این مقاله می

 .ها، باشددار و همچنین بررسی اثر تغییر پارامترهای هندسی و مادی این سازهپلیمرهای حافظههای تقویت شده با سازی سازهمنظور شبیه
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 In this paper, employing a thermomechanical constitutive model for shape memory polymers (SMP), a 
beam element made of SMPs is presented based on the kinematic assumptions of Timoshenko beam 

theory. Considering the low stiffness of SMPs, the necessity for developing a Timoshenko beam 
element becomes more prominent. This is due to the fact that relatively thicker beams are required in 

the design procedure of smart structures. Furthermore, in the design and optimization process of these 

structures which involves a large number of simulations, we cannot rely only on the time consuming 3D 
finite element (FE) analyses. In order to properly validate the developed formulations, the numeric 

results of the present work are compared with those of 3D finite element results of the same authors, 

previously available in the literature. The parametric study on the material parameters, e.g., hard 

segment volume fraction, viscosity coefficient of different phases, and the external force applied on the 

structure (during the recovery stage) is conducted on the thermomechanical response of a short I-shape 

SMP beam. For instance, the maximum beam deflection error in one of the studied examples for the 
Euler-Bernoulli beam theory is 7.3%, while for the Timoshenko beam theory, is 1.5% with respect to 

the 3D FE solution. It is noted that for thicker or shorter beams, the error of the Euler-Bernoulli beam 

theory increases even more. The proposed beam element in this work, could be a fast and reliable tool 
for modeling 3D computationally expensive simulations. 
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 مقدمه 1-

باشند که از خود خاصيت حافظه نوعی از پليمرها می 1دارپليمرهاي حافظه

هاي گذشته به عنوان يکی از انواع دهند. اين مواد در دههنشان می 2شکلی

 داراند. پليمرهاي حافظهدار مورد توجه محققين قرار گرفتهحافظهاصلی مواد 
 

                                                                                                                                  
1 Shape Memory Polymers (SMPs) 
2 Shape Memory Effect 

هاي خارجی مانند دما، الکتريسيته، مغناطيس و نور پاسخ نشان به محرک

صورت مکانيکی تغيير شکل داده و سپس با توانند بهدهند. اين مواد میمی

شدن  تحريک دمايی به حالت اوليه خود برگردند. پديده ذخيره شدن و رها

دار در . پليمرهاي حافظه[1]نامند شکلی میکرنش در اين مواد را اثر حافظه

 ، قابليت تغيير3داردار مانند آلياژهاي حافظهمقايسه با انواع ديگر مواد حافظه
 

                                                                                                                                  
3 Shape Memory Alloys (SMAs) 
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پذيري تخريبو خاصيت زيست [2]برابر(  50شکل بيشتري دارند )حدود 

تا اين مواد در کاربردهايی نظير  شودها باعث می. اين مزيت[3]بالايی دارند 

مکانيکی -الکترو-هاي ميکرو، سيستم10]-[6، تجهيزات پزشکی ,5][4 1عملگر

 مورد استفاده قرار گيرند. [12]هاي هوشمند فضايی و سازه [11]

سبتا پايين اين مواد در دماي بالاتر از دماي با توجه به سفتی مکانيکی ن

هاي انتقال شيشه اي، معمولا تيرهاي ساخته شده از اين مواد به کمک روش

و يا با تغيير  [14]، استفاده از ذارت نانو [13]مختلف مانند: مواد کامپوزيتی 

پارامترهاي هندسی مانند افزايش ضخامت نسبت به طول تير، تقويت 

تحريک بال  - 2هاي تغيير شکل پذيرنمونه از اين مواد در بال شوند. برايمی

 .[16,15]شود استفاده می -يک پرنده با استفاده از تغيير دما 

محدود به  -صورت آزمايشگاهیدار بهبررسی رفتاري پليمرهاي حافظه

توسط توبوشی  1996 از سال -بعديصورت يکهاي کوچک و بهکرنشه گستر

و همکارانش آغاز شد و بر اين اساس، يک مدل ويسکوالاستيسيته خطی 

. اين مدل با افزودن اثرات دمايی به [17]برمبناي نتايج آزمايشگاهی ارائه شد 

. [18]توسط توبوشی و همکارانش ارائه گرديد  2000تر در سال صورت کامل

محوره تايج آزمايشگاهی تکن 2004و  2003هاي ليو و همکارانش نيز در سال

. همچنين در سال [20,19]دار ارائه دادند را براي نوعی از پليمرهاي حافظه

بعدي را برمبناي تغيير فاز داخلی ارائه ليو و همکارانش مدلی سه 2006

دار بود. اين بعدي ارائه شده براي پليمرهاي حافظهکردند که اولين مدل سه

محوره اعتبارسنجی شده است و يکی از کمدل براي شرايط بارگذاري ت

طوري که تعداد قابل باشد بهدار میاي براي پليمرهاي حافظههاي پايهمدل

اند فرضيات اساسی اين ارائه شده 2006هايی که پس از سال توجهی از مدل

 .[21]مدل را در بردارند 

ک باغانی و همکارانش، به کمک ترمودينامي 2013و  2012هاي در سال

دار بينی رفتار پليمرهاي حافظهبعدي براي پيشهاي پيوسته، مدلی سهمحيط

ها با استفاده از روش اجزا هاي کوچک و بزرگ ارائه کردند. آندر تغيير شکل

دار را تحت محدود، رفتار چند سازه مختلف از جنس پليمرهاي حافظه

 .[22-24]هاي مختلف بررسی نمودند بارگذاري

دار نيز مطالعات مختلفی در هاي پليمري حافظهسی سازهدر زمينه برر

اي با مقطع مستطيلی هاي اخير انجام گرفته است. مسئله پيچش ميلهسال

به صورت آزمايشگاهی مورد مطالعه  2012توسط ديانی و همکارانش در سال 

براي فنرهاي مارپيچ  2012. باغانی و همکارانش در سال [25]قرار گرفت 

دار حل تحليلی ارائه ري ساخته شده از جنس پليمرهاي حافظهکششی و فشا

اي با مقطع اي و پيچش ميلهکردند و مسئله پيچش يک لوله استوانه

هاي افزار آباکوس( را تحت بارگذاريدر نرم 3زيرروال يومت نوشتن )با مستطيل

. باغانی و [26]اي به روش اجزا محدود مورد بررسی قرار دادند چرخه

يک حل تحليلی استاتيکی براي پليمرهاي  [27] 2014همکاران در سال 

برنولی ارائه نمودند. همچنين -حافظه دار با در نظر گرفتن تئوري تير اويلر

را براي تيرهاي  [27]، حل ارائه شده در [28] 2015باغانی و طاهري در سال 

گوش و همکارانش  2013ل دار توسعه دادند. در ساکامپوزيتی پليمري حافظه

برنولی را براي -، تئوري تير اويلر[29]براساس مدل رفتاري ارائه شده توسط 

دار توسعه دادند و المان تير چهار درجه آزادي تيرهاي از جنس پليمر حافظه

. باغانی و همکاران در [30]را نيز براي حل اجزا محدود آن معرفی کردند 

، يک المان تير چهار درجه [24]خود  براساس مدل ساختاري 2017سال 

 .[31]برنولی ارائه دادند -آزادي را با استفاده از تئوري تير اويلر
                                                                                                                                  
1 Actuator 
2 Morphing Wing 
3 UMAT 

در اين مقاله، ما يک حل المان محدود يک بعدي، براي تيرهاي از جنس 

دار براساس تئوري تير تيموشنکو در يک بارگذاري اختياري پليمرهاي حافظه

هاي از جنس پليمر سازي سازهدي براي مدلبندهيم. اين فرمولارائه می

دار کاربرد دارد. با استفاده از المان ارائه شده، امکان تحليل پارامتري حافظه

هايی که با پليمرهاي سازي سازه)پارامترهاي هندسی و يا مادي( و نيز بهينه

دار ساخته و يا تقويت شده اند با هزينه محاسباتی و زمان حل کمتر از حافظه

جايی پررنگ آيد. نياز به المان تير تيموشنکو از آنبعدي، فراهم میالمان سه

دار، بايستی از شود، که با توجه به سفتی نسبتا پايين پليمرهاي حافظهتر می

هاي هوشمند بهره برد. در تيرهاي نسبتا ضخيم در فرآيند طراحی اين سازه

نيازمند تعداد دفعات تحليل ها که سازي اين سازهفرآيندهاي طراحی و بهينه

بعدي که به شکل قابل توجهی هاي سهتوان به تحليلباشد، نمیمتعدد می

بر هستند تکيه کرد. اين مجموعه علل، نويسندگان اين مقاله را بر آن زمان

سينماتيک دار با فرضيات بندي المان پليمري حافظهداشت تا به ارايه فرمول

 تير تيموشنکو بپردازند.

، معادلات ساختاري 2اين مقاله در چهار بخش ارائه شده است. در بخش 

بعدي، با استفاده از فرضيات تئوري تيموشنکو، کاهش داده شده و سه

شوند. در بندي مربوطه براي يک المان تير تيموشنکو استخراج میفرمول

نتايج عددي حل المان ارائه شده براي يک تير کوتاه، با نتايج  3بخش 

سنجی و مقايسه صحه [31]برنولی -بعدي و نيز تير اويلرسازي سهلمد

شود. همچنين در اين بخش، اثر پارامترهاي مختلف ماده و بارگذاري بر می

، يک خلاصه و 4شود. و در نهايت در بخش روي نتايج بحث و بررسی می

 گردد.گيري بر روي نتايج و حل، ارائه مینتيجه

 دارحاکم بر تیر پلیمری حافظه بندی معادلاتفرمول 2-

 دارمعادلات ساختاری رفتار وابسته به زمان پلیمر حافظه 1-2-

 24]-[22دار در مراجع حافظه پليمرهاي ترمومکانيکی جزئيات مشخصات رفتار

توسط نويسنده، ارائه و بررسی شده است. در اين مقاله از مدل ساختاري که 

هاي کوچک و همچنين براي کرنش [24,23]توسط باغانی و همکارانش 

شود. در اين شرايط بارگذاري وابسته به زمان، ارائه شده است، استفاده می

توانند تحت می 5و لاستيکی 4ايمدل فرض شده است که فازهاي شيشه

 ريک دمايی به يکديگر تبديل شوند.تح

بردارهاي تنش و کرنش با فرضيات تيموشنکو براي يک تير در علامت 

 باشند:قابل تعريف می (1)، به صورت رابطه Voigt [32]گذاري 

(1) 
[𝜖] = {

𝜖𝑥𝑥
0
𝛾𝑥𝑧
} , [𝜎] = {

𝜎𝑥𝑥
0
𝜏𝑥𝑧
} 

 :[24]باشد کرنش به چهار بخش زير قابل تجزيه می

(2) 
[𝜀] = 𝜙p[𝜀]

p + 𝜙h[𝜀]
h + [𝜀]i + [𝜀]T 

𝜙p + 𝜙h = 1 

دار و به ترتيب مربوط به بخش پليمر حافظه hو  pهاي انديسکه در آن 

باشند. فاز سخت )شامل ذرات ميکرو يا نانو به منظور افزايش سفتی ماده( می

𝜀 همچنين
i ،𝜀p ،𝜀Tهاي برگشت ناپذير، کرنش دهنده کرنش، به ترتيب نشان

به ترتيب  𝜙hو  𝜙pباشند. در بخش پليمري و کرنش انبساط حرارتی می

دهند. به علاوه کرنش در پليمر و سخت را نشان می هاي کسر حجمی بخش

 :[33]شود به سه بخش تقسيم می (3)بخش پليمري مطابق رابطه 
(3) [𝜀]p = 𝜑r[𝜀]

r +𝜑g[𝜀]
g + [𝜀]is 

 که در اين معادله:

                                                                                                                                  
4 Glassy Phase 
5 Rubbery Phase 
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 هاي انديسg  وr ايیدهنده فازهاي لاستيکی و شيشهبه ترتيب نشان 

  𝜑r  و𝜑g ايبی به ترتيبب کسبر حجمبی فازهباي لاسبتيکی و شيشبه

 وابسته به دما

 𝜖is کرنش ذخيره شده در ماده 

 :[24]شوند نشان داده می (4)باشد و به شکل رابطه می

(4) 

[𝜀̇]is = 𝜑̇g (𝑘1[𝜀]
r + 𝑘2

[𝜀]is

𝜑g
) ; 

{

𝑘1 = 1,  𝑘2 = 0  ;   𝑇̇ < 0

𝑘1 = 0,  𝑘2 = 1  ;   𝑇̇ > 0

𝑘1 = 0,  𝑘2 = 0  ;   𝑇̇ = 0

 

 باشد. دهنده مشتق زمانی میدات نشان در اين رابطه، علامت

دار در محبدوده جهت ارزيابی رفتبار ويسکوالاسبتيک پليمرهباي حافظبه

ايی، لاسبتيکی و فباز سبخت مطبابق هاي کوچک، کرنش فازهاي شيشهکرنش

 شوند:تجزيه می (5)رابطه 

(5) 

[𝜀]r = [𝜀]er + [𝜀]ir 
[𝜀]g = [𝜀]eg + [𝜀]ig 
[𝜀]h = [𝜀]eh + [𝜀]ih 

i𝛽 (𝛽و  e𝛽هاي که بالانويس = r, g, h) هاي الاسبتيک به ترتيب بخش

دهنبد. ببا ها را نشبان مبیو غيرالاستيک )ويسکوالاستيک( کرنش در همه فاز

( ببراي يبک آمبور  𝛹ها، تبابع چگبالی انبرژي آزاد )استفاده از قانون مخلوط

دار براي بخش خمشبی و برشبی ببه ايبن صبورت تقويت شده با پليمر حافظه

 شوند:معرفی می

(6) 

𝛹b(𝜀𝑥𝑥 , 𝑇, 𝜙p, 𝜙h, 𝜑g, 𝜀𝑥𝑥
r , 𝜀𝑥𝑥

er , 𝜀𝑥𝑥
g
, 𝜀𝑥𝑥
eg
, 𝜀𝑥𝑥
h , 𝜀𝑥𝑥

eh) = 
𝜙h𝛹hb(𝜀𝑥𝑥

h , 𝜀𝑥𝑥
eh) + 𝛹T(𝑇) + 

𝜙𝑝[𝜑r𝛹rb(𝜀𝑥𝑥
r , 𝜀𝑥𝑥

er) + 𝜑g𝛹gb(𝜀𝑥𝑥
g
, 𝜀𝑥𝑥
eg
)] + 

𝛹𝜆b(𝜀𝑥𝑥, 𝑇, 𝜙p, 𝜙h, 𝜑r, 𝜑g, 𝜀𝑥𝑥
r , 𝜀𝑥𝑥

g
, 𝜀𝑥𝑥
is , 𝜀𝑥𝑥

h , 𝜀𝑥𝑥
i )  

(7) 

𝛹s(𝛾𝑥𝑧, 𝑇, 𝜙p, 𝜙h, 𝜑g, 𝛾𝑥𝑧
r , 𝛾𝑥𝑧

er, 𝛾𝑥𝑧
g
, 𝛾𝑥𝑧
eg
, 𝛾𝑥𝑧
h , 𝛾𝑥𝑧

eh) = 
𝜙h𝛹hs(𝛾𝑥𝑧

h , 𝛾𝑥𝑧
eh) + 

𝜙𝑃[𝜑r𝛹rs(𝛾𝑥𝑧
r , 𝛾𝑥𝑧

er) + 𝜑g𝛹gs(𝛾𝑥𝑧
g
, 𝛾𝑥𝑧
eg
)] + 

𝛹𝜆s(𝛾𝑥𝑧, 𝑇, 𝜙p, 𝜙h, 𝜑r, 𝜑g, 𝛾𝑥𝑧
r , 𝛾𝑥𝑧

g
, 𝛾𝑥𝑧
is , 𝛾𝑥𝑧

h , 𝛾𝑥𝑧
i ) 

ي سهم خمشبی دهندهبه ترتيب نشان sو  bهاي که در رابطه بالا، انديس

به ترتيب تواببع چگبالی انبرژي آزاد هلمهبولتز  𝛹hو  𝛹gو  𝛹rو برشی بوده و 

 𝑇باشبند. همچنبين دمبا ببا اي و فاز سخت میبراي فازهاي لاستيکی، شيشه

علاوه جهبت باشبد. ببهدهنده انرژي حرارتی مینشان 𝛹Tشود و نشان داده می

به انبرژي  𝛹𝜆، با استفاده از ضرايب لاگرانژ، جمله (5)و  (3)، (2)ارضاي روابط 

 شود:آزاد اضافه می

(8) 

𝛹𝜆b(𝜀𝑥𝑥, 𝑇, 𝜙p, 𝜙h, 𝜑r, 𝜑g, 𝜀𝑥𝑥
r , 𝜀𝑥𝑥

g
, 𝜀𝑥𝑥
is , 𝜀𝑥𝑥

h , 𝜀𝑥𝑥
i ) = 

𝜆b[𝜀𝑥𝑥 − 𝜙p(𝜑r𝜀𝑥𝑥
r +𝜑g𝜀𝑥𝑥

g
+ 𝜀𝑥𝑥

is ) − 𝜑h𝜀𝑥𝑥
h − 𝜀𝑥𝑥

i

− 𝜀T] 

(9) 

𝛹𝜆s(𝛾𝑥𝑧, 𝑇, 𝜙p, 𝜙h, 𝜑r, 𝜑g, 𝛾𝑥𝑧
r , 𝛾𝑥𝑧

g
, 𝛾𝑥𝑧
is , 𝛾𝑥𝑧

h , 𝛾𝑥𝑧
i ) = 

𝜆s[𝛾𝑥𝑧 − 𝜙p(𝜑r𝛾𝑥𝑧
r + 𝜑g𝛾𝑥𝑧

g
+ 𝛾𝑥𝑧

is) − 𝜑h𝛾𝑥𝑧
h − 𝛾𝑥𝑧

i ] 

هاي زير نيبز باشد. هم چنين عبارتضرايب لاگرانژ می 𝜆sو  𝜆bکه در آن 

 شوند:براي بخش خمشی و برشی تعريف می

(10) 𝛹𝛽b (𝜀𝑥𝑥
𝛽
, 𝜀𝑥𝑥
e𝛽
) = 𝛹𝛽b

eq
(𝜀𝑥𝑥
𝛽
) + 𝛹e𝛽b

neq
(𝜀𝑥𝑥
e𝛽
) 

(11) 𝛹𝛽s (𝛾𝑥𝑥
𝛽
, 𝛾𝑥𝑥
e𝛽
) = 𝛹𝛽s

e𝑞
(𝛾𝑥𝑥
𝛽
) + 𝛹e𝛽s

𝑛e𝑞
(𝛾𝑥𝑥
e𝛽
) 

هباي دهنبده بخبشبه ترتيب نشان neqو  eqهاي ها، بالانويسکه در آن

𝛹𝛽(𝜀تعادلی )وابسته ببه زمبان( تعادلی و غير
𝛽 , 𝜀e𝛽) باشبند همچنبين مبی

𝛽 = r, g, h سببازي باشببد. در ايببن مببدلمببی𝜑g ،𝜀ir ،𝜀ig ،𝜀ih ،𝜀i  و𝜀is 

باشبند. بنبابراين قبوانين رشبد در قالبب ترموديناميبک متغيرهاي داخلی مبی

 بايد معرفی شوند. با ارضاي قبانونهاي پيوسته براي متغيرهاي داخلی، محيط
 

 :[24]، داريم 1دوهم-دوم ترموديناميک در شکل نابرابري کلازيوس

(12) 

𝜎𝑥𝑥 =
∂𝛹rb

eq

∂𝜀𝑥𝑥
r +

∂𝛹rb
neq

∂𝜀𝑥𝑥
er =

∂𝛹gb
eq

∂𝜀𝑥𝑥
g +

∂𝛹gb
neq

∂𝜀𝑥𝑥
eg = 

∂𝛹hb
eq

∂𝜀𝑥𝑥
h
+
∂𝛹hb

neq

∂𝜀𝑥𝑥
𝑒h

 

(13) 

𝜏𝑥𝑧 =
∂𝛹rs

eq

∂𝛾𝑥𝑧
r +

∂𝛹rs
neq

∂𝛾𝑥𝑧
er =

∂𝛹gs
eq

∂𝛾𝑥𝑧
g +

∂𝛹gs
neq

∂𝛾𝑥𝑧
eg = 

∂𝛹hs
eq

∂𝛾𝑥𝑧
h
+
∂𝛹hs

neq

∂𝛾𝑥𝑧
𝑒h

 

رواببط رشبد ارائبه علاوه بر اين، مطابق با رفتار ويسکوالاستيک پليمرهبا، 

باشبند دوهبم مبی-شده در زير، شرايط کافی براي ارضاي نبابرابري کلازيبوس

[34]: 

هباي ببه ترتيبب ضبرايب ويسبکوزيته بخبش 𝜂iو  𝜂r ،𝜂g ،𝜂hکه در آن 

 اي، بخش سخت و بخش برگشت ناپذير هستند.لاستيکی، شيشه
 

 دارحافظهاستخراج معادلات المان تیر تیموشنکو از جنس پلیمر  -2-2

هبباي کرنشببی الاسببتيک تعببادلی و شببودکه انببرژيدر ايببن بخببش فببرض مببی

 باشند:غيرتعادلی به شکل زير می

(16) 

𝛹𝛽b
eq
(𝜀𝑥𝑥
𝛽
) =

1

2
𝐸𝛽
eq
(𝜀𝑥𝑥
𝛽
)
2
 

𝛹𝛽b
neq

(𝜀𝑥𝑥
𝑒𝛽
) =

1

2
𝐸𝛽
neq
(𝜀𝑥𝑥
𝑒𝛽
)
2
 

𝛹𝛽s
eq
(𝛾𝑥𝑧
𝛽
) =

1

2
𝐺𝛽
eq
(𝛾𝑥𝑧
𝛽
)
2
 

𝛹𝛽b
neq

(𝛾𝑥𝑧
𝑒𝛽
) =

1

2
𝐺𝛽
neq

(𝛾𝑥𝑧
𝑒𝛽
)
2
 

𝛽 = r, g, h 
𝐸𝛽ها که در آن

eq  و𝐸𝛽
neq  مدول الاستيک تعبادلی و غيرتعبادلی هبر فباز

𝐺𝛽بوده و 
eq  و𝐺𝛽

neq  نيز به ترتيب، مدول برشی تعبادلی و غيرتعبادلی در هبر

 باشند.فاز می

براساس فرضيات سينماتيک تئوري تيبر تيموشبنکو، خمبش تيرهباي ببا 

 کند:جابجايی زير پيروي میهاي کوچک، از ميدان ها و دورانکرنش
(17) 𝑢1 = −𝑧𝜃(𝑥), 𝑢2 = 0, 𝑢3 = 𝑤(𝑥) 

,𝑥اي مادي در مکبان هاي نقطهجابجايی 𝑢𝑖=1,2,3که در آن  𝑦, 𝑧 و𝑤   و

𝜃 روي محور به ترتيب جابجايی( هاي عرضی𝑧  و چرخش بردار نرمال سبط )

 مقطع تير هستند.

حاصبل از ميبدان جابجبايی، ميبدان کبرنش  -با استفاده از روابط کبرنش

 آيند:جابجايی مذکور، به صورت زير به دست می

(18) 𝜀𝑥𝑥 = −𝑧
𝑑𝜃

𝑑𝑥
, 𝛾𝑥𝑧 = 𝑘 (−𝜃 +

𝑑𝑤

𝑑𝑥
) 

که کرنش برشی حقيقی در عرض تير ثاببت نيسبت، از ضبريب علت اينبه

 شود که وابسته به هندسه سط  مقطع است.استفاده می 𝑘تصحي  

سبازي دار، ابتبدا بايبد گسسبتهبراي حل معادلات ساختاري پليمر حافظه

 صبورت زيبربه (4)انجام شود. شکل ضمنی گسسته شده زمانی ببراي معادلبه 
 

                                                                                                                                  
1 Clausius-Duhem inequality 

(14) 

𝜀𝑥̇𝑥
ir =

1

𝜂r

∂𝛹rb
neq

∂𝜀𝑥𝑥
er ,    𝜀𝑥̇𝑥

ig
=
1

𝜂g

∂𝛹gb
neq

∂𝜀𝑥𝑥
eg  

𝜀𝑥̇𝑥
ih =

1

𝜂h

∂𝛹hb
neq

∂𝜀𝑥𝑥
𝑒h
,   𝜀𝑥̇𝑥

i =
1

𝜂i
𝜎𝑥𝑥 

(15) 

𝛾̇𝑥𝑧
ir =

1

𝜂r

∂𝛹rs
neq

∂𝛾𝑥𝑧
er ,    𝛾̇𝑥𝑧

ig
=
1

𝜂g

∂𝛹gs
neq

∂𝛾𝑥𝑧
eg   

 𝛾̇𝑥𝑧
ih =

1

𝜂h

∂𝛹hs
neq

∂𝛾𝑥𝑧
𝑒h
,   𝛾̇𝑥𝑧

i =
1

𝜂i
𝜏𝑥𝑧 
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Fig. 1 The schematics of the Timoshenko beam element together with 
the defined degrees of freedom 

 شماتيک المان تير تيموشنکو به همراه درجات آزادي 1شکل 

 باشد:می
(19) [𝜀]is(1 − 𝑘2𝜑

−1𝛥𝜑) = [𝜀]𝑛
is + 𝑘1𝛥𝜑[𝜀]

r 
و بازنويسبی معادلبه  (15)و  (14)سازي معادلات علاوه بر اين، با گسسته

 دست خواهند آمد:، روابط زير به(19)

(20) 

𝜀𝑥𝑥
i𝛽
= 𝑐𝛽b

−1 (𝜎𝑥𝑥 + 𝐸𝛽𝑏𝛽b𝜀𝑥𝑥𝑛
i𝛽
) 

 𝛾𝑥𝑧
i𝛽
= 𝑐𝛽s

−1 (𝜏𝑥𝑧 + 𝐺𝛽𝑏𝛽s𝛾𝑥𝑧𝑛
i𝛽 ) 

𝜀𝑥𝑥
i = 𝜀𝑥𝑥𝑛

i + 𝑏i 

𝛾𝑥𝑧
i = 𝛾𝑥𝑧𝑛

i + 𝑏i 

𝜀𝑥𝑥
is = 𝑘3

−1 (𝜀𝑥𝑥𝑛
is + 𝑘4 ((𝑏rb + 1)𝜀𝑥𝑥

ir − 𝑏rb𝜀𝑥𝑥𝑛
ir )) 

𝛾𝑥𝑧
is = 𝑘3

−1 (𝛾𝑥𝑧𝑛
is + 𝑘4 ((𝑏rs + 1)𝛾𝑥𝑧

ir − 𝑏rs𝛾𝑥𝑧𝑛
ir )) 

(21) 

𝑏𝛽b =
𝜂𝛽

𝛥𝑡𝐸
𝛽
neq , 𝑏i =

𝛥𝑡

𝜂𝛽
, 𝑐𝛽b = 𝐸𝛽𝑏𝛽b + 𝐸𝛽

eq
, 

𝐸𝛽 = 𝐸𝛽
eq
+ 𝐸𝛽

neq
 

       

𝑏𝛽s =
𝜂𝛽

𝛥𝑡𝐺𝛽
neq , 𝑐𝛽s = 𝐺𝛽𝑏𝛽s + 𝐺𝛽

eq
, 𝐺𝛽 = 𝐺𝛽

eq
+ 𝐺𝛽

neq
 

𝑘3 = 1 − 𝑘2𝜑
−1𝛥𝜑 

𝑘4 = 𝑘1𝛥𝜑    
𝛽 = r, g, h 

را  𝑡∆، نحوه بروزرسانی متغيرهاي داخلبی در هبر (21)تا  (19)معادلات 

هاي رياضبی، رابطبه سازيها و مرتبسازيدهند. بنابراين بعد از سادهنشان می

 گردند:رسانی شده چنين بازنويسی میروزتنش محوري و تنش برشی به

(22) 𝜎𝑥𝑥 = 𝜒1b𝜀𝑥𝑥
𝑚 + 𝜒2b , 𝜀𝑥𝑥

𝑚 = 𝜀𝑥𝑥 − 𝜀
T 

(23) 𝜏𝑥𝑧 = 𝜒1s𝛾𝑥𝑧
𝑚 + 𝜒2s, 𝛾𝑥𝑧

𝑚 = 𝛾𝑥𝑧 
𝜀𝑥𝑥
𝑚  و𝛾𝑥𝑧

𝑚  دهنده بخش مکانيکی کبرنش کبل و کبرنش به ترتيب نشان

صبورت زيبر تعريببف به 𝜒2s و 𝜒1b ،𝜒2b ،𝜒1sباشبند. پارامترهباي برشبی مبی

 شوند:می

(24) 

𝜒1b =
𝑐rb𝑐gb𝑐hb𝑘3

𝜒3b
 

𝜒2b = 𝜒2𝑧b𝑧 =
−1

𝜒3b
[

([𝐴b + 𝐵b]𝜑p + Cb)𝑐rb𝑐gb𝑐hb
+(𝐷b + 𝐸b)𝑐rb𝑘3

+𝐹b

] 

𝜒3b = (
((1 + 𝑏gb)𝜙p𝜑 + 𝑏i𝑐gb) 𝑐hb +

(𝑏hb + 1)(1 − 𝜙p)𝑐gb

)𝑘3𝑐rb + 

(𝑘3(1 − 𝜑) + 𝑘4)(𝑏rb + 1)𝜙p𝑐gb𝑐hb 

 

𝜒1s =
𝑐rs𝑐gs𝑐hs𝑘3

𝜒3s
 

𝜒2s =
−1

𝜒3s
[

([𝐴s + 𝐵s]𝜑p + 𝐶s)𝑐rs𝑐gs𝑐hs
+(𝐷s + 𝐸s)𝑐rs𝑘3

+𝐹b

] 

𝜒3s = (
((1 + 𝑏gs)𝜙p𝜑 + 𝑏i𝑐gs) 𝑐hs +

(𝑏hs + 1)(1 − 𝜙p)𝑐gs

)𝑘3𝑐rs + 

(𝑘3(1 − 𝜑) + 𝑘4)(𝑏rs + 1)𝜙p𝑐gs𝑐hs 

(25) 

𝐴b = 𝜀𝑥𝑥𝑛
is + 𝑘3(𝑏hb𝜀𝑥𝑥𝑛

ih − 𝑏gb𝜀𝑥𝑥𝑛
ig
𝜑) 

𝐴s = 𝛾𝑥𝑧𝑛
is + 𝑘3(𝑏hs𝛾𝑥𝑧𝑛

ih − 𝑏gs𝛾𝑥𝑧𝑛
ig
𝜑) 

𝐵b = 𝑏rb𝜀𝑥𝑥𝑛
ir (𝑘3(𝜑 − 1) − 𝑘4) 

𝐵s = 𝑏rs𝛾𝑥𝑧𝑛
ir (𝑘3(𝜑 − 1) − 𝑘4) 

𝐶b = (𝜀𝑥𝑥𝑛
i − 𝑏h𝜀𝑥𝑥𝑛

ih − 𝜀𝑥𝑥
𝑚 )𝑘3 

𝐶s = (𝛾𝑥𝑧𝑛
i − 𝑏hs𝛾𝑥𝑧𝑛

ih − 𝛾𝑥𝑧
𝑚)𝑘3 

𝐷b = 𝑐hb(𝑏gb + 1)𝑏gb𝜀𝑥𝑥𝑛
ig
𝐸g𝜙p𝜑 

𝐷s = 𝑐hs(𝑏gs + 1)𝑏gs𝛾𝑥𝑧𝑛
ig
𝐺g𝜙p𝜑 

𝐸b = (1 − 𝜙p)(𝑏hb + 1)𝑏hb𝜀𝑥𝑥𝑛
ih 𝐸h𝑐gb 

𝐸s = (1 − 𝜙p)(𝑏hs + 1)𝑏hs𝛾𝑥𝑧𝑛
ih 𝐺h𝑐gs 

𝐹b = (𝑘3 + 𝑘4 − 𝑘3𝜑)(𝑏rb + 1)𝑏rb𝜙p𝜀𝑥𝑥𝑛
ir 𝐸r𝑐gb𝑐hb 

𝐹s = (𝑘3 + 𝑘4 − 𝑘3𝜑)(𝑏rs + 1)𝑏rs𝜙p𝛾𝑥𝑧𝑛
ir 𝐺r𝑐gs𝑐hs  

هاي جابجايی، خبواهيم برحسب مولفه (23)و  (22)با بازنويسی معادلات 

 داشت:

(26) 𝜎𝑥𝑥 = 𝜒1b(−𝑧𝜃
′) + 𝜒2𝑧b𝑧 = 𝑧(−𝜒1b𝜃

′ + 𝜒2𝑧b) 
(27) 𝜏𝑥𝑧 = −𝑘𝜒1s𝜃 + 𝑘𝜒1s𝑤

′ + 𝜒2s 
باشد. ببا توجبه می 𝑥دهنده مشتق نسبت به متغير که علامت پريم نشان

صورت خطی ببا توان دريافت که تنش در اين حالت نيز به، می(26)به معادله 

و نيبروي برشبی  𝑦کند. با محاسبه گشتاور حول محبور ضخامت تير تغيير می

 خواهيم داشت:

(28) 𝑀 = −∫𝜎𝑥𝑥𝑧𝑑𝐴
𝐴

= (𝜒1b𝜃
′ − 𝜒2𝑧b)𝐼 

(29) 𝑉 = ∫𝜏𝑥𝑧𝑑𝐴 =
𝐴

(−𝑘𝜒1s𝜃 + 𝑘𝜒1s𝑤
′ + 𝜒2s)𝐴 

دهنده ممان اينرسی، ممان حبول به ترتيب نشان 𝑉و  𝐼 ،𝑀 ،𝐴که در آن 

و  (26)باشند. معبادلات ، مساحت سط  مقطع تير و نيروي برشی می 𝑦محور

 شوند:چنين بازنويسی می (27)

(30) 

𝑀 = 𝜓1b𝜃
′ + 𝜓2b; 

𝜓1b = 𝜒1b𝐼  ,   𝜓2b = −𝜒2𝑧b𝐼 

(31) 

𝑉 = −𝜓1s𝜃 + 𝜓1s𝑤
′ + 𝜓2s; 

𝜓1s = 𝑘𝜒1s𝐴  , 𝜓2s = 𝜒2s𝐴 
با استفاده از اصل کار مجازي و همچنين درجات آزادي نشبان داده شبده 

 براي المان تير تيموشنکو داريم: "1شکل "در 

(32) 

𝛿𝑊𝑒 = ∫∫ 𝜎𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥𝑑𝑥𝑑𝐴
𝑙𝑒

0
𝐴

+∫∫ 𝜏𝑥𝑧𝛿𝛾𝑥𝑧𝑑𝑥𝑑𝐴
𝑙𝑒

0
𝐴

− 

∫ 𝑞(𝑥)𝛿𝑤𝑑𝑥 −∑𝑄𝑖𝛿𝛺𝑖

4

i=1

𝑙𝑒

0

 

دهنبده بارگبذاري گسبترده نشبان 𝑞(𝑥)دهنده طول المبان، نشان 𝑙𝑒که 

 𝛿𝛺𝑖دهنبده نيروهباي متمرکبز و هبا نشبان 𝑄𝑖عرضی ببر واحبد طبول تيبر، 

باشبند. اي المبان مبیهاي تعمبيم يافتبه و مجبازي گبرهدهنده جابجايینشان

عبارت کار مجبازي ببراي تيبر تيموشبنکو چنبين  بنابراين با توجه به تعاريف،

 خواهد شد:

(33) ∫∫ 𝜎𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥𝑑𝑥𝑑𝐴
𝑙𝑒

0
𝐴

= −∫
𝑑(𝛿𝜃)

𝑑𝑥
∫𝜎𝑥𝑥𝑧𝑑𝐴
𝐴

𝑑𝑥

𝑙𝑒

0

 

 ∫∫ 𝜏𝑥𝑧𝛿𝛾𝑥𝑧𝑑𝑥
𝑙𝑒

0

𝑑𝐴

𝐴

= 
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(34) ∫ (−𝛿𝜃 +
𝑑(𝛿𝑤)

𝑑𝑥
)∫𝜏𝑥𝑧𝑑𝐴

𝐴

𝑑𝑥

𝑙𝑒

0

 

 داريم: (32)در معادله  (34)و  (33)با جايگذاري معادلات 

(35) 

𝑊𝑒 = ∫
𝑑(𝛿𝜃)

𝑑𝑥
𝑀(𝑥)𝑑𝑥

𝑙𝑒

0

+ 

+∫ (−𝛿𝜃 +
𝑑(𝛿𝑤)

𝑑𝑥
)𝑉(𝑥)

𝑙𝑒

0

𝑑𝑥 − 

𝛿∫ 𝑞(𝑥)𝛿𝑤𝑑𝑥 −∑𝑄𝑖𝛿𝛺𝑖

4

𝑖=1

𝑙𝑒

0

= 0 

 توان نوشت:، می(33)و  (29)، (28)با توجه به معادلات 

 
 

 

 

 

 

 

(36) 

∫
𝑑(𝛿𝜃)

𝑑𝑥
[𝜓1b𝜃

′ + 𝜓2b]𝑑𝑥

𝑙𝑒

0

+ 

∫ (−𝛿𝜃 +
𝑑(𝛿𝑤)

𝑑𝑥
) [−𝜓1s𝜃 + 𝜓1s𝑤

′ +𝜓2s]

𝑙𝑒

0

𝑑𝑥 

−∫ 𝑞(𝑥)𝛿𝑤𝑑𝑥 −∑𝑄𝑖𝛿𝛺𝑖

4

𝑖=1

𝑙𝑒

0

= 0 

، جابجبايی عرضبی تيبر و چبرخش آن 𝑁̅𝑖و  𝑁𝑖با استفاده از توابع شبکل 

 شوند:تقريب زده می 𝛺𝑖برحسب چهار درجه آزادي 

(37) 𝑤 =∑𝑁𝑖𝛺𝑖 .

4

𝑖=1

𝛿𝑤 =∑𝑁𝑖𝛿𝛺𝑖

4

𝑖=1

 

(38) 𝜃 =∑𝑁̅𝑖𝛺𝑖 .

4

𝑖=1

𝛿𝜃 =∑𝑁̅𝑖𝛿𝛺𝑖

4

𝑖=1

 

 اند از:، عبارت"2شکل "که اين درجات آزادي مطابق با 

(39) 𝛺1 = 𝑤(0), 𝛺2 = 𝜃(0), 𝛺3 = 𝑤(𝑙
𝑒), 𝛺4 = 𝜃(𝑙

𝑒) 

و سباده و مرتبب  (36)در معادله  (38)و  (37)که با جايگذاري معادلات 

 هاي رياضی خواهيم داشت:سازي

∑

(

 
 
 
 
 
 
 
 
∫

𝑑𝑁𝑖
𝑑𝑥

[−𝜓1s𝜃 + 𝜓1s
𝑑𝑤

𝑑𝑥
+ 𝜓2s]

𝑙𝑒

0

𝑑𝑥 −

∫ 𝑁̅𝑖 [−𝜓1s𝜃 + 𝜓1s
𝑑𝑤

𝑑𝑥
+ 𝜓2s]

𝑙𝑒

0

𝑑𝑥 +

∫
𝑑𝑁̅𝑖
𝑑𝑥

[𝜓1b
𝑑𝜃

𝑑𝑥
+ 𝜓2b] 𝑑𝑥 −

𝑙𝑒

0

∫ 𝑞(𝑥)𝑁𝑖𝑑𝑥 −
𝑙𝑒

0

𝑄𝑖
)

 
 
 
 
 
 
 
 

4

𝑖=1

𝛿𝛺𝑖 = 0 

(40)  

,𝑤براي  (38)و  (37)با در نظر گرفتن معادلات  𝜃 چنبين  (40)، معادلبه

 شود:بازنويسی می

∫
𝑑𝑁𝑖
𝑑𝑥

[−𝜓1s∑𝑁̅𝑗𝛺𝑗

4

𝑗=1

+𝜓1s∑(𝑑𝑁𝑗 𝑑𝑥⁄ )𝛺𝑗

4

𝑗=1

+ 𝜓2s]

𝑙𝑒

0

𝑑𝑥 − 

∫ 𝑁̅𝑖 [−𝜓1s∑𝑁̅𝑗𝛺𝑗

4

𝑗=1

+𝜓1s∑(𝑑𝑁𝑗 𝑑𝑥⁄ )𝛺𝑗

4

𝑗=1

+ 𝜓2s]

𝑙𝑒

0

𝑑𝑥 

+∫
𝑑𝑁̅𝑖
𝑑𝑥

[𝜓1b∑(𝑑𝑁̅𝑗 𝑑𝑥⁄ )𝛺𝑗

4

𝑗=1

+𝜓2b] 𝑑𝑥 −

𝑙𝑒

0

 

∫ 𝑞(𝑥)𝑁𝑖𝑑𝑥 −
𝑙𝑒

0

𝑄𝑖 = 0 

(41)  

جهت ارائه شکل ماتريسی براي سبختی المبان و بردارهباي نيبرو، رابطبه 

 شود:در نهايت چنين بازنويسی می (43)

(42) [𝐾𝑖𝑗]{𝛺𝑗} = {𝐹𝑖} 
 که داريم:

(43) 

𝐾𝑖𝑗 = 𝜓1b∫
𝑑𝑁̅𝑖
𝑑𝑥

𝑑𝑁̅𝑗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 +

𝑙𝑒

0

𝜓1s∫
𝑑𝑁𝑖
𝑑𝑥

𝑑𝑁𝑗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 −

𝑙𝑒

0

 

𝜓1s∫
𝑑𝑁𝑖
𝑑𝑥

𝑁̅𝑗𝑑𝑥
𝑙𝑒

0

+ 𝜓1s ∫ 𝑁̅𝑖𝑁̅𝑗𝑑𝑥 −
𝑙𝑒

0

 

𝜓1s∫ 𝑁̅𝑖
𝑑𝑁𝑗

𝑑𝑥
𝑑𝑥

𝑙𝑒

0

 

𝐹𝑖 = −𝜓2b∫
𝑑𝑁̅𝑖
𝑑𝑥

𝑑𝑥 − 𝜓2s ∫
𝑑𝑁𝑖
𝑑𝑥

𝑙𝑒

0

𝑑𝑥 +  

𝑙𝑒

0

 

𝜓2s∫ 𝑁̅𝑖

𝑙𝑒

0

𝑑𝑥 + ∫ 𝑞(𝑥)𝑁𝑖𝑑𝑥 +
𝑙𝑒

0

𝑄𝑖 

ببراي  3ببا فبرض يبک تبابع مرتببه  𝑁̅𝑖و  𝑁𝑖و در آخر نيز تواببع شبکل 

 شوند:براي چرخش چنين بيان می 2جابجايی طولی و يک تابع مرتبه 

(44) 

𝑁1 = 1 −
12𝑔𝑥 + 3𝑙𝑒𝑥2 − 2𝑥3

𝑙𝑒(𝑙𝑒2 + 12𝑔)
 

𝑁2 =
(𝑙𝑒2 + 6𝑔)𝑙𝑒𝑥 − (2𝑙𝑒2 + 6𝑔)𝑥2 + 𝑙𝑒𝑥3

𝑙𝑒(𝑙𝑒2 + 12𝑔)
 

𝑁3 =
12𝑔𝑥 + 3𝑙𝑒𝑥2 − 2𝑥3

𝑙𝑒(𝑙𝑒2 + 12𝑔)
 

𝑁4 =
−6𝑔𝑙𝑒𝑥 + (6𝑔 − 𝑙𝑒2)𝑥2 + 𝑙𝑒𝑥3

𝑙𝑒(𝑙𝑒2 + 12𝑔)
 

(45) 

𝑁̅1 =
6𝑥2 − 6𝑙𝑒𝑥

𝑙𝑒(𝑙𝑒2 + 12𝑔)
 

𝑁̅2 =
𝑙𝑒3 + 12𝑔𝑙𝑒 − (4𝑙𝑒2 + 12𝑔)𝑥 + 3𝑙𝑒𝑥2

𝑙𝑒(𝑙𝑒2 + 12𝑔)
 

𝑁̅3 =
6𝑙𝑒𝑥 − 6𝑥2

𝑙𝑒(𝑙𝑒2 + 12𝑔)
 

𝑁̅4 =
3𝑙𝑒𝑥2 − (2𝑙𝑒2 − 12𝑔)𝑥

𝑙𝑒(𝑙𝑒2 + 12𝑔)
 

 برابر است با: 𝑔که در آن 

(46) 𝑔 =
𝜓1b
 𝜓1s

 

 نتایج عددی 3-

دار، در اين بخش با استفاده از المان معرفی شده از جنس پليمر حافظه

سرگيردار از جنس پليمر عنوان يک مثال به بررسی رفتار يک تير يکبه

شکل -Iمتر و سط  مقطع آن ميلی 50پردازيم. طول اين تير دار میحافظه

(. 3باشد)شکل متر( میميلی 10و  10، 1)ضخامت، ارتفاع و عرض به ترتيب 

 نشان داده شده است. 1پارامترهاي خواص ماده در جدول 

 بعدي پليمرسنجی نتايج اين پژوهش، معادله ساختاري سهمنظور صحهبه
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Fig. 2 – a) Schematics of the SMP beam element, relevant loading and 

boundary conditions, b) The degrees of freedom of Timoshenko beam 

element 
( درجات b( شماتيک المان تير تيموشنکو، بارگذاري و شرايط مرزي a –2شکل 

 آزادي المان تير تيموشنکو

 [24]باغانی  -دار حافظهجدول خواص پليمر  1جدول 
Table 1 Material parameters reported by Baghani et al. [24] 

 واحد مقدار پارامترهاي ماده
𝐸r
eq
,  𝐸g

eq
, 𝐸h

eq
. 

 𝐸r
neq
, 𝐸g

neq
, 

 𝐸h
neq

 

1.3, 15 , 70000, 
 0.2, 247, 
1000 

[ MPa ] 

𝜂r, 𝜂g, 𝜂h 5 . 30 × 106 , 30 × 109 [ MPaMin ] 
𝜐r, 𝜐g, 𝜐h 0.49, 0.3, 0.3 [−] 
𝑇𝑙 , 𝑇g, 𝑇h 296, 344, 353 [ K ] 

𝜀T 
(0.5542 × 10−3𝑇 − 0.01083456 − 7

× 10−7𝑇2)𝐼 
[−] 

𝜑g 1 −
1

1 + exp (−0.66(𝑇 − 𝑇g))
 [−] 

𝜙h 0.4 [−] 

سازي شده پياده 1افزار آباکوس با استفاده از زيرروال يومتدار، در نرمحافظه

المان  2040بعدي )صورت سه. سپس هندسه تير معرفی شده به[24]است 

( و 3سازي شده )شکل افزار مدل( در محيط اين نرمC3D8جنرال سه بعدي 

 شود.نتايج آن با نتايج مدل المان محدود ارائه شده مقايسه می

مراحل بارگذاري مکانيکی و حرارتی تير مطابق مراحل زير بوده و در 

 شده است.نمايش داده  "4شکل "

دقيقه: بارگذاري مکانيکی در دماي 10از زمان صفر تا  -1
h

T 

 (2)بارگذاري

داشتن بار مکانيکی و دما دقيقه: ثابت نگه 300دقيقه تا  10از  -2

 (3)استراحت

دقيقه: خنک کردن تا دماي  1200دقيقه تا  300از  -3
lT  در بار

 (4مکانيکی ثابت )سرد کردن

دقيقه: گرم کردن و رسيدن مجدد به دماي  1500ثانيه تا  1200از  -4

𝑇h (5پس از حذ  بار مکانيکی )باربرداري و گرمادهی 

به ازاء مقادير مختلف  "5شکل "مقايسه رفتار ويسکوالاستيک تير در 

𝜙hکسر حجمی بخش سخت ) = ( نشان داده شده است. 0.4 ,0.2 ,0

شود، نتايج المان تير مشاهده می "5شکل "از  aطور که از بخش همان

بعدي دارد در حالی تيموشنکو انطباق مناسبی با نتايج حل المان محدود سه

 ثانيه با 10بعدي به حدود دقيقه براي حل سه 30که زمان حل از حدود 

 برنولی-کند. نتايج تير اويلربندي ارائه شده، کاهش پيدا میاستفاده از فرمول
 

                                                                                                                                  
1 UMAT 
2 Loading 
3 Relaxation 
4 Cooling 
5 Unloading and heating 

 
Fig. 3 The beam cross section geometry as well as the mesh used in 
FE analysis 

 بعديبندي تير در تحليل سهمشهندسه سط  مقطع تير به همراه  3شکل 

 
Fig. 4 History of the force and temperature applied to the beam 

 نحوه تغيير بارگذاري نيرو و حرارت با زمان 4شکل 

-ي زيادي نسبت به حل المان محدود سهفاصله – 10کمتر از  𝐿/𝐷دليل به

𝜙hبعدي دارد. حداکثر خطاي خيز تير براي  = ي سرد و در انتهاي مرحله 0

تر بودن رفتار تير و در نتيجه خير افتد. علت اين پديده، نرمکردن اتفاق می

𝜙hبيشتر در حالت  = درصد  7.3برنولی -باشد. اين خطا براي تير اويلرمی 0

باشد. بديهی بعدي میدرصد نسبت به حل سه 1.5و براي تير تيموشنکو 

نولی بر-تر باشد، خطاي تير اويلراست هر چه ضخامت تير بيشتر و يا تير کوتاه

 بيشتر خواهد بود.

کردن ، شکل موقت تير در پايان مرحله خنک"5شکل "از  bبخش 

توان دريافت دقيقه( را نشان می دهد. با توجه به اين شکل می 1200)زمان 

 شود.خيز تير کمتر می 𝜙hکه با افزايش 

از شکل  cيابد )بخش ، کرنش برشی هر مرحله کاهش می𝜙hبا افزايش 

،  %0.4به ترتيب برابر با  𝜙h(. مقدار بيشينه کرنش برشی به ازاي افزايش 5

، مقدار 𝜙hباشد(. همچنين به ازاي تمامی مقادير می %0.24و  0.32%

باشد. کرنش برشی در کل تاريخچه کرنش برشی کمتر از کرنش محوري می

يک افت کند و در انتها با زمانی بارگذاري، در سه مرحله افزايش پيدا می

شود. ولی با اين وجود، کرنش برشی در انتهاي فاز بارگذاري مواجه می ناگهانی

رود که به علت عدم بازيابی تير در طول تاريخچه به صورت کامل از بين نمی

 باشد.بارگذاري می

( 0.4و  0.2، 0( )به ترتيب 𝜙hبا افزايش کسر حجمی بخش سخت )

 %1.31، %1.63د )به ترتيب برابر با يابحداکثر کرنش محوري تير کاهش می

هاي کوچک در اين شود که فرض کرنش(. همچنين مشاهده می%0.98و 

 (.5از شکل  dباشد )بخش مساله صادق می
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Fig. 5 Effect of 𝜙h on (a) the free tip displacement results of the Timoshenko SMP beam model together with those of the 3D modeling and Euler-
Bernoulli beam model, (b) the temporary memorized shape of the beam after unloading. (c) Variation of maximum shear stress (d) variation of 

maximum axial strain at the beam root 

( شکل موقت تير در شروع bبرنولی، )-بعدي و تير اويلرسازي سه( خيز سر آزاد تير تيموشنکو به همراه نتايج مدلa( بر روي )𝜙hبررسی اثر کسر حجمی بخش سخت ) 5شکل 

 تغييرات کرنش محوري بيشينه در تير( d( تغييرات کرنش برشی بيشينه و )cمرحله باربرداري، )

 
Fig. 6 Effect of 𝐹h on (a) the free tip displacement results of the Timoshenko SMP beam, (b) the temporary memorized shape of the beam after 
unloading, (c) Variation of maximum shear stress, (d) variation of maximum axial strain at the beam root 

( c( تغييرات کرنش محوري بيشينه در تير )bدار )( جابجايی سر آزاد تير از جنس پليمر حافظهa( بر روي )𝐹hي مکانيکی در مرحله گرم کردن )بررسی تاثير اعمال نيرو 6شکل 

 ( شکل بازيابی شده تير در پايان تاريخچه بارگذاريdتغييرات کرنش برشی بيشينه در تير )



  

 و همکاران امیرحسین اسکندری دار تیموشنکوتحلیل اجزا محدود برای رفتار تیر پلیمری حافظه

 

 8شماره  17، دوره 1396 آبانمهندسی مکانیک مدرس،  258
 

 
Fig. 7 Effect of 𝜂r on (a) the free tip displacement results of the SMP beam, (b) variation of maximum axial strain at the beam root, (c) variation of 

maximum shear stress 
 ( کرنش برشی بيشينه در تير c( کرنش محوري بيشينه و )b) دار( جابجايی سر آزاد تير از جنس پليمر حافظهa( بر روي )𝜂rبررسی اثر ضريب ويسکوزيته فاز لاستيکی ) 7شکل 

 

هنگامی که نيرويی در مقابل بازيابی وضعيت اوليه تيبر در  "6aشکل "مطابق 

𝐹hکند )حين گرم کردن تير، مقاومت نمی = (، سازه تقريبا به حالت اوليبه 0

خود برمی گردد. ولی زمانی که نيرويی برابر نيروي مورد استفاده در بارگبذاري 

𝐹h)مرحله اوليه بر نوک آزاد تير وارد می شود  = 𝐹max)  تير تقريببا بيشبتر ،

توانايی بازيابی شکل خود را، صر  غلبه بر اين نيرو نموده و لذا بازيبابی شبکل 

𝐹h)د نمی شود. در حالت سوم که چندانی مشاه = 0.5𝐹max) گونه که همان

شبود، ولبی تيبر مورد انتظار است بخشی از جابجايی ذخيره شبده بازيبابی می

صورت کامل ندارد. افبزايش توانايی مورد نياز براي بازيابی شکل اوليه خود را به

را کمتبر نيروي مکانيکی در مرحله گرمايش، بازيابی شکل تير به حالت اوليبه 

گونه که قابل مشباهده نيز همان 6c"و  6bشکل "(. در مورد 6کند )شکل می

𝐹hاست، مقدار کرنش هاي محوري و برشی حداکثر در  = به ترتيب حدود  0

کل کرنش محوري تقريببا  b-6درصد می باشد. مطابق شکل  0.25درصد و  1

 0.11حبدود  "6cشبکل "بازيابی شده است. ولی در حالت برشبی مطبابق ببا 

دقيقبه کباملا ببه  1500درصد کرنش بازيابی نشده است. تيبر در ببازه زمبانی 

گردد، البته با توجه به رفتار ويسکوالاستيک اين مبواد حالت اوليه خود باز نمی

اگر زمان حل مقداري بيشتر در نظر گرفته شود، اين بازيابی به صبورت کامبل 

 افتد.اتفاق می

با افزايش ضريب ويسکوزيته فاز لاستيکی  ،"b و 7aشکل "مطابق با 

(𝜂r سازه هوشمند زمان بيشتري جهت مقابله با تنش نياز دارد و نيز مقدار ،)

(. 7cشود )شکل کرنش برشی مکانيکی در اواخر مرحله گرم کردن، بيشتر می

𝜂rبه ازاء  = 10MPaMin  کرنش برشی به علت افزايش بيش از حد، در

( در تير %0.2شود و مقداري تنش برشی )پايان تاريخچه زمانی صفر نمی

گردد و مقداري خيز ماند. در نتيجه تير به شکل اوليه ي خود بر نمیباقی می

(. تغيير اين پارامتر در کرنش برشی 7aشود )شکل در انتهاي تير مشاهده می

تاثيري قابل توجهی ندارد. همچنين اين پارامتر اثري بر روي  هاي ديگرزمان

 شکل موقت تير در شروع مرحله باربرداري ندارد.

 "8شکل "دما براي بارگذاري اشاره شده، در -جابجايی-تغييرات نيرو

شود، پس از گونه که از شکل مشاهده مینمايش داده شده است. همان

نسبتا زيادي تير شکل اوليه خود را پس افزايش دما به صورت نامقيد، تا حد 

 کند.از يک چرخه حافظه داري، بازيابی می

 گیریبندی و نتیجهجمع 4-

در اين مقاله براي اولين بار با استفاده از مدل ساختاري ارائه شده توسط 

دار، يک المان تير جديد با براي پليمرهاي حافظه [24]باغانی و همکاران 

تيموشنکو ارائه شده است. المان ارائه شده در طول يک فرضيات سينماتيک 

حرارتی انطباق بسيار خوبی با نتايج حل المان -سيکل بارگذاري مکانيکی

برنولی ارائه -دهد. در حالی که المان تير اويلربعدي را نشان میمحدود سه

𝐿، اختلا  قابل توجهی را در [31]شده توسط  𝐷⁄ < دهد. نشان می 10

( باعث افزايش سفتی تير و کاهش 𝜙hحجمی بخش سخت )افزايش کسر 

شود. کاهش نيروي مکانيکی در مرحله هاي محوري و برشی در تير میکرنش

کند اما برخلا  گرمايش، قابليت بازيابی شکل تير به حالت اوليه را بيشتر می

 با حذ  –علت وجود کرنش برشی ذخيره شده به –برنولی -رفتار تير اويلر

ري مکانيکی، تير در پايان تاريخچه بارگذاري، قابليت بازيابی کامل به بارگذا

ندارد. همچنين افزايش ضريب ويسکوزيته فاز لاستيکی  را اوليه خود شکل

(𝜂rزمان موردنياز براي رسيدن به شرايط پايدار را کم می ،).کند 

 جايگزين تواندبندي و المان تير ارائه شده در اين مقاله میفرمول
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Fig. 8 Force-Displacement-Temperature diagram in a free stress strain 

recovery cycle  
 دما در طول تاريخچه بارگذاري -جابجايی -تغييرات نيرو  8شکل

که هزينه محاسباتی و پيچيدگی  -بعديهاي سهسازيبه جاي مدلمناسبی 

دار و همچنين پليمرهاي حافظهبه منظور بررسی رفتار  -بسيار بيشتري دارند 

اثر تغيير پارامترهاي هندسی و مادي براي تيرهاي تقويت شده با اين مواد، 

 باشد.
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