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 چکیده  اطلاعات مقاله
 مقاله پژوهشی کامل

 1396 مرداد 24دریافت: 
 1396 مهر 12پذیرش: 

 1396 آبان 27ارائه در سایت: 

ی نوین حل تحلیلی و ایراد فرضیات مناسب به محاسبه عبارات سفتی و به دنبال آن صلبیت پیچشی )و مدول برشی( در این مقاله با ارائه شیوه 
شود و نتایج محاسبات در قالب کدهایی برای معادل در مقاطع جدار نازک تک سلولی و چند سلولی کامپوزیتی با شکل مقطع معین پرداخته می

برنولی ابتدا روابط  -گردد. در استخراج معادلات مورد نیاز، با بکارگیری فرضیات بکار رفته برای تیر اویلره سریع این پارامترها ارائه میمحاسب
ای شعاع انحناء استخراج شده و در ادامه با استفاده از رابطه انرژی پتانسیل برای تیرهای الاستیک، پارامتره -کرنش و سپس روابط کرنش -تنش

شود. در ادامه با بکارگیری پارامترهای سفتی، صلبیت پیچشی معادل برای مقاطع تک سلولی و چند سفتی تیر کامپوزیتی مذکور محاسبه می
سنجی فلسفه ارائه شده و برنامه تهیه شده متناسب با آن نتایج حاصل از کار حاضر با نتایج حاصل از شود. برای صحتسلولی جدار نازک بیان می

دهد استفاده از روش ارائه شده در این مقاله در محاسبه ها نشان میهایی ارائه شده است. بررسیلمان محدود مقایسه و نتایج در قالب جدولا
تواند مورد استفاده صلبیت پیچشی مقاطع تک سلولی و چند سلولی ساخته شده از مواد مرکب چند لایه به عنوان یک تقریب اولیه و مناسب می

های ساخته شده از مواد مرکب در صنعت هوایی بسیار مفید در روند تحلیل و طراحی سریع مسائل مشابه، به خصوص طراحی سازهر گرفته و قرا
 .و حائز اهمیت باشد
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 مواد مرکب
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 In this paper, by defining a novel analytical derivation method for a composite beam, using the  suitable 

assumptions, the stiffness coefficients and torsional rigidity (shear modulus) for single-cell and multi-

cell thin walled layer wise composite sections of a beam are calculated. The results are presented in the 

form of Maple and FORTRAN codes in order to calculate these parameters in a timely manner. These 

parameters are used for the preliminary structural analysis of the beam. The nonlinear Euler Bernoulli 

beam assumptions are used to derive the stress-strain and strain-curvature relations. Next, by using the 

potential energy and elastic curvature relation for elastic beams, the stiffness parameter is calculated. 

Then, the equivalent torsional rigidity is introduced for single and multi-cell thin walled layer wise 

composite sections, using the stiffness parameter. To verify the validity of the computations, the results 

are compared with the numerical results obtained from a finite element analysis. The results show that 

applying this method for the calculation of the torsional rigidity of single and multi-cell thin-walled 

composite sections is a viable method and is very useful in obtaining a suitable, initial analytical 

approximation in the preliminary design of engineering structures, particularly in that of composite 

structures utilized in aerial industries. 
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 مهمقد 1-

كننده  تقويت تير تعدادي و پوسته يك از كه شده تقويت جدارنازك هايسازه

از  بسياري دارند. هوافضايي صنايع در كاربرد زيادي اند،تشكيل يافته
تشكيل  هاسازه نوع اين را، موشك و هواپيما، بالگرد سازه اصلي هايبخش
نيروهاي داخلي و به اند. با توجه به ميزان بارهاي خارجي، محاسبه دقيق داده

ها و كرنش در تمام نقاط مقطع، همواره مورد توجه محققان دنبال آن تنش

بوده است. محاسبه جريان برش در مقاطع بسته و باز به عنوان يك حل 
باشد كه ها همواره مطرح ميها و كرنشتحليلي پركاربرد در محاسبات تنش

آن از جمله مدول برشي  مستلزم شناخت خواص مكانيكي مواد تشكيل دهنده
 باشد.مي

از سويي ديگر استفاده از مواد كامپوزيتي براي ساخت مقاطع بال به 
دليل مزاياي فراوان آن از جمله مدول و استحكام ويژه بالا، موجب شده 

به  هاها و كرنشو محاسبه تنش محاسبات لازم جهت تعيين برخي خواص
هاي خاص خود را داشته باشد. يدگيدليل ساختار ارتوتروپيك اين مواد، پيچ

ها و سازيهاي گوناگون و سادهاز اين رو محققان با انتخاب روش

هاي تقريبي با دقت كافي را براي اند پاسخهاي فراوان تلاش كردهسازيمدل
محاسبه پارامترهاي مذكور از جمله صلبيت پيچشي در مقاطع جدار نازك 

ها نازك باشد، و ه غشايي وقتي جداره سلولارائه دهند. استفاده از روش تشاب
هاي ضخيم وقتي كه تعداد يا استفاده از روش تفاضل محدود براي جداره

 اين كارها مي باشد.از جمله  [1]ها كم باشد سلول
روش اجزاي محدود نيز بارها به عنوان يك روش كارآمد و سريع براي 

هايي كه مقاطع چند سلولي در آنها به كار رفته مورد استفاده قرار تحليل سازه
 .[2]گرفته است 

با  [4]پوركيچ  2000و در سال  [3]آلفانو و همكارانش  1996در سال 
ها و تهيه برنامه كامپيوتري در همين اي با عنوان تئوري گرافارائه شيوه

ر نازك و تعيين خواص هندسي آنها راستا به تحليل مقاطع چند سلولي جدا
بخشي رويكرد پيشنهادي خود را با يك مثال عددي بررسي پرداختند. آنها اثر

كرده و نشان دادند برنامه ايشان از دقت قابل قبولي در تحليل اين نوع از 
 مقاطع را دارد.

هاي بتني مسطح با همزمان لي و همكارانش با محاسبه خواص ميله
ه از جمله سفتي پيچشي، با ارائه شيوه نويني از حل سطح مقطع دلخوا

پرداختند و با حل چندين نمونه مثال و انتخاب مواد گوناگون دقت روش خود 

 .[5]را ارزيابي كردند 
ساپونزاكيس به بررسي رفتار غيرخطي تيرهايي با مقاطع  2004در سال 

جدار نازك با مقطع دلخواه ثابت و متغير تحت بار پيچشي پرداخت. روش 
هاي خود انتخاب و اجزاي مرزي توسعه يافته روشي بود كه وي براي بررسي

گسترش داد. وي نشان داد در تجزيه و تحليل يك تير با مقطع جدار نازك با 
يك مش مناسب و استفاده از توابع شكل صحيح و پس از محاسبه انتخاب 

توان به نتايج نازك، مي -هاي پيچش و اعوجاج با استفاده از تئوري لولهثابت
 .[6]تقريبي قابل قبولي حتي در مواقعي كه جداره بسيار نازك باشد، رسيد 

در همين سال و مشابه چنين كاري، توسط سده و همكارانش صورت 
بط بدون در نظر گرفت. استفاده از فرضيه تير و بكارگيري تابع اعوجاج در روا

داشتن نوع سطح مقطع )باز يا بسته( فرضيات اساسي بود كه ايشان در 
پژوهش خود از آنها استفاده نمودند. نتايج حاصل از روش المان محدود 

هاي عددي صورت گرفته توسط ايشان با نتايج تئوري كلاسيك و ديگر روش

 .[7]موجود، همخواني مناسبي داشت 
 در صنايع مختلف، مطالعات برزيتي در ادامه و با گسترش مواد كامپو

 

 تر شد.نازك كامپوزيتي هم گستردهروي مقاطع جدار 
( به بررسي خصوصيات ديناميكي و 2007شادمهري و همكارانش )

هاي نازك پرداختند. ايشان استاتيكي تيرهاي كامپوزيتي تك سلولي با جداره
ده و از روش معادلات خود را بر پايه اصل هميلتون توسعه يافته استخراج نمو

گالركين توسعه يافته براي حل معادلات خود بهره بردند. نتايج آنان در 
بررسي مشخصات ديناميكي و استاتيكي مقطع تير جدار نازك نشان داد، 

اي را در رفتار پيچشي و خمشي تير به دنبال زاويه الياف اثرات قابل ملاحظه
پيچشي تير ذكر شده  -يدارد. به طور مثال در بررسي رفتار ديناميكي خمش

و در مودهاي اول و دوم، مود قالب بر سيستم در تمام زواياي الياف شكل مود 
خمش است به طوري كه در مودهاي سوم و چهارم مود قالب در زواياي 

 .[8]مختلف بين پيچش و خمش متغير است 
به بررسي تيرهاي جدار نازك كامپوزيتي  2009كيم و شين در سال 
پرداختند. ايجاد يك ماتريس غيرمتقارن و استفاده متشكل از يك و دو سلول 

از يك سيستم معادلات جبري خطي متشكل از چهارده پارامتر جابجايي و 
هاي پايين براي حل معادلات اساس كار ايشان كاهش اين معادلات به مرتبه

در اين بررسي بود. ايشان نتايج حاصل از پژوهش خود را با نتايج بدست آمده 
افزار آباكوس هاي مشخص در نرمي يك تير كامپوزيتي با المانسازاز مدل

مقايسه نموده و نشان دادند اثرات شرايط مرزي بر  زاويه پيچش مقاطع 
مستطيل شكل يك سلولي و دو سلولي، تحت بار پيچشي خالص ناچيز است 

[9]. 
هاي هندسي مقاطع جدار نازك در ادامه مطالعات بر روي غيرخطي

ري تئوري ( با بكارگي2010كامپوزيتي نيز مورد توجه قرار گرفت. وو و لي )
هاي خود در اين زمينه را معطوف به كلاسيك براي مواد كامپوزيتي، بررسي

شكل نمودند و اثراتي چون غيرخطي ناشي از هندسه،  Zشكل و  Iدو مقطع 
پيچشي  -هاي خمشيتغييرات الياف و جلوگيري از اعوجاج را در اثر بارگذاري

ل معادلات غيرخطي رافسون را براي ح -بررسي نمودند. آنها روش نيوتون
خود انتخاب نموده و نشان دادند روش ارائه شده روش مناسب و كارآمدي 

پيچشي مقاطع جدار نازك در تيرهاي  -براي تحليل رفتار غيرخطي خمشي

 .[10]پذير است كامپوزيتي انعطاف

هاي مكانيكي با دقت بالا كه در آن هم اثرات اعوجاج استفاده از مدل
وانگ و ژانگ محوري و هم اثرات ناهمگني مواد در نظر گرفته شده بود توسط 

 [12]و چند سلولي  [11]( براي مقاطع جدار نازك بسته تك سلولي 2014)

اي شكل صورت پذيرفت. مشاهدات ايشان براي مقاطع مستطيل شكل و دايره
ي داراي اثرات به مراتب نشان داد، اثرات ناهمگني نسبت به اعوجاج محور

 هاي بدست آمده است. بيشتري در نتايج و پاسخ
پاوازا و ماتكويچ با ارائه تئوري جديدي به بررسي خمش  2016در سال 

در تيرهاي جدار نازك با در نظر گرفتن همزمان اثرات برش پرداختند. تئوري 
. ايشان [13]آنها بر پايه دو تئوري تير ولاسو و تير تيموشينكو شكل گرفت 

را براي تحليل چندين نمونه تير  TBTSتئوري خود با عنوان اختصاري 
نازك با مقاطع باز و با شكل سطوح مختلف، بارگذاري و شرايط مرزي جدار

هاي المان اگون بررسي نموده و نتايج خود را با نتايج حاصل از تحليلگون
محدود مقايسه نمودند. نتايج حاصل از بررسي ايشان به عنوان يك فرمول 
پارامتريك براي بررسي اوليه و كلي سطوح جدار نازك با شكل مقطع متفاوت 

 .[14]گيرد مورد استفاده قرار مي
شود استفاده از يك روش تحليلي كارامد كه طور كه مشاهده ميهمان

سازي رين فرضيات ممكن و صرف كمترين زمان شبيهبتواند با ايراد كمت
 ارائه دهد همواره مورد مناسبي از مساله را ايجاد و پاسخ تقريبي مناسبي را
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 ه محققان در اين زمينه بوده است.توج
در اين مقاله با ايراد كمترين فرضيات ممكن و محدود كننده و استفاده 

يتي و ارائه ديدگاه جديد در برنولي كامپوز -از تئوري تير غيرخطي اويلر

هاي عمودي و افقي چينياستخراج معادلات سفتي پيچشي با استفاده از لايه
براي مقاطع چند سلولي، معادله سفتي پيچشي معادل استخراج شده و نتايج 

 ايج اجزاي محدود مقايسه شده است.با حالت ايزوتروپ و نت

 تئوری حاکم -2

 کرنش -استخراج رابطه تنش -1-2
كرنش براي يك بال  -در اين بخش ابتدا به بررسي نحوه استخراج روابط تنش

با مقطع كلي پرداخته و در ادامه با معرفي معادلات ميدان نحوه محاسبه 

براي اين امر بال مفروض به شكل يك شود. صلبيت پيچشي معادل بيان مي

براي ها و فرضيات موجود تير مركب يكسرگير دار فرض شده و از تئوري

شود. تيرهاي نازك براي استخراج خاصيت معادل براي اين پارامتر استفاده مي
و جرم  lتير مركب چند لاية مستقيم نازك به طول  براي 1با توجه به شكل 

داراي خصوصيات سختي و جرمي يكنواخت در طول تير  mطول  واحد

 شوند:فرضيات زير درنظر گرفته مي

صفحة عمود بر محور اصلي پس از جابجايي تير، صفحه و عمود بر  -1
 ماند. محور اصلي تير باقي مي

ماند و تغييرات شكل سطح مقطع پس از جابجايي تير، ثابت مي -2

 شود.ابعادي و تابيدگي آن ناچيز درنظر گرفته مي

ها بزرگ هستند. الگوي ها و دورانها كوچك و جابجاييكرنش – 3
 هندسي مطالعه خواهد شد.غيرخطي 

نظر گرفته  ر درصف 𝜎23و تنش برشي  𝜎33و  𝜎22ي عمود هاتنش -4

 شوند.مي

 هاي تشكيل دهندة تير از مواد ارتوتروپ است.جنس لايه -5
  چيني متقارن است.لايه -6

 از تغيير محوري طول تير صرفنظر شده است. -7

شود )رفتار صورت خطي درنظر گرفته ميكرنش به-رابطة تنش -8

 خطي الاستيك(. 

صورت زير درنظر گرفته هاي مختصات عمومي و محلي بهدستگاه

 شود:مي

(𝑒𝑋, 𝑒𝑌, 𝑒𝑍) دستگاه مختصات عمومي، ثابت براي كلية نقاط، مبداء :

محور اصلي ، منطبق بر xگاه، محور منطبق بر محور اصلي تير در محل تكيه
 تير تغييرشكل نيافته.

)𝑒𝑧, 𝑒𝑦, 𝑒x(مبداء، منطبق بر هر 1: دستگاه مختصات محلي اينرسي ،

، منطبق بر محور اصلي تير تغييرمكان xنقطه روي محور اصلي تير، محور 

 .(𝑒𝑋, 𝑒𝑌, 𝑒𝑍)نيافته، همراستا با 
 

 

Fig. 1 Flexible multi-layer composite orthotropic beam [15] 
 [15]پذير مركب چند لاية ارتوتروپ تير انعطاف 1شکل 

                                                                                                                                           
1 Inertial coordinates system 

)𝑒𝜁, 𝑒𝜂, 𝑒𝜉( مبداء، منطبق در هر 2الخط: دستگاه مختصات محلي منحني ،

 نقطة تغييرمكان يافته روي محور اصلي تير.
هاي ارتوتروپ بصورت براي مقطع عمومي تير كه با استفاده از لايه

و با توجه به جهات اصلي و محلي  2چيني شده است شكل متقارن لايه

ام  m، براي لاية 3داده شده در شكل معرفي شده براساس زاوية الياف نشان

هاي چيني شده، ارتباط بين مؤلفه)انديس درون پرانتز( از مقطع تير لايه
شوند( در دستگاه مختصات محلي شكل برداري بيان ميتانسور كرنش )كه به

)الياف  𝑒𝑥́ , 𝑒𝑦́ , 𝑒𝑧́ و دستگاه مختصات عمومي صفحة ارتوتروپ  (

(𝑒𝑥, 𝑒𝑦 , 𝑒𝑧) [16]دست خواهد آمد به (1)صورت رابطه به: 

 

(1) 

{𝜀1́1
(𝑚)
𝜀2́2
(𝑚)
𝜀3́3
(𝑚)
𝜀2́3
(𝑚)
𝜀1́3
(𝑚)
𝜀1́2
(𝑚)
}T = 

  

[
 
 
 
 
 
𝐶𝑠2

𝑆𝑖2

0
0
0

−2𝐶𝑠𝑆𝑖

𝑆𝑖2

𝐶𝑠2

0
0
0

2𝐶𝑠𝑆𝑖

0
0
1
0
0
0

0
0
0
𝐶𝑠
𝑆𝑖
0

0
0
0
−𝑆𝑖
𝐶𝑠
0

  𝐶𝑠𝑆𝑖
−𝐶𝑠𝑆𝑖
0
0
0

𝐶𝑠2− 𝑆𝑖2]
 
 
 
 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝜀11

(𝑚)

𝜀22
(𝑚)

𝜀33
(𝑚)

𝜀23
(𝑚)

𝜀13
(𝑚)

𝜀12
(𝑚)
}
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 را نوشت: (2)توان رابطه همچنين بطور مشابه براي تانسور تنش مي

(2) 

{𝜎́11
(𝑚)𝜎́22

(𝑚)𝜎́33
(𝑚)𝜎́23

(𝑚)𝜎́13
(𝑚)𝜎́12

(𝑚)}T = 

  

[
 
 
 
 
 
𝐶𝑠2

𝑆𝑖2

0
0
0

−𝐶𝑠𝑆𝑖

𝑆𝑖2

𝐶𝑠2

0
0
0
𝐶𝑠𝑆𝑖

0
0
1
0
0
0

0
0
0
𝐶𝑠
𝑆𝑖
0

0
0
0
−𝑆𝑖
𝐶𝑠
0

  2𝐶𝑠𝑆𝑖
−2𝐶𝑠𝑆𝑖
0
0
0

𝐶𝑠2 − 𝑆𝑖2]
 
 
 
 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝜎11

(𝑚)

𝜎22
(𝑚)

𝜎33
(𝑚)

𝜎23
(𝑚)

𝜎13
(𝑚)

𝜎12
(𝑚)
}
 
 
 
 

 
 
 
 

 

𝐶𝑠كه در ماتريس فوق،  = cos (𝜃𝐿)  و𝑆𝑖 = sin(𝜃𝐿)  و𝜃𝐿  زاوية

 الياف است.

كرنش براي يك مادة ارتوتروپ الاستيك -همچنين رابطة تانسوري تنش
 شود:تعريف مي (3)صورت رابطه به

(3) 𝜎𝑖𝑗
(𝑚)

= [𝑇𝜎](−𝜃𝐿)𝐶̅𝑖𝑗𝑘𝑙
(𝑚)[𝑇𝜀](𝜃𝐿)𝜀𝑘𝑙

(𝑚)
= 𝑄̅𝑖𝑗𝑘𝑙

(𝑚)
𝜀𝑘𝑙
(𝑚)

 

𝐶̅𝑖𝑗𝑘𝑙 (،3در رابطه )
(𝑚)  و𝑄̅𝑖𝑗𝑘𝑙

(𝑚)  خصوصيات هستند كه  4تانسورهاي مرتبة

مختصات محلي الياف و زاوية الياف هر لايه نسبت  ام را براساس mمواد لاية 

 كند.به محور عمومي در دستگاه مختصات عمومي بيان مي

𝐶̅𝑖𝑗𝑘𝑙براي صفحات ارتوتروپ با دو صفحة تقارن مادي، تانسورهاي 
(𝑚) و 

 

 
Fig. 2 Public section beam assuming orthotropic symmetric layup 

 متقارنچيني ارتوتروپ مقطع عمومي تير با فرض لايه 2شکل 

                                                                                                                                           
2 Curvilinear coordinates system 
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Fig. 3 Main coordinate system (𝑒𝑥, 𝑒𝑦, 𝑒𝑧) and the orthotropic plate 

fibers coordinate system ( 𝑒𝑥́, 𝑒𝑦́, 𝑒𝑧́)  
𝑒𝑥)دستگاه مختصات اصلي  3شکل  , 𝑒𝑦 , 𝑒𝑧)  و دستگاه مختصات الياف صفحة

  (𝑒𝑥́, 𝑒𝑦́, 𝑒𝑧́)ارتوتروپ 

𝑄̅𝑖𝑗𝑘𝑙
(𝑚) متغير مستقل نشان داد. 9با  6×6صورت ماتريسي توان بهرا مي 

تبديل  (4)شكل رابطه كرنش به-( رابطة تنش3لذا با توجه به رابطة )

 شود:مي

{
 
 
 

 
 
 𝜎11

(𝑚)

𝜎22
(𝑚)

𝜎33
(𝑚)

𝜎23
(𝑚)

𝜎13
(𝑚)

𝜎12
(𝑚)
}
 
 
 

 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 𝑄11

(𝑚)

𝑄12
(𝑚)

𝑄13
(𝑚)

0
0

𝑄16
(𝑚)

𝑄12
(𝑚)

𝑄22
(𝑚)

𝑄23
(𝑚)

0
0

𝑄26
(𝑚)

𝑄13
(𝑚)

𝑄23
(𝑚)

𝑄33
(𝑚)

0
0

𝑄36
(𝑚)

0
0
0

𝑄44
(𝑚)

𝑄45
(𝑚)

0

0
0
0

𝑄45
(𝑚)

𝑄55
(𝑚)

0

  𝑄16
(𝑚)

𝑄26
(𝑚)

𝑄36
(𝑚)

0
0

𝑄66
(𝑚)

]
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 

 
 
 𝜀11

(𝑚)

𝜀22
(𝑚)

𝜀33
(𝑚)

𝜀23
(𝑚)

𝜀13
(𝑚)

𝜀12
(𝑚)
}
 
 
 

 
 
 

 

(4) 

 متغير 2( فقط براي مواد ايزوتروپ )با خصوصيات مواد مستقل از جهت

ول يانگ( و ضريب آيد كه همان مدول الاستيسيته )مددست ميمستقل، به

 باشند.پوآسن مي
هاي در تيرهاي نازك با فرض عدم تغيير طول محور اصلي تير، تنش

كه بر  [17] شودصفر درنظر گرفته مي σ23و تنش برشي  σ33و  σ22عمود 

رابطه  𝜀13و  𝜀12و  𝜀11هاي با كرنش 𝜀23و 𝜀33و  𝜀22هاي اين اساس كرنش

-.در نهايت معادلات تنش[15]شوند پيدا كرده و از معادلات كنار گذاشته مي
 آيد:در مي (5)كرنش به صورت رابطه 

(5) 
{

𝜎11
(𝑚)

𝜎12
(𝑚)

𝜎13
(𝑚)

} = [

𝑄̅11
(𝑚)

𝑄̅12
(𝑚)

0

𝑄̅12
(𝑚)

𝑄̅22
(𝑚)

0

0 0 𝑄̅33
(𝑚)

]{

𝜀11
(𝑚)

𝜀12
(𝑚)

𝜀13
(𝑚)

} 

 كه در آن:

(6) 

𝑄̅11
(𝑚)

= 𝑄11 −
𝑄12
2 𝑄33 − 2𝑄12𝑄23𝑄13 −𝑄22𝑄13

2

𝑄22𝑄33 −𝑄23
2  

𝑄̅12
(𝑚) = 𝑄16 − 

        
𝑄26𝑄12𝑄33 −𝑄26𝑄23𝑄13 +𝑄22𝑄36𝑄13 −𝑄36𝑄23𝑄12

𝑄22𝑄33− 𝑄23
2  

𝑄̅22
(𝑚)

= 𝑄66 −
𝑄26
2 𝑄33+ 2𝑄26𝑄23𝑄36 −𝑄22𝑄36

2

𝑄22𝑄33− 𝑄23
2  

𝑄̅33
(𝑚) = 𝑄55 −

𝑄45
2

𝑄44
 

 شعاع انحناء -استخراج رابطه کرنش -2-2
براي محاسبه سفتي پيچشي معادل مقطع ابتدا معادلات ميدان )رابطه 

شعاع انحنا( براي تيرهاي غيرخطي با فرضيات در نظر گرفته شده در  -كرنش

 شود.استخراج مي 2-1بخش 
𝑃𝑄̅̅كنيد فرض 4توجه به شكل با  ̅̅ = (𝜂𝑒𝑦 + 𝜁𝑒𝑧)  خطي فرضي در(

 مقطع تير تغييرشكل نيافته( پس از تغيير شكل تير به خط
 

 
 )الف(

 
 )ب(

Fig. 4 a) Deformed beam coordinates system b) The displacement and 

rotation vectors of the element of beam along the main axis [15]  

بردار جابجايي و نمايش مختصات تغييرشكل يافته تير ب( الف( دستگاه  4شکل 

 [15]دوران المان تير در راستاي محور اصلي تير 

𝑃∗𝑄∗̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝜂𝑒𝜂 + 𝜁𝑒𝜁) [15]يابد انتقال مي. 

صورت رابطه تير مستقيم به روي Q*, Q, P*, Pروابط تغيير مكان نقاط 

 شود:نوشته مي (7)

(7) 

𝑅⃗ = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑥𝑒̂𝑥 
𝑅∗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝑃∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝜉̅𝑒̂𝜉 + 𝜂̅𝑒̂𝜂 + 𝜁𝑒̂̅𝜁 = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝑃∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

      = (𝑥 + 𝑢)𝑒̂𝑥 + 𝑣𝑒̂𝑦 +𝑤𝑒̂𝑧 

𝑟 = 𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑥𝑒̂𝑥 + 𝜂𝑒̂𝑦 + 𝜁𝑒̂𝑧 

𝑟∗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑄∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝑃∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑃∗𝑄∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
     = (𝑥 + 𝑢)𝑒̂𝑥 + 𝑣𝑒̂𝑦 + 𝑤𝑒̂𝑧 + 𝜂𝑒̂𝜂 + 𝜁𝑒̂𝜁 

     = 𝑂𝑃∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑃∗𝑄∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝜉̅𝑒̂𝜉 + (𝜂̅ + 𝜂)𝑒̂𝜂 + (𝜁̅ + 𝜁)𝑒̂𝜁 

با بردار  𝑑𝑥ستاي محور اصلي تير به طول اگر جابجايي الماني در را

= 𝑢⃗جابجايي  (𝑢, 𝑣, 𝑤) ترتيب از چپ به به -و بردار دوران با زاواياي اولر

نشان داده شود، ماتريس تبديل كه بردار يكة  (𝜓,−𝛼,+𝜃+)راست با 
(𝑒𝑥, 𝑒𝑦 , 𝑒𝑧)  را به بردار يكة(𝑒𝜉 , 𝑒𝜂 , 𝑒𝜁) كند بر اساس زواياي تبديل مي

 آيد:دست ميبه (8)صورت رابطه ر بهاويل

(8) 

{

𝑒̂𝜉
𝑒̂𝜂
𝑒̂𝜁

} = [𝑇𝜃]{

𝑒̂𝑥′′

𝑒̂𝑦′′

𝑒̂𝑧′′
} = [𝑇𝜃][𝑇−𝛼] {

𝑒̂𝑥′

𝑒̂𝑦′

𝑒̂𝑧′
} 

    = [𝑇𝜃][𝑇−𝛼][𝑇𝜓] {

𝑒̂𝑥
𝑒̂𝑦
𝑒̂𝑧

} 

 را نوشت:  (9)توان رابطه كه در آن مي

(9) 

[𝑇𝜃]    = [
1 0 0
0 cos𝜃 − sin𝜃
0 sin𝜃 cos𝜃

] 

[𝑇−𝛼] = [
cos𝛼 0 sin𝛼
0 1 0

− sin𝛼 0 cos𝛼
] 

[𝑇𝜓] = [
cos𝜓 − sin𝜓 0
sin𝜓 cos𝜓 0
0 0 1

] 

 هاي انتقال و بكارگيرياز ماتريسبا توجه به تغيير مكان نقاط و استفاده 
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بيان  (10)صورت رابطه بردار تابع شعاع انحنا به [15]معادلات كيرشهف 

 شود:مي

(10) 

ρ⃗ (𝑥, 𝑡) = −𝜓𝑥𝑒̂𝑧 − 𝛼𝑥𝑒̂𝑦′ − 𝜃𝑥 𝑒̂𝜉 
    = 𝜌𝜉 𝑒̂𝜉 + 𝜌𝜂𝑒̂𝜂 + 𝜌𝜁𝑒̂𝜁 

    =  −(𝜓𝑥 sin𝛼 + 𝜃𝑥)𝑒̂𝜉
+ (𝜓𝑥 sin 𝜃 cos𝛼 − 𝛼𝑥 cos𝜃)𝑒̂𝜂 

    −(𝜓𝑥 cos𝜃 cos𝛼 + 𝛼𝑥 sin 𝜃)𝑒̂𝜁 

هاي كوچك و صرف نظر از از سويي ديگر با توجه به فرض كرنش
معادلات ميدان به  𝜀𝑖𝑗هاي غيرخطي و استفاده از تانسور كرنش مهندسي ترم

 :[15]شوند بيان مي (11)نحو رابطه 
(11) 𝑑𝑟∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑑𝑟∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗ . 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗ = 2{𝑑𝑥  𝑑𝜂   𝑑𝜁}[𝜀𝑖𝑗  ]{𝑑𝑥  𝑑𝜂   𝑑𝜁}

T 
گفته شد براي تيرهاي نازك بدون تغيير  2-1طور كه در بخش همان

برابر صفر است. از طرفي  𝜎23و تنش برشي  𝜎33و 𝜎22هاي عمود طول، تنش
هاي صورت گرفته رسيدن به به ارتباط بين كرنش و شعاع انحنا هدف تحليل

شعاع -است، بنابراين با توجه به روابط بيان شده در اين بخش روابط كرنش
 (12)شكل رابطه هاي غير صفر، براي تير مفروض بهانحناي متناظر با تنش

 :[18]آيند دست ميبه
(12) 𝜀11 = (𝜁𝜌𝜂 − 𝜂𝜌𝜁 ),   ε12 = −𝜁𝜌𝜁 , ε13 = +𝜂𝜌𝜁  

 محاسبه صلبیت پیچشی برای مقطع تیر کامپوزیتی -2-3
با توجه به تحليل تيرهاي الاستيك كه در آن انرژي پتانسيل برابر با 

باشد، انرژي پتانسيل براي هر لايه از تير كامپوزيتي انرژي كرنشي تير مي
 باشد:مي (14)و انرژي پتانسيل كل مطابق با رابطه  (13)مطابق با رابطه 

(13) 

𝑈(𝑚) =
1

2
∫ {
𝑙

0

∬(𝜎11
(𝑚)𝜀11

(𝑚) + 𝜎12
(𝑚)𝜀12

(𝑚)
 

 

 

        +𝜎13
(𝑚)
𝜀13
(𝑚)
) 𝑑𝜂𝑑𝜁}𝑑𝑥 

(14) 𝑈 = ∑ 𝑈(𝑚) =
1

2

𝑛

𝑚=1

∫ {𝜀}̅T
𝑙

0

[𝐾]{𝜀}̅𝑑𝑥 

بيان  (16,15)شكل روابط  به [𝐾]و ماتريس  ̅{𝜀}كه در آن بردار 

 باشند:مي

(15) 

{𝜀}̅ =

{
 
 

 
 
𝑒
𝜀𝜉𝜂
𝜀𝜁𝜉
𝜌𝜉
𝜌𝜂
𝜌𝜁 }
 
 

 
 

 

(16) [𝐾] = [
𝐴 𝐵
𝐵T 𝐷

] 

وابسته به انرژي همبندي  Bوابسته به انرژي كششي، ماتريس  Aماتريس 
 وابسته به انرژي خمشي و پيچشي بردار Dپيچش و ماتريس  و خمش-كشش

علت عدم وجود نيروي محوري و فرض عدم تغيير شعاع انحناء هستند. به
در معادلات  Bو  Aهاي هاي وابسته به ماتريسطول محور اصلي تير، از انرژي

شود كه پيچشي تير الگوسازي ميو نظر شده و فقط اثر انرژي خمشي صرف
 گار است.چيني متقارن نيز سازبا فرض نازك بودن تير با لايه

( و 14( در رابطه )13( و )12(، )6به ترتيب با جايگذاري رابطه )
بدست  (17)گيري روي سطح، تغييرات انرژي پتانسيل به شكل رابطه انتگرال

 خواهد آمد:

(17) δ𝑈 = ∫ {𝜌}T
1

0

[𝐷]{𝛿𝜌}𝑑𝑥 

براي مقطع مستطيلي ساخته شده از مواد كامپوزيتي كه هم در عرض و 
(، عناصر 5چيني شده است )شكل صورت متقارن لايههم در ضخامت به

 (18رابطه )شوند، به شكل هاي سفتي بال ناميده ميكه عبارت  [𝐷]ماتريس 
 

 .[15]شوند تعريف مي
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𝑑ℎ𝑖كه در آن: 
𝑛 = ℎ𝑖+1

𝑛 − ℎ𝑖
𝑛 

اي در عوامل تعيين كننده 33Dو  22Dشايان ذكر است كه مقادير سختي 

عامل بسيار مهمي در  11Dسختي خمشي عمودي و عرضي بال و سختي 

 باشند.تعيين مقدار سفتي پيچشي بال مي

براي  𝜑و استفاده از رابطه دوران  (T) با فرض بارگذاري پيچشي خالص
 :[19] ،(19)مقاطع جدار نازك بسته به شكل رابطه 

(19) 𝜑 =
𝑇𝐿

4 𝐴2
∮
𝑑𝑠

ℎ𝐺
 

و بكارگيري روابط باشد، مساحت مقطع بسته مي Aطول و  Lكه در آن 

معادل براي مقطع كامپوزيتي جدار نازك مذكور با  GJ(، مقدار 17( تا )10)
 شود:( محاسبه مي20چيني دلخواه، بر حسب پارامترهاي سفتي از رابطه )لايه

(20) 𝐺𝐽𝐸𝑄 = 𝐷11 −
𝐷12

2

𝐷22
−
𝐷13

2

𝐷33
 

توان با استفاده از روابط تئوري كلاسيك و بكارگيري قضيه از سويي مي
در نظر داشتن فرض عدم ايجاد هر گونه تغيير شكل در مقطع  كاستيليانو و

 :[19] ،(21)عرضي پوسته و در نظر داشتن رابطه 

(21) 𝜑1 = 𝜑2 = ⋯ = 𝜑𝑛 = 𝜑 
اي بسته تحت صلبيت پيچشي در ساير مقاطع مقطع چند محفظه

 .[19]بارگذاري پيچشي خالص را محاسبه نمود 

در نهايت با روش معرفي شده در اين بخش و استفاده از الگوي بكار رفته 

سلولي كامپوزيتي، براي محاسبه صلبيت پيچشي مقاطع تك سلولي و چند 

كدهايي براي محاسبه پارامترهاي مذكور تهيه شده است كه موجب تسريع در 
 جويي در زمان گرديده است.صرفه روند حل مسائل مشابه و

 

 
Fig. 5 orthotropic beam section with symmetric layup and define 

number and condition of any layers from mid surface 
( و موقعيت mچيني متقارن مقطع ارتوتروپ تير و تعريف شماره لايه )لايه 5شکل 

 لايه از صفحة مياني
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 نتایج و اعتبار سنجی -3

 ه با استفاده از مدول برشی فولادصحت سنجی برنامه تهیه شد -3-1

در اين بخش به منظور بررسي صحت و دقت روش بيان شده و كد برنامه 
نتايج حاصل از كار حاضر با نتايج بدست آمده از حل تهيه شده براي آن، 

 تحليلي و يا المان محدود براي چندين نمونه با شكل مقطع و جنس مشخص

شود. در گام نخست مقطع مستطيلي شكل از يك تير را بيان ميمقايسه و 
با مقطع  در نظر بگيريد. فرض اوليه بر اين است كه جنس تير 6مطابق شكل 

 77از فولادي با مدول برشي مشخص و معادل با  مستطيلي شكل و

بيان  1باشد. مشخصات هندسي مقطع مستطيل شكل در جدول گيگاپاسكال 

 شده است.

با فرض لايه چيني ايزوتروپ )خواص در تمام جهات يكسان( براي هر 

ضلع از مقطع مستطيل شكل و استفاده از الگوي كار حاضر، مقدار مدول 

قابل محاسبه  ،با در نظر گرفتن زواياي مختلف براي آنبرشي براي اين مقطع 

طور كه مشخص است ميزان اختلاف در مقايسه با (. همان2است )جدول 
باشد. درصد مي  2.58گيگاپاسكال( برابر با  77مقدار صلبيت پيچشي فولاد )

چيني متقارن در هر ضلع از به مفهوم لايه 2در جدول  sتوجه شود كه انديس 

 باشد.مي 6نشان داده شده در شكل مستطيل 

 با استفاده از نتایج المان محدودصحت سنجی برنامه تهیه شده  -3-2
در اين بخش به منظور ارزيابي بهتر مدل ارائه شده و سنجش دقت برنامه 

تهيه شده براي آن، نتايج بدست آمده از الگوي حاضر براي دو نمونه از مقاطع 
تك سلولي و سه سلولي بسته ساخته شده از مواد مركب، با نتايج بدست آمده 

شود. اين مقايسه يهاي مشابه در نرم افزار المان محدود مقايسه ماز نمونه

جنس شامل بررسي صلبيت پيچشي در اين مقاطع با در نظر گرفتن دو 
 باشد.مختلف براي هر كدام مي

 نمونه اول -3-2-1

 با 3-1نمونه اول مقطع مستطيل شكلي مشابه با مدل ارائه شده در بخش 
 باشد با اين تفاوت كه جنسمي 1مشخصات هندسي بيان شده در جدول 

 

 
Fig. 6 Geometric dimensions and coordinate system in a rectangular 

thin- walled cross- section  
 مستطيل شكلجدار نازك  نمايش ابعاد هندسي و دستگاه مختصات در مقطع 6شکل 

 مستطيل شكلجدار نازك  اطلاعات هندسي مقطع 1جدول 
Table 1 Geometrical information of rectangular thin- walled cross-

section 
 مقدار واحد نشانه نوع پارامتر

 b m 0.4 طول مقطع مستطيل شكل

 𝑎 m 0.2 عرض مقطع مستطيل شكل

 𝑡𝑠  m 0.01 ضخامت پوسته مقطع

كار حاضر با مقدار واقعي براي مقطع  مدول برشي بدست آمده از مقايسه 2جدول 

 مستطيل شكل با فرض لايه چيني ايزوتروپ جدار نازك 
Table 2 Comparison of the shear modulus in present study & real 

amount in rectangular thin- walled section with isotropic layup 
 نحوه لايه چيني

 )زوايا بر حسب درجه(

 كار حاضر 

 پاسكال()گيگا
 )درصد( ميزان اختلاف

[0]  75.013 2.58 
[0,90]𝑆 75.013 2.58 
[0,45]𝑆 75.013 2.58 

[0,30,60,90]𝑆 75.013 2.58 

 اي تشكيل شده است.ها از مواد مركب لايهلايه

نتايج حاصل از كار حاضر در محاسبه صلبيت پيچشي مقطع بسته 
هايي با چينيالمان محدود براي لايهسلولي كامپوزيتي در مقايسه با نتايج تك

اپوكسي، به  -اپوكسي و شيشه -زواياي مختلف و براي دو جنس گرافيت

 بيان شده است. 4و  3هاي ترتيب در جدول
در نظر گرفتن محاسبات المان محدود به عنوان مبناي سنجش اختلاف 

ز هاي متنوع )ستون چهارم اچينيو محاسبه اختلاف براي زوايا و لايه

هاي محدود، ميزان چينيشود اگرچه در لايه(، مشاهده مي4و  3هاي جدول

اين اختلاف با تغيير زاويه الياف تغييرات محسوسي دارد اما، با افزايش تعداد 
توان ادعا كرد يابد. لذا ميها ميزان افزايش اين اختلاف نيز كاهش ميلايه

ي و به دنبال آن مدول نتايج حاصل از كار حاضر در محاسبه صلبيت پيچش

برشي مقاطع كامپوزيتي بسته تك سلولي به عنوان يك تقريب اوليه و مناسب 

 تواند مورد استفاده قرار گيرد.براي تحليل و يا طراحي قطعات صنعتي مي
شود ميزان صلبيت پيچشي از سويي ديگر مطابق با انتظار مشاهده مي

( داراي مقادير 4شه )جدول براي مقطع تك سلولي ساخته شده از الياف شي

( است 3كمتري در مقايسه با مقادير مشابه آن براي جنس گرافيت )جدول 

تر الياف شيشه در مقايسه با الياف كه با توجه به دارا بودن مدول برشي پايين
 باشد.گرافيت در واقعيت، اين مساله قابل توجيه مي

 نمونه دوم -3-2-2

در ادامه و براي ارزيابي بهتر الگوي معرفي شده در مقاله حاضر براي مقاطع 

در نظر گرفته  7چند سلولي، مقطعي از يك بال مشخص مشابه شكل 

شود. مقطع مذكور، مقطعي از يك بال ساخته شده از جنس مواد مركب مي

 ايدر صنعت و به طول يك متر بوده و داراي دو اسپار است كه توسط پوسته
با ضخامت مشخص احاطه شده است. فرض بر اين است كه جنس اسپار و 

هايي به صورت كامل در تمام نقاط و در پوسته مشابه بوده و اسپار توسط پرچ

سرتاسر طول بال به پوسته متصل شده است. مشخصات هندسي مقطع 

 بيان شده است. 5مذكور در جدول 

اي )مواد صورت لايه سازي مناسب مقطع سه سلولي مذكور بهبا مدل

بندي هاي المان محدود، اعمال بارگذاري و استفاده از مشافزارمركب( در نرم

توان مقدار صلبيت پيچشي اين مقطع را با بكارگيري (، مي8مناسب )شكل 

هاي محاسبه نمود. نتايج بدست آمده از تحليل 19شكل صحيحي از رابطه 
بيت پيچشي مقطع سه سلولي بسته المان محدود و كار حاضر در محاسبه صل

اپوكسي  -ساخته شده از مواد مركب براي زواياي متفاوت و دو جنس گرافيت

 (.7و  6هاي اپوكسي محاسبه شده است )جدول -و شيشه

شود نتايج بدست آمده براي مقطع سه سلولي طور كه مشاهده ميهمان
ده در بيشترين مشابه مقطع تك سلولي بسته بوده و ميزان اختلاف بدست آم

 درصد )با در نظر گرفتن نتايج المان محدود به عنوان 20حالت تا حدود 
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مقايسه مقادير صلبيت پيچشي بدست آمده از كار حاضر با مقادير المان  3جدول 

 اپوكسي -مستطيل شكل كامپوزيتي از جنس گرافيت جدار نازك محدود براي مقطع
Table 3 Comparison of the GJ in present study & finite element results 

for rectangular thin- walled composite section of graphite-epoxy 
 نحوه لايه چيني 

 )زوايا برحسب درجه(

تعداد 
 هالايه

 المان محدود

(2Nm) 
 كار حاضر

(2Nm) 
 ميزان اختلاف

 )درصد(

 2.4594e6 2.3130e6 5.95 لايه 2  [0,0]

 2.4946e6 2.3169e6 7.12 لايه  2  [0,90]

[0,90]𝑆 4 2.4814 لايهe6 2.2945e6 7.53 

[0,45]𝑆 4 5.9671 لايهe6 5.4288e6 9.02 
 5.8923e6 5.0544e6 14.22 لايه 4 [0,30,60,90]

[0,30,60,90]𝑆 8 5.8266 لايهe6 5.0411e6 14.94 

[0,15,30,45,60,75,90]𝑆 14 5.8304 لايهe6 4.9529e6 15.05 

[0,45,60,90]𝑆 40 6.2880 لايهe6 5.3259e6 15.3 

مقايسه مقادير صلبيت پيچشي بدست آمده از كار حاضر با مقادير المان  4جدول 

 اپوكسي -مستطيل شكل كامپوزيتي از جنس شيشه جدار نازك محدود براي مقطع
Table 4 Comparison of the GJ in present study & finite element results 

for rectangular thin- walled composite section of glass-epoxy 
 نحوه لايه چيني 

 )زوايا بر حسب  درجه(
تعداد 

 هالايه

 المان محدود

(2Nm) 
 كار حاضر

(2Nm) 
 ميزان اختلاف 

 )در صد(

 1.3953e6 1.3143e6 5.80 لايه 2  [0,0]

 1.4059e6 1.3159e6 6.42 لايه 2  [0,90]

[0,90]𝑆 4 1.4020 لايهe6 1.3055e9 6.88 

[0,45]𝑆 4 2.2021 لايهe6 2.0107e6 8.69 

 2.0388e6 1.7623e6 13.56 لايه 4 [0,30,60,90]

[0,30,60,90]𝑆 8 2.0354 لايهe6 1.7526e6 13.89 

[0,15,30,45,60,75,90]𝑆 14 2.0595 لايهe6 1.7691e6 14.10 

[0,45,60,90]𝑆 40 2.1181 لايهe6 1.8188e6 14.13 

باشد كه ميزان اين اختلاف مشابه مقطع مبناي سنجش( قابل مشاهده مي

ها تغييرات با افزايش تعداد لايه 3-2-1سلولي بسته بيان شده در بخش تك

هاي مشابه آن در با نمونه 7و  6هاي كمتري را به دنبال دارد. مقايسه جدول
هاي دهد با افزايش تعداد سلولنشان مي( نيز 4و  3هايبخش قبل )جدول

 يابد.مقطع، مقدار صلبيت پيچشي نيز افزايش مي

 بررسی اثر تغییر زاویه الیاف بر پارامترهای سفتی بال -3-3
پس از اطمينان از صحت روابط بدست آمده براي مقاطع يك سلولي و چند 

 اف بر عباراتسلولي كامپوزيتي، در اين بخش به بررسي اثر تغيير زاوية الي
 

 
Fig. 7 Geometric dimensions in a composite thin-walled three-cell 

closed cross-section  
سه سلولي بسته ساخته شده از مواد جدار نازك نمايش ابعاد هندسي مقطع  7شکل 

 مركب

 اطلاعات هندسي مقطع سه سلولي بسته 5جدول 
Table 5 Geometrical information of thin-walled three-cell closed cross-

section 
 مقدار واحد نشانه نوع پارامتر و نشانه آن

 𝐿1 m 0.08 طول بال اسپار سمت راست

 𝐿3 m 0.08 اسپار سمت چپ طول بال

 ℎ𝑤2 m 0.04 اسپار سمت راست عرض بال

 ℎ𝑤1 m 0.04 اسپار سمت چپ عرض بال

 ℎ𝑏 m 0.12 جان اسپارهاطول 

 𝑡𝑓2 m 0.04 اسپار سمت راست عرض جان

 𝑡𝑓1 m 0.04 اسپار سمت چپ عرض جان

 𝐿𝑇 m 0.4 طول مستطيل مركزي

 𝜃 Degree 15 در سلول مثلثي شكل yزاويه بين وتر و محور 

 𝑡𝑠 m 0.01 ضخامت پوسته مقطع

 l m 1 طول بال 

 

 

Fig. 8 Modeling the wing sections in finite element software 
 سازي مقطع بال در نرم افزار المان محدودمدل 8شکل 

شود. براي ( در بالي ساخته شده از مواد كامپوزيت پرداخته ميijDسفتي بال )

ها داراي ضخامت و زاوية يكسان شود تمامي لايهبررسي اين اثر فرض مي

شود. اطلاعات ابعادي هستند كه در آن صورت از يك لاية معادل استفاده مي

 ارائه شده است. 8و خصوصيات مادي بال در جدول 
( دراثر تغيير زاوية ijDات سختي بال كامپوزيت )تغييرات عبار 9در شكل 

 22Dشود مقادير سختي طور كه مشاهده ميالياف نشان داده شده است. همان

در زاوية صفر درجه بيشترين مقدار را دارند و با افزايش يا كاهش زاويه  33Dو 

 صورت متقارن محوري )با تابعيت زوج(( اين مقادير به°90-يا  °90+)به سمت
 كه عامل بسيار تعيين 11Dشوند. همچنين سختي دچار كاهش محسوسي مي

 

مقايسه مقادير صلبيت پيچشي بدست آمده از كار حاضر با مقادير المان  6جدول 

 اپوكسي -كامپوزيتي ساخته شده از جنس گرافيت محدود براي مقطع بال
Table 6 Comparison of the GJ in present study & finite element results 

for composite wing section create of graphite-epoxy materials 
 نحوه لايه چيني

 )زوايا بر حسب  درجه(

 تعداد

 هالايه

 المان محدود

(2Nm) 

 كار حاضر

(2Nm) 

 ميزان اختلاف

 )در صد(

 3.8827e6 3.6039e6 7.18 لايه 2  [0,0]

 4.6241e6 4.2144e6 8.86 لايه  2  [0,90]

[0,90]𝑆 4 4.1366 لايهe6 3.7593e6 9.12 

[0,45]𝑆 4 8.8291 لايهe6 7.7042e6 12.74 
 9.5806e6 7.7717e6 18.88 لايه 4 [0,30,60,90]

[0,30,60,90]𝑆 8 9.2120 لايهe6 7.4515e6 19.11 

[0,45,60,90]𝑆 40 1.1793 لايهe7 9.5157e6 19.31 
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پيچشي بدست آمده از كار حاضر با مقادير المان مقايسه مقادير صلبيت  7جدول 

 اپوكسي -محدود براي مقطع بال كامپوزيتي ساخته شده از جنس شيشه
Table 7 Comparison of the GJ in present study & finite element results 

for composite wing section create of glass-epoxy materials 
 نحوه لايه چيني

 بر حسب  درجه()زوايا 

 تعداد

 هالايه

 المان محدود

(2Nm) 

 كار حاضر

(2Nm) 

 ميزان اختلاف

 )در صد(

 2.3045e6 2.1464e6 6.86 لايه 2  [0,0]

 2.6413e6 2.410e6 8.64 لايه  2  [0,90]

[0,90]𝑆 4 1.8579 2.039706 لايهe6 8.91 

[0,45]𝑆 4 3.6224 لايهe6 3.1887e6 11.79 
 3.4938e6 2.9005e6 16.98 لايه 4 [0,30,60,90]

[0,30,60,90]𝑆 8 3.4680 لايهe6 2.8680e6 17.3 

[0,45,60,90]𝑆 40 3.8970 لايهe6 3.2150e6 17.5 

 اطلاعات هندسي  و مواد نمونه بال كامپوزيتي 8جدول 
Table 8 Geometrical information and material property of composite 

wing 
 مقدار واحد نشانه آننوع پارامتر و نشانه 

 𝑏wing m 16 طول اسپن بال

 ℎwing m 0.24 عرض اسپار

 𝑡𝑠 m 0.017 ضخامت اسپار

 𝑐𝑤 m 1 طول وتر ميانگين بال

 𝐸11 Pa 2e11 مدول الاستيك در راستاي الياف

 𝐸22 Pa 5e9 2مدول الاستيك در جهت 

 𝐸33 Pa 5e9 3مدول الاستيك در جهت 

 𝐺12 Pa 5e8 2-1مدول برشي در صفحه 

𝐺23 3-2مدول برشي در صفحه   Pa 5e8 

 𝐺13 Pa 5e8 3-1مدول برشي در صفحه 

 𝜐12 - 0.25 2-1ضريب پوآسون در صفحه 

 𝜐23 - 0.3 3-2ضريب پوآسون در صفحه 

 𝜐13 - 0.25 3-1ضريب پوآسون در صفحه 
 

 °90±اي در ميزان سفتي پيچشي بال است در زواياي صفر درجه و كننده

داراي بيشترين مقدار  °20±كمترين مقدار خود را دارد و در زواياي حدود 
است. البته تغييرات اين سختي در اثر تغيير زاوية الياف، به شدت تغييرات 

عيت آن علت زوج بودن تابسختي خمشي نيست. رفتار اين پارامتر نيز به

نيز در  12Dخمشي -پيچشي 1صورت متقارن محوريست. سختي همبندبه

كمترين قدرمطلق مقدار خود را دارد و در زواياي  °90±حدود صفر درجه و 
داراي مقدار اكسترمم )بيشترين قدرمطلق مقدار( است. اين  °20±حدود 

اي )مركزي( از علت فرد بودن تابعيت آن، رفتار متقارن نقطهعبارت سختي به

هاي ماتريس سختي و عبارت خود نشان داده است. با مقايسه اين مؤلفه

شود، نشان داده محاسبه مي (20)كه از رابطه  EQGJصلبيت پيچشي معادل 
در يك محدوده نزديك به هم تغيير ميكنند.  11Dه اين عبارت و عبارت شد ك

شود كه ب(. مشاهده مي -9ليكن شكل رفتار آنها با هم متفاوت است )شكل 

است و اين  ±45و  ±10در حدود زواياي صفر،  EQGJنقاط اكسترمم منحني 

ي مذكور مقادير نرمال شدة پارامترها 10باشد. با شكل مي 12Dبه دليل تأثير 
طور كه از اين دهد. هماننسبت به بيشترين مقدار آن پارامتر را نشان مي

هاي خمشي عمودي و عرضي بر هم نمودار مشخص است مقادير نرمال سختي

نشان  11Dنسبت به  EQGJاند. همچنين رفتار منحني بي بعد منطبق شده

ار دارد )شكل قر 11Dبالاتر از  EQGJمي دهد در بيشتر زوايا نسبت بي بعد 
                                                                                                                                           
1 Coupled bending-torsion stiffness 

 ب(. -10

 گیرینتیجه -4

سازي پارامترهاي سفتي در اين پژوهش با بكارگيري روش جديدي به معادل

و به دنبال آن صلبيت پيچشي در مقاطع كامپوزيتي تك سلولي و چند سلولي 

پرداخته شد و نتايج حاصل در قالب يك برنامه جامع تدوين گرديد. به منظور 
شده، ابتدا مدول برشي يك مقطع تك سلولي مستطيلي ارزيابي روش ارائه 

چيني مختلف شكل از جنس فولاد توسط برنامه حاضر براي چندين لايه

محاسبه و با مقدار واقعي آن مقايسه شد كه بررسي نتايج نشان از اختلاف 

پايين اين مقادير با يكديگر بود كه نشان از صحت روش ارائه شده داشت. در 
ارزيابي بيشتر دو نمونه ديگر مورد بررسي قرار گرفت. در نمونه ادامه و براي 

اول يك مقطع تك سلولي بسته )مستطيل شكل( ساخته شده از مواد مركب 

و در نمونه دوم يك مقطع سه سلولي بسته ساخته شده از مواد مركب 

)مقطعي از يك بال( مورد تحليل و بررسي قرار گرفت كه جنس مواد مركب از 
رافيت و شيشه و با زمينه اپوكسي انتخاب شد. بررسي نتايج دو جنس گ

هاي المان محدود در بدست آمده از كار حاضر با مقادير بدست آمده از تحليل

 ياين بخش نشان داد كه الگوي معرفي شده در اين مقاله و كد تهيه شده

تواند به عنوان يك تقريب اوليه و سريع مورد استفاده متناسب با آن مي
 امه به بررسي نحوه تغييرات صلبيتنعتگران در اين حوزه قرار گيرد. در ادص

 

 )ب(
Fig. 9 Variation of stiffness parameters vs. ply angle at the composite 

wing, a) D11, D22, D12, D33 and GJEQ equivalent torsional rigidity, b) 

Comparing D11, and equivalent torsional rigidity GJEQ 

11D ,الف(  هاي ماتريس سختي بال كامپوزيت،اثر تغيير زاوية الياف بر مؤلفه 9شکل 

12D, 22D  33وD معادل  در مقايسه با صلبيت پيچشيEQGJ )مقايسه صلبيت ، ب

 11Dو  EQGJپيچشي معادل 

 
 )الف(
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Fig. 10 The effect of angle ply variation on stiffness dimensionless 

parameters at the composite wing (normalized to the highest value in 

any direction), a) Normalized D11, D22, D12, D33 and GJEQ equivalent 

torsional rigidity, b) Comparing Normalized D11 and GJEQ 

بعد سختي بال كامپوزيت )نرمال شده بر عبارات بي تغيير زاوية اليافاثر  10شکل 

ماتريس  بي بعد شده هاينسبت به بيشترين مقدار در هر جهت( الف( براي كليه مؤلفه

، ب( مقايسه صلبيت EQGJو صلبيت پيچشي معادل  33D, 12D, 22D, 11Dسختي 
 بي بعد شده 11Dو  EQGJپيچشي معادل 

پيچشي يك مقطع سه سلولي بسته ساخته شده از مواد مركب )گرافيت با 
زمينه اپوكسي( پرداخته شد و نشان داده شد كه با بكارگيري روش مذكور 

افزارهاي المان محدود و در سازي و اعمال بارگذاري در نرمتوان بدون مدلمي

هاي قابل قبول و اوليه با تقريب تري به تحليلهاي به نسبت پايينزمان

امترهاي سفتي يك مناسبي، دست يافت. در ادامه به بررسي نحوه تغييرات پار
بال كامپوزيتي با تغيير زاويه الياف پرداخته شد. نتايج اين بررسي هم نشان 

در زاوية صفر درجه بيشترين مقدار را دارند و  33Dو  22Dداد مقادير سختي 

يابند. صورت متقارن محوري كاهش ميبا افزايش يا كاهش زاويه اين مقادير به

كمترين مقدار خود را  °90±درجه و  در زواياي صفر 11Dهمچنين سختي 
داراي بيشترين مقدار است. به صورت خلاصه،  °20±دارد و در زواياي حدود 

 اهم نتايج اين پژوهش عبارتند از:

ارائه يك فرم بسته براي محاسبه مدول پيچشي خمشي مقاطع تير  -

 چندلايه چندسلولي
ريس سختي مواد چند هاي ماتتأثير تغيير زاويه الياف در مقادير مؤلفه -

 لايه در همه جهات يكسان نيست.

( 33D, 22Dهاي قطري مرتبط با سختي خمشي )بيشترين تأثير مؤلفه -

 افتد.در زاويه صفر الياف اتفاق مي

( در 11Dهاي قطري مرتبط با سختي پيچشي )بيشترين تأثير مؤلفه -

درجه زاويه الياف و كمترين تأثير آن در زاويه صفر و نود  ±20حدود 
 افتد.درجه اتفاق مي

-هاي غير قطري غير صفر مرتبط با كوپل پيچشبيشترين تأثير مؤلفه -

 افتد.درجه زاويه الياف اتفاق مي ±20( در حدود 13D, 12Dخمش )

در حدود زواياي  EQGJنقاط اكسترمم منحني صلبيت پيچشي معادل  -
بر  12Dو  11Dاست و اين به دليل تأثير متقابل  ±45و  ±10فر، ص

EQGJ باشد.مي 

براي در پايان شايان ذكر است، استفاده از فلسفه بيان شده در اين مقاله 

دستيابي به يك تقريب اوليه از مدول برشي و يا صلبيت پيچشي در زمان 
 خصوص در صنعتتواند در روند تحليل و طراحي مسائل مشابه به اندك، مي

 بسيار مفيد و حائز اهميت باشد.
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