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مشکلات روش تسخیر ورتیسیته نیاز به تنظیم دستی پارامتر تسخیر در حل مسائل است. به این صورت که در مورد هر مسئله جدید، یکی از  
های اثر کرده و مقادیر بالای آن باعث ارائه پاسخکاربر بایستی به تنظیم آن اقدام نماید. مقادیر کوچک این پارامتر عملاً این روش را بی

های زیادی توسط محققین برای غلبه بر این مشکلات  انجام شده اما همچنان وابستگی آن به تنظیم دستی گردد. تلاشحل می فیزیکی درغیر
از بین نرفته است. یک راه برای حل این مشکل کاهش اثر گذاری پارامتر تسخیر بر جواب نهایی است. در پژوهش حاضر کاهش حساسیت روش 

تی به ازای ضرایب محدود کننده مختلف پیشنهاد شده سیپارامتر تسخیر از طریق ترکیب این روش با روش اف تسخیر ورتیسیته به تغییرات
پذیری پاسخ نهایی نسبت به است. جهت ارزیابی روش معرفی شده، مسئله گردابه منفرد مورد بررسی قرار گرفته و در مرحله نخست میزان تاثیر

مقایسه گردیده است. سپس ) به ازای ضرایب محدود کننده مختلف(تی سیتفاضل مرکزی با طرح اف تغییرات پارامتر تسخیر در مورد طرح
تی  و روش تسخیر ورتیسیته مورد بحث قرار گرفته است. نشان داده شد که بهترین نتایج با استفاده از سیبهترین حالت جهت ترکیب طرح اف
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 One of the most important difficulties of the vorticity confinement method is the need for manual 

adjustment of confinement parameter. In other word, user must adjust the parameter for each new 
problem. The small values deactivate this method and high values lead to non-physical results. Many 

attempts have been made by researchers to overcome this problem, but the dependence on manual 

adjustment has not been resolved. One way to conquer this problem is to reduce the effect of the 
confinement parameter on the final solution. At the present study, reducing the sensitivity of the 

vorticity confinement method to confinement parameter variations has been proposed by combining this 

method with FCT scheme for various limiters. In order to validate the proposed method, the problem of 

single vortex has been investigated. At first stage, the effect of changes in the confinement parameter on 

the final results has been compared for central difference scheme against the FCT scheme )using 

different limiters  ( . Then, the best way to combine the FCT scheme and the vorticity confinement 
method is discussed. It has been shown that, the best results were obtained using the minmod limiter at 

the middle step. 
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 مقدمه -1

در زمینه حل مسائل به کمک دینامیک سیالات های بشر باوجود پیشرفت

ها،  همچنان مسائل افزاری رایانهمحاسباتی و  همچنین افزایش قدرت سخت

بر و های جدایش یافته پیچیده )گردابه غالب( جزو مسائل زمانشامل جریان

گردند. در بررسی این دسته از مسائل به دلیل وجود پیچیده محسوب می

های موجود ز خطای منفصل سازی معادلات، گردابهلزجت مصنوعی حاصل ا

گردند. برای حل این تری نسبت به واقعیت پخش میدر جریان با نرخ سریع

ی حل بسیار ریز و انفصال مشکل راهکارهای متعدد مانند استفاده از شبکه

های مرتبه بالا وجود دارد. این راهکارها خود مشکلات معادلات به کمک طرح

ون افزایش بار محاسباتی و پیچیده شدن کدنویسی را به همراه جدیدی همچ

دارند. راهکار سوم جهت حل این مشکل استفاده از روش تسخیر ورتیسیته 

های قابل قبول با استفاده از شبکه حل است. این روش امکان دستیابی به حل

کاران آورد. اولین بار اشتاینهف و همنسبتاً درشت را در زمان کوتاه فراهم می

 روش تسخیر  [5-1]طی مقالاتی  1995الی  1992های در بازه زمانی سال
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ناپذیر معرفی نمودند. در راهکار ارائه شده ورتیسیته را برای جریان تراکم

وسیله افزودن یک جمله توسط اشتاینهف خطای ناشی از لزجت مصنوعی به

شد. پس از ارائه مقالات اولیه تسخیر چشمه به معادله ممنتوم جبران می

پذیر های تراکمگسترش این روش به جریان های زیادی جهتورتیسیته تلاش

یک فرمولاسیون  1997صورت گرفت. از جمله پوچین و همکاران در سال 

 1998. یی در سال [6] بسیار پیچیده بر مبنای روش جدایش شار ارائه دادند

پذیر ناپذیر مستقیماً در معادلات جریان تراکمسعی کرد از جمله تسخیر تراکم

؛ حاصل این پژوهش یک فرمولاسیون ناپایدار بود. درنهایت [7] استفاده کند

توانستند یک فرمولاسیون پایدار تسخیر  2002هو و همکاران در سال 

 .[8] ارائه دهندپذیر ورتیسیته برای معادلات جریان تراکم

گیر باوجود مزایای روش تسخیر ورتیسیته یک مشکل اساسی در راه همه

شدن این روش وجود دارد. به منظور اعمال این روش بایستی پارامتری که 

شود برای حل درست مسئله توسط کاربر مشخص پارامتر تسخیر نامیده می

های زیادی در زمینه رفع  یا تخفیف این مشکل صورت پذیرفته گردد. تلاش

ای ارائه دادند که پارامتر تسخیر رابطه 2003است. کاستس و کوانی در سال 

 2004رابینسون در سال  .[9]ساخترا به مقدار ورتیسیته محلی مرتبط می

تحقیقات ملک  .[10]خت سامرتبط  1مقدار پارامتر تسخیر را به هلیسیتی

متغیر  2به ارائه سه پارامتر تسخیر 2007جعفریان و پسندیده فرد در سال 

 .[11] انجامید

 3جهت بررسی وسایل پرنده ملخی 2008باتسانتورن و همکاران در سال 

در  .[12]و تسخیر ورتیسیته استفاده نمودند 4زمانی-از ترکیب روش طیفی

های بالادست و هان و یاچارینو با استفاده از اختلاف نتایج طرح 2009سال 

همچنین  .[13]نمودندای برای پارامتر تسخیر معرفی تفاضل مرکزی رابطه

یک شیوه جدید را جهت   2011باقری اسفه و ملک جعفریان در سال 

ها همچنان باوجود ارائه این طرح .[14]محاسبه پارامتر تسخیر معرفی نمودند

یاز به دخالت کاربر برداری مناسب از روش تسخیر ورتیسیته نبرای بهره

 باشد.)تعیین درست پارامتر  تسخیر( می

راهکار دیگر برای رفع مشکل مربوطه، کاهش حساسیت جواب به مقدار 

 2013و پویتسکی در سال  پارامتر تسخیر است. این موضوع توسط پیرسون

-ها با استفاده از شارهای مبتنی بر طرح تیآن .[15]گرفتبررسی قرار  مورد

موفق به کاهش حساسیت نتایج حاصل از روش تسخیر ورتیسیته به  5دیوی

 مقدار پارامتر تسخیر شدند.

از شارهای مرتبه بالا در کنار روش  2015صدری و همکاران در سال  

 .[16]پذیر جهت حل معادلات اویلر استفاده نمودندتسخیر ورتیسته تراکم

پذیر اورگان و همکاران از روش تسخیر ورتیسته تراکم 2016در سال 

استوکس مربوط به جریان گردابه نوک بال هواپیما -جهت حل معادلات ناویر

روش معادلات سازی جریان آشفته از دو ها برای مدلاستفاده کردند. آن

 7های بزرگسازی گردابهو شبیه 6گیری شده گذرااستوکس میانگین-ناویر

 . [17] استفاده نمودند

موفق به ارائه روش تسخیر ورتیسیته  2016در سال  کاستس و همکاران

-با دقت از مرتبه سه شده و این روش را در مورد معادلات اویلر و ناویر

. پتروپولوس و همکاران در [18] کار بردندگیری شده بهاستوکس میانگین

                                                                                                                                  
1 Helicity 
2 Confinement Parameter 
3 Rotorcraft 
4 Time Spectral method 
5 Total Variation Diminution (TVD) 
6 Unsteady Reynolds averaged Navier–Stokes (URANS) 
7 Large Eddy Simulation (LES) 

ر دیگر افزایش داده و آن را به مرتبه پنج دقت این روش را با 2017سال 

 .[19] رساندند

دی و روش تسخیر ویباوجود اثر مناسب حاصل از ترکیب طرح تی

ورتیسیته در کاهش حساسیت نتایج به تغییرات پارامتر تسخیر، استفاده از 

دی بار محاسباتی و پیچیدگی نسبتاً زیاد را به فرایند حل عددی ویطرح تی

کار رفته هکه جهت محاسبه ضرایب محدود کننده ب جاآن نماید. ازتحمیل می

تری بهره برد لذا این امکان های سادهتوان از روشتی میسیدر طرحهای اف

تری با نتایج تر و سادههزینهراهکار کم وجود دارد تا با استفاده از این طرح

مشابه ارائه داد. لذا هدف پژوهش حاضر بررسی مجدد ایده پویتسکی و 

و ضرایب محدود کننده مختلف  و   8تیسیپیرسون با استفاده از طرح اف

بررسی اثر آن بر کاهش حساسیت پاسخ مسئله به تغییرات پارامتر تسخیر و 

 بار محاسباتی است.

 ادلات حاکم و روش حل عددیمع -2

 در این بخش معادلات حاکم بر جریان و روش حل عددی  بیان خواهد شد.

 معادلات حاکم -2-1

پذیر با  معادله اویلر در پژوهش حاضر ترکیب روش تسخیر ورتیسیته تراکم

( این دستگاه معادلات را در 1دوبعدی موردبررسی قرار گرفته است. رابطه )

 دهد.می شکل برداری نشان

(1) 
𝜕𝑊

𝜕𝑡
+

𝜕𝐹

𝜕𝑥
+

𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑆 

شار در جهات  𝐺و  𝐹نشانگر بردار کمیات جریان و دو بردار  , 𝑊(1در رابطه )

x  وy  3الف( و )-3) (،2دهند. این کمیات به ترتیب در روابط )را نشان می-

 اند. ب( نشان داده شده

(2) 𝑊 = [

𝜌
𝜌𝑢
𝜌𝑣
𝜌𝑒0

] 

𝐹 الف(-3) = [

𝜌𝑢

𝜌𝑢2 + 𝑝
𝜌𝑣𝑢
𝜌𝑢ℎ0

] 

𝐺  (ب-3) = [

𝜌𝑣
𝜌𝑣𝑢

𝜌𝑣2 + 𝑝
𝜌𝑣ℎ0

] 

( 5( و )4وسیله روابط )به 𝑝و ℎ0 ب(  مقادیر -3الف( و )-3در  روابط )

 .گرددمحاسبه می

(4) ℎ0 = 𝑒0 +
𝑝

𝜌
 

 

(5) 𝑝 = (𝛾 − 1) × 𝜌 × {𝑒0 −
𝑢2 + 𝑣2

2
} 

 باشد.پذیر می)چشمه( بیانگر تسخیر ورتیسیته تراکم  Sهمچنین 

(6) 𝑆 =

[
 
 
 
 

0

𝜌𝑓b ∙ 𝑖̂

𝜌𝑓b ∙ 𝑗̂

𝜌𝑓b ∙ 𝑉⃗⃗]
 
 
 
 

 

یکی از مزایای روش تسخیر ورتیسیته، سادگی افزودن این روش به حل 

-صورت یک چشمه به معادلات اضافه میعددی است زیرا جمله تسخیر به

پذیر صادق ناپذیر و چه در مسائل تراکمگردد، این موضوع چه در مسائل تراکم

                                                                                                                                  
8 Flux Corrected Transport (FCT ) 
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(( 7)و رابطه ) "1شکل "کند که مطابق است. این جمله به شکلی عمل می

ای دور شده است دو مرتبه به جایگاه ای که از مرکز ناحیه گردابهورتیسیته

اش منتقل گردد. این انتقال باید در جهت عمود بر صفحه ورتیسیته اصلی

صورت ) بعدی( یا خط ورتیسیته ثابت )در فضای دوبعدیثابت )در فضای سه

 گیرد.

-جملات بردار جملات چشمه پرداخته می بیشتر به نحوه محاسبهدر ادامه 

 شود:

(7) 𝑓b = −𝐸c𝑛̂c × 𝜔⃗⃗⃗ 

طبق روش تسخیر ورتیسیته در حالت دوبعدی   Sمحاسبه جملات بردار

پذیرد. در گام اول مقدار ورتیسیته و قدر مطلق آن در صورت زیر انجام میبه

 گردد.دامنه حل محاسبه می

𝜔z الف(-8) =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 

𝜑 ب(-8) = −|𝜔z⃗⃗ ⃗⃗ ⃗| = −√𝜔z
2.  

سپس با استفاده از گرادیان قدر مطلق ورتیسیته بردار یکه جانب به مرکز 

 گردد.گردابه محاسبه می

(9) 𝑛̂𝑐 =
∇𝜑

|∇𝜑|
= 𝜑xs𝑖̂ + 𝜑ys𝑗̂ 

 گردد.( محاسبه می11( و )10از روابط ) 𝜑xsو  𝜑ysکه مقادیر 

(10) 
 𝜑ys =

−𝜑y

√𝜑x
2 + 𝜑y

2

 

(11) 
𝜑xs =

−𝜑x

√𝜑x
2 + 𝜑y

2

 

( مقادیر 7( در رابطه )9مقدار بردار یکه جانب به مرکز از رابطه )با قرار دادن 

 گردد. محاسبه می yو  xبردار جملات چشمه معادلات ممنتوم در جهات 

 شده است. ( نشان داده13( و )12این مقادیر در روابط )

( 14صورت رابطه )بردار جملات چشمه به( 6از سوی دیگر با بسط رابطه )

 شود.بازنویسی می

(، شکل نهایی جمله چشمه 14( در رابطه )13( و )12با جایگذاری روابط )

 گردد.( ظاهر می15صورت رابطه )به

 
Fig. 1 the Functionality of the vorticity confinemnet Method 

 نحوه عملکرد روش تسخیر ورتیسیته 1شکل 

(15) 𝑆 =

[
 
 
 

0
−𝜌𝐸c𝜔z𝜑ys

𝜌𝐸c𝜔z𝜑xs

−𝜌𝐸c𝜔z(𝑢𝜑ys − 𝑣𝜑xs)]
 
 
 

 

رها به گونه مناسب محاسبه پس از محاسبه جمله تسخیر کافی است شا

 گردند.

 های ضد پاشیدگیطرح -2-2

که روش مرسوم تسخیر ورتیسیته دارای دقت از مرتبه دوم است و  جااز آن

است، با اعمال بیش از حد  1شارهای مرتبه بالا دارای خطای پاشیدگیمانند 

، جواب نهایی دچار جمله تسخیر علاوه بر افزایش غیرواقعی مقدار پارامتر

های ضد نوسان خواهد شد. این موضوع انگیزه اصلی استفاده از روش

 تی در کنار تسخیر ورتیسیته است. سیدی و افویمانند تی پاشیدگی

 شود.ساده شدن توضیحات یک مسئله اویلر دوبعدی در نظر گرفته می جهت

(16) 𝑊𝑖
𝑛+1 − 𝑊𝑖

𝑛

∆𝑡
=

𝐹
𝑖+

1

2

− 𝐹
𝑖−

1

2

∆𝑥
− 𝑓𝑏⃗⃗⃗⃗  

𝐹( 16در رابطه )
𝑖+

1

2

𝐹و   
𝑖−

1

2

ها و نشانگر مقادیر شار در فصل مشترک سلول 

𝑓𝑏⃗⃗⃗⃗ توان نشانگر جمله تسخیر ورتیسیته است. برای محاسبه شارهای فوق می

ها را به دو توان این روشطورکلی میهای متفاوتی استفاده نمود. بهروشاز 

های مرتبه بندی نمود. روشدسته شارهای مرتبه بالا و مرتبه پایین تقسیم

برند اما از پایداری بهتری رنج می 2پایین از مقادیر بالای خطای پخشی

ند. از سوی برخوردار بوده و در مقابل خطاهای عددی پاشیدگی مقاوم هست

دیگر شارهای مرتبه بالا دارای خطای پخشی کمتری بوده اما بسیار مستعد 

دی و ویهای تیخطاهای پاشیدگی هستند. از این رو راهکارهایی مانند طرح

های مثبت هر دو گروه تی جهت ایجاد یک راهکار بهینه که ویژگیسیاف

اند. هر دو روش ارائه شده شارهای مرتبه بالا و پایین را در خود داشته باشد،

ی افزودن یک جمله جبرانی به حل یا شار مرتبه پایین ایجاد فوق بر پایه

عنوان گردد. بهاند. این جمله توسط یک ضریب محدود کننده کنترل میشده

 دهد.دی نشان میویاساس طرح تی( نحوه محاسبه شار را بر17مثال رابطه )

 

(17) 

𝐹
𝑖+

1

2

= 𝐹+
𝑖 + 0.5∅+

𝑖+
1

2

(𝐹+
𝑖 − 𝐹−

𝑖−1) 

            +0.5∅−
𝑖+

1

2

(𝐹−
𝑖+1 − 𝐹−

𝑖+2) 

ترین حالت ضریب محدود کننده برابر صفر در نظر گرفته شده و شار در ساده

 یک خواهد بود.دست آمده معادل طرح بالادست درجه به

(18) ∅+
𝑖+

1

2

= 0 

به این ضریب داده شود، طرح  0.5صورت مشابه در صورتی که مقدار ثابت به

 دو حاصل خواهد گردید. بالادست درجه

(19) ∅+
𝑖+

1

2

= 0.5 

واضح است که در هر دو طرح فوق میزان افزوده شدن جمله جبرانی به شار 

های دیگری توسعه داده شده است که مرتبه پایین ثابت خواهد بود. روش

برند که این به کار می بسته به شرایط حل مقدار متغیری از جمله جبرانی را

های مینمود )رابطه گردد. طرحتری میهای مناسبموضوع سبب ارائه جواب

 روند. (( از این جمله به شمار می21آلبادا )رابطه)(( و ون20)

(20) ∅+
𝑖+

1

2

= max(0,min(1, 𝑥)) 

(21) ∅+
𝑖+

1

2

=
(𝑥2 + 𝑥)

(𝑥2 + 1)
 

                                                                                                                                  
1 Dispersion 
2 Dissipation 

(12) 𝑓bx = −𝐸c × (𝜔z𝜑ys) 

(13) 𝑓by = −𝐸c × (𝜔z𝜑xs) 

(14) 𝑆 =

[
 
 
 
 

0

𝜌𝑓bx

𝜌𝑓by

𝜌(𝑢𝑓bx + 𝑣𝑓by)]
 
 
 
 

 



  

 جعفریانسید مجید ملک و  مصطفی محسنی تی در روش تسخیر ورتیسیته بر کاهش اثر مقدار پارامتر تسخیر بر جواب نهاییسیبررسی تأثیر کاربرد طرح اف

 

 03شماره  18، دوره 1397 خردادمهندسی مکانیک مدرس،  66
 

 گردد.محاسبه می( 22رابطه ) از x( مقدار پارامتر 21( و )20در روابط )

(22) 𝑥 =
(𝐹𝑖+1

+ − 𝐹𝑖
+)

(𝐹𝑖
+ − 𝐹𝑖−1

+ )
 

برد رفته در پژوهش فعلی از سازوکار مشابهی بهره می کارتی بهسیطرح اف

گردد. به با این تفاوت که در این روش پاسخ مسئله در دو گام محاسبه می

این صورت که ابتدا با یک شار مرتبه پایین یک جواب میانی برای مسئله 

گردد و سپس با استفاده از یک شار ضد پخش جواب نهایی محاسبه ایجاد می

 گردد.می

تی در محاسبه شارها ابتدا سیجهت بررسی اثر استفاده از طرح اف

-تی را میسیطورکلی طرح افبایستی اجزاء اصلی این طرح بررسی شود. به

 تر تقسیم نمود:توان به سه جزء کوچک

 طرح مرتبه پایین .1

 مرتبه بالاطرح  .2

 ضریب محدودکننده .3

وسیله طرح مرتبه نحوه عملکرد به این صورت است که در گام نخست به

 گردد. پایین یک جواب میانی محاسبه می

(23) 𝑊td = 𝑊𝑛 +
∆𝑡

∆𝑥
(𝐹

𝑖−
1

2

L − 𝐹
𝑖+

1

2

L ) 

سپس از حاصل تفاضل شار مرتبه بالا و مرتبه پایین یک شار ضد پخش ایجاد 

 گردد.می

(24) 𝐴
𝑖+

1

2

. = 𝐹
𝑖+

1

2

H − 𝐹
𝑖+

1

2

L  

-در آخر پاسخ نهایی با استفاده از جواب میانی و شار ضد پخش حاصل می

های غیر فیزیکی از یک جا نیز جهت جلوگیری از ارائه پاسخگردد. در این

 برداری شده است.ضریب محدود کننده بهره

 

𝑊𝑛+1 (الف-25) = 𝑊td +
∆𝑡

∆𝑥
(𝐴

𝑖−
1

2

c − 𝐴
𝑖+

1

2

c ) 

𝐴 (ب-25)
𝑖+

1

2

c = ∅
𝑖+

1

2

𝐴
𝑖+

1

2

  

جهت اعمال ضریب محدود کننده دو راه مرسوم وجود دارد در راه اول  

بوک معروف است. مقدار شار ضد پخش محدودشده -که به روش بوریس

-( انجام می29( تا )26گردد. این کار با کمک روابط )مستقیماً محاسبه می

 شود.

(26) 𝐴
𝑖+

1

2

c = 𝑆 max(0, 𝑥) 

 

(27) 
𝑥 = min (|𝐴

𝑖+
1

2

 | , 𝑆∆𝑊𝑖+1
td , 𝑆∆𝑊𝑖

td) 

(28) ∆𝑊𝑖
td = (𝑊𝑖

td − 𝑊𝑖−1
td )∆𝑥 

(29) 𝑆 ≡ sign (1, 𝐴
𝑖+

1

2

 ) 

در راهکار دوم که توسط زالسک ارائه گشته است. ضریب محدود کننده به 

گردد. جهت انجام این کار ابتدا مقدار کل شار ورودی صوت مجزا محاسبه می

 گردد. ( محاسبه می31( و )30و خروجی به سلول توسط روابط )

(30) 𝑃𝑖
+ = max(𝐴

𝑖−
1

2

 , 0) − min (𝐴
𝑖+

1

2

 , 0) 

(31) 𝑃𝑖
− = max(𝐴

𝑖+
1

2

 , 0) − min (𝐴
𝑖−

1

2

 , 0) 

تواند وارد سلول شده یا از آن خارج گردد سپس حداکثر مقدار شاری که می

 .شود( محاسبه می35( تا )32به کمک روابط )
 

(32) 𝑄𝑖
+ = (𝑊𝑖

max − 𝑊𝑖
td) 

 

(33) 
𝑊𝑖

max = max(𝑊𝑖
𝑛,𝑊𝑖+1

𝑛 ,𝑊𝑖−1
𝑛 ,𝑊𝑖

td,𝑊𝑖+1
td ,𝑊𝑖−1

td ) 

(34) 𝑄𝑖
− = (𝑊𝑖

td − 𝑊𝑖
min) 

 

(35) 
𝑊𝑖

min = min(𝑊𝑖
𝑛,𝑊𝑖+1

𝑛 ,𝑊𝑖−1
𝑛 ,𝑊𝑖

td,𝑊𝑖+1
td ,𝑊𝑖−1

td ) 

برای  𝑄و  𝑃( نسبت پارامترهای 37( و )36در گام بعدی به کمک روابط )

 آید.می شارهای ورودی و خروجی به دست

(36) 𝑅𝑖
+ = {

min(1,
𝑄𝑖

+

𝑃𝑖
+) 𝑃𝑖

+ > 0

0 𝑃𝑖
+ ≤ 0

 

(37) 𝑅𝑖
− = {

min(1,
𝑄𝑖

−

𝑃𝑖
−) 𝑃𝑖

− > 0

0 𝑃𝑖
− ≤ 0

 

 ( مقدار ضریب محدود کننده محاسبه شده 38در گام آخر با استفاده از رابطه )

(38) ∅
𝑖+

1

2

 = {
min(𝑅𝑖+1

+ , 𝑅𝑖
−) 𝐴

𝑖+
1

2

> 0

min(𝑅𝑖
+, 𝑅𝑖+1

− ) 𝐴
𝑖+

1

2

≤ 0
 

-افدی و ویسازوکار عملکرد ضریب محدود کننده در هر دو طرح تی

تی مشابه است. به این صورت که با اعمال بیش از حد جمله تسخیر سی

-ویگردد. این خطا توسط کد تیزیادی به حل تحمیل می پاشیدگیخطای 

تی حس شده و درنتیجه مقدار ضریب محدود کننده کاهش سیدی یا اف

 شود تا مقدار نقش شار مرتبه بالا در جواب نهایییابد. این کار سبب میمی

 ا شار مرتبه پایین سوق داده شود.سوی حل بکاهش یافته و درنتیجه حل به

 روش حل عددی -3

الف( -39الف( مطابق روابط )-25( و )23جهت به دست آوردن پاسخ روابط )

 کوتای مرتبه چهار استفاده شده است.-ه(  از روش رانگ-39تا )

 الف(-39)
RHS = 

𝐷𝑡

𝐷𝑥 × 𝐷𝑦
(𝐹

𝑖+
1

2

− 𝐹
𝑖−

1

2

+ 𝐺
𝑗+

1

2

− 𝐺
𝑗−

1

2

) 

𝑊0 ب(-39) = 𝑊𝑛 − 𝛼1RHS(𝑊𝑛) 
𝑊1 ج(-39) = 𝑊𝑛 − 𝛼2RHS(𝑊0) 
𝑊2 د(-39) = 𝑊𝑛 − 𝛼3RHS(𝑊1) 
𝑊𝑛+1 ه(-39) = 𝑊𝑛 − 𝛼4RHS(𝑊2) 

𝛼1کار رفته به صورت همقادیر ضرایب ب =
1

4
 ،𝛼2 =

1

3
 ،𝛼3 =

1

2
𝛼4و   =

 انتخاب گردیده. 1

 تعریف مسئله -4

در پژوهش حاضر از دو مسئله پایه، گردابه منفرد ثابت و متحرک در جریان 

1ثابت، استفاده شده است. دامنه حل یک مربع به ابعاد  × 1 m2  در نظر

های دامنه گرفته شده و در مورد گردابه متحرک از شرط مرزی تناوبی در لبه

شده حل استفاده شده است. جهت تعیین شرایط اولیه از روش استفاده 

 استفاده گردیده است( 41( و )40روابط )توسط پویتسکی و اوفنجم مطابق با 

[20] . 

(40) 𝑈𝜃 =
𝑅

𝑅𝑐
                                          𝑅 < 𝑅𝑐 

(41) 𝑈𝜃 =
−𝑅c𝑅

𝑅o
2 − 𝑅c

2 +
𝑅c𝑅o

2

𝑅(𝑅o
2 − 𝑅c

2)
   𝑅c < 𝑅 < 𝑅o 

های آزاد و با استفاده از روابط فوق یک گردابه منفرد که ترکیبی از گردابه 

 0.05برابر با  𝑅c) آیدبه دست می" 3و  2های شکل"اجباری است، مطابق با 

×  برابر𝑅o و  𝑅c  10  .)در نظر گرفته شده است 
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Fig. 2 Tangential velocity profile of a single vortex 

 پروفیل سرعت مماسی یک گردابه منفرد 2 شکل

 
Fig. 3 the streamlines of a single vortex 

 خطوط جریان یک گردابه منفرد 3 شکل

 

 شبکه حل -4-1

 این پژوهش یک شبکه متعامد ساده شاملشبکه حل مورد استفاده در 

 (. 4)شکل  باشدسلول مربعی شکل می 10000

 فیزیک حل مسئله -4-2

باشد، در حالت با توجه به این موضوع که معادلات حاکم معادلات  اویلر می

 ها مشاهدهشدگی در حین حل عددی گردابهگونه پخشعادی نباید هیچ
 

 
Fig .4 Numerical Grid 

 شبکه حل عددی 4شکل 

گردد. اما خطای ناشی از انفصال معادلات، )نوعی از خطا که به پخش 

 گردد..( باعث پخش شدن گردابه میمصنوعی معروف است

 بحث و بررسی نتایج -5

 پارامتر تسخیر بررسی اثر مقدار -5-1

ویژه تأثیر مقدار پارامتر جهت درک بهتر اثر روش تسخیر ورتیسیته و به

تراز ورتیسیته گردابه منفرد در آغاز  جواب حل عددی، خطوط همتسخیر بر 

گام زمانی از حل  1000نشان داده شده است. پس از طی  "5شکل"حل در 

عددی )با استفاده از طرح تفاضل مرکزی( در صورت عدم استفاده از تسخیر 

ورتیسیته یا استفاده از مقادیر ناچیز پارامتر تسخیر، گردابه در اثر لزجت 

تراز ورتیسیته گردد. این موضوع در خطوط همشدگی میمصنوعی دچار پخش

 مشاهده است. ( قابل7( و پروفیل سرعت مماسی گردابه )شکل6)شکل

حال در صورتی که از روش تسخیر ورتیسیته با مقدار مناسب از پارامتر 

توجه کاهش صورت قابلتسخیر استفاده شود، میزان پخش شدن گردابه به

(. این موضوع در پروفیل سرعت مماسی متناظر با این حل 8بد )شکلیامی

 مشاهده است. ( نیز قابل9عددی )شکل

اما در صورتی که مقدار پارامتر تسخیر بیش از حد انتخاب شود. دو 

اولًا پاسخ دچار مقادیر بالایی از خطای  مشکل عمده ایجاد خواهد شد.

 قبول پاشیده و جواب غیرقابل هم گردد، به صورتی که گردابه ازپاشیدگی می
 

 
Fig. 5 vorticity contours at the beginning of the numerical solution 

 تراز ورتیسیته در آغاز حل عددیخطوط هم 5شکل 

 
Fig. 6 vorticity contours after 1000 time steps of numerical solution 
without vorticity confinement Method 

گام حل عددی بدون استفاده از روش   1000تراز ورتیسیته پس ازخطوط هم 6شکل 

 تسخیر ورتیسیته
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Fig.7 Comparison of the initial tangential velocity profile with the 

velocity profile after 1000 time steps of numerical solution without 

vorticity confinement Method 
گام حل  1000مقایسه پروفیل سرعت مماسی اولیه  با پروفیل سرعت پس از  7شکل 

 عددی بدون استفاده از روش تسخیر ورتیسیته

 
Fig. 8 vorticity contours after 1000 time steps of numerical solution 
using vorticity confinement Method, (Ec = 0.01) 

گام حل عددی با استفاده از روش  1000تراز ورتیسیته پس از خطوط هم 8شکل 

 (=Ec 0.01تسخیر ورتیسیته )

 
Fig. 9 Comparison of the initial tangential velocity profile with the 

velocity profile after 1000 time steps of numerical solution using 
vorticity confinement Method, (Ec = 0.01) 

گام حل  1000مقایسه پروفیل سرعت مماسی اولیه  با پروفیل سرعت پس از  9شکل 

 (=Ec 0.01عددی با استفاده از روش تسخیر ورتیسیته )

(. مشکل دوم این است که مقادیر حداکثری سرعت 10خواهد شد )شکل

(. این موضوع 11گردد )شکلتر میمماسی در ورتیسیته از مقدار اولیه بزرگ

 برداری از روش تسخیر ورتیسیته است.های بهرهاز چالشیکی 

های خودکار تسخیر ورتیسیته، انتخاب که حتی باوجود روشطوریبه

پارامتر مربوطه همچنان نیاز به دخالت کاربر دارد. اما اگر بتوان  وابستگی 

پاسخ حل عددی به پارامتر تسخیر را کاهش داد، کمک شایانی به افزایش 

شود. به این صورت که با کاهش حساسیت اده از این روش میسهولت استف

تری از مقادیر پارامتر تسخیر به پاسخ به تغییرات پارامتر تسخیر دامنه بزرگ

 گردند.نتایج قابل قبول منتهی می

تی در روش تسخیر ورتیسیته سیاثر استفاده از طرح اف -5-2

 )بررسی نوع ضریب محدودکننده(

تی در کاهش سیکارگیری طرح افبررسی اثر بهدر گام نخست جهت 

وابستگی پاسخ روش تسخیر ورتیسیته به مقدار پارامتر تسخیر، ابتدا پروفیل 

گام حل عددی با استفاده از طرح تفاضل   1000سرعت مماسی پس از 

 شود.ترسیم می "12شکل"مرکزی به ازای پارامترهای تسخیر متفاوت مطابق 

 
Fig. 10 vorticity contours after 1000 time steps of numerical solution 

using vorticity confinement Method, (Ec = 1.0) 
گام حل عددی با استفاده از روش  1000تراز  ورتیسیته پس از خطوط هم 10 شکل

 (=Ec 1.0)تسخیر ورتیسیته 

 
Fig. 11 Comparison of the initial tangential velocity profile with the 

velocity profile after 1000 time steps of numerical solution using 

vorticity confinement Method, (Ec = 1.0) 
گام حل  1000مقایسه پروفیل سرعت مماسی اولیه با پروفیل سرعت پس از  11شکل 

 (=Ec 1.0)عددی با استفاده از روش تسخیر ورتیسیته 
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های مشابه در ها در این حالت با اختلاف پروفیلبا مقایسه اختلاف پروفیل

تی )به ازای ضرایب محدود کننده مختلف(، سیهای افهنگام استفاده از طرح

میزان گردد که ( مشاهده می16تا   13با پارامترهای تسخیر مشابه )شکل

تی در مقایسه با استفاده از سیتغییرات جواب در صورت استفاده از طرح اف

تر ( بسیار کمتر است. همچنین با بررسی دقیق12شار تفاضل مرکزی )شکل 

( 16و  15بوک و زالسک )شکل-های بوریسگردد که طرحنتایج مشاهده می

یل سرعت با افزایش نتایج مشابه ارائه داده و دارای کمترین تغییرات در پروف

های آلبادا )شکلهای مینمود و ونپارامتر تسخیر بوده اما در مقایسه با طرح

( دارای مقادیر بالاتری از پخش عددی هستند. در مقایسه نتایج 14و  13

آلبادا (، طرح ون14آلبادا )شکل ( و ون13حاصل از کاربرد طرح مینمود )شکل

ر تسخیر نشان داده اما همچنان عملکرد حساسیت بیشتری به تغییرات پارامت

این طرح )از نظر حساسیت به تغییرات پارامتر تسخیر( بهتر از کاربرد طرح 

 تفاضل مرکزی است. 

 تیسیاثر نحوه اعمال جمله تسخیر در طرح اف -5-3

کننده مورد استفاده بر جواب نهایی این  اثر نوع ضریب محدودپس از بررسی 

 نکته نیز شایان ذکر است که نحوه قرارگیری جمله تسخیر ورتیسیته در 
 

 
Fig. 12 Comparison of the tangential velocity profiles obtained from 
central difference scheme after 1000 time steps of numerical solution 

using various confinement parameters 

های سرعت مماسی حاصل از طرح تفاضل مرکزی  پس از مقایسه پروفیل 12شکل 

 گام حل عددی به ازای پارامترهای تسخیر مختلف  1000

 
Fig. 13 Comparison of tangential velocity profiles obtained from FCT 

scheme with minmod limiter after 1000 time steps of numerical 

solution using various confinement parameters  

 تی و ضریبسیهای سرعت مماسی حاصل از طرح افمقایسه پروفیل 13شکل 

 گام حل عددی به ازای پارامترهای تسخیر مختلف 1000کننده مینمود پس از  محدود

 
Fig. 14 Comparison of the tangential velocity profiles obtained from 
FCT scheme with Van-alada limiter after 1000 time steps of numerical 

solution using various confinement parameters  

تی و ضریب سیهای سرعت مماسی حاصل از طرح افمقایسه پروفیل 14شکل 

گام حل عددی به ازای پارامترهای تسخیر  1000آلبادا پس از کننده ون محدود

 مختلف

 
Fig. 15 Comparison of the tangential velocity profiles obtained from 

FCT scheme with Boris&Book limiter after 1000 time steps of 
numerical solution using various confinement parameters 

تی و ضریب محدود سیهای سرعت مماسی حاصل از طرح افمقایسه پروفیل 15 شکل

 گام حل عددی به ازای پارامترهای تسخیر مختلف 1000پس از  بوک-کننده بوریس

 
Fig. 16 Comparison of the tangential velocity profiles obtained from 
FCT scheme with Zalesak limiter after 1000 time steps of numerical 

solution using various confinement parameters 

تی و ضریب سیهای سرعت مماسی حاصل از طرح افمقایسه پروفیل 16شکل 

 گام حل عددی به ازای پارامترهای تسخیر مختلف 1000محدود کننده زالسک پس از 

 



  

 جعفریانسید مجید ملک و  مصطفی محسنی تی در روش تسخیر ورتیسیته بر کاهش اثر مقدار پارامتر تسخیر بر جواب نهاییسیبررسی تأثیر کاربرد طرح اف

 

 03شماره  18، دوره 1397 خردادمهندسی مکانیک مدرس،  67
 

کنند نیز بر نتایج حاصل کدهای حل عددی که از این ضرایب استفاده می

تأثیر دارد. برای درک علت این موضوع کافی است بار دیگر نحوه محاسبه این 

است که مقدار  ( مشهود42( تا )32ضرایب بررسی گردد. با مراجعه به روابط )

به  بوک و زالسک وابسته-هایی مانند بوریسکننده در طرح محدود ضرایب

های قبلی و مقادیر میانی حل( نتایج قبلی حل )شامل مقادیر جواب در گام

است. بنابراین این امکان وجود دارد که بسته به این موضوع که جمله تسخیر 

ه حل نهایی، مقادیر ضریب محدود کننده و به حل اولیه افزوده شود یا ب

درنهایت پاسخ حاصله متفاوت شود. برای بررسی این موضوع سه حالت در 

شده است )در هر سه حالت از ضریب محدود کننده مینمود نظر گرفته

 استفاده گردیده است(. 

 گردد.در حالت اول کل جمله تسخیر به جواب میانی اضافه می .1

 شود.له تسخیر به جواب نهایی افزوده میدر حالت دوم  کل جم .2

در حالت سوم  مقدار جمله تسخیر به صورت برابر بین دو جواب پخش  .3

)به عبارت دیگر از دو جمله تسخیر با پارامتر تسخیر نصف  گرددمی

 شود(.مقدار اصلی استفاده می

بر الذکر، حل با پارامتر تسخیر برادر گام اولیه با استفاده از سه حالت فوق

ارائه گردیده است. مشاهده " 17شکل"نتایج مطابق  پذیرد.انجام می .010

شود که در هر سه حالت نتایج یکسانی حاصل شد. در گام بعد مقدار می

 هایپارامتر تسخیر افزایش یافت تا پدیده تسخیر بیش از حد رخ دهد )شکل

ارائه شده بینی انجام شده نتایج  متفاوتی از سه طرح (. طبق پیش20-18

گردد. پروفیل سرعت حاصل از حالت اول باوجود ایجاد پدیده حاصل می

تسخیر بیش از حد دارای مقدار حداکثر سرعت کمتری از دو پاسخ دیگر 

است. از سوی دیگر پروفیل سرعت حاصل از حالت دوم دارای مقدار حداکثر 

ینی قبلی بتری نسبت به دو روش دیگر است. این موضوع با پیشسرعت بزرگ

 ما مطابقت کامل دارد. به عبارت دیگر، در صورتی که کل جمله تسخیر به

تی، اثر سیهای افمکانیزم تشخیص موجود در طرح شود پاسخ میانی افزوده

( را بهتر حس کرده و در گام نهایی با پاشیدگیتسخیر بیش از حد )خطای 

-بهتری جبران می استفاده از مکانیزم ضریب محدود کننده این خطا به شکل

گردد. در صورت اضافه کردن جمله تسخیر به پاسخ نهایی، این فرآیند دچار 

 شود.نقصان می

 
Fig.17 Comparison of the initial tangential velocity profile and the 
profile derived from FCT scheme with confinement parameter of 0.01 

and different methods of applying vorticity confinement 

تی سیحاصل از طرح اف های سرعت مماسی اولیه و پروفیلمقایسه پروفیل 17شکل 

 های متفاوت اعمال جمله تسخیرو شیوه 0.01به ازای پارامتر تسخیر 

 
Fig. 18 Comparison of the initial tangential velocity profile and 

velocity profile obtained from FCT scheme (Mode I) with confinement 
parameter of 0.1 

های سرعت مماسی اولیه و پروفیل سرعت حاصل از طرح مقایسه پروفیل 18شکل 

  0.1به ازای پارامتر تسخیر ( 1تی )حالت سیاف

 
Fig. 19 Comparison of the initial tangential velocity profile and 
velocity profile obtained from FCT scheme (Mode II) with confinement 

parameter of 0.1 

های سرعت مماسی اولیه و پروفیل سرعت حاصل از طرح مقایسه پروفیل 19شکل 

  0.1به ازای پارامتر تسخیر ( 2حالت )تی سیاف

 
Fig. 20 Comparison of the initial tangential velocity profile and 

velocity profile obtained from FCT scheme (Mode III) with 

confinement parameter of 0.1 

های سرعت مماسی اولیه و پروفیل سرعت حاصل از طرح مقایسه پروفیل 20 شکل

 0.1به ازای پارامتر تسخیر ( 3حالت )تی سیاف
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تی بر افزایش سهولت کاربرد روش سیاثر استفاده از طرح اف -5-4

 تسخیر ورتیسیته

تی کاهش حساسیت پاسخ نهایی به مقدار سیهای افمزیت استفاده از طرح

و  21های شکل"تر نیز به آن اشاره شد(. در پارامتر تسخیر است )که پیش

-کاربردن دو طرح تفاضل مرکزی و افهپروفیل سرعت بدست آمده با ب "22

آلبادا( برای دو مقدار پارامتر -تی )با ضرایب محدود کننده مینمود و ونسی

گردد که تغییرات حداکثر مقدار تسخیر مختلف آورده شده است. مشاهده می

تی سیسرعت در اثر افزایش پارامتر تسخیر در هنگام استفاده از طرح اف

این  حدوداً نصف تغییرات مشابه با استفاده از طرح تفاضل مرکزی است.

شود تا در صورت عدم تنظیم دقیق پارامتر تسخیر توسط موضوع باعث می

کاربر، نتیجه نهایی تغییرات کمی نسبت به پاسخ صحیح داشته باشد. در 

اعداد بزرگتر  تواند با نگرانی کمتر از غیرفیزیکی شدن حل ازنتیجه کاربر می

 پارامتر تسخیر استفاده کند. 

 

 
Fig. 21 Comparison of the initial tangential velocity profile with the 

profiles derived from Central and FCT-Minmod schemes, using various 

confinement parameters after 1000 time step of numerical solution 

های تفاضل مقایسه پروفیل سرعت اولیه با پروفیل به دست آمده از طرح 21 شکل

 1000با استفاده از پارامترهای تسخیر متفاوت  پس از  مینمود -تیسیمرکزی و اف

 گام زمانی حل عددی 

 
Fig. 22 Comparison of the initial tangential velocity profile with the 

profiles derived from Central and FCT-Van-albada schemes, using 
various confinement parameters after 1000 time step of numerical 

solution 

های تفاضل از طرحمقایسه پروفیل سرعت اولیه با پروفیل به دست آمده  22 شکل

 1000پس از  آلبادا با استفاده از پارامترهای تسخیر متفاوت-ون -تیسیمرکزی و اف

 گام زمانی حل عددی

 گیرینتیجه -6

تی و روش تسخیر ورتیسیته مورد سیدر پژوهش حاضر ترکیب طرح اف

بررسی قرار گرفت. ابتدا اثر این ترکیب با استفاده از ضرایب محدود کننده 

متفاوت بر حساسیت نتایج به مقدار پارامتر تسخیر و سپس اثر نحوه توزیع 

تی بررسی شد. و نتایج سیجمله تسخیر بین دو گام حل موجود در طرح اف

 زیر حاصل گردید:

 تی و روش تسخیر ورتیسیته میزان سیاستفاده از ترکیب طرح اف

ی و در بازهحساسیت نتایج به تغییرات پارامتر تسخیر را کاهش داده 

شود. های قابل قبول حاصل میتری از مقادیر این پارامتر، پاسخبزرگ

به معنای دیگر امکان سعی و خطا در تعیین مقدار پارامتر به حداقل 

گردد. یا به عبارتی کاهش تر از قبل میرسیده و روش سریع

 شود.می Ecحساسیت سبب تسهیل فرایند تنظیم 

 بوک و زالسک  -حدود کننده بوریستی با ضرایب مسیطرح اف

-حساسیت کمتری را نسبت به ضرایب محدود کننده مینمود و ون

آلبادا به تغییرات پارامتر تسخیر نشان داد. در حالی که دو ضریب ذکر 

-شده اول مقادیر خطای پخش بیشتری را به پاسخ نهایی تحمیل می

-مراه روش افآلبادا به ه-کنند. لذا استفاده از ضرایب مینمود و ون

 شود.تی در تسخیر ورتیسیته توصیه میسی

  در نهایت مشاهده گردید که قرارگیری جمله تسخیر در جواب میانی

تأثیر قابل توجهی بر کاهش حساسیت پاسخ نهایی به مقدار پارامتر 

 تسخیر دارد.

 فهرست علائم -7 
𝐴 شار ضد پخش 
𝐴𝑐 شار ضد پخش اصلاح شده 
𝑒0 انرژی داخلی 
𝐸𝑐 پارامتر تسخیر 
𝐹  شار در جهتx  

𝐹𝐿  شار مرتبه پایین در جهتx 
𝐹𝐻 شار مرتبه بالا در جهتx  
𝐺  yشار در جهت  .

𝐺𝐿  شار مرتبه پایین در جهتy 
𝐺𝐻  شار مرتبه بالا در جهتy 

ℎ0 انرژی کل 
𝑛 بردار یکه جانب به مرکز گردابه 
𝑝 فشار 
𝑆 جمله چشمه 
𝑢  مؤلفه سرعت در جهتx 
𝑣  مؤلفه سرعت در جهتy 
𝑉 بردار سرعت 
𝑊 بردار کمیات جریان 

 علائم یونانی

𝜑 قدر مطلق ورتیسیته 

 ضریب محدود کننده ∅

𝜌 چگالی 

𝛾 نسبت ظرفیت حرارتی 

𝜔 ورتیسیته 
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