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کند و یک گام اساسی های بیولوژیک نقش مهمی در درک رفتار بافت و توسعه مواد مصنوعی برای کاربردهای پزشکی ایفا میسازی بافتمدل 
مهندسی بافت است.  وای از کاربردها شامل کاربردهای پزشکی کننده برای کمک به تحقیقات در محدوده گستردهبینیهای پیشدر توسعه مدل

اند. تابع انرژی کرنشی نولان جدیدترین تابع انرژی کرنشی معرفی ها معرفی شدهسازی شریانی کرنشی مختلف تا به امروز برای مدلتوابع انرژ
سازی دیواره در این تحقیق مدل سازی شریان به صورت دو لایه با استفاده از این تابع انرژی کرنشی تاکنون انجام نشده است.شده است. مدل

شده است. ابتدا معادلات حاکم بر مسأله با استفاده از  های مدیا و ادوانتیشا و با فرض هایپرالاستیک انجامصورت دولایه شامل لایه شریان به
نیروی محوری و ممان پیچشی تحت شرایط استاتیکی بر آن  ،های پیوسته استخراج و شرایط مرزی شامل فشار داخلی شریانروابط محیط

های پیوسته مشخص شدند و سپس معادلات تعادل در مختصات های تنش کوشی با استفاده از روابط مکانیک محیطفهاند مؤلشدهاعمال
اند. معادلات دیفرانسیل جزئی غیرخطی معادلات حاصل از این روند هستند که با استفاده از آمده دستهای کوشی به ای با استفاده از تنشاستوانه

صورت تک لایه  سازی شریان بهآمده است. ابتدا مدلدست  اند و تغییرات تنش در دیواره شریان بهشده یافته حلیمیابی مشتق تعمروش درون
های تجربی نشان ها در دیواره شریان با دادهاند. مقایسه بین تنشهای تجربی مقایسه شدهسازی با دادهشده و نتایج مدلشامل لایه مدیا انجام 

های مدیا و ادوانتیشا صورت دولایه شامل لایه سازی شریان بهسازی مناسب است. سپس مدلرژی کرنشی نولان برای انجام مدلداد که تابع ان
 .اندآمده دست های ایجاد شده در دیواره شریان بهانجام و تنش
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 Biologic tissues modeling play an important role in understanding the tissue behavior and development 
of synthetic materials for medical applications. It is also a vital action to develop the predictive models 
for a wide range of uses including medical and tissue engineering. Various strain energy functions have 

been introduced to model arteries to date. The newest introduced strain energy function is the Nolan 

strain energy function. Two-layer arterial modeling using this strain energy function has not been 
performed so far. In this paper, modeling the arteries was carried out in the form of double layers 

including media and adventitia and hyperelastic material assumption. At first, governing equations were 

driven based on continuum mechanics. Boundary conditions including inner pressure of artery, axial 

load and torque as well as static equilibrium were applied. Moreover, Cauchy stress components were 

gotten by using the continuum mechanics relations. Then, the equilibrium equations in cylindrical 

coordinate were obtained by using the Cauchy stress. Stress distribution through the artery wall was 
specified by solving the resulting nonlinear partial differential equations based on generalized 

differential quadrature method. In the beginning, the artery modeling was conducted in the form of 

monolayer including the media layer and the results were compared with experimental ones, 
comparison between stresses in the artery wall and experimental data showed that the volcanic energy 

function of Nolan is suitable for modeling. After that, the stress distribution was obtained by artery 

modeling in the form of double layers including the media and adventitia layers. 
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 مقدمه 1-

های نرم بیولوژیک در چند سال اخیر مورد توجه ویژه رفتار مکانیکی بافت

انداز مکانیک ویژه از چشم مراجع علمی قرار گرفته است و این امر به

های پیوسته و به خصوص در مورد بافت دیواره شریان مورد توجه محیط

های پیوسته نظیر . خصوصیات بافت نرم مختص بافت[1]بیشتر است 

هاست. ای از این بافتها و مغز هستند. کلاژن بخش عمدهها، شریانماهیچه

مانده شامل الاستین، تیکولین و یک ژل هیدروفیل است که آن را قسمت باقی

از سه  شناسی دیواره شریانی متشکل. تمرکز بر بافت[2]گویند ماده زمینه می

، بخش اینتیما 2وانتیشاو لایه اد 1، لایه مدیا1لایه مجزاست. لایه اینتیما
                                                                                                                                  
1 Intima 
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ها و شامل یک شبکه پیچیده از ترین لایه است. مدیا لایه میانی شریاندرونی

ها و عمدتاً از ترین لایه شریانالیاف کلاژن است. لایه ادوانتیشا خارجی

شده است. ماده زمینه بافتی و های فیبرو پلاست و فیبروسیت تشکیل سلول

 ی ضخیم سازنده این لایه هستند. کلاژن بههاالیاف کلاژن منظم در دسته

کند. الیاف توجهی به قدرت و ثبات دیواره شریان کمک می صورت قابل

دار )مجعد( در ماده صورت موج کلاژن لایه ادوانتیشا در شرایط بدون تنش به

اند که همین امر باعث کمتر شدن سفتی لایه ادوانتیشا شدهزمینه نرم تعبیه 

ها در طول حیات خود شود. شریانیه مدیا در شرایط بدون تنش میدر برابر لا

ها بیماری ترین آنشوند که شایعهایی مختلفی مبتلا میبه بیماری

 آترواسکلروسیس است.

ای از یافتهدر مورد خواص مکانیکی شریان، آرایش منظم بسیار سازمان

های آن( ان )و لایهشود تا دیواره شریدو دسته الیاف کلاژن هلیکال باعث می

در اغلب مسائل از تنش ناشی از حرکت سیال در داخل یا  .باشند ناهمسانگرد

عنوان توان به رو شریان را میشود. از ایننظر میخارج از دیواره شریان صرف

طور کلی یک شریان قرار گرفته در داخل  یک جامد همگن در نظر گرفت. به

وسیله فاچز در سال ت. این امر به های محوری اسبدن تحت پیش کرنش

اولین بار در هنگام جراحی و برای برداشتن یک قسمت کوتاه از  [3] 1900

بدن گزارش شد. شریان در داخل بدن مشابه یک ماده پیش کشیده شده 

فشار داخلی است و استفاده از یک تئوری لازم و ضروری است که تحت 

های دینامیکی عیت برساند. آزمایشهای محدود را به واقنتیجه تغییر شکل

ها تحت دهد. شریانروی بافت شریان رفتار ویسکوالاستیک را نشان می

دهند و در شرایط تنش آرام تحت کشش بارگذاری متناوب مقاومت نشان می

که بارگذاری روی دیواره دهند. هنگامیثابت و بارگذاری ثابت خزش نشان می

گونه که در فرآیندهای یک باشد، و همانشریان بیش از محدوده فیزیولوژ

های آسیب و شکست فعال دهند، مکانیزممکانیکی مانند آنژیوپلاستی رخ می

غیرخطی و  ناهمسانگردشوند. رفتار مکانیکی دیواره شریان یک رفتار می

گیری الیاف و سازی الیاف کلاژن براساس جهتناپذیر است. مدلتقریباً تراکم

توجهی روی گیرد که اثر قابلمی های الیاف انجامیگیرپراکندگی جهت

شده ها یک ماده تقویت سازی شریانهای مکانیکی بافت دارد. برای مدلپاسخ

ی و ناهمسانگردبا الیاف و معمولاً به شکل یک استوانه سه لایه دارای خواص 

ن اولی [4] 1969شوند. فری در سال ناپذیر در نظر گرفته میتقریباً تراکم

یک مدل  2000ی شریان را انجام داد. در سال ناهمسانگردمطالعه درزمینه 

وسیله ساختاری برای توصیف پاسخ غیرفعال مکانیکی بافت شریان به 

شده در این مطالعه معماری  ارائه شد. مدل ارائه [5]هولزآپفل، گاسر و آگدن 

مدیا و ادوانتیشا  عنوان یک لوله جدار ضخیم دولایه شامل دیواره شریان را به

های شریان با در سازی از لایهیک مدل 2006است. در سال  در نظر گرفته

وسیله گاسر، آگدن و هولزآپفل گیری الیاف کلاژن به نظر گرفتن توزیع جهت

سازی توسعه یک چارچوب محیط پیوسته انجام شد. هدف از این مدل [6]

خوبی نشان بدهد.  ژن را بهگیری الیاف کلااست که بتواند پراکندگی جهت

های بالینی مربوط به دهد که بسیاری از مراقبتهای گسترده نشان میتجربه

های پیوسته مورد بررسی توانند در چارچوب مکانیک محیطهای نرم میبافت

وسیله گاسر و همکاران به  2002قرار گیرند. مثلاً بسته شدن شریان در سال 

 [8]وسیله هولزآپفل به  2002ی با بالون در سال یا مسأله آنژیوپلاست [7]

  2000وسیله هامفری در سالمورد بررسی قرار گرفت و پارگی آئوریسم به 

نولان و  2014های خوبی از کاربردها در این زمینه است. در سال نمونه [9]

                                                                                                                                  
1 Media 
2 Adventitia 

سازی جدید برای مدل ناهمسانگردیک فرمول هایپرالاستیک  [10]همکاران 

پذیر هولزآپفل و همکاران قسمت بافت نرم پیشنهاد کردند، زیرا در مدل تراکم

حجم استفاده شده است؛ هم ناهمسانگردمدل از نامتغیرهای  ناهمسانگرد

منظور مدل  های حجمی حساس نیست. بهبنابراین نسبت به تغییر شکل

)مدل  3MAها مدل پذیر آنتراکم ناهمسانگردکردن درست رفتار 

شده برای شده( را ارائه کردند که جدیدترین مدل ارائه غیرایزوتروپ اصلاح

های زیادی برای سازیاز آن هم مدلسازی دیواره شریان است. پس مدل

[ به 11] 2016ها انجام شد، از جمله متحدی و همکاران در سال شریان

راکندگی الیاف پرداختند که تحلیل خمش در دیواره دو لایه شریان با فرض پ

ها هرچند در تمامی مدل ناپذیری انجام شد.البته این مدل هم با فرض تراکم

های برشی ناشی از حرکت سیال در داخل یا ها از تنشیادشده برای شریان

ها باید توجه سازی میکرو رگنظر شد، اما برای مدلخارج از شریان صرف

ها با توجه به آسیب رشی در میکرو رگه تغییرات تنش بکداشته باشیم 

رساندن به لایه اندوتلیال و تغییر در نفوذپذیری و رسوب جرم در داخل میکرو 

عنوان عامل اصلی تشکیل پلاک چربی دارای اهمیت زیادی است و  ها بهرگ

شود های قلبی و عروقی محسوب میجزء فاکتورهای مهم در ایجاد بیماری

[12.] 

سازی دیواره شریان به صورت دو لایه رای نخستین بار مدلدر این مقاله ب

شود. دیواره انجام می [10]با استفاده از تابع انرژی کرنشی نولان و همکاران 

 های مدیا و ادوانتیشا و بهشامل لایه شریان یک استوانه جدار ضخیم دولایه

. شودپذیری خیلی کم در نظر گرفته میبا تراکم ناهمسانگردصورت 

ها در شود و توزیع تنشسازی با اعمال شرایط مرزی مناسب انجام میمدل

 آیند.دیواره شریان به دست می

 معادلات حاکم -2

های ها و تنشبخش معادلات کلی که توصیف پیوستگی، تغییر شکل ایندر 

طور کلی شریان برای شود. به کنند، بیان میماده را فراهم می هایپرالاستیک

ای در نظر گرفته عنوان یک لوله جدار ضخیم استوانه ها بهبررسی تغییر شکل

برای بررسی تغییر  .[5]های مختلف قرار دارد شود که تحت بارگذاریمی

که در گونه های پیوسته همانهای شریان براساس روابط مکانیک محیطشکل

و مختصات تغییر شکل یافته با  𝛺0مشخص است، مختصات اولیه با 1شکل 

𝛺  ها از نمادگذاری برای نشان دادن تغییر شکلشده است. نشان داده

𝜒: 𝛺0 → 𝑅3 شود که این تغییر شکل مختصات اولیه استفاده می𝛸 ∈ 𝛺0 

𝑥را به موقعیت  = 𝜒(𝛸) ∈ 𝛺  در مختصات تغییر شکل یافته𝛺  منتقل

هر نقطه از مختصات اولیه را به مختصات تغییر شکل یافته  χکند. تبدیل می

 دهد.انتقال می

مشخص است مختصات اولیه و تغییر شکل   2گونه که در شکلهمان

 است. (1)به صورت رابطه  ای برای شریان مورد نظریافته در مختصات استوانه

(1) 
{

𝑅𝑖 ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑜

0 ≤ 𝛩 ≤ 2𝜋 − 𝛼
0 ≤ 𝑍 ≤ 𝐻

} {
𝜒: 𝛺0 → 𝑅3

𝜒 = 𝑟𝑒̂𝑟 + 𝜃𝑒̂𝜃 + 𝑧𝑒̂𝑧
} {

𝑟𝑖 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟𝑜
0 ≤ 𝜃 ≤ 2π
0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ

} 

در مختصات تغییر شکل یافته براساس مقاله  𝑧و   𝜃و  𝑟متغیرهای

به دست  (2-4)صورت روابط  به [5] 2000هولزآپفل و همکاران در سال 

 .[5]آیند می

(2) 𝜃 = 𝑘𝛩 + 𝑍
𝛷

𝐻
 

𝑘  (2)که در رابطه = 2π 2π − 𝛼⁄ کننده زاویهبیانشده است و عریفت 
 

                                                                                                                                  
3 Modified anisotropic model 
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 𝛼بازشدگی مناسب لوله در مختصات بدون تنش )مختصات اولیه( است، 

ای در مختصه دوم دستگاه مختصات استوانه 𝜃زاویه قطاع بازشدگی و 

زاویه پیچش استوانه  𝛷مختصه دوم در دستگاه اولیه،  𝛩مختصات اویلرین، 

ای برای مختصه سوم دستگاه مختصات استوانه 𝑍خوردگی و ناشی از پیچ

0حالت اولیه،  ≤ 𝑍 ≤ 𝐻 ( است.3به صورت رابطه ) 
(3) 𝑧 = 𝜆𝑧𝑍 

 است. 𝑧کشش محوری در جهت محور  𝜆𝑧 (3)که در رابطه 

اولیه و تغییر شکل یافته  توان برای دو استوانهبرای بیان تغییر حجم می

 را نوشت. (4)رابطه 

(4) 𝐽 =
𝑑𝑣

𝑑𝑉
=

2𝜋(𝑟2 − 𝑟𝑖
2)𝑧

(2𝜋 − 𝛼)(𝑅2 − 𝑅𝑖
2)𝑍

 

رابطه مناسب برای به دست آوردن شعاع شریان در مختصات تغییر شکل 

 شود.بیان می (5)صورت رابطه  یافته به

(5) 𝛾 = √
𝐽

𝑘𝜆𝑧
(𝑅2 − 𝑅𝑖

2) + 𝑟𝑖
2 

 خواهد بود. (6)صورت رابطه  به χبنابراین 

(6) 

𝜒 = (√
𝐽

𝑘𝜆𝑧
(𝑅2 − 𝑅𝑖

2) + 𝑟𝑖
2)𝑒̂𝑟 + (𝑘𝛩 + 𝑍

𝛷

𝐻
)𝑒̂𝜃

+ (𝜆𝑧𝑍)𝑒̂𝑧 

 ایهای محوری در مختصات استوانهکشش -2-1

𝜆طور کلی کشش محوری از رابطه  به = 𝑑𝑙∗ 𝑑𝑙⁄ جا در این .آیدبه دست می

,𝑟)هایکشش محوری در راستای جهت 𝜃, 𝑧)   (7-9)های وسیله رابطهبه 

 اند.شدهبیان

(7) 𝜆𝑟 =
𝜕𝑟

𝜕𝑅
=

𝐽𝑅

𝑟𝑘𝜆𝑧
 

(8) 𝜆𝜃 =
𝑟

𝑅

𝜕𝜃

𝜕𝛩
=

𝑟𝑘

𝑅
 

(9) 𝜆𝑧 =
𝑧

𝑍
 

های ممکن در لوله زاویه پیچش هم برای توصیف تمامی تغییر شکل

شده است بیان  (10)ای باید تعریف گردد. این زاویه براساس رابطه استوانه

[5]. 

 

 
Fig. 1 deformation of initial coordinates to deformed coordinates [13] 

 [13]تغییر شکل از مختصات اولیه به مختصات تغییر شکل یافته  1شکل 

 
Fig. 2 Boundary conditions on the arteries [5] 

 [5] شرایط مرزی روی شریان 2شکل 

 

(10) 𝛾 = 𝑟
𝛷

ℎ
 

𝐹(𝑋)تانسور گرادیان تغییر شکل  = 𝜕𝜒(𝑋) 𝜕(𝑋)⁄  است و در

 .[13]شود بیان می (11)صورت رابطه  ای بهمختصات استوانه

(11) 

[𝐹] =

[
 
 
 
 
 

𝜕𝑟

𝜕𝑅

1

𝑅

𝜕𝑟

𝜕𝛩

𝜕𝑟

𝜕𝑍

𝑟
𝜕𝜃

𝜕𝑅

𝑟

𝑅

𝜕𝜃

𝜕𝛩
𝑟
𝜕𝜃

𝜕𝑍
𝜕𝑧

𝜕𝑅

1

𝑅

𝜕𝑧

𝜕𝛩

𝜕𝑧

𝜕𝑍 ]
 
 
 
 
 

 

گرادیان تغییر  (11)های تانسور رابطه با انجام مشتقات مربوط به درایه

بیان  (12)صورت رابطه  بعدی بهای برای حالت سهشکل در مختصات استوانه

 شود.می

(12) 
𝐹 = 𝜆𝑟𝑒̂𝑟 ⊗ 𝐸̂𝑅 + 𝜆𝜃𝑒̂𝜃 ⊗ 𝐸̂𝛩 + 𝛾𝜆𝑧𝑒̂𝜃 ⊗ 𝐸̂𝑍 + 𝜆𝑧𝑒̂𝑧

⊗ 𝐸̂𝑍 
 کوشی راست در مختصات لاگرانژین-تانسور تغییر شکل گرین

𝐶 = 𝐹𝑇𝐹 شده است.بیان  (13)صورت رابطه  به 

(13) 
𝐶 = 𝜆𝑟

2𝐸̂𝑅 ⊗ 𝐸̂𝑅 + 𝜆𝜃
2 𝐸̂𝛩 ⊗ 𝐸̂𝛩 + 𝛾𝜆𝑧𝜆𝜃(𝐸̂𝛩 ⊗ 𝐸̂𝑍 + 𝐸̂𝑍

⊗ 𝐸̂𝛩) + 𝜆𝑧
2(1 + 𝛾2)𝐸̂𝑍 ⊗ 𝐸̂𝑍 

 و تانسور کوشی چپ هم از گرادیان تغییر شکل براساس رابطه

𝐵 = 𝐹𝐹T شده است.بیان  (14)صورت رابطه  به 

(14) 
𝐵 = 𝜆𝑟

2𝑒̂𝑟 ⊗ 𝑒̂𝑟 + (𝜆𝜃
2 + 𝛾2𝜆𝑧

2)𝑒̂𝜃 ⊗ 𝑒̂𝜃 + 𝛾𝜆𝑧
2(𝑒̂𝜃

⊗ 𝑒̂𝑧 + 𝑒̂𝑧 ⊗ 𝑒̂𝜃) + 𝜆𝑧
2𝑒̂𝑧 ⊗ 𝑒̂𝑧 

آمده و درایه برشی که در تانسور دیده  دست از تانسورهای کوشی به

های اصلی نیستند. های ماده تغییر شکلشود مشخص است که تغییر شکلمی

های تانسور کوشی مستقل خطی نیستند و این مسأله دیگر درایه عبارتبه 

خواهد  ادامه روابط و حل معادلات نهایی حاکم بر مسأله را با مشکل مواجه

کرد. برای رفع این مشکل باید تانسور کوشی حول یک محور دوران داده شود 

های های غیراصلی تانسور کوشی صفر شوند و در واقع تغییر شکلتا درایه

در  (15)های محوری اصلی رابطه اصلی به دست آیند. برای این کار کشش

 است. شده نظر گرفته

(15) 𝜆𝑖 , 𝑖 = {1,2,3} 
شده و بنابراین بردارهای یکه  دوران داده rتانسور کوشی حول محور 

 است. شده برای دوران در نظر گرفته (16)رابطه 

𝑉(1) = 𝑒̂𝑟 ,  
𝑉(2) = cos𝜓𝑒̂𝜃 + sin𝜓𝑒̂𝑧, 

(16) 𝑉(3) = −sin𝜓𝑒̂𝜃 +          cos𝜓𝑒̂𝑧 
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 آید.به دست می (17)های اصلی از رابطه تانسور کوشی چپ برای کشش

(17) 𝐵 = 𝜆1
2𝑉(1) ⊗ 𝑉(1) + 𝜆2

2𝑉(2) ⊗ 𝑉(2) + 𝜆3
2𝑉(3) ⊗ 𝑉(3) 

ها های متناظر آندانیم که شرط برابری دو تانسور این است که درایهمی

 (15)با توجه به رابطه  (17,14)با یکدیگر برابر باشند؛ بنابراین معادلات 

شوند. در نتیجه مربوط به تانسور کوشی چپ با یکدیگر برابر قرار داده می

 آیند.به دست می (18-21)روابط 

(18) 𝜆𝑟 = 𝜆1 
(19) 𝜆𝜃

2 + 𝛾2𝜆𝑧
2 = 𝜆2

2cos2𝜓 + 𝜆3
2sin2𝜓 

(20) 𝛾𝜆𝑧
2 = 𝜆2

2sin𝜓cos𝜓 − 𝜆3
2sin𝜓cos𝜓 

(21) 𝜆𝑧
2 = 𝜆2

2sin2𝜓 + 𝜆3
2cos2𝜓 

 آید.به دست می (23,22)که نتیجه به صورت روابط 

(22) 𝜆𝜃 =
𝜆2𝜆3

𝜆𝑧
 

(23) 𝜓 =
1

2
arctan (

2𝛾(𝜆𝑧)
2

(𝜆𝜃)2 − (𝜆𝑧)
2 + 𝛾2 − 1

) 

 سازی دیواره شریانتابع انرژی کرنشی مناسب برای مدل-2-2

در مطالعات گذشته توابع انرژی کرنشی زیادی برای توصیف پاسخ مکانیکی 

سازی و بررسی رفتار ها برای مدلها پیشنهاد شده و از آندیواره شریان

ها سازیشده است. بسیاری از مدلها استفاده مکانیکی دیواره شریان

دارای وجه  هیچ سازی لوله جدار نازک بوده که بهدرگذشته براساس مدل

ها نیست. بعضی توابع انرژی کرنش مناسب برای دیواره شریان-پاسخ تنش

ها براساس سازیشده و مدلسانگردی در نظر گرفته کرنشی با فرض هم

شده است که ناپذیر انجام سانگرد و تراکمسازی دیواره جدار ضخیم هممدل

ه به تر است، اما با توجاین روش به پاسخ مکانیکی شریان نزدیک

ی دیواره شریان به دلیل وجود الیاف کلاژن و نقش مهم و حیاتی ناهمسانگرد

ها در تحمل بارهای وارده از دقت لازم برخوردار نیست. مطالعات جدید و آن

ناپذیری ارائه شدند که به پاسخ ی و تراکمناهمسانگردهای معتبرتر با فرض

 تر هستند.مکانیکی شریان نزدیک

تابع انرژی کرنشی که برای بیان  [14] 1970در سال  هوپمن و همکاران

صورت  معادلات ساختاری حاکم بر رفتار مکانیکی دیواره شریان است را به

 در نظر گرفتند. (24)ای رابطه تابع چندجمله
(24) 𝑊 = 𝑤(𝐼1 − 3, 𝐼2 − 3, 𝐼3 − 1) 

𝐼1، 𝐼2  و𝐼3  نامتغیرهای کرنش الاستیک غیرخطی هستند و این تابع

 است. 𝐼3و  𝐼1، 𝐼2انرژی فقط تابعی از 

صورت  از تابع انرژی کرنشی به [15]کاسیانو و همکاران  1979در سال 

 استفاده کردند. (25)صورت رابطه  ای و نمایی بهترکیبی از توابع چندجمله

(25) 

𝑊 = 𝛼1[exp(𝛼2𝑒11
2 + 𝛼3𝑒11𝑒22 + 𝛼4𝑒22

2 + 𝛼5𝑒11
2 𝑒22

+ 𝛼6𝑒11𝑒22
2 ) − 1]

+ [𝛼7𝑒22 𝑒𝑥𝑝(𝛼8𝑒𝑒𝑒) + 𝛼9𝑒11

+ 𝛼10]𝑒12
2  

𝛼𝑖(𝑖 = 1,2,… ,𝑒𝑖𝑗(𝑖های الاستیک ماده و ثابت (10, 𝑗 = 1,2) 

های تانسور تغییر شکل هستند. این تابع انرژی کرنشی با فرض درایه

 شده است.سانگردی ارائه هم

 1983وسیله چانگ و فانگ در سال به  شده تابع انرژی کرنشی ارائه

سازی را شاید بتوان یکی از پرکاربردترین توابع انرژی کرنشی برای مدل [16]

جهت است که این مدل  ها دانست. اهمیت این تابع انرژی از آندیواره شریان

ها در نظر سازیی و غیرخطی بودن را برای مدلناهمسانگردهای هر دو ویژگی

صورت نمایی و در رابطه  تابع انرژی کرنشی در مدل چانگ بهگرفته است. 

 شده است.نشان داده  (26)

 𝑊 =
𝜉

2𝜌0
exp (𝑄) 

(26) 
𝑄 = 𝑏1𝐸𝜃

2 + 𝑏2𝐸𝑧
2 + 𝑏3𝐸𝑟

2 + 2𝑏4𝐸𝜃𝐸𝑍 + 2𝑏5𝐸𝑧𝐸𝑟

+ 2𝑏6𝐸𝑟𝐸𝜃 
𝑏𝑖(𝑖 (26)در رابطه  = 1,2,… 𝐸𝑟های ماده، ثابت 𝜉ها و (6 , 𝐸𝜃 , 𝐸𝑧 

چگالی ماده  𝜌0ای و های کرنش گرین در مختصات لاگرانژین استوانهدرایه

تابع انرژی کرنشی واحد در مختصات اولیه  Wسازنده شریان است. 

ترین تابع انرژی کرنشی از نوع چانگ به کلی دهد.)لاگرانژین( را نشان می

 .[17]فرموله شد  1999وسیله هامفری و همکاران در سال 

وسیله هولزآپفل و همکاران در سال شده به تابع انرژی کرنشی معرفی

بوده  2000شده پس از سال  های انجامسازیپایه بسیاری از مدل [5] 2000

ی مدیا و ادوانتیشا دارای است. این فرم از تابع انرژی کرنشی برای هر دولایه

است، که این  نگردناهمساسانگرد و اعتبار است. این تابع شامل دو قسمت هم

 ((.27صورت کامل از یکدیگر جدا هستند )رابطه ) دو قسمت به
(27) 𝛹̅(𝐶̅, 𝑎01, 𝑎02) = 𝛹̅iso(𝐶̅) + 𝛹̅aniso(𝐶̅, 𝑎01, 𝑎02) 

شده است. با  ناپذیر در نظر گرفتهمدل اصلی هولزآپفل برای مواد تراکم

مدول حال یک نوع از این تابع انرژی کرنشی وجود دارد که در آن از  این

توان از فرض شده است؛ بنابراین درجاهایی که نمی بالک استفاده

کم  یپذیرکه قصد استفاده از فرض تراکمناپذیری استفاده کرد و یا اینتراکم

کار برد و تابع انرژی کرنشی در این مدل به توان این تابع را بهوجود دارد می

 شده است. ارائه (28)صورت رابطه 

(28) 
𝛹̅(𝐶̅, 𝑎01, 𝑎02) = 𝛹vol(𝐽) + 𝛹̅iso(𝐶̅)

+ 𝛹̅aniso(𝐶̅, 𝑎01, 𝑎02) 
حجم سانگرد همهای همبه ترتیب قسمت 𝛹̅anisoو  𝛹̅isoدر معادله بالا 

𝐶̅ حجم انرژی کرنشی آزاد، هم ناهمسانگردو  = 𝐽−2 3⁄ 𝐶  مزدوج تانسور

 حجم است.تغییر شکل کوشی هم

از  سازی شریان با استفادهبا مدل [10] 2014نولان و همکاران در سال 

پذیر هولزآپفل و همکاران نتیجه گرفتند که تابع فوق تابع انرژی کرنشی تراکم

خوبی مدل  به ناهمسانگردپذیر و ها را برای شریان در حالت تراکمتغییر شکل

ها همچنین تابع موردنظر خودشان را برای جایگزینی با تابع کند. آننمی

ولزآپفل و همکاران معرفی کردند که آن را تابع غیرایزوتروپ پذیر هتراکم

 ناهمسانگردموجب این اصلاح تابع انرژی کرنشی گویند. به شده می اصلاح

جای  به 𝐶شده از تانسور مرتبه دوم تغییر شکل کوشی  یک تابع تماماً تشکیل

 است. (29)به صورت رابطه  𝐶̅حجم خودش قسمت هم

(29) 
𝛹(𝐽, 𝐶, 𝑎04, 𝑎06) = 𝛹vol(𝐽) + 𝛹iso(𝐽, 𝐶)

+ 𝛹aniso(𝐶, 𝑎04, 𝑎06) 
 داریم. (28)از رابطه  (30-32)که روابط 

(30) 𝛹vol(𝐽) =
1

2
𝑘0(𝐽 − 1)2 

(31) 𝛹̅iso(𝐶̅) =
1

2
𝜇0(𝐼1̅ − 3) 

(32) 𝛹aniso(𝐶, 𝑎04, 𝑎06) =
𝐾1

2𝐾2
∑ {exp[𝐾2(𝐼𝑖 − 1)2] − 1}

𝑖=4,6

 

تابع انرژی کرنشی نولان و همکاران جدیدترین تابع انرژی کرنشی معرفی 

پذیر هولزآپفل و شده است که با برطرف کردن عیوب تابع انرژی کرنشی تراکم

رود. در این مقاله از تابع انرژی کار میسازی شریان بههمکاران برای مدل

 استفاده شده است.سازی شریان برای مدل [10]کرنشی نولان و همکاران 
 

 ها از تابع انرژی کرنشیمحاسبه تنش -2-3

شده با در اختیار داشتن تابع انرژی کرنشی نولان و همکاران از معادله شناخته

 کیرشهف استفاده شده-وع دوم پیولابرای به دست آوردن تنش ن (33)رابطه 
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 .[5]است 

(33) 𝑆 = 2
𝜕𝛹(𝐶)

𝜕𝐶
𝐹𝑇 

با استفاده از  (33)کیرشهف رابطه  –با استفاده از تنش نوع دوم پیولا 

 .[13]آید تنش کوشی در مختصات اویلرین به دست می (34)رابطه 

(34) 𝜎 = 𝐽−1𝐹𝑆𝐹T 
را نشان  (29)تنش کوشی حاصل از تابع انرژی کرنشی رابطه  (35)رابطه 

 دهد.می

(35) 

𝜎 = 𝑘0(𝐽 − 1)𝐼 + 𝜇0 [𝐵 −
1

3
𝐼1𝐼]

+ 2𝐽−1𝐾1 ∑ (𝐼𝑖
𝑖=4,6

− 1)exp {[𝐾2(𝐼𝑖 − 1)2 − 1]}(𝑎𝑖

⊗ 𝑎𝑖) 
مدول برشـی  𝜇0مدول بالک ایزوتروپیـک،  𝑘0 (35)در رابطه 

 بردارهـایهـای غیـرایزوتـروپیـک مـاده و ثابت 𝐾2و  𝐾1ایزوتروپیـک، 

a𝑖 = 𝐹𝑎0𝑖(𝑖 =  های الیاف در مختصات اویلرین هسـتند.جهت (4,6

𝐼1(𝐶)نامتغیر اول از رابطه  = 𝐼1(𝐵) = 𝑡𝑟𝑎𝑐(𝐶) آید، به دست می

 به صورت زیر است. (36)بنابراین رابطه 

(36) 𝐼1(𝐶) = 𝜆1
2 + 𝜆2

2 + 𝜆3
2 

مربوط به جهت الیاف کلاژن در دیواره شریان   𝐼6و 𝐼4و نامتغیرهای 

شود صورت یک استوانه جدار ضخیم در نظر گرفته می هستند. مدل شریان به

اند و جهت ل در ماده زمینه آن جاسازی شدهکه دودسته الیاف کلاژن هلیکا

جهت الیاف در  (37)های روابط این الیاف عمود بر یکدیگر است. بردار هادی

 .[5]مختصات اولیه هستند 

(37-a) 𝑎04 = [0 cos𝛽 sin𝛽] 
(37-b) 𝑎06 = [0 cos𝛽 −sin𝛽] 

نامتغیرهای چهارم و ششم وابسته به جهت الیاف کلاژن هستند و از 

 آیند:به دست می (39,38)های رابطه

(38) 𝐼4 = 𝑎04. 𝐶𝑎04 = 𝐶22cos2𝛽 + 2𝐶23sin𝛽cos𝛽 + 𝐶33sin
2𝛽 

(39) 𝐼6 = 𝑎06. 𝐶𝑎06 = 𝐶22cos2𝛽 − 2𝐶23sin𝛽cos𝛽 + 𝐶33sin
2𝛽 

,𝑖ها  𝐶𝑖𝑗که 𝑗 =  اند.بیان شده (40)در روابط   1,2,3

(40-a) 𝐶11 = 𝜆𝑟
2 = 𝜆1

2 

(40-b) 𝐶22 = 𝜆𝜃
2 = (

𝜆2𝜆3

𝜆𝑧
)2 

(40-c) 𝐶23 = 𝐶32 = 𝑟
𝛷𝜆2𝜆3

ℎ
 

(40-d) 𝐶33 = 𝜆𝑧
2(1 + 𝛾2) = 𝜆𝑧

2(1 + (𝑟
𝛷

ℎ
)
2

) 

𝛽 هـای های تنش کوشـی حاصل از رابطهزاویه جهت الیاف است. مؤلفـه

 آیند.به دست می (45-41)

(41) 𝜎𝑟𝜃 = 𝜎𝜃𝑟 = 𝜎𝑟𝑧 = 𝜎𝑧𝑟 = 0 

(42) 𝜎𝑟𝑟 = 𝑘0(𝐽 − 1) +
1

3
(2𝜆1

2 − 𝜆2
2 − 𝜆3

2) 

(43) 

𝜎𝜃𝜃 = 𝑘0(𝐽 − 1) + 𝜇0𝐽
−5

3 (𝜆2
2cos2𝜓 + 𝜆3

2sin2𝜓 −
1

3
𝜆1

2

−
1

3
𝜆2

2 −
1

3
𝜆3

2)

+ 2𝐽−1𝐾1[𝐿(𝑎4 ⊗ 𝑎4)22

+ 𝑁(𝑎6 ⊗ 𝑎6)22 

(44) 

𝜎𝑧𝑧 = 𝑘0(𝐽 − 1) + 𝜇0𝐽
−5

3 [𝜆2
2sin2𝜓 + 𝜆3

2cos2𝜓 −
1

3
𝜆1

2

−
1

3
𝜆2

2 −
1

3
𝜆3

2]

+ 2𝐽−1𝐾1[𝐿(𝑎4 ⊗ 𝑎4)33

+ 𝑁(𝑎6⨂𝑎6)33] 

(45) 

𝜎𝑧𝜃 = 𝜎𝜃𝑧 = 𝜇0𝐽
−5

3 [(𝜆2
2 − 𝜆3

2)sin𝜓cos𝜓]
+ 2𝐽−1𝐾1[𝐿(𝑎4 ⊗ 𝑎4)23

+ 𝑁(𝑎6 ⊗ 𝑎6)23] 
شوند بیان می (47,46) وسیله روابطبه  N و L، (43-45)هـای رابطهدر 

[5]. 

(46) 𝐿 = (𝐼4 − 1)exp{𝐾2(𝐼4 − 1)2 − 1} 
(47) 𝑁 = (𝐼6 − 1)exp{𝐾2(𝐼6 − 1)2 − 1} 

 معادلات تعادل و شرایط مرزی -2-4

ای هستند. معادلات حاکم بر مسأله همان معادلات تعادل در مختصات استوانه

شوند بیان می (48)صورت روابط  ای بهاین معادلات برای مختصات استوانه

[13]. 

(48-a) 𝜕𝜎𝑟𝑟

𝜕𝑟
+

𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃

𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎𝑟𝜃

𝜕𝜃
+

𝜕𝜎𝑟𝑧

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑟 = 0 

(48-b) 
𝜕𝜎𝑟𝜃

𝜕𝑟
+

2𝜎𝑟𝜃

𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎𝜃𝜃

𝜕𝜃
+

𝜕𝜎𝜃𝑧

𝜕𝑧
+ 𝑓𝜃 = 0 

(48-c) 
𝜕𝜎𝑧𝑟

𝜕𝑟
+

𝜎𝑧𝑟

𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎𝑧𝜃

𝜕𝜃
+

𝜕𝜎𝑧𝑧

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑧 = 0 

که در مسأله نیروهای جسمی وجود ندارد می توان رابطه با توجه به این

 را نوشت. (49)

(49) 𝑓𝑟 = 𝑓𝜃 = 𝑓𝑧 = 0 
گرفتن گذاری این مقادیر در معادلات تعادل اولیه و با در نظر با جای

��ویژگی تقارن محوری مسأله ) 𝜕𝜃⁄ = (، معادلات تعادل برای مسأله مورد 0

 شوند.بیان می (50)صورت روابط  بررسی در این مقاله به

(50-a) 𝜕𝜎𝑟𝑟

𝜕𝑟
+

𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃

𝑟
= 0 

(50-b) 
𝜕𝜎𝜃𝑧

𝜕𝑧
= 0 

(50-c) 
𝜕𝜎𝑧𝑧

𝜕𝑧
= 0 

 شرایط مرزی -2-5

این معادلات، معادلات دیفرانسیل با  از شکل معادلات تعادل پیداست به

 مشتقات جزئی غیرخطی هستند.

 صفر است. این شرط مرزی به rروی مرز دیواره خارجی تنش در جهت 

 .[5]گردد اعمال می (51)صورت رابطه 

(51) 𝜎𝑟𝑟(𝑟 = 𝑟𝑜) = 0 
، برابر و خلاف جهت فشار موجود  𝜎𝑟𝑟در مرز داخلی شریان مقدار تنش

 .[5]است (52)در شریان به صورت رابطه 

(52) 𝑝𝑖 = −𝜎𝑟𝑟(𝑟 = 𝑟𝑖) = ∫ (𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑟𝑟)
𝑑𝑟

𝑟

𝑟𝑜

𝑟𝑖

 

شود که وسیله یک شرط ضعیف بیان میدرواقع به  zشرط مرزی روی 

گیری، نیروی محوری وارد به شریان براساس معادله در این شرط با انتگرال

 .[5]آید به دست می (53)

(53) 𝑃 = 2𝜋 ∫ 𝜎𝜃𝜃𝑟𝑑𝑟
𝑟𝑜

𝑟𝑖

 

مشخص شده  (54)یافته محوری رابطه برای حل عددی نیروی کاهش

 گیرد.و محاسبات براساس آن انجام می [5]است 

(54) 𝐹 = 𝑃 − π𝑟𝑖
2𝑝𝑖 

های احتمالی برای شریان پیچش است و شرط یکی از تغییر شکل

 صورت رابطه شود. که بهمرزی پیچش هم برای شریان در نظر گرفته می

 .[5]بیان شده است  (55)

(55) 𝑀𝑡 = ∫ 𝜎𝜃𝑧𝑟
2𝑑𝑟

𝑟𝑜

𝑟𝑖
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با در نظر گرفتن شرایط مرزی یادشده شرایط تعادل استاتیکی برای 

های با حل معادلات و شرایط مرزی با استفاده از روش .گرددشریان اعمال می

 ها برای حالت یک لایه به دست خواهد آمد.عددی مناسب پاسخ تنش

 تحلیل شریان با فرض دو لایه -2-6

توابع انرژی کرنشی مورد استفاده برای حالت دولایه مشابه تابع انرژی کرنشی 

 ها بههای متفاوت برای هرکدام از لایهحالت یک لایه هستند، اما با ثابت

 .[5]اند بیان شده (56)صورت روابط 

(56-a) 

𝛹𝑀 =
1

2
𝑘0𝑀(𝐽 − 1)2 +

1

2
𝜇0𝑀(𝐼1̅𝑀 − 3)

+
𝐾1𝑀

2𝐾2𝑀
∑ {exp[𝐾2𝑀(𝐼𝑖𝑀 − 1)2]

𝑖=4,6

− 1} 

(56-b) 

𝛹𝐴 =
1

2
𝑘0𝐴(𝐽 − 1)2 +

1

2
𝜇0𝐴(𝐼1̅𝐴 − 3)

+
𝐾1𝐴

2𝐾2𝐴
∑ {exp[𝐾2𝐴(𝐼𝑖𝐴 − 1)2]

𝑖=4,6

− 1} 
برای دو لایه شش پارامتر برای  (56)در توابع انرژی کرنشی معادلات 

برای لایه مدیا و  𝐾2𝑀و  𝑘0𝑀 ،𝐾1𝑀دهنده شریان وجود دارد که مواد تشکیل

𝑘0𝐴،𝐾1𝐴   و𝐾2𝐴 .برای لایه ادوانتیشا هستند 

 شرایط مرزی دو لایه -2-7

های شعاعی در دیواره خارجی لایه ادوانتیشا صفر است. این شرط مرزی تنش

 گردد.اعمال می (57)صورت معادله  به

(57) 𝜎𝑟𝑟(𝐴)(𝑟 = 𝑟𝑜(𝐴)) 
برابر   𝜎𝑟𝑟اما در مرز داخلی شریان مقدار تنش در جهت شعاعی یا همان

صورت  و در خلاف جهت فشار موجود در شریان است. این شرط مرزی به

 گردد.اعمال می (58)ضعیف و به شکل معادله 

(58) 

𝑝𝑖 = −𝜎𝑟𝑟(𝑀)(𝑟𝑖(𝑀))

= −[∫ (𝜎𝑟𝑟(𝑀)

𝑟𝑜(𝑀)

𝑟𝑖(𝑀)

− 𝜎𝜃𝜃(𝑀))
𝑑𝑟(𝑀)

𝑟(𝑚)

+ ∫ (𝜎𝑟𝑟(𝐴) − 𝜎𝜃𝜃(𝐴))
𝑑𝑟(𝐴)

𝑟(𝐴)

𝑟𝑜(𝐴)

𝑟𝑖(𝐴)

 

وسیله یک شرط ضعیف حاصل واقع به در zشرط مرزی نیرویی روی 

گیری روی دو لایه نیروی محوری وارد به شود که در این شرط با انتگرالمی

 آید.به دست می (59)شریان از رابطه 

(59) 

𝑃 = 2𝜋 ∫ 𝜎𝑧𝑧(𝑀)𝑟(𝑀)𝑑𝑟(𝑀)
𝑟𝑜(𝑀)

𝑟𝑖(𝑀)

+ ∫ 𝜎𝑧𝑧(𝐴)𝑟(𝐴)𝑑𝑟(𝐴)
𝑟𝑜(𝐴)

𝑟𝑖(𝐴)

 

یافته محوری تعریف شده که محاسبات برای حل عددی نیروی کاهش

 بیان شده است. (60)صورت رابطه  گیرد و بهبراساس آن انجام می

(60) 𝐹 = 𝑃 − π𝑟𝑖(𝑀)
2 𝑝𝑖 

های احتمالی برای شریان پیچش است و یک شرط یکی از تغییر شکل

رزی به شود. این شرط ممرزی پیچش هم برای شریان در نظر گرفته می

 بیان شده است. (61) وسیله رابطه

𝑀𝑡 = ∫ 𝜎𝜃𝑧(𝑀)𝑟(𝑀)2𝑑𝑟(𝑀) + ∫ 𝜎𝜃𝑧(𝐴)𝑟(𝐴)2𝑑𝑟(𝐴)
𝑟𝑜(𝐴)

𝑟𝑖(𝐴)

𝑟𝑜(𝑀)

𝑟𝑖(𝑀)

 

(61) 

ها در جهت شعاعی در مرز مشترک شرایط مرزی پیوستگی برای ترکشن

 شده است.اعمال (62)صورت رابطه  دولایه هم برقرار و به

درنهایت شرایط تعادل استاتیکی برای شریان اعمال و با حل معادلات و 

های عددی مناسب پاسخ برای حالت شرایط مرزی بالا با استفاده از روش

 دولایه به دست خواهد آمد.

 روش حل عددی -3

سازی مکانیکی دیواره شریان معادلات تعادل حاکم هستند. با اعمال در مدل

آمده یک دستگاه معادلات  دست های کوشی بهاین معادلات بر تنش

گردد که این دیفرانسیل با مشتقات جزئی مرتبه اول غیرخطی حاصل می

 معادلات باید با استفاده از شرایط مرزی مناسب و با یک روش مناسب عددی

های تنش کوشی در معادلات تعادل و با توجه گذاری مؤلفهحل شوند. با جای

,𝜆1های تنش فقط سه مجهول که در مؤلفهبه این 𝜆2 و𝜆3  وجود دارند و

گیرد، مورد بررسی قرار می  r ,zهایصورت دوبعدی در جهت که مسأله بهاین

𝜆1��مشتقات جزئی  𝜕𝑟⁄ , 𝜕𝜆2 𝜕𝑟⁄ , 𝜕𝜆3 𝜕𝑟⁄  در جهتr  و مشتقات جزئی

𝜕𝜆1 𝜕𝑧⁄ , 𝜕𝜆2 𝜕𝑧⁄ , 𝜕𝜆3 𝜕𝑧⁄  در جهتz آیند. در معادلات به وجود می

حل نیستند؛ بنابراین باید با های تحلیلی قابل معادلات حاصل با روش

صورت  های تقریبی بههای تقریبی عددی حل شوند. در اغلب موارد حلروش

شود. در لًا مشخص بیان میها در نقاط گره کامبه دست آوردن مقادیر تابعک

های مهم و احتمالی رابطه بین مشتقات جزئی در این مرحله یکی از پرسش

ها در نقاط گره است. پلی که این دو را به معادلات دیفرانسیل و مقدار تابعک

سازی عددی است. این های گسستهکند عبارت از تکنیکهم وصل می

سازی و حل عددی به روش گسسته حل تقریبی استها متناسب با راهتکنیک

سازی متعددی برای حل این معادلات های گسستهحلراه شود.نامیده می

 2(، المان محدودFD) 1های تفاضل محدودوجود دارند. در این میان روش

(FEو حجم محدود )3 (FVدر گروه روش ) های حل مرتبه پایین قرار

 گیرند.می

 4یافتهتعمیمیابی مشتق روش درون -3-1

سازی کارآمد برای به دست آوردن حل در جستجوی یک روش گسسته

روش دیفرانسیل  1971های کم، بلمن و همکاران در سال عددی با تعداد گره

در بسیاری از مسائل حجم محاسبات با  .[18]را معرفی کردند  5کوادراچر

بلمن و همکاران وسیله شده به  استفاده از روش دیفرانسیل کوادراچر معرفی

صورت مجموع  کند. در این روش مشتقات جزئی بهکاهش پیدا می

ای در ضرایب وزنی همان نقاط تقریب ضرب مقادیر یک تابع چندجملهحاصل

های مشتق طور خلاصه زمانی که مشتقات جزئی با تقریبشود. به زده می

ستگاه معادلات یافته جایگزین شوند، معادله دیفرانسیل جزئی به یک دتعمیم

جبری برای مسائل مستقل از زمان و یک سیستم معادلات دیفرانسیل 

معمولی برای مسائل مقدار اولیه و یا مسائل مقدار مرزی وابسته به زمان 

های عددی مناسب برای حل این موارد روش شود. در همهتبدیل می

 اند.شدهخوبی توسعه داده های معادلات حاصل به دستگاه
 

 سازی معادلاتگسسته -3-2

 در سطح مورد نظر در نظر گرفته zگره در جهت  Mو  rگره در جهت  Nاگر 
 

                                                                                                                                  
1 Finite Difference 
2 Finite Element 
3 Finite Volume 
4 Generalized Differential Quadrature)GDQ) 
5 Differential Quadrature 

(62) 𝜎𝑟𝑟(𝑀)(𝑟 = 𝑟𝑜(𝑀)) = 𝜎𝑟𝑟(𝐴)(𝑟 = 𝑟𝑖(𝑀)) 
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تعریف  zو rهای در جهت (64,63)صورت روابط  های چبیشوف بهشود گره

 .[19]شوند می

(63) 

𝑟𝑖 = 𝑟1 +
1

2
(1 − cos

𝑖 − 1

𝑁 − 1
𝜋) (𝑟𝑁 − 𝑟1)   

 𝑖 = 1,2,3,…𝑁 

(64) 

𝑧𝑗 = 𝑧1 +
1

2
(1 − cos

𝑗 − 1

𝑀 − 1
𝜋) (𝑧𝑀 − 𝑧1) 

 𝑗 = 1,2,3, …𝑀 
یابی مشتق ضرایب روش درون (66,65)ها در معادلات با اعمال این گره

 یافته برای مشتقات جزئی مرتبه اول به دست خواهند آمد.تعمیم

(65-a) 𝑎𝑖𝑗
𝑟 =

1

(𝑟𝑗 − 𝑟𝑖)
∏

𝑟𝑖 − 𝑟𝑘
𝑟𝑗 − 𝑟𝑘

𝑁

𝑗=1
𝑗≠𝑖

     𝑖, 𝑗 = 1,2,… , 𝑁      𝑖 ≠ 𝑗 

(65-b) 𝑎𝑖𝑖
𝑟 = −∑𝑎𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1
𝑗≠𝑖

                   𝑖 = 1,2, … , 𝑁         𝑖 = 𝑗 

(66-a) 𝑎𝑖𝑗
𝑧 =

1

(𝑧𝑗 − 𝑧𝑖)
∏

𝑧𝑖 − 𝑧𝑘

𝑧𝑗 − 𝑧𝑘

𝑀

𝑗=1
𝑗≠𝑖

     𝑖, 𝑗 = 1,2,… ,𝑀    𝑖 ≠ 𝑗 

(66-b) 𝑎𝑖𝑖
𝑧 = −∑𝑎𝑖𝑗

𝑀

𝑗=1
𝑗≠𝑖

                       𝑖 = 1,2, … ,𝑀         𝑖 = 𝑗 

مقادیر  (67)دراچر در معادلات گذاری ضرایب کواسپس با جای

 سازی شده مشتقات جزئی مرتبه اول به دست خواهند آمد.گسسته

(67-a) 

𝜕𝜆1

𝜕𝑟
= 𝜆𝑟

(1)
(𝑟𝑖 , 𝑧𝑗) = ∑ 𝑎𝑖𝑘

𝑟 . 𝜆1(𝑟𝑘, 𝑧𝑗)

𝑁

𝑘=1

      

 𝑖 = 1,2,3,… , 𝑁     𝑗 = 1,2,3, …𝑀 

(67-b) 

𝜕𝜆2

𝜕𝑟
= 𝜆𝑟

(1)
(𝑟𝑖 , 𝑧𝑗) = ∑ 𝑎𝑖𝑘

𝑟 . 𝜆2(𝑟𝑘 , 𝑧𝑗)

𝑁

𝑘=1

      

  𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁     𝑗 = 1,2,3,…𝑀 

(67-c) 

𝜕𝜆3

𝜕𝑟
= 𝜆𝑟

(1)
(𝑟𝑖 , 𝑧𝑗) = ∑ 𝑎𝑖𝑘

𝑟 . 𝜆3(𝑟𝑘 , 𝑧𝑗)

𝑁

𝑘=1

     

   𝑖 = 1,2,3,… , 𝑁     𝑗 = 1,2,3,…𝑀 

(67-d) 

𝜕𝜆1

𝜕𝑧
= 𝜆𝑧

(1)
(𝑟𝑖 , 𝑧𝑗) = ∑ 𝑎𝑗𝑘

𝑧 . 𝜆1(𝑟𝑖 , 𝑧𝑘)

𝑀

𝑘=1

       

 𝑖 = 1,2,3,… , 𝑁     𝑗 = 1,2,3, …𝑀 

(67-e) 

𝜕𝜆2

𝜕𝑧
= 𝜆𝑧

(1)
(𝑟𝑖 , 𝑧𝑗) = ∑ 𝑎𝑗𝑘

𝑧 . 𝜆2(𝑟𝑖 , 𝑧𝑘)

𝑀

𝑘=1

       

 𝑖 = 1,2,3,… , 𝑁     𝑗 = 1,2,3, …𝑀 

(67-f) 

𝜕𝜆3

𝜕𝑧
= 𝜆𝑧

(1)
(𝑟𝑖 , 𝑧𝑗) = ∑ 𝑎𝑗𝑘

𝑧 . 𝜆3(𝑟𝑖 , 𝑧𝑘)

𝑀

𝑘=1

        

𝑖 = 1,2,3,… , 𝑁     𝑗 = 1,2,3,…𝑀 
با استفاده از این روش، معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی تبدیل به 

گذاری مقادیر سیگما در سه معادله شوند و با جایری میدستگاه معادلات جب

شود. با حل دستگاه تعادل یک دستگاه معادلات جبری غیرخطی تشکیل می

آیند و سپس با استفاده ها به دست میمعادلات حاصل، مجهولات در همه گره

های مورد نیاز را به توان خروجیآمده در هر گره می دست از مجهولات به

 آورد.دست 

 اعتبار سنجی و نتایج -4

صورت یک  سازی شریان بهدر این قسمت ابتدا نتایج عددی حاصل از مدل

مورد بررسی قرار  [10]با استفاده از تابع انرژی کرنشی نولان و همکاران  لایه

آمده از این پژوهش با نتایج تجربی مقاله  دست گیرد. در ادامه نتایج بهمی

صورت دولایه با  سازی شریان کرونر بهشود. سپس مدلمقایسه می [20]

انجام خواهد شد. بررسی  [10]استفاده از تابع انرژی کرنشی نولان و همکاران 

های نهایی قابل های ایجاد شده در دیواره شریان کرونر انسانی، تنشتنش

نش نهایی در تحمل برای دیواره این شریان و فشار داخلی معادل برای ایجاد ت

 گردد.دیواره شریان در ادامه این قسمت مطرح می

 صورت یک لایه مدل شریان به -4-1

سازی شریان جهت اعتبارسنجی حل عددی و معادلات مورد بررسی قرار مدل

صورت یک لایه با استفاده از تابع انرژی کرنشی نولان  گرفته در این مطالعه به

شده در مقاله  های عددی مطرحثابت و با قرار دادن [10]و همکاران 

مقادیر عددی به  شده است. انجام [20] 2005هولزآپفل و همکاران در سال 

شده  های انجامو بارگذاری ارائه [20] 1سازی در جدول کار رفته در مدل

 .شده است اعمال [20] 2روی مدل طبق جدول 

شده  شریان انجام زمان برصورت هم بارگذاری نیرو و فشار داخلی به

های محوری و محیطی ، تنش𝜆𝑧است و با افزایش تدریجی کشش محوری

شده  سازی با استفاده از مدل ارائهایجاد شده در دیواره شریان حاصل از مدل

و شرایط  1های عددی یادشده در جدول کار بردن ثابتدر این تحقیق و با به

های برای مقایسه تنشمده است. آ دست به 3صورت شکل  به 2مرزی جدول 

های تجربی شده در این پژوهش و داده محوری و محیطی برای مدل ارائه

 اند.های جداگانه نشان داده شدهبرای لایه مدیا در شکل [20]شده مقاله  ارائه

های شده در این مطالعه و داده نمودار تنش محوری مدل ارائه 4شکل 

برای لایه مدیا را نشان  [20] 2005کاران در سال تجربی مقاله هولزآپفل و هم

های شده در این مطالعه با داده تشابه تنش محوری برای مدل ارائه .دهدمی

 تجربی مشهود است.

یابد. روند تنش برای با افزایش کشش محوری تنش محوری افزایش می

 های تجربی مقاله افزایشی است که این افزایشمدل پژوهش حاضر و داده

شده در این پژوهش روند مشابهی را طی  های تجربی و مدل ارائهبرای داده

شده در تحقیق  نمودار تنش محیطی برای مدل ارائه 5کند. در شکل می

 شده است. ارائه [20]های تجربی مقاله هولزآپفل و همکاران حاضر و داده

گونه که از شکل با مقایسه نمودارهای تنش محیطی برای دو حالت همان

های محوری است. روند تر از تنشهای محیطی بزرگپیداست اندازه تنش 3

های ها با افزایش کشش محوری در تحقیق حاضر مشابه دادهافزایش تنش

دل آمده از م دست است. نتایج به [20]تجربی مقاله هولزآپفل و همکاران 

شده در مقاله هولزآپفل و  های تجربی ارائهشده در این تحقیق و داده ارائه

های محیطی و محوری در دهنده افزایش مقدار تنشنشان [20]همکاران 

 دیواره شریان با افزایش کشش محوری است.
 

 صورت دولایه مدل شریان به -4-2

 شده با دو دستهصورت دولایه تقویت سازی شریان بهمدلدر این قسمت 
 

 [20]خصوصیات هندسی و مکانیکی لایه مدیا شریان  1جدول 
Table 1 Geometric and Mechanical Properties of the Media Layer [20] 

 مقدار مشخصات مکانیکی مقدار مشخصات هندسی

𝑅𝑖[mm] 2.08 𝑘0𝑀[kPa] 1 

𝑇𝑀[mm] 0.34 𝜇0𝑀[kPa] 2.31 

𝛽𝑀[ ∘] 24.9 𝐾1𝑀[kPa] 8.45 

𝐻[mm] 8 𝐾2𝑀[−] 12.84 
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 سازیهای شریان برای مدلبارگذاری 2جدول 
Table 2 Loading on the artery for modeling 

 مقدار پارامتر

𝐹[N] 25 × 10−6 

𝑀𝑡[N.m] 0 

𝑝𝑖[kPa] 13.3 

شده  با استفاده از مقادیر ثابت بیان [10]الیاف براساس مدل نولان و همکاران 

شده است.  برای لایه مدیا و ادوانتیشا انجام [5]مقاله هولزآپفل و همکاران 

یافته انجام و نمودار یابی مشتق تعمیمحل معادلات با روش عددی درون

سازی رسم شده است. مقادیر عددی مربوط به هندسه ها برای این مدلتنش

دهنده شریان برای مکانیکی مربوط به خواص ماده تشکیلهای مسأله و ثابت

، خصوصیات هندسی مربوط به لایه ادوانتیشا به همراه 3لایه مدیا در جدول 

و همچنین  4دهنده این لایه در جدول خصوصیات مکانیکی ماده تشکیل

 شده ارائه 5در جدول  [5]شده بر استوانه مطابق با مقاله های اعمالبارگذاری

 

 
Fig. 3 Stress-Tensile diagram based on the present research model 

 کشش محوری براساس مدل پژوهش حاضر-نمودار تنش 3شکل 

 
Fig. 4 Axial Stress-axial stretch for Model and Experimental Data 

 های تجربیکشش محوری برای مدل و داده -نمودار تنش محوری 4شکل 

 
Fig. 5 circumferential stress-axial stretch diagram for model and 

experimental data 
 های تجربیو داده کشش محوری برای مدل -نمودار تنش محیطی 5شکل 

شده در این  های موجود در دیواره شریان با استفاده از مدل ارائهاست. تنش

صورت  به 5-3های عددی بیان شده در جداول کار بردن ثابتتحقیق با به

های محوری، محیطی و اند. این شکل نمودار تنشآمده دست به 6شکل 

𝑟)شعاعی را نسبت به  − 𝑟𝑖) دهد. نشان میr  شعاع استوانه در هر نقطه است

شعاع داخلی استوانه است. تنش شعاعی از مقادیر کوچک منفی روی   𝑟𝑖و

شود و با یک روند ملایم در نهایت روی دیواره خارجی دیواره داخلی آغاز می

رسد. تنش محیطی روی دیواره داخلی شریان دارای شریان به صفر می

صورت نسبتاً سریع کاهش  ر ابتدا بهحداکثر مقدار خود است که این مقدا

شود، اما این کاهش تا دیواره یابد و در ادامه روند این کاهش ملایم میمی

کند. تنش محوری هم روی دیواره داخلی دارای خارجی شریان ادامه پیدا می

بیشینه مقدار خود است که با یک روند کاهشی نسبتاً ملایم نسبت به تنش 

کند که این کند و در ادامه یک روند ثابت را طی میمحیطی کاهش پیدا می

 روند تا دیواره خارجی شریان ادامه دارد.

جهت اعتبارسنجی معادلات و حل عددی برای حالت دو  7نمودار شکل 

شده  های محیطی ایجاد شده در دیواره شریان برای مدل ارائهلایه برای تنش

های عددی [ با استفاده از ثابت5در این مقاله و مدل هولزآپفل و همکاران ]

برای لایه ادوانتیشا و  4های عددی جدول برای لایه مدیا، ثابت 3جدول 

های محیطی برای دو ترسیم شده است. تشابه تنش 5شرایط مرزی جدول 

شده در این مقاله و  مشخص است. نتایج حاصل از مدل ارائه 7مدل در شکل 

دهد که حداکثر [ نشان می5فل و همکاران ]شده در مقاله هولزآپ نتایج ارائه

های محیطی برای هر دو مدل روی دیواره داخلی شریان بوده و با یک تنش

 کند.روند یکسان در هر دو مدل کاهش پیدا می
 

 [5]خصوصیات هندسی و مکانیکی لایه مدیا  3جدول 
Table 3 Geometric and Mechanical Properties of Media Layer [5] 

 مقدار مشخصات مکانیکی مقدار مشخصات هندسی

𝑅𝑖[mm] 0.71 𝑘0𝑀[kPa] 1 

𝑇𝑀[mm] 0.26 𝜇0𝑀[kPa] 3.00 

𝛽𝑀[ ∘] 29 𝐾1𝑀[kPa] 2.3632 

𝐻[mm] 8 𝐾2𝑀[−] 0.8393 
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 [5]خصوصیات هندسی و مکانیکی لایه ادوانتیشا  4جدول 
Table 4 Geometric and Mechanical Properties of the adventitia Layer 
[5] 

 مقدار مشخصات مکانیکی مقدار مشخصات هندسی

𝑅𝑖[mm] 0.97 𝑘0𝐴[kPa] 1 

𝑇𝐴[mm] 0.13 𝜇0𝐴[kPa] 0.3 

𝛽𝐴[
∘] 62 𝐾1𝐴[kPa] 0.5620 

𝐻[mm] 8 𝐾2𝐴[−] 0.7112 

 [5]های شریان بارگذاری 5جدول 

Table 5 Loading on the artery [5] 
 مقدار پارامتر

𝐹[N] 25×10−6 

𝑀𝑡[N.m] 0 

𝑝𝑖[kPa] 13.3 

𝛼[ ∘] 0 

𝛷[ ∘] 0 

𝜆𝑧[−] 1.7 

 صورت دولایه سازی شریان کرونر بهمدل -4-3

سازی شریان کرونر با استفاده از تابع انرژی کرنشی در این قسمت مدل

پذیر با صورت دولایه تراکم به  [10]همکارانوسیله نولان و شده به معرفی

و خصوصیات مکانیکی ماده  [20]استفاده از خصوصیات هندسی شریان کرونر 

شده  انجام [20]کار رفته در ساختار شریان دهنده زمینه و الیاف بهتشکیل

های ایجاد شده در دیواره شریان کرونر با استفاده از شرایط است. سپس تنش

کار بررسی قرار گرفته است. خصوصیات هندسی و مکانیکی به مرزی مورد

 2005سازی لایه مدیا با استفاده از مقاله هولزآپفل و همکاران رفته برای مدل

کار و خصوصیات هندسی و مکانیکی به 6برای شریان کرونر در جدول  [20]

 همکاران سازی لایه ادوانتیشا با استفاده از مقاله هولزآپفل ورفته برای مدل

 است. شرایط مرزی و 7صورت جدول  برای شریان کرونر به 2005 [20]

 8صورت جدول  سازی شریان کرونر بهشده برای مدل های انجامبارگذاری

 خواهد بود. تنش معادل فون میزز به ازای فشارهای داخلی متفاوت تعیین و
 

 
Fig. 6 Stress-Thickness diagrams of artery 

 ضخامت شریان -نمودار تنش 6شکل 

 

Fig. 7 circumferential stress - Thickness diagram of artery for two 
models 

 ضخامت شریان برای دو مدل –نمودار تنش محیطی 7شکل 

میزز برحسب فشار برای دیواره داخلی شریان است. با  –نمودار تنش فون

 دستمیزز معادل برای همان فشار به  -تغییر شرط مرزی فشار داخلی، فون

شده گزارش  8صورت شکل میزز برحسب فشار به -آمده است و نمودار فون

 توان نتایج زیر را دریافت کرد:از شکل می است.

میزز با افزایش فشار داخل شریان بر دیواره داخلی  –تنش فون -الف

 کند.شریان افزایش پیدا می

میزز به افزایش فشار  –اسیت تنش فونتر حسدر فشارهای پایین -ب

 یابد.کمتر است، ولی با افزایش فشار داخلی شیب نمودار افزایش می

 های محیطی و محوریهای نهایی در جهتتنش -4-3-1

های های شریان در جهتتحمل برای هرکدام از لایههای نهایی قابلتنش

 براساس اند.شده صورت زیر نشان داده به 9محوری و محیطی در جدول 

اطلاعات جدول تنش نهایی برای هر دولایه شریان در جهت محیطی بیشتر از 

 های نهایی برای لایه ادوانتیشادهد که تنشمحوری و همچنین نشان می

 
 [20]خصوصیات هندسی و مکانیکی لایه مدیا  6جدول 

Table 6 Geometric and Mechanical Properties of the Media Layer [20] 
 مقدار مشخصات مکانیکی مقدار مشخصات هندسی

𝑅𝑖[mm] 1.82475 𝑘0𝑀[kPa] 1 

𝑇𝑀[mm] 0.22113 𝜇0𝑀[kPa] 1.27 

𝛽𝑀[ ∘] 20.61 𝐾1𝑀[kPa] 20.60 

𝐻[mm] 15 𝐾2𝑀[−] 8.21 

 [20]خصوصیات هندسی و مکانیکی لایه ادوانتیشا  7جدول 
Table 7 Geometric and Mechanical Properties of the Adventitia Layer 
[20] 

 مقدار مشخصات مکانیکی مقدار مشخصات هندسی

𝑅𝑖[mm] 2.02887 𝑘0𝐴[kPa] 1 

𝑇𝐴[mm] 0.20412 𝜇0𝐴[kPa] 7.56 

𝛽𝐴[ ∘] 67 𝐾1𝐴[kPa] 38.57 

𝐻[mm] 15 𝐾2𝐴[−] 85.03 
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 سازیشده برای مدلشرایط مرزی اعمال 8جدول 

Table 8 Boundary conditions applied for modeling 
 مقدار پارامتر

𝐹[N] 1 × 10−3 

𝑀𝑡[Nm] 0 

𝛼[ ∘] 160 

𝛷[ ∘] 2.4 

𝜆𝑧[−] 1.2 

 

 
Fig. 8 Von-Mises Stress-Internal Pressure Diagram of Coronary Artery 

 فشار داخلی شریان کرونر -نمودار تنش میزز 8شکل 

 [20]های شریان کرونر های نهایی برای لایهتنش 9جدول 
Table 9 ultimate stresses for coronary artery layers [20] 

[kPa] لایه ادوانتیشا لایه مدیا های نهاییتنش 

 692±1300 188±419 تنش محوری

 604±1430 194±446 تنش محیطی

 تر از لایه مدیاست.بزرگ

 سطح بحرانی تنش در دیواره شریان -4-3-2

ها در دیواره شریان)سطح برای مشخص شدن محل ایجاد حداکثر تنش

شده است و  سازی به ازای چند فشار متفاوت انجامبحرانی تنش(، مدل

𝑟) میزز نسبت به ضخامت شریان  -نمودارهای تنش فون − 𝑟𝑖)  برای این

گیری مشاهده است و این نتیجه قابل 9شده که در شکل  ها ترسیمسازیمدل

میزز در دیواره شریان روی  -کند که حداکثر تنش معادل فونرا حاصل می

سطح داخلی شریان قرار دارد؛ بنابراین سطح بحرانی تنش در دیواره شریان 

 روی سطح داخلی لایه مدیا قرار دارد.

های نهایی شود که تنشبرای لایه مدیا مشخص می 9جدول  اتعاز اطلا

کیلو پاسکال در  231 تحمل برای این لایه در حالت کاملاً امن مقادیر قابل

 در جهت محیطی هستند. کیلو پاسکال 252جهت محوری و 

تحمل برای کیلو پاسکال حداکثر تنش محیطی قابل  220فشار داخلی 

سازی شریان شده است؛ و مدلکانیکی مطرح شریان با اطلاعات هندسی و م

های شده که تنش صورت دولایه به ازای این فشار داخلی انجام کرونر به

𝑟)محوری و محیطی حاصل نسبت به  − 𝑟𝑖)  شدهنشان داده  10در شکل 
 

 
Fig. 9 Von-Mises stress diagram for different pressures 

 میزز به ازای فشارهای متفاوت -نمودار تنش فون 9شکل 

 
Fig.10 Stress-Artery Thickness (𝑟 − 𝑟𝑖)Diagram 

𝑟)ضخامت شریان –نمودار تنش 10شکل  − 𝑟𝑖) 

 است.

 نتیجه گیری -5

های مختلف و ارائه توابع انرژی کرنشی سازیطور کلی هدف از مدل به

تواند خواص و خصوصیات است که برژی کرنشی مختلف دستیابی به تابع ان

مکانیکی شریان را هر چه بهتر نشان دهد و در واقع نتایج آن بیشتر به نتایج 

صورت دو لایه  سازی برای اولین بار بهتجربی نزدیک باشد. در این مقاله مدل

[ انجام شد و نتایج زیر 10با استفاده از تابع انرژی کرنشی نولان و همکاران ]

 است:شده  حاصل

های ایجاد شده در دیواره با توجه به نتایج حاصل از مقایسه تنش -

شده است که تابع انرژی کرنشی  های تجربی مشخصشریان با داده

خوبی تنش در دیواره شریان را مشخص  [ به10نولان و همکاران ]

[ یک 10کرده است؛ بنابراین تابع انرژی کرنشی نولان و همکاران ]

 سازی شریان است.ی مناسب برای مدلتابع انرژی کرنش

های ایجاد شده در مقاله حداکثر تنش های انجامسازیدر همه مدل -

 توانی قرار دارند و بنابراین میشده در دیواره شریان روی سطح داخل
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 گفت که سطح بحرانی دیواره شریان سطح داخلی آن است.

صورت دو لایه  سازی شریان بهکه در این مقاله مدلبا توجه به این -

شامل مدیا و ادوانتیشاست و بر این اساس لایه داخلی شریان، لایه 

 مدیاست؛ بنابراین در این مقاله لایه مدیا لایه بحرانی شریان است.

تحمل برای لایه مدیا شریان کرونر این های قابلبا توجه حداکثر تنش -

ای تحمل برنتیجه حاصل شده است که حداکثر فشار داخلی قابل 

کیلو پاسکال خواهد  220شریان مفروض در این مقاله فشار داخلی 

 بود.

 فهرست علائم -6

𝑎0𝑖   𝑖 =  های جهت الیاف در مختصات اولیهبردار هادی 4,6

𝑎𝑖    𝑖 =  های جهت الیاف در مختصات تغییر شکل یافتهبردار هادی 4,6

C تانسور تغییر شکل کوشی راست 

𝐶̅ تغییر شکل کوشی راستحجم تانسور قسمت هم 

F گرادیان تغییر شکل 

h  طول استوانه در حالت تغییر شکل یافته(m) 

H  طول استوانه در حالت اولیه(m) 

I تانسور واحد قطری 

𝐼1 نامتغیر اول تغییر شکل 

𝐼𝑖    𝑖 =  نامتغیرهای تغییر شکل توزیع الیاف 4,6

J دترمینان گرادیان تغییر شکل 

𝑘0  مدول بالک ایزوتروپیک(Nm−2) 

𝐾𝑖   𝑖 =  های غیرایزوتروپیک مادهثابت 4,6

𝑀𝑡  ممان پیچشی(Nm) 

𝑝𝑖  فشار داخلی استوانه(Nm−2) 

P  نیروی عمودی محوری(N) 

𝑟, 𝜃, 𝑧  مختصات تغییر شکل یافته(m) 

𝑅, Θ, 𝑍  مختصات اولیه(m) 

𝑟𝑖  شعاع داخلی استوانه در حالت تغییر شکل یافته(m) 

𝑅𝑖  شعاع داخلی استوانه در حالت اولیه(m) 

𝑟𝑜  شعاع خارجی استوانه در حالت تغییر شکل یافته(m) 

𝑅𝑜  شعاع خارجی استوانه در حالت اولیه(m) 

T  ضخامت استوانه(m) 

 علائم یونانی
𝛼  زاویه قطاع( °) 

𝛽  زاویه الیاف( °) 

𝛾  زاویه تغییر شکل پیچشی( °) 

𝜇0  مدول برشی ایزوتروپیک(Nm−2) 

𝜎  تنش کوشی(Nm−2) 

𝛷  زاویه پیچش( °) 

𝛹  تابع انرژی آزاد هلمهولتز(Nm) 

𝛹vol  قسمت حجمی تابع انرژی آزاد هلمهولتز(Nm) 

 

𝛹iso  قسمت ایزوتروپیک تابع انرژی آزاد هلمهولتز(Nm) 

𝛹aniso  قسمت غیرایزوتروپیک تابع انرژی آزاد هلمهولتز(Nm) 

𝛹̅iso حجم قسمت ایزوتروپیک تابع انرژی آزاد هم(Nm) 

𝛹̅aniso حجم قسمت غیرایزوتروپیک تابع انرژی آزاد هم(Nm) 

 هازیرنویس

A لایه ادوانتیشا 

M لایه مدیا 
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