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Determination of Stress Intensity Factor for Unequal Cracks 
Emanating from a Quasi-square Hole under Shear

[1] Some basic problems of the mathematical theory of elasticity [2] Stress concentration 
around holes [3] Quasi-square hole with optimum shape in an infinite plate subjected to in-
plane loading [4] OStress concentration around irregular holes using complex variable 
method [5] Analysis of stress concentrations in plates with rectangular openings by a 
combined conformal mapping - finite element approach [6] Stress distribution around 
polygonal holes [7] Stress analytical solution for an infinite plane containing two holes [8] 
Analysis of an infinite plate containing radial cracks originating at the boundary of an 
internal circular hole [9] United States National Aeronautics and Space Administration, 
Langley Research Center. An improved method of collocation for the stress analysis of 
cracked plates with various shaped boundaries [10] Stress intensity factor for the tension of 
an infinite plate having an elliptical hole with two cracks emanating from its apexes. 
Transactions of the Japan Society of Mechanical Engineers [11] Stress analysis for a strip 
with semi-elliptical notches or cracks on both sides by means of rational mapping function 
[12] Crack originating from a corner of a square hole [13] Stress intensity solutions for the 
interaction between a hole edge crack and a line crack [14] A numerical analysis of cracks 
emanating from a square hole in a rectangular plate under biaxial loads [15] A numerical 
analysis of cracks emanating from an elliptical hole in a 2-D elasticity plate [16] Crack tip 
stress intensity factors for a crack emanating from a sharp notch [17] A method for stress 
intensity factor calculation of infinite plate containing multiple hole-edge cracks [18] 
Analytical solutions of cracks emanating from an elliptical hole under shear [19] Two 
collinear square-hole cracks in an infinite plate in tension [20] Analytical calculation of 
stress intensity factors for unequal cracks emanating from a circular hole in infinite plane 
[21] An analytical solution for the stress field and stress intensity factor in an infinite plane 
containing an elliptical hole with two unequal aligned cracks 

In the different applications of thin plats in engineering industrial, some holes are created in the 
structure that can have different shapes such as circular, elliptical, and quasi-square. When the 
plate is subjected to loading, stress concentration around the hole causes the crack initiation 
in these areas that can results in a catastrophic failure. In this paper, mode II stress intensity 
factor (SIF) for two unequal aligned cracks emanating from a circle or a quasi-square hole in an 
infinite plane was investigated. The complex variable theory of Muskhelishvili and conformal 
mapping method were used. To obtain mapping function, Schwarts Christoffel integral was 
combined with some simple mapping functions. Accordingly, a new mapping function is 
presented and approximated to the sum of series expansion. Using this approximate mapping, 
SIF is calculated with high accuracy. Surfaces of the cracks and hole are traction-free. The plane 
is subjected to the pure shear at infinity. 
The analytical results are in good agreement with the literature. The obtained stress intensity 
factors have good accuracy for small cracks. The equation presented in this paper is applicable 
to the length of the different cracks and calculates the intensity coefficients of mode II for very 
small cracks with high accuracy. Results show that the shape of the hole is important only for 
the small cracks.
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  چکيده
هایی با اشکال مختلفی از قبیل  در کاربردهای مختلف صفحات نازک صنعتی، سوراخ

تمرکز تنش ناشی از بارگذاری در گردد.  مربعی در سازه ایجاد می دایروی، بیضوی و شبه
زنی ترک در این نواحی شده و ممکن است خطراتی را  ها، منجر به جوانه اطراف این سوراخ

دار حایز اهمیت است. در این پژوهش  ایجاد نماید. بنابراین بررسی مساله سوراخ ترک
ه دو مربعی ک ضریب شدت تنش مود دوم در صفحه نامحدود حاوی سوراخ دایروی یا شبه

راستا از آن نشات گرفته، به روش تحلیلی متغیر مختلط موسخلیشویلی و  ترک نابرابر هم
. برای یافتن نگاشت، انتگرال کریستفل شوارتز با گرفتنگاشت همدیس مورد بررسی قرار 

شود. نهایتاً یک تابع نگاشت جدید ارایه و به صورت مجموع  های ساده ترکیب می نگاشت
شود. با استفاده از این تابع نگاشت تقریبی، ضریب شدت  ب زده میعبارات کسری تقری

گردد. سطوح ترک و سوراخ عاری از تنش هستند و صفحه  تنش با دقت بالایی محاسبه می
تحت بارگذاری برشی خالص دوردست است. مقایسه نتایج روش تحلیلی حاضر با سایر 

های  در این مقاله، برای طول ترک شده رابطه ارایهدهد.  مراجع تطابق خوبی را نشان می
های خیلی کوچک نیز با  متفاوت کاربرد دارد و ضرایب شدت تنش مود دوم را برای ترک

های  برای ترک فقط دهد که شکل سوراخ می نماید. نتایج نشان دقت بالایی محاسبه می
  کوچک حایز اهمیت است.

  نابرابر یها ترک ،یمربع تنش، سوراخ شبه شدت   بیضر ،یلیحل تحل ها: کلیدواژه
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هایی برای  سوراخ ،در کاربردهای مختلف صفحات نازک صنعتی
در  . معمولاً شود های سازه تعبیه می ایجاد دسترسی به سایر قسمت

هایی با اشکال مختلف از جمله  ها سوراخ این قطعات و سازه
که صفحه شود. هنگامی  مربعی ایجاد می دایروی، بیضوی و شبه
ها منجر  گیرد، تمرکز تنش اطراف این سوراخ تحت بارگذاری قرار می

ه که وضعیت خطرناکی را ب شود زنی ترک در این نواحی می به جوانه
ها و  های گذشته محققان به تعیین تنش هدر دهوجود خواهد آورد. 

ها با اشکال مختلف در  تنش در نزدیکی سوراخ  تمرکزضرایب 
ها روش  ترین روش اند. یکی از قوی صفحات نامحدود پرداخته

روش متغیر مختلط را برای  موسخلیشویلی .استمتغیر مختلط 
 تابع پتانسیل تنش ه است کهو نشان داد کرده عدی بیانحالت دوبُ 

مجموع دو تابع تحلیلی بیان شود و حل مساله  صورت بهتواند  می
با استفاده از  ساوین. [1]استمنوط به تعیین این توابع تحلیلی 

، میدان تنش در اطراف اشکال موسخلیشویلیروش متغیر مختلط 
کرده  ارایهنامحدود را  گرد همسانها در جسم  مختلف سوراخ

  .[2]است
 [3]راجایاو  دورلیبا توجه به کاربرد صفحات حاوی سوراخ مربعی، 

ها و اضلاع  ع گوشهمنظور ایجاد کمترین ضریب تمرکز تنش، شعا به
از یک تابع  [4]موهاپاتراو  سیمهاند. ا هسازی کرد مربع را بهینه

های  نگاشت کلی برای یافتن توزیع تنش در اطراف سوراخ با شکل
توزیع  کرده ونامحدود استفاده  گرد سانهممختلف در یک صفحه 

ه تنش را برای حالت بارگذاری کششی و برشی خالص در دوردست ب
با استفاده از روش متغیر  [5]و همکاران قلم لوحند. ا هدست آورد

د، توزیع محدوی مختلط و ترکیب روش نگاشت همدیس و اجزا

شکل تحت بار خمشی را تعیین  تنش اطراف سوراخ مستطیل
حل عمومی برای توزیع تنش حول سوراخ  [6]رمااشند. ا هنمود

نامحدود تحت بارگذاری دومحوری  گرد همسانچندضلعی در صفحه 
و اثر هندسه سوراخ و الگوی بارگذاری را روی  هدست آورده را ب

یک صفحه  [7]و همکاران لو. ه استضریب تمرکز تنش بررسی نمود
و ضریب تمرکز تنش را به  دارای دو سوراخ را بررسی گرد همسان

  ند.ا هدکر ارایهروش تحلیلی متغیر مختلط و نگاشت همدیس 
زنی ترک در محل تمرکز تنش قطعات  جوانه این کهبا توجه به 
ز ی، بررسی این پدیده برای جلوگیری از حوادث حابودهبسیار رایج 

ای با ترک  یک سوراخ دایره [8]بووی. برای اولین بار استاهمیت 
ای متقارن در یک صفحه نامحدود تحت  ای و یک جفت ترک لبه لبه

ه تنش یکنواخت را با استفاده از روش نگاشت مختلط بررسی نمود
یک روش  [9]نیومن. با استفاده از تعریف بسط تابع ویژه، است

تنش را برای دو و مقدار ضریب شدت تجمعی مرزی بهبودیافته 
قارن در دو طرف یک سوراخ دایروی و بیضوی در صفحات ترک مت

. صفحه حاوی سوراخ بیضوی با ه استکرد ارایهمحدود و نامحدود 
 نیسیتانیای متقارن و تحت بار دوردست کششی توسط  دو ترک لبه

های  ول ترکبرای ط مورد بررسی قرار گرفته است و [10]ایسیداو 
  ند.ا هنمود رایهاخیلی کوچک) نتایج عددی را  متوسط (نه

و نگاشت  موسخلیشویلیبا استفاده از روش  [11]هوریوچیو  هاسبه
شکل  ضریب تمرکز تنش را برای ناچ بیضیتوزیع تنش و  ،همدیس
ای یک تسمه  و ضریب شدت تنش ترک لبه هآورد به دستدر تسمه 

ضریب شدت  [12]اوئداو  هاسبهند. ا هنمود ارایهرا نیز با همین روش 
 وند ا هآورد به دست گرد همساندر صفحه نامحدود  تنش مود اول را

های  یک ترک از یکی از گوشهکه  بودحاوی سوراخ مربعی  ،صفحه
و نگاشت  موسخلیشویلیها از روش . آناستات گرفته آن نش

را به  دار ترکند که فضای خارج مربع ا ههمدیسی استفاده نمود
. این مساله برای سه حالت نگارد میناحیه خارج دایره واحد 

ه و برش خالص بررسی شد ݕ و ݔبارگذاری در دوردست، در جهت 
با کاربرد نگاشت همدیس و روش جمع  [13]چنو  هاسبه. است

یک  کرده ورا بررسی  دار ترکآثار، اثر متقابل ترک و سوراخ دایروی 
شی های مختلف کش نامحدود را برای بارگذاری گرد همسانصفحه 

یی روی مرز دایره مورد جا جابهمحوره، برشی و دومحوره، کششی  کت
با استفاده از روش عددی المان  [15 ,14]یانند. ا همطالعه قرار داد
های  گرفته از گوشه تاهای نش شدت تنش در ترک مرزی، ضرایب 

سوراخ دایروی، مربعی و مثلثی در صفحات نامحدود را محاسبه 
ای را برای  یی نوک ترک ویژهجا جابههای ناپیوستگی  المان کرده و
های  . او برای حالته استنمود ارایهکردن تکینگی نوک ترک  مدل

دست و فشار داخلی روی سوراخ،   بارگذاری مختلف کشش در دور
 [16]و همکاران فیلیپس. ه استآورد به دستضرایب شدت تنش را 

و معادله انتگرالی، ضرایب  ییجا جابهبا استفاده از روش توزیع 
گرفته از یک ناچ با گوشه تیز و یک ترک  شدت تنش ترک نشات

 ژائوند. ا هگرفته از گوشه سوراخ مربعی را مورد بررسی قرار داد نشات
یک روش تحلیلی برای محاسبه ضرایب شدت تنش  [17]و همکاران

ند. در ا هنمود ارایه دار را ترکدر صفحه نامحدود حاوی چندین سوراخ 
از خواص توابع مختلط متغیر برای تعیین توابع تنش  پژوهشاین 

استفاده و روش جمع آثار تقریبی برای حل مساله ضریب شدت 
آن از ترک معادل برای  علاوه بر و ارایه ،های چندگانه تنش در سوراخ

دو ترک با طول  [18]نآدوو  لیو. شده استاصلاح روش استفاده 
شکل تحت بار برشی در دوردست را با  نابرابر در لبه سوراخ بیضی

های تحلیلی  حلو راه استفاده از روش تابع متغیر مختلط بررسی 
ند. نتایج آنها ا هنمود ارایهبرای توابع تنش و ضرایب شدت تنش 
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با  [19]و همکاران میائو. نیستهای کوچک مناسب  برای طول ترک
از اصل بوکنر و روش عددی المان مرزی، اثر متقابل دو استفاده 

گرد نامحدود تحت  همسانرا در صفحه  دار ترکشکل  سوراخ مربعی
دو ترک نابرابر  [20] محمدی حاجی و قاجارند. ا هبررسی نمود کشش
در صفحه نامحدود و تحت  گرفته از سوراخ دایروی نشات

 مطالعه موسخلیشویلیهای مختلف را با استفاده از روش  بارگذاری
های متوسط و  شده برای طول ترک ارایه. ضرایب شدت تنش اند کرده

نگاشت  هیتوسط آنها، با ارا گرید یا در مطالعهبلند دقت خوبی دارد. 
شدت  بیضرا ،یو بسط تابع نگاشت به مجموع عبارات کسر دیجد

در  یضویو ب یروینابرابر نشات گرفته از سوراخ دا یها تنش ترک
روش اخیر برای طول  .[20]است  صفحه نامحدود محاسبه شده کی

  های کوچک نیز دقت بالایی دارد. ترک
چه کارهای زیادی برای تعیین ضرایب شدت تنش در صفحات  اگر

، اما انجام شده های دایروی و بیضوی حاوی گشودگی گرد همسان
شکل کمتر مورد توجه بوده است. در تحقیقات  سوراخ مربعی

های تیز مورد بررسی قرار گرفته، در  سوراخ مربعی با گوشه ،پیشین
 شته است،که سوراخ مربعی با گوشه گرد در صنایع کاربرد دا حالی

مربعی)  های گرد (شبه در پژوهش حاضر، سوراخ مربعی با گوشهلذا 
  .شدتجزیه و تحلیل 

های کوچک مناسب  برخی از کارهای تحلیلی پیشین برای طول ترک
های متقارن و  از طرفی بیشتر تحقیقات نیز برای ترک ،[20 ,18]بودهن

ها ممکن  است. از آنجایی که سازه شدهبارگذاری کششی انجام 
صفحه  پژوهشهای متفاوت قرار گیرند، در این  است تحت بارگذاری

هدف . بنابراین گرفتتحت بارگذاری برشی مورد بررسی قرار 
ارگذاری برشی و تعیین ضریب شدت تنش برای بپژوهش حاضر 

  .بودمربعی و دایروی  شبهگرفته از سوراخ  های نابرابر نشات ترک
مربعی و دایروی  صفحه نامحدود حاوی سوراخ شبه پژوهشدر این 
 ارایهو  موسخلیشویلیبا استفاده از روش متغیر مختلط  دار ترک

در نگاشت . شدمجموع توابع کسری بررسی  صورت بهتابع نگاشت 
شد.  بیساده ترک یها شوارتز با نگاشت- ستفلیانتگرال کر د،یجد

شدت تنش مود  بیاز تنش بوده و ضر یسطوح ترک و سوراخ عار
مقایسه نتایج تحلیلی با  شد. هیدوردست ارا یبار برش یدوم برا

 ،. علاوه بر آندادتحقیقات گذشته، تطابق و دقت روش را نشان 
  .کردتحلیل  خوبی های کوچک را نیز به ترکروش حاضر 

  
  تعریف مساله - ۲

مربعی یا دایروی که دو  یک صفحه نامحدود حاوی یک سوراخ شبه
های نابرابر از آن نشات گرفته است، تحت بار  ترک همراستا با طول
 ). رفتار ماده الاستیک خطی، تغییر۱(شکل  ردبرشی دوردست قرار دا

مکانیک که تئوری طوری  هببوده، نهایت کوچک  بی یها شکل
  شکست الاستیک خطی قابل کاربرد است.

  

  
  برشی بارگذاری تحت دار ترک مربعی شبه سوراخ حاوی نامحدود صفحه )۱شکل 

  تئوری مساله - ۳
,ݔ)ܷمیدان تنش بر حسب تابع تنش ایری   ۱عبارت از رابطه  (ݕ

  است:
௫ߪ  :۱رابطه  = ߲ଶܷ߲ݕଶ ௬ߪ ; = ߲ଶܷ߲ݔଶ ; ߬௫௬ = − ߲ଶܷ߲ݕ߲ݔ   

 

  است. ۲رابطه  معادله سازگاری عبارت از ،در غیاب نیروهای حجمی
ସݔସܷ߲߲  :۲رابطه   + 2 ߲ସܷ߲ݔଶ߲ݕଶ + ߲ସܷ߲ݕସ = 0   

 

 ارایه ۳رابطه  صورت بهمعادله اخیر را حل و پاسخی  موسخلیشویلی
  .[1]ه استداد

 :۳رابطه 
,ݔ)ܷ   (ݕ = ܴ݁ሾ̅߮ݖଵ(ݖ) + ߯ଵ(ݖ)ሿ  

بیانگر قسمت حقیقی عبارت داخل براکت و  ܴ݁ ،۳در رابطه  ߮ଵ(ݖ)  ߯وଵ(ݖ)  ݖتوابع تحلیلی از متغیر مختلط = ݔ +  ݕ݅
  .هستند

، ناحیه صفحه ݖناحیه تغییرات متغیر مختلط  این کهبا فرض 
ها فاقد  باشد و سطح سوراخ و ترک  دار ترکنامحدود حاوی سوراخ 

دادن مبدا مختصات در مرکز سوراخ (خارج د، با قراربارگذاری باشن
 به دست ۵و  ۴روابط  صورت به  (ݖ)ଵ߰و  (ݖ)ଵ߮ناحیه)، مقادیر 

  .[2]آیند می
 :۴رابطه 

  ߮ଵ(ݖ) = ݖଵܤ + ߮଴ଵ(ݖ) 
 

 :۵رابطه 
  ଵ߰(ݖ) = ଶܤ) + ݖ(ଶܥ݅ + ߰଴ଵ(ݖ)  

ها در دوردست  با توجه به مقادیر تنش ଶܥو  ଶܤ، ଵܤمقادیر 
  .آیند می به دست ۶رابطه  صورت به

 :۶رابطه 
ଵܤ   = σ௫ஶ + σ௬ஶ4 ଶܤ ; = σ௬ஶ − σ௫ஶ2 ଶܥ ; = τ௫௬ஶ      
  

. برای هستندصفر  ଶܤو  ଵܤمقادیر  ،برای بارگذاری برشی خالص
باید یک تابع نگاشت   (ݖ)ଵ߰و  (ݖ)ଵ߮تعیین توابع تحلیلی 

طوری که ناحیه خارج دایره واحد را  هتعریف نمود، ب (ζ)߱همدیس 
  .به ناحیه مورد نظر تبدیل نماید

߮و با فرض  (ζ)߱با استفاده از نگاشت  ቀζቁ = ߮ଵ(ݖ)  = ߮ଵ ቀ߱(ζ)ቁ  ߰و ቀζቁ = ߰ଵ(ݖ) = ߰ଵ ቀ߱(ζ)ቁ ، برای  ۵رابطه
  .شود ساده می ۷رابطه  صورت بهبارگذاری برشی خالص 

߮ :۷رابطه  ቀζቁ = ߮଴ ቀζቁ 
 ߰ ቀζቁ = iCଶ߱ ቀζቁ + ߰଴ ቀζቁ 

  
  دار ترکنگاشت دایره واحد  - ۱- ۳

نگاشتی که ناحیه خارج دایره واحد را به ناحیه خارج دایره واحد با 
  .آید می به دست ۸رابطه  صورت به ،دو ترک نابرابر انتقال دهد



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــی محمد یحاج یمجتبو اله قاجار  رحمت ۲۴
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 :۸رابطه 
߱ଵ ൬ζ൰ = ܼଵ = ܯ ቌζ + 1

ζ
ቍ + ܰ + ܳ(ζ) 

 
ܳ(ζ) = ζളۣളളളളള

ളളളളለቌܯ ቌζ+ 1
ζ

ቍ + ܰቍଶ − 1
ζ

ଶ  
 

  است. ۹رابطه  از عبارت ܰو  ܯکه در آن 
ܯ :۹رابطه  = ଵߜ + ଶ4ߜ   ;  ܰ = ଵߜ − ଶ2ߜ ௜ߜ   = 12 ൬1 + ݈௜ + 11 + ݈௜൰ ; ݅ = 1, 2 

 ݈௜ استگرفته از سوراخ دایروی واحد  نشات های اندازه طول ترک .
های  به طول یهای که ترک ܴبرای بررسی سوراخ دایروی به شعاع  ܽ௜  ݈مقدار  ،استاز آن نشات گرفته௜  آید می به دست ۱۰از رابطه.  

௜݈ :۱۰رابطه  = ܽ௜ܴ  
 

  مربع نگاشت شبه - ۲- ۳
، ابتدا باید نگاشتی که دار ترکآوردن تابع نگاشت مربع  دست بهبرای 

، تعیین نگارد ناحیه خارج دایره واحد را به ناحیه خارج مربع می
 صورت به شوارتز –کریستفل. این نگاشت با استفاده از انتگرال نمود

  است. ۱۱رابطه 
௦߱ :۱۱رابطه  ቀζቁ = ߣ න ൬1 − ସ൰ଵଶݐ1     ݐ݀

 
. استمعرف نگاشت مربع  ݏمعرف اندازه سوراخ و اندیس  ߣپارامتر 

، عبارت داخل انتگرال نیوتنای  جملهبا استفاده از تئوری بسط دو
. با [2]شود سری تبدیل و سپس انتگرال محاسبه می صورت به

گرفتن جمله اول سری، تابع نگاشت صفحه حاوی سوراخ درنظر
  است. ۱۲رابطه  صورت بهمربعی  شبه

 :۱۲رابطه 
ܼ௦ = ߱௦ ൬ζ൰ = ߣ ൦ζ + ݓ

ζ
ଷ൪   

  

، شکل ݓ. با تغییر مقادیر استضریب اولین جمله سری  ݓپارامتر 
ݓ. وقتی که )۲(شکل  کند مربعی تغییر می سوراخ شبه = 1/9 

توان آن را یک مربع  صاف است و می مربع تقریباً  باشد، اضلاع شبه
  .است ۲۲۲/۰های گردشده در نظر گرفت که شعاع گوشه ها  با گوشه

  

ݓ   = 1/15  
ݓ   = 0  

ݓ   = 1/6  
ݓ   = 1/9  

  متفاوت هایw ازای به های سوراخ انواع )۲شکل 

  دار ترکمربع  نگاشت شبه - ۳- ۳
، تابع نگاشت ناحیه خارج دایره واحد به ۱۲و  ۸با ترکیب روابط 
 به دست ۱۳صورت رابطه  به مربع با دو ترک نابرابر ناحیه خارج شبه

  .آید می
  :۱۳رابطه 

ܼ = ߱ ൬ζ൰ = ߣ ێێۏ
ଵ߱ۍ ൬ζ൰ + ൤߱ଵݓ ൬ζ൰൨ଷۑۑے

   ې
  

متناظر با طول  ௜݈ضروری است که مقدار  ۱۳در کاربرد رابطه 
. بدین منظور شودمربعی تعیین  گرفته از سوراخ شبه های نشات ترک

ଵ߱ گذاری جایگیرد با  ای که ترک از آن نشات می مختصات گوشه ൬ζ൰ = آید. به همین ترتیب با کاربرد  می به دست ۱۳در رابطه  1 ߱ଵ ൬ζ൰ = 1 + ݈௜،  مختصات نوک ترک تعیین و سپس از این دو
  شود. محاسبه می ۱۴رابطه  صورت بهمختصات، طول ترک 

௜ܽ  :۱۴رابطه  = ݓߣ− + ௜݈ߣ + 1)ݓߣ + ݈௜)ଷ   
 ܽ௜ با حل معادله استمربعی  گرفته از سوراخ شبه طول ترک نشات .

 ۹در رابطه  گذاری جایتعیین و با  ௜݈به روش عددی، مقدار  ۱۴
  .آیند می به دست ܰو  ܯمقادیر 

که در محاسبات بعدی  ۱۳مشتق اول و دوم تابع نگاشت رابطه 
  ند:شو محاسبه می ۱۶و  ۱۵روابط  صورت بهکاربرد دارد، 

  :۱۵رابطه 
  

߱′ ൬ζ൰ = ଵ′߱ߣ ൬ζ൰ ێێۏ
1ۍ − ൤߱ଵݓ3 ൬ζ൰൨ସۑۑے

ې
 

 

  :۱۶رابطه 
  ߱′′൫ζ൯ = ′′1൫ζ൯߱ߣ ێێێۏ

1ۍ − ۑۑۑے1ቂ߱1൫ζ൯ቃ4ݓ3
ې + ቈ߱′1൫ζ൯቉2ߣ ێێێۏ

ۍ ۑۑۑےቂ߱1൫ζ൯ቃ5ݓ12
ې
 

  

ଵ߱مشتق اول و دوم تابع  ൬ζ൰ است. ۱۸و  ۱۷روابط  نیز برابر با  
  :۱۷رابطه 

  

߱ଵ′ ൬ζ൰ = ܯ ቌ1 − 1
ζ

ଶቍ ൦߱ଵ ൬ζ൰Q(ζ) ൪ 
  

  :۱۸رابطه 
  ߱′′1൫ζ൯ = ቌ2ܯ

ζ
ଷ ቍ ൭߱1൫ζ൯ܳ(ζ) ൱ − ቌ1 − 1

ζ
ଶ ቍ2

ۈۉ
ۇ 2ܯ

ൣܳ(ζ)൧ଷۋی
 ۊ

  

ݓ گذاری جایلازم به توضیح است که با  = نگاشت  ،۱۳در رابطه  0
  خواهد آمد. به دستسوراخ دایروی 

  

  تعیین توابع تنش مختلط - ۴- ۳
଴߮تابع  ۷. در رابطه است (ζ)߮طور که اشاره شد، حل مساله منوط به تعیین تابع تحلیلی  همان ൬ζ൰ به  ۱۹رابطه  زبا استفاده ا
  .[2]آید می دست
  :۱۹رابطه 

  ߮଴൫ζ൯ = ݅ߨ12 න തതതതതതത(ݐ)ᇱ߱(ݐ)߱ . ߮ᇱ଴(ݐ)തതതതതതതതݐ − ζ
 ݐ݀

ఊ − ݅ߨ12 න fଵ଴ + ݅fଶ଴ݐ − ζ
 ݐ݀

ఊ  



 ۲۵ یتحت بار برش یمربع گرفته از سوراخ شبه نابرابر نشات یها تنش ترک  شدت بیضر نییتعـــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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ఠ(௧)ఠᇱ(௧)തതതതതതതതدر عبارت  ఝᇱబ(௧)തതതതതതതതത௧ିζ،  ߮تابع଴(ݐ)  و مشتقات آن خارج دایره
بنابراین مزدوج آن داخل دایره واحد در تمامی  بوده،واحد تحلیلی 

مشخص سازی  . با انجام محاسبات و سادهنقاط تحلیلی است
د، بنابراین ای درون دایره واحد ندار نیز ریشه തതതതതതത(ݐ)ᇱ߱که تابع  شود می

اساس بربررسی شود.  (ݐ)߱بودن عبارت  فقط لازم است تحلیلی
لذا  یست،درون دایره واحد دارای قطب ن (t)߱تابع ، [20 ,18]راجعم

به همین  شود و صفر می ،۱۹مقدار انتگرال اول سمت راست رابطه 
اما  .های کوچک دقت کافی ندارد ها برای ترککه نتایج آندلیل است 

مجموع  صورت به (t)߱زدن تابع نگاشت  با تقریب در تحقیق حاضر
در درون دایره واحد  (t)߱کسری مشخص شد که تابع عبارات 

جواب انتگرال اول در سمت راست و در نتیجه  استدارای قطب 
  .شود صفر نمی ۱۹رابطه 

، بنابراین طبق رابطه استفاقد ریشه  ଵ(t)߱تابع  این کهبا توجه به 
های تابع نگاشت  همان قطب (t)߱های تابع نگاشت  قطب ،۱۳ ߱ଵ൫ζ൯ ߱زدن تابع نگاشت  مراحل تقریب. استଵ൫ζ൯  منبع در
و در  کامل شرح داده شده است صورت به [21]قاجارو  محمدی حاج

  .شداستفاده  ۲۰صورت رابطه  بهحاضر از نتایج آن  پژوهش
  :۲۰رابطه 

  ߱ଵ ቀζቁ = ܯ ቌζ+ 1
ζ

ቍ + ܰ
ۈۉζܯ+

ସܥۇ + ෍ ෍ ௞௜1ܧ − α௞Υ୧
ζ

ଵସ
௞ୀଵ

ସ
௜ୀଵ ۋی

 ۊ

  

د. عبارت تعریف شدن نوشت پیدر  ௞௜ܧو  ܥ، α௞ ،Υ௜پارامترهای 
بنابراین  بوده،قطب درون دایره واحد  ۴۸دارای  ۲۰سری رابطه 

  است. ۲۱رابطه  برابر با ۱۹حاصل انتگرال اول در سمت راست معادله 
  :۲۱رابطه 

݅ߨ12   & න തതതതതതത(ݐ)′߱(ݐ)߱ . ߮′଴(ݐ)തതതതതതതതݐ − ζ
 ݐ݀

ఊ = ܯߣ− ෍ ෍ ݅݇ܧ ቀζ௞௜ ቁଶ
ζ − ζ௞௜

ଵସ
௞ୀଷ

߮′଴ ቀδ௞ప ቁതതതതതതതതതതത߱′(δ௞ప )തതതതതതതതതସ
௜ୀଵ  

  

  :۲۲در رابطه  که در آن
  :۲۲رابطه 

ζ௞௜ = α௞Υ୧; δ௞௜ = 1
ζ௞పഥ  

  

، مقدار بودهها عاری از تنش  سطح سوراخ و ترک این کهبا فرض 
ଵ݂଴عبارت  + ݅ ଶ݂଴ است. ۲۳رابطه  برابر با  
ଵ݂଴  :۲۳رابطه  + ݅ ଶ݂଴ =  ଶ߱൫ζ൯തതതതതതܥ݅

  

، ۱۹در انتگرال دوم سمت راست معادله  ۲۳رابطه  گذاری جایبا 
  است. ۲۴رابطه مقدار انتگرال برابر با 

  :۲۴رابطه 
݅ߨ12   න fଵ଴ + ݅fଶ଴ݐ − ζ

 ݐ݀
ఊ = − ܯߣଶܥ2݅

ζ
 

 

଴߮بنابراین تابع  ൬ζ൰  به  ۲۶و  ۲۵رابطه  صورت بهو مشتق اول آن
  آیند: می دست

  :۲۵رابطه 
  ߮଴൫ζ൯ = ܯߣ− ൮෍ ෍ ߮ᇱ଴(ߜ௞)തതതതതതതതതത߱ᇱ(ߜ௞)തതതതതതതതത ௞௜ܧ ቀζ௞௜ ቁଶ

ζ − ζ௞௜
ଵସ

௞ୀଷ
ସ

௜ୀଵ ൲ + ଶ݅ܥܯߣ2
ζ

 

  

  :۲۶رابطه 
  ߮′଴൫ζ൯ = ܯߣ ൮෍ ෍ ߮ᇱ଴(ߜ௞)തതതതതതതതതത߱ᇱ(ߜ௞)തതതതതതതതത ௞௜ܧ ቀζ௞௜ ቁଶ

ቀζ − ζ௞௜ ቁଶଵସ
௞ୀଷ

ସ
௜ୀଵ ൲ − ଶ݅ܥܯߣ2

ζ
ଶ  

 

ζ گذاری جایبا  = δ௞௜  به دستمعادله مختلط  ۴۸، ۲۶در رابطه 
଴′߮ها، مقادیر آنآید که با حل  می ൬ζ൰  آن در  گذاری جایتعیین و با

଴߮، تابع ۲۵رابطه  ൬ζ൰ آید.  می به دست  
و ترک سمت  ூூ,ோܭضریب شدت تنش مود دوم ترک سمت راست 

  .[18]آیند می به دست ۲۷از رابطه  ூூ,௅ܭچپ 
  :۲۷رابطه 

ூூ,ோܭ   = ݅ߨ√2 ߮ᇱ଴(1)ඥ߱ᇱᇱ(1) 

ூூ,௅ܭ  = ߨ√2 ߮ᇱ଴(−1)ඥ−߱ᇱᇱ(−1) 
 

 ،۱۶و مشتق دوم تابع نگاشت در رابطه  ۲۶با استفاده از رابطه 
  ند:شو تعیین می ۲۹و  ۲۸روابط  صورت بهضریب شدت تنش 

  :۲۸رابطه 
ூூ,ோܭ   = ඥ߱ᇱᇱ(1)ܯߣߨ√2 ሾ−2ܥଶ

+ 1݅
ۈۉ
෍ۇ ෍ ቆ߮ᇱ଴(ߜ௞)തതതതതതതതതത߱ᇱ(ߜ௞)തതതതതതതതത ቇ ௞௜ܧ ቆζ௞௜ ቇଶ

ቆ1 − ζ௞௜ ቇଶଵସ
௞ୀଷ

ସ
௜ୀଵ ۋی

ۊ
ۑۑے
 ېۑ

  

  :۲۹رابطه 
ூூ,௅ܭ   = ඥ−߱ᇱᇱ(−1)ܯߣߨ√2 ሾ−2ܥଶ

+ 1݅
ۈۉ
෍ۇ ෍ ቆ߮ᇱ଴(ߜ௞)തതതതതതതതതത߱ᇱ(ߜ௞)തതതതതതതതത ቇ ௞௜ܧ ቆζ௞௜ ቇଶ

ቆ1 + ζ௞௜ ቇଶଵସ
௞ୀଷ

ସ
௜ୀଵ ۋی

ۊ
ۑۑے
 ېۑ

  
  نتایج و بحث - ۴

آمده،  دست بهمقادیر عددی در روابط  گذاری جایدر این بخش با 
محدود و ی اجزاهای  نتایج برای بارگذاری برشی تعیین و با داده

ூூ଴ܭ. ضریب شدت تنش توسط مقدار شدمراجع مقایسه  = ߬ඥܽߨ௘௤ ܭ. شود بعد می بیூூ଴  ضریب شدت تنش ترک مرکزی با
  .استطول معادل 

  دار ترکنتایج سوراخ دایروی  - ۱- ۴
ோܽ)های برابر  ضریب شدت تنش مود دوم ترک = ܽ௅) 

و  شدمحاسبه  ۲۸از رابطه  ܴگرفته از سوراخ دایروی به شعاع  نشات
در  .)۱شدند (نمودار مقایسه  [18]دوآنو  لیومحدود ی با نتایج اجزا
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های مثلثی و برای سایر  محدود برای نوک ترک از المانمدل اجزای 
های چهارضلعی استفاده و با استفاده از روش کانتور  نواحی از المان

  .شدضریب شدت تنش محاسبه  ،انتگرال در تعریف ترک
  

  
  دایروی سوراخ از گرفته نشات برابر های ترک KII مقایسه )۱نمودار 

  
محدود اجزای از روش تحلیلی و ) ۱(نمودار آمده  دست بهمقادیر 

های  برای طول ترک [18]دوآنو  لیو. دادتطابق خوبی را نشان 
کردن از عبارت انتگرال نظر نبوده و علت آن صرفکوچک مناسب 

که برای  شد. همچنین مشاهده است ۱۹اول در سمت راست معادله 
ی با طول برابر، مقدار ضریب شدت تنش مود دوم با یها ترک

௘௤ܽافزایش طول ترک به مقدار ترک مرکزی با طول معادل  = (ܴ + ܽோ) شود. همگرا می  
  دار ترکمربعی  نتایج سوراخ شبه - ۲- ۴

گرفته از  های برابر نشات ش مود دوم برای ترکضرایب شدت تن
. )۲به دست آمد (نمودار های متفاوت ݓمربعی با  سوراخ شبه

ݓبرای حالت  ூூܭمقادیر  = محدود برای سوراخ ی با نتایج اجزا 0
تمرکز تنش در  ݓبا افزایش  این که. با توجه به بوددایروی یکسان 

کند، مقدار  تغییر میست، اگوشه هایی که ترک از آن نشات گرفته  اما اثر  ،آید می به دستهای کوچک متفاوت  نیز در طول ترک ூூܭ
شود. نتایج  های بلند دیده نمی ها در طول ترک تمرکز تنش گوشه

های بلند به نتایج مساله با ترک مرکزی با  ضریب شدت تنش ترک
௘௤ܽطول معادل  = (ܽ + ܽோ) شود. همگرا می  

  

  
 متفاوت هایw با مربعی شبه و دایروی سوراخ از گرفته نشات برابر های ترک KII مقادیر )۲نمودار 

  
ضریب شدت تنش مود دوم ترک سمت راست و ترک سمت چپ 

به دست آمد مربعی  گرفته از سوراخ شبه های نابرابر نشات برای ترک
ݓطور که اشاره شد برای حالت  . همان)۳(نمودار  = ، اضلاع 1/9
بنابراین نتایج فقط برای این  ،صاف است مربعی تقریباً  شبهسوراخ 

. در )۳(نمودار  های مختلف نشان داده شد طول ترک ازای بهحالت 
و مقدار بود ثابت  ،برای هر منحنی، طول ترک سمت چپ نموداراین 

  .فتیا طول ترک سمت راست افزایش می
دیگر  ضرایب شدت تنش ترک ،ها با افزایش طول هر کدام از ترک

. برای تمامی )۳یافت (نمودار نیز تغییر و مقدار کمی افزایش 
های کوچک قابل ܽ/ோܽهای سمت چپ، شیب منحنی در  ترک

. با افزایش طول ترک سمت راست، شیب )۳بود (نمودار توجه 
ثابت ماند. این موضوع  و سپس تقریباً یافت منحنی کاهش 

که ترک از باشد مربع  بهتواند ناشی از تاثیر میدان تنش گوشه ش می
اثر میدان تنش گوشه  ،. با افزایش طول ترکاست آن نشات گرفته

  .یافتمربع روی ضریب شدت تنش کاهش  شبه
  

  

  
با  مربعی شبه سوراخ از گرفته نشات نابرابر های ترک برای KII مقادیر )۳نمودار  w=1/9 چپ سمت ترک) ب راست سمت ترک) الف  

  
 گیری نتیجه - ۵

 ارایه ،با استفاده از روش تحلیلی متغیر مختلط پژوهش حاضردر 
نگاشت جدید و بسط تابع نگاشت به مجموع عبارات کسری، 

های نابرابر  ای برای ضریب شدت تنش مود دوم ترک رابطه
. نتایج نشان داد که برای شد ارایهمربعی  گرفته از سوراخ شبه تانش

وراخ اثر چندانی بر ضرایب شدت تنش های بلند، شکل س طول ترک
های بلند با نتایج صفحه  ندارد. به عبارتی ضرایب شدت تنش ترک

حاوی ترک مرکزی به طول معادل برابر خواهد بود. همچنین ضرایب 
شده  ارایههای کوچک در مقایسه با مقادیر  شدت تنش تحلیلی ترک
  .رددر مراجع دقت بالایی دا

  
  از سوی نویسندگان گزارش نشده است.موردی تشکر و قدردانی: 
  نویسندگان گزارش نشده است.موردی از سوی  تاییدیه اخلاقی:
  موردی از سوی نویسندگان گزارش نشده است.تعارض منافع: 

 )الف(

 (ب)
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 (نویسنده اول)، اله قاجار رحمت سهم نویسندگان:
مجتبی  %)؛٥٠( شناس/پژوهشگر اصلی/نگارنده بحث روش
/پژوهشگر مقدمهنگارنده  دوم)،(نویسنده  محمدی حاجی
  %)٥٠/تحلیلگر آماری (اصلی

  از سوی نویسندگان گزارش نشده است.موردی منابع مالی: 
  
  نوشت پی - ۶

݅) Υ୧پارامتر  = 1, به دست  صورت زیر به ها تابعی از طول ترک (4
  :آید می

  Υଵ = − ܯ12 ቂܰ − 1 − ඥܰଶ − 2ܰ + 1 −  ଶቃܯ4
 Υଶ = Υଵഥ  
 Υଷ = − ܯ12 ቂܰ + 1 − ඥܰଶ + 2ܰ + 1 −    ଶቃܯ4
 Υସ = Υଷതതത 

  

  آید: می به دست زیراز حل عددی رابطه  A௞و  α௞مقادیر 
  ෍൫ܣ௝ߙ௝ ௞൯௠

௝ୀଵ = ܿ௞ 
 ܿ௞ = ൬1 − 12൰ ൬1 − 12 − 1൰ ⋯ ൬1 − 12 − ݇ + 1൰ (−1)௞݇!  

  

 [11]هوریچیو  هاسبهبرای حل این رابطه از روش پیشنهادی 
  . استفاده شد

  شوند: تعریف می زیرروابط  صورت به ௞௜ܧو  ܥهمچنین مقادیر 
ܥ   = 1 + ෍ ௞ଵସܣ

௞ୀଵ  

௞௜ܧ  = ௞ܣଷܥ− + ℰଵ,௞௜ + ℰଶ,௞௜ + ℰଷ,௞௜  
  

  : های زیر هستند رابطه با برابر ℰଷ,௞௜و  ℰଵ,௞௜ ،ℰଶ,௞௜مقادیر 
  ℰଵ,௞௜ = ௞α௞Υ୧ܣଶܥ ෍ ෍ ௝α௞Υ୧ܣ − α௝Υ୮(௜,௦)

ଵସ
௝ୀଵ

ଷ
௦ୀଵ   ; 

 ℰଶ,௞௜ = ௞(α௞Υ௜)ଶܣܥ− ∗× ෍ ෍ ௝α௞Υ୧ܣ − α௝Υ୮(௜,௦)
ଵସ

௝ୀଵ ෍ ௠α௞Υ௜ܣ − α௡Υ୯(௜,௦)
ଵସ

௡ୀଵ
ଷ

௦ୀଵ
 

 ℰଷ,௞௜ = ௞(α௞Υ௜)ଷܣ
× ෍ ௝α௞Υ୧ܣ − α௝Υ୮(௜,ଵ)

ଵସ
௝ୀଵ× ෍ ௠α௞Υ௜ܣ − α௠Υ୯(௜,ଵ) ෍ ௡α௞Υ௜ܣ − α௡Υ୰(௜,ଵ)

ଵସ
௡ୀଵ

ଵସ
௠ୀଵ

 

  

  شوند: زیر تعریف می صورت نیز به rو  p  ،qهای  اندیس
  p = ൦2 3 41 3 41 2 41 2 3൪ ; q = ൦3 4 23 4 12 4 12 3 1൪ ;  r = ൦4443൪ 
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