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Computation of First and Second-Order Sensitivities for 
Steady State Incompressible Laminar Flow Using Extended 
Complex Variables Method

[1] Topology optimization of heat conduction problem via Level-Set method and the finite 
elements analysis [2] Shape optimization of a body in compressible inviscid flows [3] 
Uncertainty quantification of electroosmotic flow in a microchannel [4] A continuous 
second‐order sensitivity equation method for time‐dependent incompressible laminar 
flows [5] Airfoil design on unstructured grids for turbulent flows [6] Discrete adjoint 
sensitivity analysis for fluid flow topology optimization based on the generalized lattice 
Boltzmann method [7] Aerodynamic shape optimization of complex aircraft configurations 
via an adjoint formulation [8] Computation of shape design sensitivities for linear FEM 
using modified semi-analytical method [9] Sensitivity analysis for Navier-Stokes equations 
on unstructured meshes using complex variables [10] Numerical differentiation of analytic 
functions [11] Numerical algorithms based on the theory of complex variable [12] Using 
complex variables to estimate derivatives of real functions [13] The complex-step derivative 
approximation [14] An automated method for sensitivity analysis using complex variables 
[15] A multidisciplinary optimization method for designing inlets using complex variables 
[16] Computationally efficient, numerically exact design space derivatives via the complex 
Taylor’s series expansion method [17] Extensions of the first and second complex-step 
derivative approximations [18] An introduction to nonlinear finite element analysis: With 
applications to heat transfer, fluid mechanics, and solid mechanics [19] An experimental 
investigation of the steady separated flow past a circular cylinder [20] Experiments on the 
flow past a circular cylinder at low Reynolds numbers 

In this paper, extended complex variables method (ECVM) is presented in fluid flow problems 
for the first and second-order sensitivity analysis. The finite element method is used to solve 
the Navier-Stokes equations, and the complex variables method is implemented to it. In the 
complex variables method, a complex step that only includes the imaginary part is used, but 
in its development, it uses a complex step that includes both the imaginary part and the real 
part to achieve higher performance. In the first-order sensitivity calculation, the results are 
not dependent on the step size, but in the second-order sensitivity, the results of the sensitivity 
depending on the step size and inevitably the developed formulas should be used to obtain 
higher accuracy. The proposed method is first validated for a problem with a closed-form 
solution, and the convergence rate is investigated and, then, applied to a uniform flow past 
a cylindrical cylinder and, finally, the results are compared by finite difference method. The 
results show that the range of accuracy for second-order sensitivity in the extended complex 
variable method is doubled compared to the complex variable method and it can be reduced to 
10-12. It means that the effectiveness of the proposed method has increased. The introduced 
method is applicable to a wide range of problems with simple and complex parameters.
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  چکيده
مرتبه  تیحساس لیتحل یبرا افتهی مختلط توسعه یرهایمقاله روش متغ نیدر ا

 - ریحل معادلات ناو ی. براشود یم یمعرف الیس انیجر لیاول و دوم در مسا
آن  یمختلط رو یرهایاستوکس از روش المان محدود بهره گرفته و روش متغ

که فقط شامل قسمت  یمختلط از گام مختلط یرهای. در روش متغشود یم ادهیپ
از گام  افتهی مختلط توسعه یرهایدر متغ یول شود یاست استفاده م یموهوم
 ییحصول کارآ یاست برا یقیو قسمت حق یکه شامل قسمت موهوم یمختلط

وابسته به اندازه  جیمرتبه اول نتا تی. در محاسبه حساسشود یبالاتر استفاده م
وابسته به اندازه گام  تیسحسا جیمرتبه دوم نتا تیدر حساس یول ستندیگام ن

استفاده  افتهی توسعه یها حصول دقت بالاتر از فرمول یبرا دیبا ریهستند و ناگز
شده و نرخ  یاعتبارسنج قیمساله با حل دق کی یابتدا برا شده هیروش ارا کرد.
 کی یاز رو کنواختی انیجر یو سپس برا ردیگ یقرار م یمورد بررس ییهمگرا
 سهیبا روش تفاضل محدود مقا جیکار گرفته و سرانجام نتا هب یا استوانه لندریس
مرتبه  تیحساس ییکه محدوده طول گام همگرا دهد ینشان م جی. نتاشود یم

مختلط  یرهاینسبت به روش متغ افتهی مختلط توسعه یرهایدوم در روش متغ
 شده هیروش ارا ییکارآ یعنی نیآن را کاهش داد. ا توان یم ۱۰-۱۲دوبرابر شده و تا 

 یبا پارامترها لیاز مسا یعیوس فیط یبرا شده یاست. روش معرف افتهی شیافزا
  قابل کاربرد است. دهیچیساده و پ
معادلات  افته،ی مرتبه اول و دوم، روش اعداد مختلط توسعه تیحساس لیتحل ها: کلیدواژه

  استوکس، روش المان محدود -ریناو
  

  ۰۳/۰۱/۹۷ تاريخ دريافت:
  ۱۵/۰۷/۹۷ تاريخ پذيرش:

  m.hassanzadeh@kordkuyiau.ac.irنويسنده مسئول: *
  
  مقدمه - ۱

نسبتاً جدید و قدرتمند در دینامیک آنالیز حساسیت یک ابزار 
سیالات محاسباتی است. حساسیت (مشتق تابع نسبت به یک 

دهد که چگونه یک متغیر وابسته نسبت  پارامتر طراحی) نشان می
و کاربردهای  دهد به تغییرات پارامتر طراحی واکنش نشان می

، ارزیابی [2 ,1]سازی های بهینه وسیعی از جمله استخراج الگوریتم
دارد.  [3]های نزدیک یا تخمین عدم قطعیت حل سریع جریان

های خود  همچنین حساسیت در کنترل جریان با توجه به توانایی
در یافتن پاسخ جریان نسبت به تغییرات پارامتر طراحی، کاربرد پیدا 

هایی چون روش  توان از روش کند. برای محاسبه حساسیت می می
، روش تحلیل [5 ,4]پیوستهتفاضل محدود، روش تحلیل حساسیت 

 [8, 9] (CVM)و روش متغیرهای مختلط  [7 ,6]حساسیت گسسسته
بهره برد. اخیراً روش متغیرهای مختلط با توجه به مزایای خود مورد 

  توجه محققان زیادی قرار گرفته است.
و  [10]مولرو  لینسروش متغیرهای مختلط اولین بار توسط 

 CVMگیری از  با بهره [12]ترپو  راسکوئتوسعه داده شد.  [11]لینس
و  مارتینزمشتقات توابع حقیقی را تعیین کردند. در زمینه هوافضا 

 منظور بُعدی به های هوایی سه در سازه CVMاز حلگر  [13]همکاران
سازی طراحی استفاده کردند. همچنین  تعیین حساسیت برای بهینه

را برای محاسبه (تعیین) حساسیت  CVM، [14]و همکاران مارتینز

در دینامیک سیالات محاسباتی دوبُعدی به کار گرفتند. 
برای تعیین مشتقات  CVMاز  [9]و همکاران اندرسون کیل

 از [15]رودریگزهای توربولانس استفاده کردند.  حساسیت برای جریان
های مورد  آوردن گرادیان دست منظور به روش متغیرهای مختلط به

سازی غیرخطی کوپله با  ، برای بهینهسازی در الگوریتم بهینهنیاز 
معادلات ناویراستوکس جریان برای طراحی دریچه ورودی هواپیما 

برای محاسبه  روش متغیرهای مختلطاستفاده کرده است. حسن 
این است که وابسته به اندازه گام نیست و  حساسیت مرتبه اول

با دقت مشتقات طراحی را  ،گیرداستفاده قرار  درستی مورد وقتی به
  . [16]دهد نتیجه می مطلوب

تقریب گام مختلط در اکثر کاربردهای مهندسی تنها برای مشتقات 
مرتبه اول استخراج و استفاده شده است. استخراج تقریب مشتق 
مرتبه دوم با استفاده از گام مختلط موهومی سرراست بوده، اما این 

ا خطاهای گردکردن مواجه است، زیرا روش برای اندازه گام کوچک ب
همانند روش تفاضل محدود خطاهای ناشی از تفریق وجود دارد. 

علت خطای برش  وقتی اندازه گام افزایش یابد، دقت محاسبات به
یابد. کاهش اندازه گام، دقت را تا یک نقطه بهینه  کاهش می
 زدلیل خطای گردکردن ا دهد و کاهش بیشتر دقت را به افزایش می
 برد. از این رو بایستی بین خطای گردکردن و خطای برش در بین می

  محاسبه حساسیت مرتبه دوم، توازن برقرار نمود. 
روش مرسوم برای استخراج مشتقات مرتبه اول با استفاده از بسط 

شود. این گام  سری تیلور با گام مختلط فقط موهومی انجام می
م مختلط کلی جایگزین با گا [17]کراسیدیسو  لایمختلط توسط 

وسیله رابطه اویلر مرتبط  شده است. عدد مختلط با توابع مثلثاتی به
 توان بر حسب زاویه نیز شود. بنابراین سری تیلور مختلط را می می

بسط داد. برای استخراج مشتقات مرتبه اول و دوم در یک 
، جفت سری تیلورهایی به کار گرفته شد که اختلاف [17]مطالعه

با یکدیگر دارند، تا روابط با دقت بالاتر برای تحلیل حساسیت  °۱۸۰
به دست آید. همانند مشتق مرتبه اول با روش متغیرهای مختلط 

آمده نیز فاقد خطای گردکردن است،  دست مرسوم، تقریب جدید به
شده  اما خطای برشی بهتری دارد، ولی مشتق مرتبه دوم ارایه

های  دهد. فرمول دن ارایه میتقریب بهتری را برای خطای گردکر
 شده تاکنون برای کاربردهای مهندسی مورد استفاده قرار استخراج
ها  کارگرفتن این فرمول اند. از این رو هدف مقاله حاضر، به نگرفته

استوکس  -طور خاص در معادلات ناویر برای کاربرد مهندسی و به
  است.

متغیرهای مختلط کاربرد جدیدی برای بسط روش در این مقاله 
های  برای محاسبه حساسیت مرتبه اول و دوم با دقت بالا در جریان

 شود. رژیم جریان با استفاده از ناپذیر پایا ارایه می ای تراکم لایه
 شود و سپس با استفاده از روش المان محدود غیرخطی مدل می

هایی، حساسیت مرتبه اول  یافته برای مثال روش متغیرهای توسعه
های متداول برای اندازه  م، محاسبه و سپس با دیگر روشو دو
ها،  های بارز این فرمول شود. از ویژگی های مختلط مقایسه می گام

ها،  اعتمادبودن آن در محاسبه حساسیت سازی و قابل سادگی پیاده
شده و وابستگی کمتر به اندازه گام  عدم وابستگی به المان استفاده
  .برای مشتق مرتبه دوم است

  
  معادلات ناویراستوکس - ۲

وسیله معادلات مومنتوم و  ناپذیر به رژیم جریان برای سیال تراکم
  .[18]شود پیوستگی مدل می

  

ߩ              )۱( డuడ௧ + ݑߩ ∙ ݑߘ = ܲߘ− + ݂ + ߘ ∙ ሾ2(ݑ)ߛߤሿ  



 ۲۳۹ ...با استفاده از ایپا ریناپذ تراکم یا هیلا یها انیجر یمرتبه اول و دوم برا تیمحاسبه حساســـــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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)۲(                                                                     ∇ ∙ ݑ = 0  
  

زمان،  ݐویسکوزیته،  ߤفشار،  ݌سرعت،  ݑچگالی،  ߩکه  (ݑ)ߛ = ݑߘ) + نیروی حجمی  ݂تانسور نرخ برشی و  ୘)/2ݑߘ
  با شرایط اولیه: ۲و  ۱است. معادلات 

  

,ݔ)ݑ                                      )۳( ݐ = 0) = ଴ܷ(ݔ)     in ߗ  
  

  و شرایط مرزی نیومن و دیریکله:
  

,ݔ)ݑ                                        )۴( (ݐ = ܷ஽(ݔ,    ஽߁ on     (ݐ
  

ݐ                )۵( = ሾ−݌I + ሿ(ݑ)ߛߤ2 ∙ ො݊ =      ே߁   ே    onܨ
  

 ஽ܷ، ߗمقادیر اولیه سرعت روی دامنه  U଴شوند که  کامل می
بردار هادی و  ො݊تانسور واحد،  ஽ ،I߁مقادیر سرعت اعمالی روی مرز    هستند. ே߁روی مرز  ݐمقادیر نیروی ترکشن سطحی  ேܨ

  
  سرعت - فشار محدود المان مدل - ۳

از  سیستمی هر که است ایده این بر مبتنی محدود المان روش
 حل از این رو است و تشکیل شده مختلفی اجزای از فیزیکی لحاظ
  . شود اجزا بیان آن برای تواند می آن

 مساله برای Ω௘ نوعی المان یک روی ۲و  ۱معادلات  وزنی انتگرال
  :[18]شود صورت زیر نوشته می به دوبُعدی

  

׬                                      )۶( ܳ ቀడజೣడ௫ + డజ೤డ௬ ቁ ఆ೐ ݕ݀ݔ݀ = 0   
  

׬  )۷( ௫ݓ ቊߩ଴ ቀ߭௫ డజೣడ௫ + ߭௬ డజೣడ௬ ቁ − డడ௫ ቀ2ߤ డజೣడ௫ ቁ − ఆ೐డడ௬ ቆߤ ቀడజೣడ௬ + డజ೤డ௫ ቁቇ + డ௉డ௫ − ଴ߩ ௫݂ቋ ݕ݀ݔ݀ = 0  
׬  )۸( w୷ ቊρ଴ ቀυ୶ ப஥౯ப୶ + υ୷ ப஥౯ப୷ ቁ − பப୷ ቀ2μ ப஥౯ப୶ ቁ − ஐ౛பப୶ ቆμ ቀப஥౮ப୷ + ப஥౯ப୶ ቁቇ + ப୔ப୷ − ρ଴f୷ቋ dxdy = 0  
  

 در که هستند وزنی های تابع ،௬ቁݓ،௫ݓ و ቀܳ ها معادله این در
 های تابع برابر ترتیب به گلرکین - ریتز محدود المان های مدل
,൫ܲ برای یابی میان ߭௫, ߭௬൯ معادلات این در .هستند ൫ ௫݂, ௬݂൯، 
 تغییر بدون ۶معادله . هستند حجمی نیروی برداری های مولفه
 کاهش برای کمکی هیچ جزء، به جزء انتگرال چون مانند، می باقی
,൫߭௫ دیفرانسیلی مرتبه ߭௬൯ مرزی شرایط آن، بر علاوه کند. نمی 
 توضیحات .است فیزیکی مرزی شرایط تضاد در آمده دست به

. رود می کار به ۸و  ۷های  معادله در اول عبارت برای مشابهی
 فشار متغیر که دهد می را امکان این جزء به جزء گیری انتگرال
 برای پایانی های عبارت. باشد داشته را تری پایین مرتبه تقریب
  :[18]شوند می نوشته زیر صورت به ضعیف های شکل

  

׬                                      )۹( ܳ ቀడజೣడ௫ + డజ೤డ௬ ቁ ஐ೐ ݕ݀ݔ݀ = 0   
  

׬ )۱۰( ቀݓ௫ߩ଴ ቀ߭௫ డజೣడ௫ + ߭௬ డజೣడ௬ ቁ + ߤ2 డ௪ೣడ௫ డజೣడ௫ + ஐ೐ߤ డ௪ೣడ௬ ቀడజೣడ௬ + డజ೤డ௫ ቁ + డ௪ೣడ௫ ܲ − ௫ݓ଴ߩ ௫݂ቁ ݕ݀ݔ݀ −∮ ୻೐ ݏ௫݀ݐ௫ݓ = 0  

)۱۱( න ቆݓ௬ߩ଴ ቆ߭௫ ߲߭௬߲ݔ + ߭௬ ߲߭௬߲ݕ ቇ + ߤ2 ݕ௬߲ݓ߲ ߲߭௬߲ݕ 
ஐ೐ + ߤ ݔ௬߲ݓ߲ ቆ߲߭௫߲ݕ + ߲߭௬߲ݔ ቇ + ݕ௬߲ݓ߲ ܲ− ௬ݓ଴ߩ ௬݂ቇ ݕ݀ݔ݀ − ර  ݏ௬݀ݐ௬ݓ

௰೐ = 0 
  

,௫ݐ൫ عبارت، این در ) ترکشن( مرزیهای  تنش های مولفه ௬൯ݐ
  .هستند

௫ݐ               )۱۲( = ቀ2ߤ డజೣడ௫ − ܲቁ ݊௫ + ߤ ቀడజೣడ௬ + డజ೤డ௫ ቁ ݊௬   
  

௬ݐ              )۱۳( = ߤ ቀడజೣడ௬ + డజ೤డ௫ ቁ ݊௫ + ቀ2ߤ డజ೤డ௬ − ܲቁ ݊௬  
  

,൫݊௫ و ݊௬൯ یکه نرمال بردار هادی های کسینوس ො݊ ߁ روی௘ 
  .هستند مرزی

,൫ܲ وابسته متغیرهای ߭௫, ߭௬൯ زیر شکل با بگیرید که نظر در را 
  :شوند می زده تقریب

)۱۴(                         ߭௫(ݔ, ,ݕ (ݐ = ∑ ߰௠(ݔ, ெ௠ୀଵ(ݐ)௫௠߭(ݕ    
  

)۱۵(                         ߭௬(ݔ, ,ݕ (ݐ = ∑ ߰௠(ݔ,   ெ௠ୀଵ(ݐ)௬௠߭(ݕ
  

,ݔ)ܲ                              )۱۶( ,ݕ (ݐ = ∑ ߶௡(ݔ, (ݕ ௡ܲ (ݐ)ே௡ୀଵ 
൫ و هستند) شکل یا( یابی میانهای  تابع ߶ و ߰ معادلات این در ௡ܲ, ߭௫௠, ߭௬௠൯ گرهی های اندازه ൫ܲ, ߭௫, ߭௬൯ .های  تابع هستند

,௫ݓ൫ وزنی ,௬ݓ ܳ൯ دارند را زیر های رابطه:  
  

)۱۷(                                         ܳ ≈ ܲ, ௫ݓ ≈ ߭௫, ௬ݓ ≈ ߭௬  
  

 معادلات تشکیل به منجر ۹-۱۱ معادله در ۱۴-۱۷معادله  جایگزینی
  شود. می ۱۸ محدود

)۱۸(  ቎ሾܥ(߭)ሿ ሾ0ሿ ሾ0ሿሾ0ሿ ሾܥ(߭)ሿ ሾ0ሿሾ0ሿ ሾ0ሿ ሾ0ሿ቏ ቐሼ߭௫ሽ൛߭௬ൟሼܲሽ ቑ +
቎2ሾܵ௫௫ሿ + ሾܵ௬௬ሿ ሾܵ௬௫ሿ −ሾܵ௫଴ሿሾܵ௫௬ሿ ሾܵ௫௫ሿ + 2ሾܵ௬௬ሿ −ሾܵ௬଴ሿ−ሾܵ௫଴ሿ୘ −ሾܵ௬଴ሿ୘ ሾ0ሿ ቏ ቐሼ߭௫ሽ൛߭௬ൟሼܲሽ ቑ =
ቐሼܨଵሽሼܨଶሽሾ0ሿ ቑ   

  
  

 عبارت با داده شده است، نشان ۱۸ معادله در که ها ماتریس ضرایب
  :شود می تعریف زیر

௜௝௘ܥ  )۱۹( (߭) = ׬ ଴߰௜௘ߩ ൬߭௫ డటೕ೐డ௫ + ߭௬ డటೕ೐డ௬ ൰ ஐ೐ ݕ݀ݔ݀    ܵ
௜௝఍ఎ = ׬ ߤ డట೔೐డ఍ డటೕ೐డఎ ஐ೐ ݕ݀ݔ݀ ; ,ߞ  ߟ = ,ݔ ܵ    ݕ ௜௝఍଴ = ׬ డట೔೐డ఍ ߶௝௘݀ݕ݀ݔ ஐ೐ ; ,ߞ  ߟ = ,ݔ ଵܨ    ݕ = ׬ ଴߰௜௘ߩ ௫݂݀ݕ݀ݔ ஐ೐ + ∮ ߰௜௘ݐ௫ ୻೐ ଶܨ    ݏ݀ = ׬ ଴߰௜௘ߩ ௬݂݀ݕ݀ݔ ஐ೐ + ∮ ߰௜௘ݐ௬ ୻೐     ݏ݀



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــی کاشان نایسو  زاده حسن یمهد ۲۴۰

 ۱۳۹۷، دی ۱اره ، شم۱۹دوره                                                                                  پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                                                                                     - ماهنامه علمی

,൫߭௫ میدان متغیرهای از مجموعه دو به مربوط مختلف المان دو ߭௬൯ و P مطابق متفاوت، المان  شبکه دو بنابراین دارد، وجود 
  . دارد وجود ߗ محدوده همان در متغیر دو با

 یابی میان از متفاوت باید فشار متغیر برای مورد استفاده یابی میان
 در ضعیف های شکل چون رود. می کار به ها سرعت برای که باشد

 ௬߭ و ௫߭ های سرعت اول های مشتق دارای صرفاً  ،۹- ۱۱ معادلات
 آن بر علاوه. شود نمی شامل را Pفشار  از مشتقی هیچ بوده است و

 فشار های مشخصه شامل بندی فرمول این در اساسی مرزی شرایط
 وارد طبیعی شرایط از بخشی عنوان به مرزی شرایط بلکه نیست،
مورد  ویسکوز ناپذیر تراکم های جریان برای که هایی المان. شود می

 های المان. کنند ارضا را LBB شرایط باید گیرند، می قرار استفاده
 ناپذیر تراکم سیالات دوبُعدی های جریان برای مورد استفاده معمول
  .اند شده داده  نشان ۱شکل  در ویسکوز

  

  
 المان های مدل برای مورد استفاده چهارضلعی و مثلثی های المان )١شکل 
  محدود

  
  حساسیت تحلیل - ۴

که منطبق  بودهدر طراحی  اساسیتحلیل حساسیت دارای اهمیت 
امکان استفاده از روش آنالیز حساسیت،  رویکرد محاسباتی است.بر 

کدام  این کهتشخیص و  طرح بهینهبرای یافتن گرادیان نزولی 
متغیر در هر مرحله از فرآیند طراحی از اهمیت بیشتری برخوردار 

یک مدل ریاضی گسسته مربوط به یک سیستم  .دهد است، را می
,ݔ)ܴشکلفیزیکی را در نظر بگیرید که به  (ݓ = نوشته   0

ݔ کهشود  می ∈ ൛ݔଵ, ,ଶݔ … , ای از متغیرهای  مجموعه، ௣ൟ୘ݔ
در  .بردار متغیر حالت است ݓدهد و  طراحی را نشان می مستقل
 سازی گسسته وسیله بهگسسته معادلات حاکم معمولاً  شکل ،عمل

به  ای کوپلهزمانی و مکانی از سیستم معادلات دیفرانسیل جزئی 
 چه اگر، شود پیوسته منتج میمحیط  از مکانیک آید که دست می

در زمینه  لازم نیست.، آید شرح زیر می چه به نآچنین فرضی در 
هم با فرم پیوسته و  با فرمتوان هم  تحلیل حساسیت می و تجزیه

سازی ارایه و  منظور ساده اگر چه به .دکار کرگسسته معادلات حاکم 
با تمرکز روی  بخشدادن موضوع، عمده بحث در این  تعمیم

نظر  مقدار خروجی موردفرض  ابد.ی معادلات گسسته حاکم ادامه می
در  yعنوان مثال  شود. به میتوصیف  y=f(x, w) صورت تابع به
بایست کمینه شود یا  که می یتواند تابع هدف ل طراحی مییمسا
تحلیل حساسیت را از  .در نظر گرفته شود ،که باید ارضا شود قیدی

 yامین مرتبه مشتق جزئی kعنوان محاسبات  توان به این پس می
تعریف کرد. در بسیاری از مسایل  xبردار متغیر مستقل  نسبت به
 ۲۰که در معادله  بودهنظر  موردکمیت مرتبه اول  مشتق ،عملی
  شده است.  دهنشان دا

ݕ∇                                   )۲۰( = ൜ డ௬డ௫భ , డ௬డ௫మ , ⋯ , డ௬డ௫೛ൠ ∈ ܴ௣  

سازی طراحی  برخی کاربردها از حساسیت خروجی که در بهینه
  شود: شرح زیر خلاصه می به ،شود مطرح می

که بردار  وقتی yاستفاده از سری تیلور مرتبه اول تغییرات الف) با 
سرعت تقریب  به ،به میزان کوچکی منحرف شود xمستقل  متغیر

تواند برای ساخت مدل  حساسیت خروجی می شود. زده می
لحاظ محاسباتی  جایگزین از تابع اصلی به کار گرفته شود که به

  شود. تر اجرا می ارزان
حداکثر کاهش یا افزایش جهت ترتیب دلالت بر  به ݕߘ−و  ݕ∇ب) 

y جوی مبتنی بر و روش جست تواند در دارد. بنابراین حساسیت می
  .گرادیان به کار گرفته شود

میانگین تصادفی با  –عنوان یک بردار صفر به xکه ج) زمانی 
شود، در این حالت حساسیت مرتبه  مدل می Cماتریس همبستگی 

〈ݕ〉طبق رابطه مقابل  yتواند برای تقریب آمار  اول می = f(〈ݔ〉, ,(ݓ ௬ߪ = احتمال  ،〈∙〉 که به کار گرفته شود ்ݕ∇ܥݕ∇
  وقوع عملگر است.

ن حساسیت ممکن است آهای متنوعی که در  روش ادامهدر 
تحلیل تابعی محاسبه شود، بررسی  و  صورت جبری یا تجزیه به
های مختلف شرح داده و  شود. مزایا و معایب روش می

ل یمساترین روش برای حل  دستورالعملی برای انتخاب مناسب
  فراهم شده است.

  روش تفاضل محدود - ۱- ۴
استفاده از  ،یک روش معمول و قابل فهم برای تخمین مشتقات

تقریب تفاضل محدود برای مشتقات با  روش تفاضل محدود است.
به  xنسبت به نقطه  y=f(x)کردن بسط سری تیلور از تابع  کوتاه

، بسط گرفتن در تقریب تفاضل محدود برای مشتق ید.آ دست می
  :در نظر بگیرید f(x+h) اسکالرسری تیلور را با تابع 

  

ݔ)݂      )۲۱( + ℎ) = (ݔ)݂ + ℎ ௗ௙ௗ௫ + ௛మଶ! ௗమ௙ௗ௫మ + ௛యଷ! ௗయ௙ௗ௫య + ⋯  
  

تقریب تفاضل محدود پیشرو برای مشتق اول با حل معادله قبلی 
  :آید به دست می df/dx برای

  

)۲۲(                                          ௗ௙ௗ௫ ≈ ௙(௫ା௛)ି௙(௫)௛ + ܱ(ℎ)  
  

لذا این ، است O(h)خطای برش برای تقریب تفاضل محدود پیشرو 
باید  منظور کاهش خطای برش به .آید شمار میه تقریب مرتبه اول ب

 زیر صورت به f(x-h)معادلات اضافی با بسط سری تیلور از تعدادی 
  :وارد شوند

  

ݔ)݂   )۲۳( − ℎ) = (ݔ)݂ − ℎ ௗ௙ௗ௫ + ௛మଶ! ௗమ௙ௗ௫మ − ௛యଷ! ௗయ௙ௗ௫య + ⋯   
  

تقریب تفاضلی مرکزی را به  ،df/dxو حل  ۲۳از  ۲۱ تفریق رابطه
  :دهد شکل زیر نشان می

  

)۲۴(                                    ௗ௙ௗ௫ ≈ ௙(௫ା௛)ି௙(௫ି௛)ଶ௛ + ܱ(ℎଶ)  
  

مرکزی از دقت مرتبه دوم  تفاضل روشتوان نشان داد که  می
اما این  .از مرتبه دوم است زیرا که خطای برشی برخوردار است،
تقریب  برایکه  ی بودهارزیابی تابع باراستفاده از دو روش مستلزم
طور مشابه این امکان برای ساختن  . بهمورد نیاز استتفاضل پیشرو 

تقریب تفاضل  های بالاتر وجود دارد. فرمول تفاضل محدود در مرتبه
گیری از  شتقتوان با م محدود برای مشتقات مرتبه بالاتر را می

عنوان مثال تقریب  به ورد.آتر به دست  های پایین فرمول مرتبه
تواند برای تخمین مشتق مرتبه دوم  می ۲۵تفاضل مرکزی در رابطه 

  طبق رابطه زیر به کار گرفته شود:



 ۲۴۱ ...با استفاده از ایپا ریناپذ تراکم یا هیلا یها انیجر یمرتبه اول و دوم برا تیمحاسبه حساســـــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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)۲۵(                   ௗమ௙ௗ௫మ ≈ ௗ௙(௫ା௛)/ௗ௫ିௗ௙(௫ି௛)/ௗ௫ଶ௛ + ܱ(ℎଶ)   
  

ݔ)݂݀های مربوط به  گذاری فرمول با جای + ℎ)/݀و  ݔ ݔ)݂݀ − ℎ)/݀رسیم: به رابطه زیر می ݔ  
  

)٢٦(                      ௗమ௙ௗ௫మ ≈ ௙(௫ାଶ௛)ିଶ௙(௫)ା௙(௫ିଶ௛)ସ௛మ + ܱ(ℎ)   
  

های جذاب تقریب تفاضل محدود این است که  ویژگی یکی از
نظر گرفته  عنوان جعبه سیاه در تواند به می yساز  محاسبات شبیه

شده از نقاط  را در یک مجموعه انتخاب نآفقط لازم است و  شود
صورت  و به هزینه محاسباتی به مرتبه تقریب بستگی دارد .رداجرا ک

 ،تئوری صورت به ابد.ی خطی با تعداد متغیرهای طراحی افزایش می
ست که ی ااین بدان معن. دقت تقریب وابسته به خطای برشی است

 در صورتی که ،توان خطای تقریب را کوچک کرد می طور دلخواه به
خاطر  در عمل به کوچک انتخاب شوند.به اندازه کافی  ها اندازه گام
شدت  )، دقت تقریب بهگردکردندقت حسابی (خطای  یتمحدود

دیگر، تقریب تفاضل محدود  عبارت به است. hوابسته به اندازه گام 
تواند  می و گردکردن ی برشیهاعلت خطا گیری به برای مشتق

  باشد.غیردقیق 
ه بسط سری تیلور ب های ترم پوشی از خاطر چشم خطای برش به

توان  را می گردکردناین در حالی است که خطای  آید. وجود می
واقعی آن  مقدارعددی تابع و مقدار  یابیصورت اختلاف بین ارز به

ن که از دقت تقریب در مشتقات اطمینا برای این توصیف کرد.
رساندن خطای ترکیبی (خطای برش و خطای  حداقل به ،حاصل کنیم
 گاماندازه  مشکل معروف این منجر بهورد نیاز است و ) مگردکردن

در ابتدا نیاز به انتخاب اندازه گامی داریم که خطای برش . شود می
قدر  ن شده نباید آ همزمان اندازه گام انتخاب را به حداقل برساند.

در  شود. رفتن ارقام بامعنی ازبینکوچک باشد که منجر به خطای 
خطای تقریب  ،که با کاهش اندازه گاماست شده   عمل نشان داده

که اندازه گام به نقطه بحرانی  ییتا آنجا کند میهم کاهش پیدا 
   رود. خطای تقریب دوباره رو به افزایش می آن، زا و پس برسد
  تلطروش متغیرهای مخ - ۲- ۴

گیری عددی است که از نظر  روش متغیرهای مختلط، روش مشتق
مفهوم شبیه تفاضل محدود است، اما مزایای قابل توجهی دارد. 

را در نظر بگیرید  f(x)خروجی تابع  ،روش متغیر مختلط شرحبرای 
با درنظرگرفتن این  است. x اسکالرمتغیر مختلط با  تحلیلی که تابع
طبق  xا بسط سری تیلور حول نقطه حقیقی توان ب را می y ،فرضیات

  :وردآرابطه زیر به دست 
ݔ)݂  )۲۷( + ݅ℎ) = (ݔ)݂ + ݅ℎ ௗ௙ௗ௫ − ௛మଶ! ௗమ௙ௗ௫మ − ௜௛యଷ! ௗయ௙ௗ௫య + ⋯   
  

معادل  ،۲۷در معادله توجه داشته باشید که سری تیلور 
݅(که  ihدرنظرگرفتن اختلال مختلط  =  اختلالجای  ه) ب1−√

 از .به کار رفته است ۲۱ مرسوم در رابطهتیلور در سری  بوده وحقیقی 
 شود. این رو، این روش گاهی نیز تقریب با گام مختلط نامیده می

  :شود به شکل زیر نوشته می ۲۷قسمت حقیقی و موهومی رابطه 
  

)۲۸(                 ℜሾ݂(ݔ + ݅ℎ)ሿ = (ݔ)݂ − ௛మଶ! ௗమ௙ௗ௫మ + ܱ(ℎସ)  
  

)۲۹(                 ॅሾ݂(ݔ + ݅ℎ)ሿ = ℎ ௗ௙ௗ௫ − ௛యଷ! ௗయ௙ௗ௫య + ܱ(ℎହ)   
  

حاصل  xنقطه  در fمشتق مرتبه اول تابع  ،hبر  ۲۹ز تقسیم رابطه ا
  :شود می

)۳۰(                                         ௗ௙ௗ௫ = ॅሾ௙(௫ା௜௛)ሿ௛ + ܱ(ℎଶ)    
  

 (ℎଶ)ܱبا را  yتخمین مشتق مرتبه اول  ،۳۰ معادله تقریب
بر خلاف روش تفاضل محدود، تقریب بالا برای مشتق  دهد. می

نیست، زیرا رفتن ارقام بامعنی  ازدستخطای مواجه با مرتبه اول 
ترین برتری روش  این مهم گیرد. قرار نمی تفریقکه درگیر عملیات 

 زیرا ،بودهتقریب با گام مختلط بر روش تقریب تفاضل محدود 
 در تئوری حل شده است.طور موثری  انتخاب اندازه گام به مشکل

 ،را خیلی کوچک انتخاب کرد hاندازه گام  طور دلخواه بهتوان  یم
در اینجا شایان  در دقت محاسبات ایجاد شود.یی که خطا بدون این

صورت  ق مرتبه دوم بهتتقریب برای مش ۲۸ذکر است استفاده از 
  شود: رابطه زیر نوشته می

  

)۳۱(                            ௗమ௙ௗ௫మ = ଶ(௙(௫)ିℜሾ௙(௫ା௜௛)ሿ)௛మ + ܱ(ℎଶ)   
  

، بودهصورت کسر معادله  تفریق درخطای  مواجه با ۳۱معادله 
در معادله ذکرشده  hتقریب متاثر از میزان گام این بنابراین دقت 

  است.
  یافته توسعه روش متغیرهای مختلط - ٣- ٤

به گام اختلال  ۳۱ذکر شد، معادله  ۲- ۴همان طور که در قسمت 
فرمولی با دقت مرتبه بالاتر  [17]کراسیدیسو  لایوابسته است. 

اند، ولی در  برای حساسیت مرتبه اول و دوم استخراج کرده
، بردار ۲کاربردهای مهندسی مورد استفاده قرار نگرفته است. شکل 

دهد.  ) نشان می۱۵°ف (ضریبی ازیکه مختلط را برای زوایای مختل
توان این بردارها را به  با استفاده از روابط مرسوم در جبر مختلط می

௣/௤݅شکل  = ݁௜ఏ  ߠو با زاویه فاز = 90(ݍ/݌) =  π(ݍ2/݌)
با هم  πنوشت. بسط سری تیلور با دو گام مختلط که اختلاف 

  شود: صورت زیر نوشته می دارند، به
  

)۳۲(         ݂൫ݔ + ݁௜ఏℎ൯ = (ݔ)݂ + ∑ ݁௡௜ఏ ௛೙௡! ݂(௡)(ݔ)ஶ௡ୀଵ    
  

)۳۳( ݂൫ݔ + ݁௜(ఏା஠)ℎ൯ = (ݔ)݂ + ෍ ݁௡௜(ఏା஠) ℎ௡݊! ݂(௡)(ݔ)ஶ
௡ୀଵ  

  
௜(ఏ±஠)݁توجه شود که  = −݁௜ఏجای نمایش گام مختلط  . به

توان آن را با استفاده از روابط اویلر  یا نمایی می iصورت توانی  به ݁௜ఏ = cos ݔ + ݅ sin صورت مثلثاتی نشان داد. با جمع و  به ߠ
  شود. حاصل می ۳۵و  ۳۴، روابط ۳۳و  ۳۲تفریق دو رابطه 

)۳۴(  ݂൫ݔ + ݁௜ఏℎ൯ + ݂൫ݔ + ݁௜(ఏା஠)ℎ൯ = (ݔ)2݂ +2 ∑ ሾcos ߠ2݊ + ݅ sin ሿߠ2݊ ௛మ೙(ଶ௡)! ݂(ଶ௡)(ݔ)  ஶ௡ୀଵ   
)۳۵( ݂൫ݔ + ݁௜ఏℎ൯ − ݂൫ݔ + ݁௜(ఏା஠)ℎ൯ = 2 ∑ ሾcos(2݊ −ஶ௡ୀଵ1)ߠ + ݅ sin(2݊ − ሿߠ(1 ௛మ೙షభ(ଶ௡ିଵ)! ݂(ଶ௡ିଵ)(ݔ)   
  

گیریم، در  برای کارآیی بیشتر، فقط قسمت موهومی را در نظر می
  این صورت داریم:

)۳۶(  ॅ ቀ݂൫ݔ + ݁௜ఏℎ൯ + ݂൫ݔ + ݁௜(ఏା஠)ℎ൯ቁ =2 ∑ sin ߠ2݊ ௛మ೙(ଶ௡)! ݂(ଶ௡)(ݔ)  ஶ௡ୀଵ    
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)۳۷( ॅ ቀ݂൫ݔ + ݁௜ఏℎ൯ − ݂൫ݔ + ݁௜(ఏା஠)ℎ൯ቁ =2 ∑ sin(2݊ − ߠ(1 ௛మ೙షభ(ଶ௡ିଵ)! ݂(ଶ௡ିଵ)(ݔ)  ஶ௡ୀଵ    
ای با گام مختلط با روابط  مشتقات مرتبه اول و دوم برای هر زاویه

برای استفاده کامل  ߠآید، اما زاویه مناسب  به دست می ۳۷و  ۳۶
و  ۳۶از قابلیت متغیرهای مختلط مورد نیاز است. با توجه به روابط 

ها صفر است. این sinهایی وجود دارد که برخی از  حالت ۳۷
و باید از این مزیت استفاده کرد تا نرخ  ها مطلوب هستند حالت

همگرایی تقریب سری تیلور افزایش یابد. در حقیقت این نکته، 
هدف اصلی محاسبات با متغیرهای مختلط است که با انتخاب 

توان به روابط با دقت و کارآیی بالا دست یافت. دو  درست زاویه می
یب های خاص هستند، زیرا ضرا حالت θ=۶۰°و  θ=۴۵°حالت 

  کنند. نسبت به دیگر زوایا صفر می ۳۷و  ۳۶زیادی را در معادلات 
  

  
  مختلف مختلط اعداد )٢شکل 

  
  θ=۴۵°حالت - ۱- ۳- ۴

  رسیم: به رابطه زیر می θ=۴۵°و با  ۳۶از معادله 
)۳۸(  ݂ ́ሖ(ݔ) = ॅቀ௙൫௫ା௜భ/మ௛൯ା௙൫௫ା௜ఱ/మ௛൯ቁ௛మ , ௧௥௨௡௖(ℎ)ܧ = ௛రଷ଺଴ ݂(଺)(ݔ)  
  

sinهای موهومی  مولفه n=۲توجه شود هنگامی که  ߠ2݊ = 0 
افتد که  اتفاق می n=۳بوده، بنابراین اولین مقدار غیرصفر برای 

است. این تقریب هنوز مواجه با خطای تفریق  (ℎସ)ܱمنطبق بر 
بوده، در حالی که خطای  ℎସ݂(଺)/360بوده، اما خطای برشی آن 

  است. ℎଶ݂(ସ)/12، ۳۱متناظر با معادله 
 ۳۰برای محاسبه مشتقات مرتبه اول و دوم با استفاده از معادلات 

ݔ)݂نیاز به محاسبه  ۳۸و  + ݅ℎ) ،݂൫ݔ + ݅ଵ/ଶℎ൯  و ݂൫ݔ + ݅ହ/ଶℎ൯ آوردن مشتق مرتبه اول با  دست است. برای به
ݔ൫݂استفاده از  + ݅ଵ/ଶℎ൯  ݂و൫ݔ + ݅ହ/ଶℎ൯ ،ߠ = را در  45°

  رسیم: می ۳۹گذاریم و به رابطه  می ۳۷معادله 
(ݔ́) ݂  )۳۹( = ॅቀ௙൫௫ା௜భ/మ௛൯ି௙൫௫ା௜ఱ/మ௛൯ቁ௛√ଶ , ௧௥௨௡௖(ℎ)ܧ = − ௛మ଺ ݂(ଷ)(ݔ)  
  

است، از این رو به  ۳۰خطای معادله بالا برابر با خطای معادله 
از همان توابع  ۳۹های یکسانی خواهند رسید. اما معادله  جواب

نیز همانند  ۳۹کند. معادله  استفاده می ۳۸مورد استفاده در معادله 
ݔ൫݂شود، زیرا  شامل خطای تفریق نمی ۳۰معادله  + ݅ଵ/ଶℎ൯ −݂ ቀݔ + ݅ఱమℎቁ = ݂ ቀݔ + ݅భమℎቁ − ݂൫ݔ − ݅ଵ/ଶℎ൯  و در واقع

شود. نکته جالب توجه  های موهومی با یکدیگر جمع می قسمت
، مشتقات اول و دوم با دوبار ۳۹و  ۳۸های  این است که در فرمول

آید و دقت حساسیت مرتبه دوم از مرتبه  سازی به دست می شبیه
  چهارم است.

   θ=۶۰°حالت  - ۲- ۳- ۴
به دو رابطه زیر برای  ۳۷و  ۳۶در معادله  θ=۶۰°گذاری  با جای

  رسیم: مشتقات اول و دوم می
(ݔ́) ݂  )۴۰( = ॅቀ௙൫௫ା௜మ/య௛൯ି௙൫௫ା௜ఴ/య௛൯ቁ௛√ଷ , ௧௥௨௡௖(ℎ)ܧ = ௛రଵଶ଴ ݂(ହ)(ݔ)   
)۴۱( ݂ ́ሖ(ݔ) = ॅቀ௙൫௫ା௜మ/య௛൯ା௙൫௫ା௜ఴ/య௛൯ቁ௛√ଷ , ௧௥௨௡௖(ℎ)ܧ = ௛మଶସ ݂(ସ)(ݔ)   
  

ز دقت شود، رابطه مربوط به مشتق اول ا همان طور که دیده می
بالاتری نسبت به مشتق دوم برخوردار است. از آنجایی که مشتقات 
مرتبه اول شامل خطای تفریق نیست، ولی مشتقات دوم شامل 

توان گفت که استفاده از  خطای تفریق و برش هستند، می
  برای محاسبه مشتقات ارجحیت دارد. ۳۹و  ۳۸های  فرمول

  
  اجرا نحوه - ٥

سازی لازم  شبیهدسترسی به کد  ،مختلطبرای استفاده از روش گام 
 استفاده نکند. برای اینمتغیرهای مختلط از عملیات خود که  است

 باشد، قابل اجرامسایل  نوعمختلط در این  هایکه روش متغیر
شده استفاده  از یک شیوه اتوماتیک برای تولید کد اصلاحتوان  می
غیر  به اهم کند.را فر نآارزش تابع و هم مشتق  که قادر است هم کرد

از واقعیت آشکار که شخص باید به کد منبع دسترسی داشته باشد، 
  کد اصلی شامل مراحل زیر است: نسخه مختلطفرآیند تولید 

  کردن تمام متغیرهای حقیقی با متغیرهای مختلط جایگزین -۱
مختلط تعریف  ها و عملگرها که برای اعداد تعریف تمام تابع -۲

  نشده باشد.
  مشتق محاسبه و مستقل متغیر هر برای مختلط دامنه از استفاده-۳

زیرا  ،سهل و آسان است MATLAB افزار نرم اجرای اولین مرحله در
دقت  پذیرد. یهای ورودی استاندارد م مختلط را به شکل داده اعداد

تقریب گام مختلط با این  زیرا نظر در مرحله دوم باید اعمال شود،
 یاین رو مهم است وقت از تحلیلی است. fتابع فرض ناشی شده که 

اعتبار این ، شود مختلط مطرح می شکلها و عملگرها به  تبدیل تابع
  .گیردزمایش قرار آدقت مورد  فرضیه به

  

  نتایج عددی - ٦
های عددی با استفاده از حل مصنوعی  در این بخش، ابتدا روش

سیلندر شود. سپس برای جریان یکنواخت، یک  اعتبارسنجی می
ای به کار گرفته شد. در مورد اعتبارسنجی از حل مصنوعی  استوانه

شود و  ها استفاده می مشتق گرفته و عبارت دقیق برای حساسیت
بندی برای ارزیابی همگرایی  برای هر دو مورد، مطالعه گام و شبکه
گیرد. برای مورد  ها انجام می شبکه، دقت حل جریان و حساسیت

  شود. محدود برای اعتبارسنجی استفاده میدوم از حل تفاضل 
  اعتبارسنجی - ۱- ۶

 در ۴۲معادله صورت  عبارت مصنوعی برای حل معادلات جریان به
  شود: نظر گرفته می

)۴۲(                                             ࢛ = ൜࣏࣏࢞࢟ൠ = ൜(࢞࢈)ܖܑܛ(࢟ࢇ)ܖܑܛൠ  
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ࡼ = ࢞ 
جریان صفر است و  شود که دیورژانس از معادله بالا مشاهده می

حال  شود. این یعنی معادله پیوستگی با این میدان سرعت ارضا می
  آید: دست میه صورت زیر ب های نیروهای حجمی به ترم

)۴۳(  ݂ = ߩ డuడ௧ + ݑߩ ∙ ݑ∇ − ∇ ∙ ሾ2(ݑ)ߛߤሿ + ܲߘ =൜ܽߩ. sin(ܾݔ)cos(ܽݕ) + (ݕܽ)ଶsinܽߤ + .ߩ1 ܾ. sin(ܽݕ)cos(ܾݔ) + (ݔܾ)ଶsinܾߤ ൠ   
  

گیری برای  ، در سادگی آن و سهولت مشتق۴۲حسن معادله 
و نیز عبارت تحلیلی تحلیل حساسیت  ۴۳آوردن عبارت  دست به

 که در شکل بودهواحد  ۱۰دامنه محاسباتی یک مربع به ضلع است. 
دو واحد در نظر گرفته  aواحد و  bو  ߩ، ߤنشان داده شده است.  ۳

به روش متغیرهای مختلط ها  محاسبه حساسیتبرای . شده است
ها نسبت  شود. حساسیت استفاده می ۳۹و  ۳۸، ۳۱، ۳۰ از معادلات
شوند. خط جریان  محاسبه می (2, 2)=(x, y)در نقطه  aبه پارامتر 

سازی برای مقایسه  آمده از شبیه دست همربوط به حل دقیق و حل ب
شود.  رسم شده است. تطابق خوبی بین دو حل دیده می ۴ در شکل

های  مگرایی جریان نسبت به تعداد المان و همگرایی حساسیته
گیرد.  مرتبه اول و دوم نسبت به تعداد المان و اندازه گام انجام می

ها  ها نسبت به تعداد المان درصد خطای نسبی جریان و حساسیت
از روش متغیرهای  ۲نمودار آمده است. در  ۲و  ۱نمودارهای در 

همان طور ساسیت استفاده شده است. یافته برای محاسبه ح توسعه
آن تناظر   افقی و حساسیت  بین خطای سرعت ،شود مشاهده میکه 
خطای  بوده،یعنی جایی که خطای سرعت کم  ،یک وجود دارد به یک

هر دو وابسته به  همچنین .حساسیت نیز کم است و بالعکس
ت مشتق مرتبه اول و دوم سرع ،۳نمودار ها هستند. در  تعداد المان

یافته رسم  افقی با دو روش متغیرهای مختلط مرسوم و توسعه
یافته همانند روش  ست که روش توسعها دهنده آن شده و نشان

قابلیت محاسبه مشتقات را با دقت بالا دارد. از نمودارها  ،مرسوم
توان مشاهده کرد که مقدار درصد خطای نسبی ناچیز است. از  می

ثابت و مشتقات آن صفر  a آنجایی که سرعت عمودی نسبت به
ها  از رسم آن اجتناب شده است. همگرایی حساسیت بوده، بنابراین

المان در  ۶۷۲۸بندی با تعداد  نسبت به طول گام مساله برای شبکه
رفت هر دو روش  طور که انتظار می رسم شده است. همان ۴ نمودار

برای محاسبه حساسیت مرتبه اول در اندازه گام کوچک با خطا 
اما برای حساسیت مرتبه دوم روش متغیرهای  ،شوند مواجه نمی

خطای زیادی را از خود نشان  ،مختلط مرسوم در طول گام کوچک
یافته در همان طول گام نتایج درستی را  ولی روش توسعه ،دهد می
  .دست آورده استه ب

  

  
  )المان ٣٢٠٠( اعتبارسنجی مساله برای محاسباتی دامنه و  شبکه) ٣شکل 

  
  )ب(                                  )           الف(

  عددی حل )ب دقیق حل )الف، اعتبارسنجی مساله در جریان خطوط )۴شکل 

  

  
  اعتبارسنجی مساله در المان تعداد به نسبت فشار و ها سرعت همگرایی) ۱نمودار 

  

  
 به نسبت آن دوم و اول مرتبه های حساسیت و افقی  سرعت همگرایی )۲نمودار 
  دوم است. مرتبه حساسیت uss و اول مرتبه حساسیت us افقی، سرعت u اعتبارسنجی مساله در المان تعداد

  

  
 به نسبت دوم و اول مرتبه های حساسیت همگرایی و حل مقایسه )۳نمودار 
 مساله در یافته توسعه و مختلط متغیرهای روش از استفاده با المان تعداد

 متغیرهای روش ecvm و مرسوم مختلط متغیرهای روش cvm اعتبارسنجی
x  یافته است. توسعه مختلط

y
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 ۱۳۹۷، دی ۱اره ، شم۱۹دوره                                                                                  پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                                                                                     - ماهنامه علمی

  
 گام اندازه به نسبت دوم و اول مرتبه های حساسیت همگرایی مقایسه )۴نمودار 

 cvm اعتبارسنجی مساله در یافته توسعه و مختلط متغیرهای روش از استفاده با
یافته  توسعه مختلط متغیرهای روش ecvm و مرسوم مختلط متغیرهای روش
   است.
  پایین رینولدز اعداد با ای استوانه سیلندر یک از جریان عبور - ٢- ٦

 را ای استوانه سیلندر یک از ناپذیر تراکم سیال عبور دوبُعدی جریان
ها،  های سرعت هدف از این مثال محاسبه حساسیت .بگیرید نظر در

نسبت به سرعت ورودی است. به عبارت  (CD)فشار و ضریب پسا 
ها و ضریب پسا در اثر تغییر سرعت ورودی  دیگر میزان تغییر سرعت

   مورد مطالعه است.
ഥߗ محدود ناحیه در است و بوده واحد سیلندر قطر = ሾ−15.5, 30.5ሿ × ሾ−20.5, 20.5ሿ سیلندر مرکز .شود می واقع 
,ݔ)در  (ݕ = (0,  قطر ٥/١٥ در جریان مرز بنابراین. دارد قرار (0

 مرز و شود می واقع سیلندر مرکز جلوی یا چپ قسمت در سیلندر
 مرکز دست پایین جریان و سیلندر قطر ٥/٣٠در  بیرونی جریان
 قطر ٥/٢٠ در پایینی و بالا مرزهای در کدام هر. دارد قرار سیلندر
 دامنه داشتن با. شوند می واقع سیلندر مرکز پایین و بالا در سیلندر

 و بالا در را آزاد جریان مرزی شرایط تا مجازیم بزرگ محاسباتی
  .کنیم تحمیل جواب روی توجه  قابل تاثیرات بدون دامنه این پایین
 در x سرعت مولفه برای ٠/١مشخص  اندازه یک شامل مرزی شرایط
 ஶݑ آزاد جریان سرعت. است پایین و بالا مرزهای ورودی، جریان
 صفر ،y سرعت مولفه مرزها این در. است شده تعیین واحد که بوده
. هستند آزاد شرایط خروجی جریان مرزی شرایط. شود می داده قرار
 یک آنها برای که هستند ٤٠ و ٢٠ اینجا در توجه مورد رینولدز اعداد
 جریان سرعت براساس رینولدز اعداد. دارد وجود پایدار حالت حل
  .شوند می تعیین سیلندر قطر و آزاد
 بوده) ٥شکل ( محدود المان ٧٠٢٦ شامل محدود المان بندی شبکه
 اطراف در هندسه سازی گسسته از نزدیک نمای همچنین یک و

 استوانه، قوس تر دقیق ارایه برای .است داده شده نشان سیلندر
 بندی فرمول یعنی( حل و هندسه برای یکسانی تقریب

  .است ٣٢١٧٧ مساله، آزادی درجه تعداد و رفته کار به )ایزوپارامتری
 سیلندر سطح طول در شده محاسبه سطح فشار ضرایب ،٥نمودار 
 و گراو آزمایشگاهی های اندازه با را ٤٠ و ٢٠ رینولدز برای

 های اندازه با محدود المان نتایج. دهد می نشان [19]همکاران
 ٤٠ و ٢٠ رینولدز برای ضریب پسا دارند. مطابقت بسیار آزمایشگاهی

 ضریب پسای بین بسیار خوبی است. تطابقآورده شده  ١در جدول 
 ٦شکل  دارد. وجود [20]تریتون آزمایشگاهی نتایج و شده محاسبه
 برای استوانه پشت در را جریان خطوط و شده محاسبه فشار کانتور
  .دهد می نشان ٢٠ و ٤٠ رینولدز

مختلط از معادلات  متغیرهایها به روش  محاسبه حساسیتبرای 
حساسیت نیاز  کنیم. برای محاسبه استفاده می ۳۹و  ۳۸، ۳۱، ۳۰

به تغییر کوچک در ورودی داریم که در این مثال سرعت ورودی 
شود، در روش متغیرهای  است. این تغییر کوچک که گام نامیده می

  شود یعنی: سرعت ورودی داده می صورت مختلط به مختلط به
)٤٤            (                                          ଴ܷ = ଴ܷ + ݅௡ℎ     

در  nگام (یا اختلال) و  hو  1−√برابر با  iسرعت ورودی،  U0که 
است. در  ۲/۱یافته  و در توسعه ۱روش متغیرهای مختلط مرسوم، 

های مختلف با استفاده از  حساسیت مرتبه اول برای گام ۲جدول 
های مختلف از جمله روش تفاضل محدود برای اعتبارسنجی  روش

  آمده است. 
شده با روش متغیرهای مختلط تطابق خوبی با  حساسیت محاسبه

شود، روش  د. همان طور که دیده میروش تفاضل محدود دار
های کوچک نبوده است و با  متغیرهای مختلط، حساس به گام

توان به نتایج قابل قبول و  استفاه از این دو روش در بازه بزرگی می
پایدار رسید. در این مثال، روش تفاضل محدود هم در بازه نسبتاً 

تر  های بزرگ های با دقت رسیده است، البته در گام بزرگی به جواب
دهند و وابستگی   های قابل قبولی را ارایه می هر سه روش جواب

  کمتری به خطای برش دارند. 
  

  

  
، ای استوانه سیلندر یک از جریان عبور برای محاسباتی دامنه و شبکه  )۵ شکل

  سیلندر اطراف هندسه از تر بزرگ نمایی ب) محاسباتی  الف) شبکه
  

  
 فشار ضریب ی مقایسه: ای استوانه سیلندر یک از جریان عبور) ۵نمودار 
 [19]همکاران و گراو آزمایشگاهی نتایج با سیلندر سطح طول شده، در محاسبه
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شده و  با استفاده از کد نوشته شده محاسبه یضریب پسامقایسه  )١جدول 
  [20]مرجع

 Re  آزمایشگاهی مرجعنتایج مطالعه حاضر نسبی درصد اختلاف
۷۵/۱% ۰۸۵۸/۲ ۰۵/۲ ۲۰ 
۴۲/۰%- ۵۵۳۵/۱ ۵۶/۱ ۴۰ 

  
  

  
  )ب(                             )              الف(

کانتور فشار  Re=۴۰و  Re=۲۰ای برای  استوانه سیلندر یک جریان از عبور) ٦ شکل
  Re=۴۰ب)  Re=۲۰الف) ، فشار و خطوط جریان پشت ناحیه کم

  
یسه حساسیت مرتبه اول ضریب پسا نسبت به سرعت ورودی مقا) ٢ جدول ቀడ஼ವడ௎బቁ ۴٠ای در عدد رینولدز  برای جریان عبوری از روی یک سیلندر استوانه  

روش متغیر  گام
 مختلط

روش متغیر مختلط 
 یافته توسعه

روش تفاضل 
 محدود

۰۲ -E۰۰/۱  ۴۶۰۳/۲ ۴۶۰۳/۲ ۴۶۰۲/۲ 
۰۴-E۰۰/۱۴۶۰۲/۲ ۴۶۰۲/۲ ۴۶۰۲/۲ 
۰۶-E۰۰/۱ ۴۶۰۲/۲ ۴۶۰۲/۲ ۴۶۰۲/۲ 
۰۸-E۰۰/۱۴۶۰۲/۲ ۴۶۰۲/۲ ۴۶۰۲/۲ 
۱۰ -E۰۰/۱ ۴۶۰۲/۲ ۴۶۰۲/۲ ۴۶۰۲/۲ 
۱۲-E۰۰/۱ ۴۶۰۲/۲ ۴۶۰۲/۲ ۴۶۰۴/۲ 
۱۴-E۰۰/۱۴۶۰۲/۲ ۴۶۰۲/۲ ۴۳۱۴/۲ 
  

ها بر حسب تعداد  ، مقادیر جریان و حساسیت۶- ۸در نمودارهای 
شده به  دهنده وابستگی مقادیر محاسبه ها رسم شده و نشان المان

مشاهده  همگراییها است، اما روند خاصی برای  تعداد المان
شود. البته برای حساسیت مرتبه دوم، روند همگرایی دیده  نمی
  نتایج ناچیز است.شود، ولی با این وجود اختلاف  می

های مختلف با استفاده از روش  حساسیت مرتبه دوم برای گام
یافته و تفاضل  متغیرهای مختلط، متغیرهای مختلط توسعه

شده  آمده است. حساسیت مرتبه دوم محاسبه ۳محدود در جدول 
یافته تطابق  با روش متغیرهای مختلط و متغیرهای مختلط توسعه

شود که حساسیت  دارد. مشاهده می خوبی با روش تفاضل محدود
های کوچک و بزرگ  مرتبه دوم در هر سه روش، حساس به گام

 ۱۰- ۶است. روش متغیرهای مختلط و تفاضل محدود تا طول گام 
تواند کوچک انتخاب شود، در صورتی که روش متغیرهای  می

های قابل قبولی را  ، جواب۱۰- ۱۲یافته تا طول گام  مختلط توسعه
هد. این یعنی از میان سه روش، روش متغیرهای د نشان می

یافته حساسیت کمتری نسبت به دو روش دیگر دارد  مختلط توسعه
شود. با مقایسه نتایج  تری حاصل می و نتایج صحیح در بازه بزرگ

شود که اندازه گام  عددی حساسیت مرتبه اول با مرتبه دوم دیده می
حساسیت مرتبه  در دقت محاسبه حساسیت مرتبه دوم نسبت به

اول تاثیر بیشتری دارد و حتی روش متغیرهای مختلط مورد 
استفاده در محاسبه حساسیت مرتبه دوم، مستقل از اندازه گام 
نیست و در هر دو خطای برش و گردکردن وجود دارد. واضح است 
که در روش تفاضل محدود، بازه گام مطمئن تقریباً نصف حالت 

  حساسیت مرتبه اول است.
  

  
  بر حسب تعداد الماننمودار مقدار ضریب پسا  )٦نمودار 

  

  
  نمودار حساسیت مرتبه اول ضریب پسا بر حسب تعداد المان )٧نمودار 

  

  
  نمودار حساسیت مرتبه دوم ضریب پسا بر حسب تعداد المان )۸نمودار 

  
ورودی  سرعت به نسبت پسا ضریب دوم مرتبه حساسیت مقایسه )۳جدول ቀడమ஼ವడ௎బమ ቁ ۴۰ رینولدز عدد در ای استوانه سیلندر یک روی از عبوری جریان برای  

روش متغیر  گام
 مختلط

روش متغیر مختلط 
 یافته توسعه

روش تفاضل 
 محدود

۰۲ -E۰۰/۱  ۵۷۲۲/۱ ۵۷۲۲/۱ ۵۷۲۲/۱ 
۰۴-E۰۰/۱ ۵۷۲۲/۱ ۵۷۲۲/۱ ۵۷۲۲/۱ 
۰۶-E۰۰/۱ ۵۶۹۴/۱ ۵۷۲۲/۱ ۵۷۴۵/۱ 
۰۸-E۰۰/۱ ۷۶۴/۱۷- ۵۷۲۲/۱ ۷۶۴/۱۷ 
۱۰ -E۰۰/۱ ۰۵-E۷۸/۱- ۵۷۲۲/۱ ۰۵-E۶۶/۲ 
۱۲-E۰۰/۱ ۰۹-E۷۸/۱- ۵۷۱۴/۱ ۰۹-E۷۷/۳ 
۱۴-E۰۰/۱ ۱۳-E۲۲/۲ - ۶۰۹۳/۱ ۱۳-E۴۴/۲ 
  
  نتیجه گیری  - ۷

با توجه به اهمیت طراحی بهینه، شناسایی پارامترهای بهینه و 
دیگر کاربردها در مهندسی استفاده از تحلیل حساسیت لازم به نظر 

رسد. در این مقاله ابتدا رژیم جریان با روش المان محدود،  می
سازی شد و سپس تحلیل حساسیت مرتبه اول و دوم در  مدل

جریان پایا مورد مطالعه قرار  مسایل مربوط به سیالات برای رژیم
گرفت. برای محاسبه تحلیل حساسیت مرتبه اول و حساسیت 

شده، استفاده و  داده مرتبه دوم از روش متغیرهای مختلط توسعه
دهد رژیم جریان  به کار بسته شده است. نتایج نشان می  برای مثال

درستی و با دقت بالا مدل شده و تحلیل  با روش المان محدود به
ها همخوانی داشته و از دقت بالایی  ها نیز با دیگر روش حساسیت
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صورت خلاصه  ها برخوردار است. نتایج به در بازه بزرگی از گام
  صورت زیر آمده است: به
شده در بازه  های استفاده برای حساسیت مرتبه اول، تمام روش -۱

دهند. روش تفاضل  بزرگی از طول گام، نتایج بادقتی را نشان می
تر، بدون  کوچک ۱۰-۲و دو روش دیگر از  ۱۰- ۲تا  ۱۰-۱۴محدود از 

  شود. محدودیت به جواب درست منتج می
حساسیت مرتبه دوم نسبت به مرتبه اول حساسیت بیشتری  -۲

- ۱۲یافته از  نسبت به طول گام دارد. روش متغیرهای مختلط توسعه

ت منتهی به جواب درس ۱۰- ۲تا  ۱۰-۶و دو روش دیگر از  ۱۰- ۲تا  ۱۰
 شود. می
یافته در  برای محاسبه حساسیت مرتبه دوم، روش متغیر توسعه -۳

های صحیح  ها به جواب ها نسبت به دیگر روش تری از گام بازه بزرگ
، ولی در دیگر ۱۰- ۱۲شده تا طول گام  شود. در روش ارایه منتهی می

 رسیم. به پاسخ درست می ۱۰-۶ها تا طول گام  روش
ها یعنی دقت  لاوه بر طول گام به تعداد الماندقت حساسیت ع -۴

  محاسبه خود متغیرهای اصلی نیز وابسته است.
اگر هدف فقط محاسبه حساسیت مرتبه اول باشد، استفاده از  -۵

سازی  شود. زیرا تعداد شبیه روش متغیرهای مختلط توصیه می
یافته دارد و در عین حال دقتی معادل با  کمتری نسبت به توسعه

ارد، ولی اگر علاوه بر محاسبه حساسیت مرتبه اول، محاسبه آن د
حساسیت مرتبه دوم نیز مورد نیاز باشد، استفاده از روش 

یافته ارجحیت دارد. زیرا با دوبار  متغیرهای مختلط توسعه
های مرتبه اول و دوم را  سازی با متغیرهای مختلط، حساسیت مدل

  دهند. با دقت بالا نتیجه می
 از معاونت پژوهشینويسندگان این مقاله  قدردانی:تشکر و 

پژوهش  علت حمایت مالی این بهدانشگاه آزاد اسلامی واحد گرگان 
  .دننمای تشکر می

(به طور کامل  یگرید هیمقاله تاکنون در نشر نیا :تاییدیه اخلاقی
و  یعلم اتیاست. ضمنا محتو دهیاز آن) به چاپ نرس یبخش ای
بوده و صحت و  سندگانیخود نو یعلم تیمنتج از فعال ،مقاله یادب

  مقاله است. سندگانیو متن مقاله برعهده نو جیاعتبار نتا
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