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Analytical Solution for Vibration Analysis of Piezoelectric 
Shallow Spherical Sensors and Actuators
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In this article, an exact analytical approach is presented to analyze free vibration of a thin 
piezoelectric spherical shell, using thin shallow shell theory. The piezoelectric spherical shell 
is modeled as a sensor or an actuator. The piezoelectric material is polarized through the 
thickness of the shell. Using the separation of variables method as well as some new potential 
functions, the equations of motion and Maxwell’s equation are exactly solved, simultaneously. 
First, the equation of the transverse displacement of the shell is separately obtained and after 
extracting the transverse displacement, other unknowns such as the in-plane displacements 
and electrical potential function are obtained. Then, applying mechanical and electrical 
boundary conditions, the natural frequencies of the shell are obtained for the sensor and 
actuator cases. In order to validate the accuracy of the present method, the obtained results 
are compared to those obtained by a finite element analysis in ABAQUS software. Also, the 
effects of various parameters such as inner radius to radius of curvature of the shell ratio, 
thickness to inner radius ratio, and different boundary conditions on the natural frequencies 
are considered. Results show that piezoelectricity effect causes an increase in strain energy of 
the structure leading to increasing the natural frequencies for both sensor and actuator shells. 
Also, by changing the conditions from actuator state to sensor one, the structure experiences 
an increase in the natural frequencies.
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  چکيده
نازک از جنس  یدرپوش کرو کیارتعاشات آزاد  قیمقاله حل دق نیدر ا
شده است. درپوش  هیعمق ارا کم یها پوسته یبا استفاده از تئور کیزوالکتریپ

قرار گرفته  یحسگر و عملگر مورد بررس یدر دو حالت رفتار کیزوالکتریپ یکرو
از روش  فادهشده و با است یقطب ضخامت یدر راستا کیزوالکتریاست. ماده پ

عمق  سه معادله حرکت پوسته کم د،یجد لیو توابع پتانس رهایمتغ یجداساز
حل شده است. در ابتدا معادله  قیصورت دق نازک به همراه معادله ماکسول به

طور مجزا به دست آمده و پس از استخراج  پوسته به یعرض ییجا حاکم بر جابه
و  یا داخل صفحه یها ییجا جابه زمجهولات مساله اعم ا گرید ،یعرض ییجا جابه

 یمرز طی. در ادامه با اعمال شراندیآ یبه دست م زین یکیالکتر لیتابع پتانس
 یپوسته کرو یبرا یعیطب یها فرکانس ،یکیو الکتر یکیمختلف مکان

 یاعتبارسنج یدر دو حالت حسگر و عملگر محاسبه شده است. برا کیزوالکتریپ
المان  لیآمده با تحل دست به جیها نتا دقت فرکانس یحاضر و بررس یبند فرمول

 ریتاث نیشده است. همچن دییو تا سهیافزار آباکوس مقا محدود مساله در نرم
پوسته، نسبت  ینابه شعاع انح یمختلف مانند نسبت شعاع داخل یپارامترها

 یها فرکانس یمختلف، رو یمرز طیپوسته و شرا یضخامت به شعاع داخل
 تیکه خاص دهد ینشان م جیقرار گرفته است . نتا یمورد بررس یعیطب
سازه شده و در هر دو حالت حسگر و  یکرنش یانرژ شیباعث افزا یکیزوالکتریپ

 رییبا تغ نیهمچن. شود یم یعیطب یها مقدار فرکانس شیعملگر باعث افزا
 ریرا در مقاد شیافزا کیاز حالت عملگر به حالت حسگر، جسم  طیشرا

  .کند یتجربه م یعیطب یها فرکانس
  یلیحسگر و عملگر، حل تحل ک،یزوالکتریپ ،یارتعاشات، درپوش کرو ها: کلیدواژه
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صورت  ای نازک با سطح منحنی است که بارها را به سازه ،پوسته
 ای پوستههای  . سازهنماید میتحمل کششی، فشاری و برشی 

 مختلف های بخش در ای سازه عناصر ترین مطلوب عنوان به
 دریانوردی و هوافضا معماری، عمران، مکانیک، جمله از مهندسی

ها  . در زمینه مهندسی مکانیک، پوستهگیرند قرار می مورد استفاده
ها و مخازن تحت فشار  کشی، توربین های لوله توانند در سیستم می

ها،  ها، کشتی ها، راکت به کار روند. همچنین هواپیماها، موشک
ها  ها و مخازن حامل سوخت از جمله کاربردهای پوسته زیردریایی

 ها، پوسته این بینستند. در صنایع هوافضا و مهندسی دریا ه
 اهمیت از خود خاص ظاهری شکل دلیل به کروی های پوسته
 در و هستند برخوردار ها پوسته انواع دیگر با مقایسه در ای ویژه

 فشار تحت نگهدارنده مخازن، معماری، پیشرفته های صنعت سازه
 ازکاربرد زیادی دارند.  شیمی و نفت صنایع بالا در فشار و معمولی

 و کره نیم های پوسته به توان می کروی پوسته انواع پرکاربردترین
 ساخت در فراوانی کاربرد دارای که نمود اشاره عمق کروی کم

، دماغه ها ماهواره زیردریایی، احتراق، اتاق سوخت، های تانک
  .هستندها  ها و شاتل موشک

لزوم استفاده از ساختارهای مهندسی هوشمند در صنایع نوین 
موجب استفاده روزافزون از مواد پیزوالکتریک شده است. چرا که 

های  ترین مواد برای استفاده در سازه مواد پیزوالکتریک مطلوب

های مهندسی   منظور ساخت، کاربرد و توسعه ساختار مهندسی به
آن است که مواد  هوشمند هستند. دلیل اصلی این امر

پیزوالکتریک در واقع برقرارکننده ارتباط بین خواص مکانیکی و 
ای که  الکتریکی در یک ماده هستند. با توجه به استفاده گسترده
هایی که  این مواد در حسگرها و عملگرها دارند، مطالعه روی سازه

های پیزوالکتریک هستند،  جنس پیزوالکتریک دارند یا دارای لایه
بسیاری از محققان را به خود معطوف ساخته است. از جمله  توجه

کاربردهای این مواد در کنترل ارتعاشات و ساختارهای هوشمند 
. این مواد هنگامی که تحت کرنش قرار گیرند، ولتاژ [1]است

کنند (اثر مستقیم) و در اثر القای ولتاژ  الکتریکی تولید می
های  ر غیرمستقیم). مبدلشوند (اث الکتریکی به کرنش واداشته می
عنوان سنسور یا محرک یا هر دو، در  پیزوالکتریک در حال حاضر به

روند. برای مقاصد کنترل  ها به کار می کنترل ارتعاشات سازه
ها محکم  های پیزوالکتریک روی بدنه سازه ارتعاشات، مبدل

شوند. این کار با تعبیه مبدل در سازه یا چسباندن آن در سطح  می
خاطر داشتن  پذیرد. این مواد به های قوی صورت می با چسب سازه

کنند،  اندازه کوچک و وزن کم، وزن قابل توجهی به سازه اضافه نمی
ای بدون تغییر در مشخصات سازه  بنابراین برای کنترلرهای سازه

توانند مورد استفاده قرار گیرند. همچنین این مواد  می
  فاوت دارند.های مت پذیری خوبی در محیط انعطاف

ها  های پیزوالکتریک و ورق های متعددی روی سازه تاکنون بررسی
بُعدی  های پیزوالکتریک انجام شده است. تحلیل دقیق سه با لایه
های طبیعی و شکل مودهای ورق پیزوالکتریک مستطیلی  فرکانس

با شرایط مرزی ساده برای دو نوع شرط مرزی الکتریکی مدارباز و 
 حل .[2]کیوپیال مورد بررسی قرار گرفته استمداربسته توسط 

گرد عرضی  معادلات دینامیک مواد پیزوالکتریک همسان عمومی
با استفاده از روش  آنها. [3]و همکاران ارایه شد هااوجیانگتوسط 

های  فضای حالت به حل معادلات ارتعاشی حاکم بر ورق
مدل  ند. سپس،گرد عرضی پیزوالکتریک مبادرت ورزید همسان

های  تحلیل ورق دایروی مرکب از لایه برایریاضی دقیق 
و همکاران به انجام  نگاوپیزوالکتریک در حالت مداربسته توسط 

آنها در گزارش خود توزیعی درجه دوم برای تابع پتانسیل . رسید
های پیزوالکتریک پیشنهاد  الکتریکی در راستای ضخامت لایه

های برشی کلاسیک و  از تئوریاستفاده  و همکاران با لیو. [4]کردند
تحقیق در پاسخ ارتعاشی این گونه  برایمدلی تحلیلی  ،مرتبه اول

حل تحلیلی و  و همکاران راه هاشمی حسینی. [5]ها ارایه کردند ورق
منظور بررسی ارتعاشات  دقیق را براساس تئوری برشی مرتبه سوم به

های  لایهشده در  های ضخیم دایروی و حلقوی قرارداده آزاد ورق
 ،. در همین راستا[6]مطرح کردندرا پیزوالکتریک با شرایط مداربسته 

های  های حلقوی نسبتاً ضخیم میان لایه ارتعاشات آزاد ورق
و  هاشمی حسینیپیزوالکتریک بر پایه تئوری لوینسون توسط 

تحلیل  و همکاران حیدرپور. [7]همکاران مورد تحلیل قرار گرفت
ای دوار که در معرض محیط  های استوانه ارتعاشات آزاد پوسته

. حرارتی قرار دارند را براساس تئوری مرتبه اول برشی انجام دادند
بندی شامل نیروهای گریز از مرکز و کریولیس ناشی از  این فرمول

  و همکاران نیز ارتعاشات آزاد پوسته لی .[8]دوران پوسته است
شده  داخلی و خارجی ساختههای  ای دایروی سه لایه با لایه استوانه
مشابه و لایه میانی متشکل از ماده با خواص  گرد همساناز ماده 
 .[9]گاه ساده مورد مطالعه قرار دادند شده را با تکیه بندی درجه
های با خواص  بُعدی پوسته و همکاران ارتعاشات آزاد سه زاده ملک
شده مخروطی ناقص در معرض یک محیط حرارتی را  بندی درجه

سطح درونی . عدی الاستیسیته بررسی نمودندبُ  براساس تئوری سه
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و  شود میثابت فرض  یصورت دما که به استپوسته سرامیک 
دهد و در معرض انتقال حرارت  سطح بیرونی آن را فلز تشکیل می

مدل المان و همکاران  سانتوس .[10]جایی ثابت قرار دارد جابه
رتعاشات آزاد پوسته برای تحلیل خمش و بررسی ا را محدودی

. [11]ندهای حسگر و عملگر پیزوالکتریک ارایه نمود کامپوزیت با لایه
های پیزوالکتریک  پوسته هدفمند با لایه، معدولیتو  بیگلو علی

. در این تحلیل از ندحسگر و عملگر را از لحاظ استاتیک تحلیل نمود
. [12]تهای فوریه استفاده شده اس معادلات فضای حالت و سری

عدی پوسته بُ  ارتعاشات آزاد سه کنیو  بیگلو علی همچنین
های پیزوالکتریک را با استفاده از اصل همیلتون و  ای با لایه استوانه

و تحلیل ارتعاشات آزاد یک پوسته  [13]ندرابطه ماکسول بررسی کرد
های  شده محدود به لایه بندی ای با خواص درجه استوانه

. بُعدی الاستیسیته انجام دادند ری سهپیزوالکتریک را براساس تئو
همچنین ضریب پواسون در  ،از اثرات دما در این کار صرف نظر شده

و  بیچ های .[14]شده ثابت فرض شده است بندی لایه با خواص درجه
منظور بررسی پاسخ غیرخطی  روشی تحلیلی را به تانگ وان

جی عمق هدفمند تابعی، تحت فشار یکنواخت خار های کم پوسته
و همکاران بر پایه تئوری  داک. [15]همراه اثرات دما ارایه کردند به

های کروی  پوسته کلاسیک، پاسخ متقارن محوری غیرخطی پوسته
. [16]عمق هدفمند تابعی، تحت نیروهای حرارتی را بررسی کردند کم

عمق  های کروی کم ، کمانش پوستهاسلامیو  کاربروجردی سبزی
محرک پیزوالکتریک را تحت بارگذاری هدفمند تابعی و دارای 

و همکاران، رفتار  ویولا. [17]الکترومکانیک مورد مطالعه قرار دادند
های کروی هدفمند تابعی تحت بارهای  ها و پوسته استاتیک پنل

یکنواخت را مورد مطالعه قرار دادند. ساختار مدل شامل یک تنش 
لات حاکم در پذیر و کرنش بهبودیافته است. روش حل معاد برگشت

و  کیووا. [18]این تحقیق، استفاده از روش عددی گلرکین است
عمق چندلایه  های کم ، خمش و تغییر شکل چرخشی پوستهمیرزا

پیزوالکتریک را مورد ارزیابی قرار دادند. در این تحقیق یک روش 
عمق، تحت  های کم ساده و کارآمد برای رفتار استاتیک پوسته

حرارتی و پیزوالکتریک ارایه شده است. روابط های مکانیکی،  میدان
های  حاکم بر پایه فرضیات تئوری خطی پیزوالکتریک و پوسته

کارگیری روش تقریبی ریتز و برای  عمق نازک هستند. حل با به کم
و همکاران  زنکور .[19]شرایط مرزی مختلف انجام شده است

الاستیک  - مغناطیسی - بندی ناپایدار و غیرمحلی الکتریکی فرمول
شکل را توسعه دادند. هندسه مساله  یک نانوتیر ساندویچی منحنی

شامل یک هسته نانو، دو ورق پیزومغناطیس تحت نیروی عرضی 
های الکتریکی و مغناطیسی مستقر  مکانیکی و در حضور میدان

کارگیری  روی بستر پسترناک است. در این کار، روابط حرکت با به
الاستیک و اصل  - مغناطیسی -یمعادلات غیرمحلی الکتریک
 کمانش یاقوتیان و شرعیات. [20]است  همیلتون استخراج شده

 شکل تغییر دارای پیزوالکتریک ای استوانه های پوسته استاتیک
منظور  در این کار، به. [21]دادند قرار بررسی مورد را اولیه شعاعی

واردکردن اثرات برشی از یک تئوری مرتبه بالا استفاده شده است. 
های جدار ضخیم و جدار  آمده برای پوسته دست هبندی ب لذا فرمول

های  رفتار ارتعاشی پوسته بیگلو علیو  کنی .نازک معتبر است
های حسگر و عملگر پیزوالکتریک را مطالعه  چندلایه مجهز به لایه

های ساده را به روش  گاه . آنها ابتدا پوسته چندلایه با تکیه[22]کردند
 تحلیلی و سپس با استفاده از روش عددی گلرکین بررسی کردند.

 تحلیل را براساس جدیدی عددی روش حسنیو  نیکویی
 های ورق آزاد ارتعاش و استاتیک های تحلیل برای ایزوژئومتریک
 با پیزوالکتریک هوشمند مواد با شده پوشیده چندلایه کامپوزیتی

  .[23]کردند ارایه میندلین -رایزنر نظریه از استفاده
هدف از این مقاله ارایه یک روش و حل دقیق برای مسایل 

عمق (درپوش کروی) پیزوالکتریک  ارتعاشات آزاد پوسته کروی کم
است. پوسته از جنس پیزوالکتریک بوده و در دو حالت مدارباز و 

های   مورد بررسی قرار گرفته است. با جداسازی متغیرمداربسته 
ها و پتانسیل الکتریکی و سپس  جایی زمانی و هندسی در جابه

های طبیعی به  اعمال شرایط مرزی مکانیکی و الکتریکی، فرکانس
های  آیند. در نهایت، اثر پارامترهای مختلف بر فرکانس دست می

  طبیعی واکاوی شده است.
  
 تئوریبندی  فرمول - ۲

بودن بعد قائم بر سطح  عمق، فرض کوچک در تئوری پوسته کم
بُعدی تغییر شکل جسم به   واسطه آن، مساله سه به میانی است که

مساله دوبُعدی، تبدیل و تغییر مکان هر نقطه داخل جداره پوسته، 
های تغییر مکان نقاط متناظر بر سطح مبنا بیان  بر حسب مولفه

برای حل مساله از دستگاه مختصات قطبی . بنابراین [24]شود می
، هندسه مساله شامل یک پوسته ۱مطابق با شکل  شود. استفاه می

مولفه  ીمولفه شعاعی و  rنازک از جنس پیزوالکتریک است. 
شعاع  r0شوند.  مماسی است که از محور مرکز پوسته محاسبه می

 zضخامت پوسته است.  hشعاع انحنای پوسته و  Rداخلی پوسته، 
از مرکز پوسته و در راستای  مولفه عرضی است که راستای آن

   شود ضخامت محاسبه می
  

  
الف) نمای ؛ شده از ماده پیزوالکتریک هندسه درپوش کروی ساخته) ۱شکل 
  بُعدی، ب) نمای جانبی، ج) نما از بالا سه
  

جایی برابر با روابط زیر  های جابه مولفههای نازک،  در تئوری پوسته
 :[24]هستند

ݑ  )۱( = ଴ݑ − ݖ ݎ଴߲ݓ߲  

ݒ  )۲( = ଴ݒ − ݎݖ ߠ଴߲ݓ߲  

ݓ  )۳( = جایی در راستای محیطی  جابه ଴ݒجایی در راستای شعاعی،  جابه ଴ݑ ଴ݓ
جایی عرضی پوسته  جابه ଴ݓبرای سطح میانی درپوش کروی و 

  است.
درپوش کروی پیزوالکتریک باید طوری حل پتانسیل الکتریکی برای 

ایجاد شود که شرایط مرزی الکتریکی را ارضا نماید. ابتدا تابع 
صورت  پتانسیل الکتریکی در راستای ضخامت لایه پیزوالکتریکی به

  :[5]شود زیر فرض می

)۴(  ∅ = ቆ2ݖℎ − ଶℎଶቇݖ ߮ + ܺ,     ܺ = ݖܣ + ,ݎ)∅ ܤ ,ߠ کروی پتانسیل الکتریکی سطح میانی درپوش  (ݐ
 tو  θو  rپارامترهایی بر حسب  ܤو  ܣ پیزوالکتریک است.

هستند. این پارامترهای مجهول را با اعمال شرایط مرزی الکتریکی 
توان به دست آورد. بر این اساس،  برای دو حالت حسگر و عملگر می



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــیی محمد فدای و پدرام داراب ۶۰۰

  ۱۳۹۷ اسفند، ۳، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                  پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                - ماهنامه علمی

 .[5]باید شرایط مرزی زیر را ارضا نماید ۴معادله 
  در حالت حسگر:

)۵(  ∅|௭ୀି௛ = ௭ୀ௛|ܦ      ,0 = 0 
  در حالت عملگر:

)۶(  ∅|௭ୀ±௛ = 0 
صورت زیر بیان  روابط ساختاری درپوش کروی پیزوالکتریک به

  :[25]شود می

)۷(  

௥ߪ = ௥ߝଵଵܥ̅ + ఏߝଵଶܥ̅ − ݁̅ଷଵܧ௭ ߪఏ = ௥ߝଵଶܥ̅ + ఏߝଵଵܥ̅ − ݁̅ଷଵܧ௭ ߪ௥ఏ = 12 ଵଵܥ̅) − یافته ماده پیزوالکتریک برای مسایل  ثوابت کاهش ଷଵ̅݁و  ଵଶܥ̅، ଵଵܥ̅ ௥ఏߝ(ଵଶܥ̅
  :[25]صورت زیر هستند ای به تنش صفحه

)۸(  

ଵଵܥ̅ = ଵଵܥ − ଵଷଶܥ) ⁄ଷଷܥ ଵଶܥ̅ ( = ଵଶܥ − ଵଷଶܥ) ⁄ଷଷܥ ) ݁̅ଷଵ = ݁ଷଵ − ଵଷ݁ଷଷܥ) ⁄ଷଷܥ مدول الاستیسیته تحت میدان الکتریکی  ଷଷܥو  ଵଷܥ، ଵଶܥ، ଵଵܥ (
های  ترتیب شدت میدان الکتریکی در جهت به ௭ܧو  ఏܧ، ௥ܧ  ثوابت پیزوالکتریک هستند. ଷଷ݁و  ଷଵ݁یکنواخت و 

صورت  شعاعی، محیطی و عرضی هستند که برای حالت حسگر به
 :[25]زیر است

௥ܧ  الف) - ۹( = − ݎ߲∅߲ = − ቆ2ݖℎ − ଶℎଶቇݖ ݎ߲߲߮ − ݎ߲߲ܺ  

ఏܧ  ب) - ۹( = − ߠ߲ݎ∅߲ = − ቆ2ݖℎ − ଶℎଶቇݖ ߠ߲ݎ߲߮ −  ߠ߲ݎ߲ܺ

௭ܧ  ج) - ۹( = − ݖ߲∅߲ = − ൬2ℎ − ℎଶ൰ݖ2 ߮ − صورت زیر قابل  جایی الکتریکی به های جابه مولفه ௭ܦو  ఏܦ، ௥ܦ ܣ
 :[25]بیان هستند

௥ܦ  الف) -۱۰( = ௥ܧതଵଵߌ = തଵଵߌ− ቆ2ݖℎ − ଶℎଶቇݖ ݎ߲߲߮ − തଵଵߌ ݎ߲߲ܺ  

ఏܦ  ب) -۱۰( = ఏܧതଵଵߌ = തଵଵߌ− ቆ2ݖℎ − ଶℎଶቇݖ ߠ߲ݎ߲߮ − തଵଵߌ  ߠ߲ݎ߲ܺ

௭ܦ = ௭ܧതଷଷߌ + ݁̅ଷଵ(ߝ௥ + (ఏߝ = തଷଷߌ ൬− 2ℎ + ℎଶ൰ݖ2 ߮ 

ܣതଷଷߌ−  ج) -۱۰( + ݁̅ଷଵ(ߖଵ + ଴ܴݓ2 − ثوابت  ଷଷߌو  ଵଵߌیافته و  الکتریک کاهش ثابت دی തଷଷߌ (଴ݓ∆ݖ
  .[25]الکتریک هستند دی

തଵଵߌ  )۱۱( = തଷଷߌ     ,ଵଵߌ = ଷଷߌ + ݁ଷଷଶ ⁄ଷଷܥ  

ଵߖ  )۱۲( = ݎ଴߲ݑ߲ + ݎ1 ߠ଴߲ݒ߲ + ݎ଴ݑ  

)۱۳(  ∆= ߲ଶ߲ݎଶ + ݎ߲ݎ߲ + ߲ଶݎଶ߲ߠଶ 

 ۱۴کرنش برشی مطابق با رابطه  ௥ఏߝهای نرمال و  کرنش ఏߝو  ௥ߝ
  :[24]هستند

)۱۴(  ቐ ௥ߝ = ௥௥଴ߝ + ఏߝ௥௥ଵߝݖ = ఏఏ଴ߝ + ௥ఏߝఏఏଵߝݖ = ௥ఏ଴ߝ + ௥ఏଵߝݖ  

)۱۵(  

۔ۖەۖ
௥௥଴ߝۓ = ݎ଴߲ݑ߲ + ఏఏ଴ߝ                     ଴ܴݓ = ݎ1 ߠ଴߲ݒ߲ + ݎ଴ݑ + ௥ఏ଴ߝ        ଴ܴݓ = 12 ݎ଴߲ݒ߲ + 12 ߠ߲ݎ଴ݑ߲ − 12 ݎ଴ݒ

 

)۱۶(  

۔ۖۖەۖۖ
ۓ ௥௥ଵߝ = − ߲ଶݓ଴߲ݎଶ ఏఏଵߝ                = − ݎ߲ݎ଴ݓ߲ − ߲ଶݓ଴ݎଶ߲ߠଶߝ௥ఏଵ = − ߠଶ߲ݎ଴ݓ߲ − ߲ଶݓ଴ߠ߲ݎ߲ݎ

 

برای حالت حسگر و  ۵ج در رابطه  -۱۰و  ۴گذاری روابط  با جای
و تابع پتانسیل  ܤ، ܣ، پارامترهای ۶در رابطه  ۴گذاری رابطه  جای   آیند: صورت زیر به دست می به ∅

 برای حالت حسگر:
)۱۷(  

ܣ = ݁̅ଷଵߌതଷଷ ൬ߖଵ + ଴ܴݓ2 − ℎ∆ݓ଴൰ 

ܤ = 3∅ + ݁̅ଷଵߌതଷଷ ℎ ൬ߖଵ + ଴ܴݓ2 − ℎ∆ݓ଴൰ 
∅ = ቆ2ݖℎ − ଶℎଶቇݖ ߮ + 3߮ 

+ ݁̅ଷଵߌതଷଷ ൬ߖଵ + ଴ܴݓ2 − ℎ∆ݓ଴൰ ݖ) + ℎ) 
  برای حالت عملگر:

)۱۸(  
ܣ = − 2ℎ߮ ܤ      , = ߮ 

∅ = − ଶℎଶݖ ߮ + ߮ 

  
  معادلات پایه - ۳

صورت زیر  عمق نازک به معادلات حرکت حاکم بر پوسته کم
  :[24]است

߲  الف) - ۱۹( ௥߲ܰݎ + ߲ ௥ܰఏߠ߲ݎ + ௥ܰ − ܰఏݎ = ሷݑ଴ܫ ଴ 
߲  ب) - ۱۹( ௥ܰఏ߲ݎ + ߲ܰఏߠ߲ݎ + 2 ௥ܰఏݎ =  ሷ଴ݒ଴ܫ
ݎ௥߲߲ܳ  ج) - ۱۹( + ߲ܳఏߠ߲ݎ + ܳ௥ݎ − ௥ܰ + ܰఏܴ = ሷݓ଴ܫ ଴ 

  صورت زیر است: به اینرسی جرمیکه 
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଴ܫ  )۲۰( = න ௛ݖ݀ߩ
ି௛  

  شوند: صورت زیر تعریف می های نیرو و ممان نیز به منتجه

௜ܰ  الف) -۲۱( = න ݅     ,ݖ௜݀ߪ = ,ݎ ௛ߠ
ି௛  

௥ܰఏ  ب) -۲۱( = න ௛ݖ௥ఏ݀ߪ
ି௛  

௜ܯ  ج) -۲۱( = න ݅     ,ݖ݀ݖ௜ߪ = ,ݎ ௛ߠ
ି௛  

௥ఏܯ  ه) -۲۱( = න ௛ݖ݀ݖ௥ఏߪ
ି௛  

الف تا ه،  -۲۱در معادلات  ۱۴-۱۶و  ۷گذاری معادلات  با جای
های نیرو و ممان برای دو حالت حسگر و عملگر بر حسب  منتجه
  آیند: صورت زیر به دست می ها به جایی جابه

  برای حالت حسگر:

௥ܰ الف) -۲۲( = ܨ ൬߲ݑ଴߲ݎ + ଴ܴ൰ݓ + ܨ) − ݎଵ)( 1ݏ2 +ߠ଴߲ݒ߲ ݎ଴ݑ + + (଴ܴݓ ݊ଵ∆ݓ଴+ ݊ଶ 2ܴ ଴ݓ + ݊ଶߖଵ+ ݊ଷ߮  
ఏܰ ب) -۲۲( = ܨ) − (ଵݏ2 ൬߲ݑ଴߲ݎ + ଴ܴ൰ݓ + ݎ1 )ܨ +ߠ଴߲ݒ߲ ݎ଴ݑ +  (଴ܴݓ

  +݊ଵ∆ݓ଴ + ݊ଶ 2ܴ ଴ݓ + ݊ଶߖଵ + ݊ଷ߮ 

௥ܰఏ    ج) -۲۲( = ݎ଴߲ݒ߲)ଵݏ + ݎ1 ߠ଴߲ݑ߲ − ݎ଴ݒ ) 
௥ܯ د) -۲۲( = ܦ− ߲ଶݓ଴߲ݎଶ − ܦ) − (ଶݏ2 ቆ ߲ଶݓ଴ݎଶ߲ߠଶ+ ݎ߲ݎ଴ݓ߲ ቇ + ଵ݂߮ 

ఏܯ ه) -۲۲( = ܦ)− − (ଶݏ2 ߲ଶݓ଴߲ݎଶ− ܦ ቆ ߲ଶݓ଴ݎଶ߲ߠଶ + ݎ߲ݎ଴ݓ߲ ቇ+ ଵ݂߮ 
௥ఏܯ  و) -۲۲( = ଶݏ− ቆ2ݎ ߲ଶݓ଴߲ߠ߲ݎ − ଶݎ2 ߠ଴߲ݓ߲ ቇ 
  طوری که: به

)۲۳(
ܨ = 2ℎܥଵ̅ଵ,   ݏଵ = 2ܨ ቆ1 − ଶݏ   ,ଵ̅ଵቇܥଵ̅ଶܥ = 2ܦ ቆ1 −  ଵ̅ଵቇܥଵ̅ଶܥ

݊ଵ = − 2݁̅ଷଵଶ ℎଶߌതଷଷ ,   ݊ଶ = 2݁̅ଷଵଶ ℎߌതଷଷ ,   ݊ଷ = 4݁̅ଷଵ 

ܦ = න ଵଵ௛ܥ̅
ି௛ ଵ݂    ,ݖଶ݀ݖ = − 43 ℎ݁̅ଷଵ 

الف تا ج،  - ۱۹الف تا و در معادلات  - ۲۲گذاری معادلات  با جای
جایی و تابع پتانسیل به  های جابه معادلات حرکت بر حسب مولفه

  آیند. دست می

  الف) -۲۴(

ܨ) + ݊ଶ) ݎଵ߲ߖ߲ + )ଵݏ ଶݎ1 ߲ଶݑ଴߲ߠଶ − ଶݎ1 ߠ଴߲ݒ߲ − ݎ1 ߲ଶݒ଴߲ߠ߲ݎ) 

ܨ)+ + ݊ଶ − (ଵݏ 2ܴ ݎ଴߲ݓ߲ + ݊ଵ ݎ߲(଴ݓ∆)߲ + ݊ଷ ݎ߲߲߮  = ሷݑ଴ܫ ଴ 

 ب) - ۲۴(
ܨ) + ݊ଶ) ݎ1 ߠଵ߲ߖ߲ + ଶݎ଴߲ݒଵ(߲ଶݏ + ଶݎ1 ߠ଴߲ݑ߲ − ݎ1 ߲ଶݑ଴߲ߠ߲ݎ 
− ଶݎ଴ݒ + ݎ1 ݎ଴߲ݒ߲ ) 
ܨ)+ + ݊ଶ − (ଵݏ ܴݎ2 ߠ଴߲ݓ߲ + ݊ଵ ݎ1 ߠ߲(଴ݓ∆)߲  
 +݊ଷ ݎ1 ߠ߲߲߮ =  ሷ଴ݒ଴ܫ

଴ݓ∆∆ܦ− ج) - ۲۴( − 2ܴ ݊ଵ∆ݓ଴ − 4ܴଶ ܨ) + ݊ଶ −  ଴ݓ(ଵݏ

− 2ܴ ܨ) + ݊ଶ − ଵߖ(ଵݏ + ଵ݂∆߮ − 2ܴ ݊ଷ߮ = ሷݓ଴ܫ ଴ 
های ممان و معادلات  های نیرو، منتجه برای حالت عملگر منتجه

تا  ଵ݊اند، با این تفاوت که ضرایب  حرکت مانند حالت حسگر بوده ݊ଷ .برابر با صفر هستند  
تمامی متغیرات الکتریکی باید معادلات ماکسول را ارضا کنند. 

دیورژانس چگالی شار الکتریکی در هر نقطه از درپوش  بنابراین باید
طور تقریبی با  کروی پیزوالکتریک، برابر با صفر باشد. این شرایط به

صفر قراردادن انتگرال دیورژانس شار الکتریکی در هر نقطه با هر 
  .[5]شود شعاعی در راستای ضخامت، ارضا می

)۲۵(  න (௛
ି௛ ݎ߲ݎ(௥ܦݎ)߲ + ߠ߲ݎఏܦ߲ + ݖ௭߲ܦ߲ ݖ݀( = 0 

، معادله ماکسول ۲۵الف تا ج در رابطه  -۱۰گذاری روابط  با جای
  شود. برای دو حالت حسگر و عملگر ایجاد می

  در حالت حسگر:

଴ݓ∆∆ଵܯ  )۲۶( + ଴ݓ∆ଶܯ + ଵߖ∆ଷܯ + ߮∆ସܯ + ହ߮ܯ = 0 

  طوری که: به

)۲۷(  

ଵܯ = 2݁̅ଷଵߌതଵଵߌതଷଷ ℎଷ, ܯଶ = −(4݁̅ଷଵߌതଵଵܴߌതଷଷ ℎଶ + 2݁̅ଷଵℎ) 
ଷܯ  = − ଵℎܯ ସܯ   , = − 163 ହܯ   ,തଵଵℎߌ = 4ℎ  തଷଷߌ

  در حالت عملگر:
)۲۸(  ଵܰ∆ݓ଴ + ଶܰ∆߮ + ଷܰ߮ = 0 



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــیی محمد فدای و پدرام داراب ۶۰۲

  ۱۳۹۷ اسفند، ۳، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                  پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                - ماهنامه علمی

  طوری که: به

)۲۹(  ଵܰ = −2݁̅ଷଵℎ,   ଶܰ = − 43 തଵଵℎ,   ଷܰߌ = 4ℎ  തଷଷߌ
 - ۲۴منظور حل معادلات حرکت و ماکسول، ابتدا باید معادلات  به

 ب با استفاده از روش زیر از یکدیگر جداسازی شوند: -۲۴الف و 
 گیریم. مشتق می ݎالف نسبت به  -۲۴) از معادله ۱
  کنیم. تقسیم می ݎالف را به  -۲۴) معادله ۲
گیریم، سپس  مشتق می ߠب نسبت به  - ۲۴) ابتدا از معادله ۳

  کنیم. تقسیم می ݎآمده را به  دست معادله به
کنیم  را با هم جمع می ۳تا  ۱آمده از مراحل  دست ) سه رابطه به۴

  حاصل شود: ۳۰ تا معادله
଴ݓ∆∆ଵ݊  برای حالت حسگر: + ܨ) + ݊ଶ − (ଵݏ 2ܴ ଴ݓ∆ + ܨ) + ݊ଶ)∆ߖଵ 

)۳۰(  +݊ଷ∆߮ =  ଵߖଶߚ଴ܫ−

از روابط  ߮و  ଵߖ) گام بعدی در این تحلیل حذف پارامترهای ۵
ای  است. بعد از یک سری عملیات ریاضی، رابطه ۳۰و  ۲۶ج،  - ۲۴

به دست  ߮و  ଵߖ، ଴ݒ، ଴ݑهای  و بدون مولفه ଴ݓصریح بر حسب 
  آید. می

)۳۱(  ଵܲ∆∆∆∆ݓ଴ + ଶܲ∆∆∆ݓ଴ + ଷܲ∆∆ݓ଴ + ସܲ∆ݓ଴ + ହܲݓ଴ = 0 
این رابطه، معادله دیفرانسیل مرتبه هشتم با ضرایب ثابت برای 

جایی عرضی درپوش کروی پیزوالکتریک است. از آنجایی که  جابه
جایی  هندسه پوسته کروی، کامل و متقارن است، پاسخ تابع جابه ,ݎ)଴ݓ ,ߠ  ߠبا استفاده از روش جداسازی متغیرها، در راستای  (ݐ

به دست خواهد آمد.  (ߠ݌)cosند شکل یک تابع متقارن مان به
دلیل آن که ارتعاشات آزاد مساله مورد بحث است،  همچنین به
صورت  جایی پوسته نسبت به زمان هارمونیک و به پاسخ جابه exp (݅ݐߚ) شود. بنابراین رابطه زیر را داریم: در نظر گرفته می  

,ݎ)଴ݓ  )۳۲( ,ߠ (ݐ = (ݎ)ഥݓ cos(ߠ݌) exp (݅ݐߚ) 
فرکانس طبیعی و  ߚجایی عرضی،  دامنه در راستای جابه (ݎ)ഥݓکه  های محیطی در شکل مود ارتعاشی  کننده تعداد گره مشخص ݌

 هستند.
 صورت زیر نوشت: و به (ݎ)ഥݓرا بر حسب  ۳۱توان رابطه  می

)۳۳  (ଵܲ∆ത∆ത∆ത∆തݓഥ + ଶܲ∆ത∆ത∆തݓഥ + ଷܲ∆ത∆തݓഥ + ସܲ∆തݓഥ +ܲହݓഥ = 0         
  طوری که: به

)۳۴(  ∆ത= ߲ଶ߲ݎଶ + ݎ߲ݎ߲ −  ଶݎଶ݌
  صورت زیر بازنویسی کرد: توان به را می ۳۳رابطه 

)۳۵(  (∆ത − ଵ)(∆തݔ − ଶ)(∆തݔ − ଷ)(∆തݔ − ഥݓ(ସݔ =   .[6]هستند ۳۶های معادله  ها ریشه௜ݔ 0
)۳۶(  ଵܲݔସ + ଶܲݔଷ + ଷܲݔଶ + ସܲݔ + ହܲ = 0 

  صورت زیر بیان کرد: توان به را می ۳۳حل عمومی معادله 
ഥݓ  )۳۷( = ഥଵݓ + ഥଶݓ + ഥଷݓ +  ഥସݓ
ത∆)  آیند. به دست می ۳۸از معادلات بسل رابطه  ഥସݓتا  ഥଵݓطوری که  به − ഥଵݓ(ଵݔ = 0,    (∆ത − ഥଶݓ(ଶݔ = 0                          )۳۸(  

  (∆ത − ഥଷݓ(ଷݔ = 0,    (∆ത − ഥସݓ(ସݔ = 0 
  شود: صورت زیر بیان می به ۳۳بنابراین حل معادله 

(ݎ)ഥݓ  )۳۹( = ෍൫ܿ௜ݓ௜ଵ(݌, ߯௜ݎ) + ܿ௜ାସݓ௜ଶ(݌, ߯௜ݎ)൯ସ
௜ୀଵ  

  طوری که: به
)۴۰(  ߯௜ = ඥ|ݔ௜| 

  

,݌)௜ଵݓ   ߯௜ݎ) = ቊܬ௣(߯௜ݎ)    ݔ௜ < ௜ݔ    (ݎ௜߯)௣ܫ0 > 0 
,݌)௜ଶݓ  )۴۱( ߯௜ݎ) = ቊ ௣ܻ(߯௜ݎ)    ݔ௜ < ௜ݔ    (ݎ௜߯)௣ܭ0 > 0      ݅ = 1,2,3,4 ܿ௜(݅ = 1, … ترتیب توابع  به ௣ܻو  ௣ܬها ضرایب نامعلوم و (8,

ترتیب توابع بسل  نیز به ௣ܭو  ௣ܫبسل نوع اول و دوم هستند. 
  شده نوع اول و دوم هستند. اصلاح

ݎباید توجه داشت که تابع بسل نوع دوم در مقدار  = به  0
جایی عرضی درپوش کروی  کند، بنابراین تابع جابه نهایت میل می بی

  است. ۴۲صورت رابطه  پیزوالکتریک به

(ݎ)ഥݓ  )۴۲( = ෍ ܿ௜ݓ௜ଵ(݌, ߯௜ݎ)ସ
௜ୀଵ  

  
  پتانسیل الکتریکی عبارت صریح برای - ۴

  شود: در نظر گرفته می ۴۳صورت رابطه  پاسخ تابع پتانسیل به
,ݎ)߮  )۴۳( ,ߠ (ݐ = ത߮(ݎ) cos(ߠ݌) exp (݅߱ݐ) 

و حذف  ۳۰و  ۲۶ج،  - ۲۴در روابط  ۴۳و  ۳۷گذاری روابط  با جای   شود. نتیجه گرفته می ۴۴از روابط، رابطه  ଵߖ
)۴۴(  ത߮ = ഥݓଵ∆ത∆ത∆തܭ + ഥݓଶ∆ത∆തܭ + ഥݓଷ∆തܭ +  ഥݓସܭ
݅)௜ܭطوری که  به = 1, … ها ضرایب معلوم هستند. از رابطه (8,
  داریم: ۳۸

)۴۵(
∆ത∆ത∆തݓഥ௜ = ഥ௜ݓഥ௜,    ∆ത∆തݓ௜ଷݔ = ഥ௜ݓഥ௜,   ∆തݓ௜ଶݔ =  ,ഥ௜ݓ௜ݔ

  ݅ = 1,2,3,4 
، تابع پتانسیل الکتریکی ۴۴در رابطه  ۴۵گذاری رابطه  با جای

  آید. به دست می ۴۶صورت رابطه  به

)۴۶(  ത߮(ݎ) = ෍ ഥ௜ସݓ௜ܮ
௜ୀଵ  (ݎ)

  طوری که: به

௜ܮ  )۴۷( = ௜ଷݔଵܭ + ௜ଶݔଶܭ + ௜ݔଷܭ + ݅    ,ସܭ = 1,2,3,4 

  
  جایی محیطی جایی شعاعی و جابه عبارت صریح برای جابه - ۵

های شعاعی و  جایی ب، جابه - ۲۴الف و  -۲۴با استفاده از روابط 
صورت  محیطی برای درپوش کروی پیزوالکتریک در حالت حسگر به

଴ݑ  خواهد بود. ۴۹و  ۴۸روابط  = − ଶߚ଴ܫ1 ܨ)] + ݊ଶ) ݎଵ߲ߖ߲ + ଵݏ ݎ1 ߠଶ߲ߖ߲  

ܨ)+ + ݊ଶ − (ଵݏ ଶோ డ௪బడ௥ + ݊ଵ డ(∆௪బ)డ௥ + ݊ଷ డఝడ௥ ] )۴۸(             
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଴ݒ = − ଶߚ଴ܫ1 ܨ)] + ݊ଶ) ݎ1 ߠଵ߲ߖ߲ − ଵݏ ݎଶ߲ߖ߲  
ܨ)+  )۴۹( + ݊ଶ − (ଵݏ ܴݎ2 ߠ଴߲ݓ߲ + ݊ଵ ݎ1 ߠ߲(଴ݓ∆)߲ + ݊ଷ ݎ1 ߠ߲߲߮ ] 
  طوری که: به

ଶߖ  )۵۰( = ߠ߲ݎ଴ݑ߲ − ݎ଴߲ݒ߲ − ݎ଴ݒ  
های شعاعی و محیطی برای حالت عملگر مانند حالت  جایی جابه

برابر با صفر  ଷ݊تا  ଵ݊اند، با این تفاوت که پارامترهای  حسگر بوده
  هستند.

آیند.  ) به دست میها௜ܿبا اعمال شرایط مرزی، ضرایب مجهول (
 صورت زیر است: یک بهشرایط مرزی برای درپوش کروی پیزوالکتر

  برای لبه گیردار:

଴ݑ  )۵۱( = ଴ݒ   ,0 = ଴ݓ   ,0 = ݎ଴߲ݓ߲   ,0 = ݎ߲߲߮   ,0 = 0 

  گاه ساده: برای لبه با تکیه

)۵۲(  
଴ݓ = ௥ఏܯ   ,0 = 0,   ௥ܰఏ = ௥ܯ   ,0 = ݎ߲߲߮  0 = 0 

  برای لبه آزاد:

ߠݎܯ   )۵۳( = ߠݎܰ   ,0 = ݎܯ   ,0 = ݎܰ   ,0 = ݎ߲߲߮   ,0 = 0 

  
  نتایج عددی - ۶

نتایج عددی تحلیل رفتار ارتعاشی حسگرها و عملگرهای کروی 
عمق نازک و معادله ماکسول ارایه شده  براساس تئوری پوسته کم

است. همچنین تاثیر پارامترهای مختلف مانند نسبت شعاع داخلی 
به شعاع انحنای پوسته، نسبت ضخامت به شعاع داخلی پوسته و 

های طبیعی مورد بررسی قرار  روی فرکانس شرایط مرزی مختلف
  گرفته است.

,݌)صورت  ها در مودهای ارتعاشی به شماره  ݌ است که (ݏ
 ݏهای محیطی در شکل مود ارتعاشی و  کننده تعداد گره مشخص
های قطری در شکل مود ارتعاشی فرکانس  کننده تعداد گره مشخص
  هستند. مربوطه

گرفته در  های صورت بخشیدن به بررسی منظور تفصیل و جامعیت به
این مقاله، از انواع رایج مواد پیزوالکتریک استفاده شده که خواص 

  ارایه شده است. ۱مکانیکی آنها در جدول 
 اطمینان و شده مطرح ریاضی مدل در منظور اعتبارسنجی به

 کامپیوتری نامهبر و روش حل و کارآمدی صحت از کردن حاصل
آمده  دست حاضر با نتایج به مطالعه از حاصل نتایج شده، سازی پیاده
افزار آباکوس مقایسه شده است. برای  سازی پوسته در نرم از مدل
 ۲۲۰۴۰پیزوالکتریک به تعداد های مربعی  بندی پوسته از المان مش

 شکل تغییر اثر بندی آن فرمول در که المان شده است. این استفاده
 و گره است چهار دارای شود، می لحاظ ضخامت راستای در برشی
شود.  می استفاده های پیزوالکتریک پوسته و ها ورق سازی مدل برای

افزار  عمق پیزوالکتریک در نرم برای تحلیل ارتعاشات پوسته کم
 های فرکانس .فرکانس اول در نظر گرفته شده است ۷ ،آباکوس

آمده از  دست آمده از این مطالعه با حل عددی به دست طبیعی به
مقایسه شده است. در این  ۳و  ۲های  افزار آباکوس در جدول نرم

طبیعی اول درپوش کروی پیزوالکتریک   فرکانس ۷ها،  جدول
متر،  ترتیب در دو حالت عملگر و حسگر با شعاع داخلی یک به

ترتیب برای  و به  ع انحنامتر و مقادیر مختلف شعا۰۲/۰ضخامت 
  گاه ساده آورده شده است. شرایط مرزی لبه گیردار و تکیه

  

شود، با افزایش شعاع انحنای پوسته و  همان طور که ملاحظه می
های طبیعی کاهش پیدا  دلیل کاهش سفتی آن، فرکانس به
کنند. قابل مشاهده است که با افزایش شماره مود، اختلاف بین  می

یابد. همخوانی مناسب بین مقادیر عددی  یش میدو روش افزا
اند،  های طبیعی که از دو روش مختلف به دست آمده فرکانس

  کند. صحت روش حل تحلیل حاضر را تایید می
  

تاثیر شرایط مرزی مکانیکی و الکتریکی را  ۴نتایج مندرج در جدول 
های طبیعی درپوش کروی پیزوالکتریک به نمایش  بر فرکانس

استفاده شده است. شعاع  PZT4از ماده  ۴. در جدول گذارد می
متر و شعاع داخلی و ضخامت درپوش ۱۰انحنای درپوش برابر با 

متر در نظر گرفته شده است. در این ۰۲/۰ترتیب یک و  کروی نیز به
فرکانس اول تشدید تحت شرایط مرزی الکتریکی مدارباز  ۶جدول، 

. همچنین نتایج (حسگر) و مداربسته (عملگر) ذکر شده است
افزار آباکوس  سازی در نرم آمده با نتایج عددی حاصل از مدل دست به

  مقایسه شده است.
  

های درپوش  مشاهده شد که فرکانس ۴شده جدول  های ارایه از داده
های حالت عملگر  کروی پیزوالکتریک در حالت حسگر از فرکانس

توان نتیجه گرفت که درپوش کروی  بیشتر است. از این موضوع می
پیزوالکتریک در حالت حسگر از سفتی بیشتری برخوردار است که 

نی افزار آباکوس همخوا شده در نرم این مهم با تحلیل عددی ارایه
های طبیعی در حالت شرط  دارد. از نکات دیگر، کاهش فرکانس

گاه ساده و شرط مرزی  مرزی لبه گیردار نسبت به شرط مرزی تکیه
گاه ساده نسبت به لبه آزاد است. در واقع هر چقدر جسم  تکیه

های طبیعی مقدار  جایی بیشتری داشته باشد، فرکانس قابلیت جابه
  ند.ده کمتری را از خود نشان می

فرکانس طبیعی اول درپوش کروی  ۷، مقایسه ۵جدول 
های  پیزوالکتریک را در دو حالت حسگر و عملگر و برای نسبت

مختلف ضخامت به شعاع داخلی بر حسب رادیان بر ثانیه نشان 
متر در نظر گرفته شده و ۱۰دهد. شعاع انحنای درپوش برابر با  می

است. همان طور  PZT4گاه ساده و جنس ماده  شرط مرزی، تکیه
های درپوش  شود، فرکانس مشاهده می ۵که در جدول 

شده  پیزوالکتریک در حالت حسگر (مدارباز) بیشتر از مقدار محاسبه
در حالت عملگر (مداربسته) است. در واقع دلیل این امر تفاوت در 
توزیع پتانسیل الکتریکی برای دو حالت حسگر و عملگر است. در 

گر (مدارباز)، پتانسیل الکتریکی در راستای حقیقت، در حالت حس
یابد و در انتها به  ضخامت، مطابق با یک شیب ثابت افزایش می

رسد، در حالی که پتانسیل الکتریکی در  بیشترین مقدار خود می
حالت عملگر (مداربسته) دارای بیشترین مقدار خود در سطح میانی 

سد. در این شرایط ر است و سپس در سطح انتهایی به مقدار صفر می
  لایه پیزوالکتریک در حالت اتصال کوتاه قرار دارد و مقدار پتانسیل

  الکتریکی روی هر دو سطح خارجی جسم برابر با صفر است. 
  

کاررفته روی دو سطح  براساس همین شرایط، الکترودهای به
شود.  خارجی جسم باعث تخلیه انرژی الکتریکی در جسم می

توان نتیجه گرفت که چون درپوش کروی پیزوالکتریک  بنابراین می
در حالت حسگر، پتانسیل الکتریکی را در خلال ارتعاش آزاد 

پیزوالکتریک به انرژی  دلیل اثر کند، در نتیجه این پتانسیل به نمی
شود. این افزایش در انرژی مکانیکی منجر به  مکانیکی تبدیل می



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــیی محمد فدای و پدرام داراب ۶۰۴

  ۱۳۹۷ اسفند، ۳، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                  پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                - ماهنامه علمی

افزایش سفتی درپوش کروی و افزایش فرکانس طبیعی آن 
 شود. می

تاثیر خاصیت پیزوالکتریک را روی رفتار ارتعاشی درپوش  ۶جدول 
بوده و  PZT-8گذارد. جنس ماده  کروی پیزوالکتریک به نمایش می

متر و شرط مرزی گیردار است. ۰۱/۰ت درپوش کروی برابر با ضخام
ها برای دو مقدار مختلف از نسبت شعاع داخلی به شعاع  فرکانس

 ۶اند. همان طور که در جدول  انحنای درپوش کروی محاسبه شده

ترتیب از حالت حسگر نسبت به  ها به شود، فرکانس ملاحظه می
که خاصیت پیزوالکتریک  عملگر و از حالت عملگر نسبت به حالتی

یابند. در واقع خاصیت  شود، کاهش می در نظر گرفته نمی
شود و  پیزوالکتریک باعث افزایش انرژی مکانیکی جسم می

درنظرنگرفتن خاصیت پیزوالکتریک باعث کمتربودن سفتی درپوش 
ها کاهش  شود و فرکانس کروی نسبت به حالت حسگر و عملگر می

  یابند. می
  

  خواص مواد) ۱جدول 

 Cଵଵ Cଵଶ Cଵଷ Cଷଷ eଷଵ eଷଷ Ξଵଵ Ξଷଷ Ρ  (kg/m3)چگالی   (nC/Vm)الکتریک  ثوابت دی  (C/m2)ثوابت الکتریک  (Gpa)ثوابت الاستیک   ماده
PZT4  ۱۲۶  ۵/۷۹  ۱/۸۴  ۱۱۷  ۵/۶-  ۳/۲۳  ۵۰۵/۱  ۳۰۲/۱  ۷۵۰۰  
PZT-8 ۱۳۷  ۹/۶۹  ۱/۷۱  ۱۲۳  ۴- ۵/۱۷  ۹۷/۷  ۱۴/۵  ۷۶۰۰  

PZT-6B  ۱۶۸  ۷/۸۴  ۲/۸۴  ۱۶۳  ۹/۰-  ۱/۷  ۶۰/۳  ۴۲/۳  ۷۵۵۰  
PIC-151  ۶/۱۰۷  ۱/۶۳  ۹/۶۳  ۴/۱۰۰  ۵۲/۹-  ۱۴/۱۵  ۸۳۷/۹  ۱۹۰/۸  ۷۸۰۰  

  
଴ݎدر حالت عملگر با شرط مرزی گیردار (زمانی که  PZT4اول درپوش کروی  (ݏ/݀ܽݎ)فرکانس طبیعی  ۷مقایسه ) ۲جدول  = ℎو  1݉ =   است) 0.02݉

R  شماره مود  روش حل  
)۰،۱(  )۱،۱(  )۲،۱(  )۰،۲(  )۳،۱(  )۱،۲(  )۴،۱(  

۵  
  ۲۴/۱۵۵۵  ۱۳/۱۳۸۶  ۰۶/۱۲۱۰  ۸۵/۱۰۷۲  ۷۵/۹۳۷  ۸۱/۷۵۰  ۳۳/۷۷۸  تحلیل حاضر

  ۶۸/۱۵۲۲  ۰۵/۱۳۵۹  ۵۹/۱۱۸۸  ۴۲/۱۰۶۱  ۸۸/۹۲۴  ۴۳/۷۴۳ ۷۸/۷۷۵  المان محدود (آباکوس)
  ۱۴/۲  ۹۹/۱  ۸۰/۱  ۰۷/۱  ۳۹/۱  ۹۹/۰ ۳۳/۰  خطای نسبی (درصد)

۱۰  
  ۳۴/۱۴۶۹  ۵۳/۱۲۹۰  ۵۸/۱۰۹۵  ۸۹/۸۸۴  ۹۲/۷۸۰  ۲۵/۵۳۵  ۲۱/۴۴۵  تحلیل حاضر

  ۵۷/۱۴۵۶  ۵۷/۱۲۸۰  ۶۲/۱۰۸۷  ۸۱/۸۷۹  ۲۹/۷۷۶  ۸۹/۵۳۲  ۸۴/۴۴۴  المان محدود (آباکوس)
  ۸۸/۰  ۷۸/۰  ۷۳/۰  ۵۹/۰  ۶۰/۰  ۴۴/۰  ۰۸/۰  خطای نسبی (درصد)

۱۵  
  ۸۶/۱۴۵۲  ۰۲/۱۲۷۲  ۹۹/۱۰۷۲  ۰۳/۸۵۰  ۱۴/۷۴۸  ۴۳/۴۸۴  ۳۵/۳۳۷  تحلیل حاضر

  ۰۰/۱۴۴۴  ۵۰/۱۲۶۵  ۹۵/۱۰۶۷  ۹۷/۸۴۶  ۴۴/۷۴۵  ۲۶/۴۸۳  ۱۴/۳۳۷  المان محدود (آباکوس)
  ۶۱/۰  ۵۱/۰  ۴۷/۰  ۳۶/۰  ۳۶/۰  ۲۴/۰  ۰۶/۰  خطای نسبی (درصد)

۲۰  
  ۰۴/۱۴۴۷  ۴۷/۱۲۶۵  ۹۷/۱۰۶۴  ۷۸/۸۳۷  ۳۱/۷۳۶  ۲۹/۴۶۵  ۳۰/۲۸۹  تحلیل حاضر

  ۶۰/۱۴۳۹  ۰۹/۱۲۶۰  ۹۸/۱۰۶۰  ۴۷/۸۳۵  ۳۱/۷۳۴  ۵۸/۴۶۴  ۲۱/۲۸۹  المان محدود (آباکوس)
  ۵۱/۰  ۴۲/۰  ۳۸/۰  ۲۸/۰  ۲۷/۰  ۱/۰  ۰۳/۰  خطای نسبی (درصد)

  
଴ݎگاه ساده (زمانی که  در حالت حسگر و با شرط مرزی تکیه PZT4اول درپوش کروی  (ݏ/݀ܽݎ)فرکانس طبیعی  ۷مقایسه ) ۳جدول  = ℎو  1݉ =   است) 0.02݉

R  شماره مود  روش حل  
)۰،۱(  )۱،۱(  )۲،۱(  )۰،۲(  )۳،۱(  )۱،۲(  )۴،۱(  

۵  
  ۵۲/۱۳۱۸  ۴۹/۱۱۵۳  ۱۴/۱۰۱۱  ۷۷/۸۵۴  ۱۷/۷۶۳  ۴۱/۴۸۸  ۶۲/۳۱۶  تحلیل حاضر

 ۰۲/۱۲۹۴ ۷۵/۱۱۳۶  ۷۰/۹۹۶ ۸۳/۸۴۳ ۱۹/۷۵۷ ۵۹/۴۸۴ ۳۷/۳۱۵  المان محدود (آباکوس)
 ۸۹/۱ ۴۷/۱ ۴۵/۱ ۳۰/۱ ۷۹/۰ ۷۸/۰  ۳۹/۰  خطای نسبی (درصد)

۱۰  
  ۰۳/۱۲۱۶  ۵۶/۱۰۴۴  ۶۱/۸۷۹  ۶۷/۶۸۳  ۴۴/۶۰۰  ۲۹/۳۵۴  ۸۵/۱۹۳  تحلیل حاضر

 ۱۲/۱۲۰۶ ۹۷/۱۰۳۷ ۷۶/۸۷۳  ۷۸/۶۷۹ ۵۳/۵۹۷ ۲۶/۳۵۴ ۶۳/۱۹۳  المان محدود (آباکوس)
 ۸۳/۰ ۶۵/۰ ۶۶/۰ ۵۷/۰ ۴۵/۰ ۰۱/۰  ۱۱/۰  خطای نسبی (درصد)

۱۵  
  ۰۴/۱۱۹۶  ۷۴/۱۰۲۳  ۹۳/۸۵۲  ۴۳/۶۴۸  ۸۶/۵۶۴  ۰۴/۳۲۲  ۸۲/۱۵۳  تحلیل حاضر

 ۵۴/۱۱۸۹ ۹۴/۱۰۱۸ ۱۱/۸۴۹ ۰۴/۶۴۶ ۰۷/۵۶۳ ۷۶/۳۲۱ ۰۴/۱۵۳  محدود (آباکوس)المان 
 ۵۸/۰ ۴۷/۰ ۴۵/۰ ۳۷/۰ ۳۲/۰ ۰۹/۰  ۰۵/۰  خطای نسبی (درصد)

۲۰  
  ۹۴/۱۱۸۸  ۴۰/۱۰۱۶  ۳۰/۸۴۳  ۸۱/۶۳۵  ۸۴/۵۵۱  ۶۶/۳۰۹  ۱۳/۱۳۶  تحلیل حاضر

 ۱۹/۱۱۸۳ ۲۸/۱۰۱۲ ۲۵/۸۴۰ ۹۱/۶۳۳ ۴۲/۵۵۰ ۳۵/۳۰۹ ۰۷/۱۳۶  المان محدود (آباکوس)
 ۴۹/۰ ۴۱/۰ ۳۶/۰ ۳۰/۰ ۲۶/۰ ۱۰/۰  ۰۴/۰  خطای نسبی (درصد)

  
ܴ(در صورتی که  PZT4اول تشدید برای درپوش کروی  (ݏ/݀ܽݎ)  فرکانس ۶) ۴جدول  = ଴ݎو  10݉ = ℎو  1݉ =   است) 0.02݉

  شماره مود  روش حل  شرایط مرزی
)۰،۱(  )۱،۱(  )۲،۱(  )۰،۲(  )۳،۱(  )۱،۲(  

  لبه گیردار

  ۶۵/۱۲۹۶  ۵۳/۱۱۰۳  ۳۵/۹۱۲  ۹۳/۷۹۲  ۱۳/۵۵۴  ۵۳/۵۲۵  حاضر (حسگر) تحلیل
  ۶۷/۱۲۸۶  ۵۴/۱۰۹۵  ۷۹/۹۰۶  ۰۴/۷۸۸  ۴۱/۵۵۱  ۳۸/۵۲۷  المان محدود (حسگر)
  ۵۳/۱۲۹۰  ۵۸/۱۰۹۵  ۸۹/۸۸۴  ۹۲/۷۸۰  ۲۵/۵۳۵  ۲۱/۴۴۵  تحلیل حاضر (عملگر)
  ۵۷/۱۲۸۰  ۶۲/۱۰۸۷  ۷۱/۸۷۹  ۲۹/۷۷۶  ۸۹/۵۳۲  ۸۴/۴۴۴  المان محدود (عملگر)

  گاه ساده تکیه

  )۰،۱(  )۱،۱(  )۲،۱(  )۰،۲(  )۳،۱(  )۱،۲(  
  ۵۶/۱۰۴۴  ۶۱/۸۷۹  ۶۷/۶۸۳  ۴۴/۶۰۰  ۲۹/۳۵۴  ۸۵/۱۹۳  تحلیل حاضر (حسگر)
  ۷۹/۱۰۳۷  ۸۶/۸۷۳  ۷۸/۶۷۹  ۷۳/۵۹۷  ۲۶/۳۵۴  ۶۳/۱۹۳  المان محدود (حسگر)
  ۶۵/۱۰۳۸  ۰۲/۸۷۳  ۲۹/۶۷۴  ۳۱/۵۹۲  ۷۹/۳۴۵  ۴۲/۱۸۴  تحلیل حاضر (عملگر)

  ۴۵/۱۰۳۲  ۵۸/۸۶۷  ۷۹/۶۷۰  ۸۰/۵۸۹  ۰۵/۳۴۶  ۳۴/۱۸۴  (عملگر)المان محدود 

  لبه آزاد

  )۲،۰(  )۳،۰(  )۰،۱(  )۴،۰(  )۱،۱(  )۵،۰(  
  ۲۳/۶۱۴  ۶۷/۵۲۹  ۱۱/۳۹۶ ٦٥/٣٦٥ ١١/٢٢٣  ۵۸/۹۴  تحلیل حاضر (حسگر)
  ۳۴/۶۰۷  ۱۷/۵۲۴  ۴۹/۳۹۳ ٠٦/٣٦٢ ۲۳/۲۲۲  ۴۴/۹۴  المان محدود (حسگر)
  ۴۴/۵۹۷  ۴۳/۵۱۵  ۴۴/۳۸۰ ٧٨/٣٥٩ ٤٣/٢١٨  ۲۲/۹۰  تحلیل حاضر (عملگر)
  ۵۵/۵۹۰  ۲۱/۵۱۰  ۸۷/۳۷۷ ۵۱/۳۵۶ ۶۶/۲۱۷  ۱۰/۹۰  المان محدود (عملگر)



 ۶۰۵ یعمق کرو کم کیزوالکتریپ یارتعاشات حسگر و عملگرها یلیتحل یبررســــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

Modares Mechanical Engineering                                                                                                                                          Volume 19, Issue 3, March 2019 

ܴگاه ساده برای  اول درپوش کروی پیزوالکتریک با شرط مرزی تکیه (ݏ/݀ܽݎ)فرکانس طبیعی  ۷مقایسه ) ۵جدول  =   شماره مود  روش حل ૙࢘/ࢎ 10݉
)۰،۱(  )۱،۱(  )۲،۱(  )۰،۲(  )۳،۱(  )۱،۲(  )۴،۱(  

۱۰۰/۱  

  ۶۹/۶۵۹  ۶۶/۸۷۵  ۰۶/۵۰۶  ۹۱/۴۲۷  ۳۴/۳۸۲  ۶۰/۲۴۴  ۳۶/۱۵۸  تحلیل حاضر (حسگر)
  ۶۶/۶۵۶  ۵۲/۵۷۶  ۲۷/۵۰۴  ۵۵/۴۲۶  ۶۰/۳۸۱  ۲۶/۲۴۴  ۲۳/۱۵۸  المان محدود (حسگر)
  ۴۶/۰  ۳۷/۰  ۳۵/۰  ۳۲/۰  ۱۹/۰  ۱۴/۰  ۰۸/۰  خطای نسبی (درصد)
  ۳۱/۶۵۰  ۷۶/۵۶۷  ۶۶/۴۹۴  ۰۰/۴۱۲  ۵۹/۳۶۹  ۴۵/۲۳۳  ۴۰/۱۴۹  تحلیل حاضر (عملگر)
  ۳۶/۶۴۷  ۷۹/۵۶۵  ۹۶/۴۹۲  ۷۹/۴۱۰  ۹۲/۳۶۸  ۲۷/۲۳۳  ۳۱/۱۴۹  المان محدود (عملگر)
  ۴۵/۰  ۳۵/۰  ۳۴/۰  ۲۹/۰  ۱۸/۰  ۰۸/۰  ۰۶/۰  خطای نسبی (درصد)

۱۰۰/۲ 

  )۰،۱(  )۱،۱(  )۲،۱(  )۰،۲(  )۳،۱(  )۱،۲(  )۴،۱(  
  ۸۵/۱۲۱۰  ۶۵/۱۰۳۸  ۰۲/۸۷۳  ۲۹/۶۷۴  ۳۱/۵۹۲  ۷۹/۳۴۵  ۴۲/۱۸۴  (حسگر)تحلیل حاضر 

  ۴۱/۱۲۰۱  ۴۵/۱۰۳۲  ۵۸/۸۶۷  ۷۹/۶۷۰  ۸۰/۵۸۹  ۰۵/۳۴۶  ۳۴/۱۸۴  المان محدود (حسگر)
  ۷۸/۰  ۶۰/۰  ۶۳/۰  ۶۲/۰  ۴۲/۰  ۰۷/۰  ۰۴/۰  خطای نسبی (درصد)
  ۰۳/۱۲۱۶  ۵۶/۱۰۴۴  ۶۱/۸۷۹  ۶۷/۶۸۳  ۴۴/۶۰۰  ۲۹/۳۵۴  ۸۵/۱۹۳  تحلیل حاضر (عملگر)
  ۱۲/۱۲۰۶  ۷۹/۱۰۳۷  ۸۶/۸۳۷  ۷۸/۶۷۹  ۷۳/۵۹۷  ۲۶/۳۵۴  ۶۳/۱۹۳  المان محدود (عملگر)
  ۸۳/۰  ۶۵/۰  ۶۶/۰  ۵۷/۰  ۴۵/۰  ۰۱/۰  ۱۱/۰  خطای نسبی (درصد)

۱۰۰/۳ 

  )۰،۱(  )۱،۱(  )۲،۱(  )۰،۲(  )۳،۱(  )۱،۲(  )۴،۱(  
  ۵۵/۱۷۹۳  ۲۹/۱۵۳۳  ۰۶/۱۲۷۹  ۴۱/۹۷۲  ۹۸/۸۴۶  ۸۹/۴۸۱  ۸۶/۲۳۰  تحلیل حاضر (حسگر)

  ۵۴/۱۷۷۰  ۹۵/۱۵۱۷  ۱۹/۱۲۶۶  ۲۲/۹۶۴  ۹۴/۸۴۰  ۹۶/۴۸۰  ۲۱/۲۳۰  محدود (حسگر) المان
  ۳۰/۱  ۰۱/۱  ۰۲/۱  ۸۵/۰  ۷۲/۰  ۱۹/۰  ۲۸/۰  خطای نسبی (درصد)
  ۷۴/۱۷۸۹  ۶۷/۱۵۲۸  ۳۶/۱۲۷۴  ۸۳/۹۶۵  ۱۳/۸۴۱  ۴۳/۴۷۵  ۱۴/۲۲۲  تحلیل حاضر (عملگر)
  ۷۷/۱۷۶۷  ۶۹/۱۵۱۴  ۱۷/۱۲۶۲  ۳۷/۹۵۸  ۵۴/۸۳۵  ۹۸/۴۷۴  ۹۸/۲۲۱  المان محدود (عملگر)
  ۲۴/۱  ۹۲/۰  ۹۶/۰  ۷۸/۰  ۶۷/۰  ۰۹/۰  ۰۷/۰  خطای نسبی (درصد)

۱۰۰/۵ 

  )۰،۱(  )۱،۱(  )۲،۱(  )۰،۲(  )۳،۱(  )۰،۰(  )۲،۱(  
  ۴۶/۲۵۳۶  ۹۵/۲۱۷۸  ۸۳/۲۰۹۵  ۹۳/۱۵۷۳  ۳۱/۱۳۶۳  ۳۵/۷۵۶  ۶۱/۳۱۶  تحلیل حاضر (حسگر)
  ۶۹/۲۴۷۳  ۷۵/۲۱۲۹  ۵۳/۲۰۵۳  ۴۹/۱۵۴۸  ۲۲/۱۳۴۴  ۷۸/۷۵۱  ۷۸/۳۱۵  المان محدود (حسگر)
  ۵۴/۲  ۳۱/۲  ۰۶/۲  ۶۴/۱  ۴۲/۱  ۶۱/۰  ۲۶/۰  خطای نسبی (درصد)
  ۶۲/۲۴۳۱  ۵۶/۲۰۶۷  ۰۸/۲۰۹۲  ۳۰/۱۵۶۹  ۲۰/۱۳۵۹  ۸۱/۷۵۱  ۰۲/۳۱۰  تحلیل حاضر (عملگر)
  ۰۶/۲۴۷۲  ۸۰/۲۰۳۲  ۷۷/۲۰۵۱  ۶۰/۱۵۴۵  ۴۰/۱۳۴۱  ۳۳/۷۴۸  ۸۳/۳۰۹  المان محدود (عملگر)
  ۴۱/۲  ۷۱/۱  ۹۶/۱  ۵۳/۱  ۳۲/۱  ۴۶/۰  ۰۶/۰  خطای نسبی (درصد)

  
ℎگیردار و    برای شرایط مرزی PZT-8درپوش کروی  (ݏ/݀ܽݎ)های طبیعی  تاثیر خاصیت پیزوالکتریک روی فرکانس) ۶جدول  = 0.01݉ 
r/R  ماده  

  شماره مود
۱  ۲  ۳  ۴  ۵  ۶  

۵/۱  
PZT-8 ۹۶/۱۱۰۱  ۳۵/۱۰۳۱  ۳۴/۹۶۰  ۸۰/۸۶۴  ۴۶/۸۱۴  ۳۸/۸۱۱  در حالت حسگر  PZT-8  ۳۷/۱۰۲۴  ۸۳/۹۹۷  ۷۲/۹۲۴  ۸۳/۸۲۳  ۰۸/۷۷۸  ۸۳/۷۶۶  حالت عملگردر  PZT-8 ۸۲/۹۸۶  ۶۷/۹۴۵  ۸۰/۸۸۳  ۷۷/۸۰۱  ۷۴/۷۵۸  ۵۵/۷۵۶  بدون درنظرگرفتن خاصیت پیزواالکتریک  

۱۰/۱  
PZT-8 ۲۸/۷۹۷  ۸۳/۷۰۱  ۳۵/۶۷۷  ۲۸/۵۵۷  ۱۶/۴۹۹  ۳۲/۴۶۲  در حالت حسگر  PZT-8 ۹۶/۷۸۶  ۵۷/۶۸۹  ۵۸/۶۲۲  ۹۸/۵۴۰  ۶۱/۴۶۱  ۲۰/۴۴۱  در حالت عملگر  PZT-8 ۳۵/۷۱۸  ۳۲/۶۳۲  ۱۰/۵۹۲  ۳۷/۵۰۸  ۳۲/۴۴۷  ۲۲/۴۲۶  بدون درنظرگرفتن خاصیت پیزواالکتریک  

  
  

های پایه درپوش  ، رفتار و نحوه تغییرات فرکانس۱-۳نمودارهای 
کروی پیزوالکتریک در دو حالت حسگر و عملگر را بر حسب 

های مختلف شعاع داخلی به شعاع انحنای درپوش کروی  نسبت
گاه ساده  ترتیب برای شرایط مرزی لبه گیردار، تکیه پیزوالکتریک، به

متر در نظر ۰۲/۰دهد. ضخامت درپوش کروی  و لبه آزاد نشان می
افزایش نسبت  شود، با شود. همان طور که مشاهده می گرفته می

دلیل  پوش کروی پیزوالکتریک، بهشعاع داخلی به شعاع انحنای در
یابند.  های پایه افزایش می افزایش سختی ساختار، فرکانس

همچنین مشخص است که با افزایش نسبت شعاع داخلی به شعاع 
انحنای درپوش کروی پیزوالکتریک، اختلاف فرکانس بین دو حالت 

 شود. حسگر و عملگر بیشتر می
  

های طبیعی درپوش کروی پیزوالکتریک  تغییرات فرکانس ۴نمودار 
گاه ساده، لبه  را برای حالت عملگر و سه شرط مرزی لبه گیردار، تکیه

دهد. جنس ماده  آزاد و بر حسب شماره مودها نشان می
است و شعاع انحنا، شعاع داخلی و  PZT-6Bپیزوالکتریک 

، یک و ۵برابر با  ترتیب ضخامت درپوش کروی پیزوالکتریک به

ترتیب مربوط به  به ۸متر هستند. شماره مودهای یک تا ۰۲/۰
) ۲،۲) و (۴،۱)، (۱،۲)، (۳،۱)، (۰،۲)، (۲،۱)، (۱،۱)، (۰،۱مودهای (

  هستند.
  

کارگیری مواد پیزوالکتریک مختلف  تاثیر به ،۶و  ۵در نمودارهای 
های طبیعی درپوش کروی بررسی شده است. در این  روی فرکانس

و  PZT4 ،PZT-8 ،PZT-6Bبررسی از چهار ماده پیزوالکتریک،  PIC-151گاه ساده استفاده  ، تحت شرایط مرزی لبه گیردار و تکیه
یب یک ترت شده است. شعاع داخلی درپوش کروی و ضخامت آن به

متر است. در ۱۰و  ۵متر است و شعاع انحنا دارای دو مقدار ۰۲/۰و 
های  برابر با یک و تعداد گره (S)های قطری  این بررسی تعداد گره

  متغیر است. (p)محیطی 
  

های مختلف پیزوالکتریک، با  ازای هر دو شرط مرزی و جنس به
ایجاد  )۱،۱که فرکانس پایه در مود ( ۶به استثنای نمودار  pافزایش 

دلیل آن  یابند. این امر به های طبیعی افزایش می شود، فرکانس می
است که درپوش کروی در مودهای بالاتر، سفتی بیشتری را از خود 

  دهد. نشان می



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــیی محمد فدای و پدرام داراب ۶۰۶

  ۱۳۹۷ اسفند، ۳، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                  پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                - ماهنامه علمی

  
های پایه درپوش کروی پیزوالکتریک برای دو حالت  تغییرات فرکانس )۱نمودار 

های مختلف شعاع داخلی به شعاع انحنای  حسگر و عملگر بر حسب نسبت
  درپوش کروی برای شرایط مرزی لبه گیردار

  

  
های پایه درپوش کروی پیزوالکتریک برای دو حالت  تغییرات فرکانس) ۲نمودار 

های مختلف شعاع داخلی به شعاع انحنای  نسبتحسگر و عملگر بر حسب 
  گاه ساده درپوش کروی برای شرایط مرزی لبه تکیه

  

  
های پایه درپوش کروی پیزوالکتریک برای دو حالت  تغییرات فرکانس) ۳نمودار 

های مختلف شعاع داخلی به شعاع انحنای  حسگر و عملگر بر حسب نسبت
  آزاددرپوش کروی برای شرایط مرزی لبه 

برای سه شرط  PZT-6Bهای طبیعی درپوش کروی  تغییرات فرکانس) ۴نمودار 
  گاه ساده و لبه آزاد در حالت عملگر مرزی لبه گیردار، تکیه

  

 
های طبیعی درپوش کروی پیزوالکتریک در حالت  تغییرات فرکانس) ۵نمودار 

های مختلف ماده برای  حسگر بر حسب شماره مودهای محیطی و جنس  ܴ =   و شرط مرزی لبه گیردار 5݉
  

 
های طبیعی درپوش کروی پیزوالکتریک در حالت  تغییرات فرکانس) ۶نمودار 

های مختلف ماده برای  حسگر بر حسب شماره مودهای محیطی و جنس  ܴ =   گاه ساده و شرط مرزی لبه تکیه 10݉



 ۶۰۷ یعمق کرو کم کیزوالکتریپ یارتعاشات حسگر و عملگرها یلیتحل یبررســــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 گیری نتیجه - ۷
های  حلی دقیق و صریح برای یافتن فرکانس در این مقاله، راه
های کروی پیزوالکتریک بر مبنای تئوری  طبیعی درپوش

منظور اطمینان از صحت و  عمق معرفی شد. به های کم پوسته
شده  آمده از روش معرفی دست های به کارآمدی رویکرد حاضر، جواب

زار آباکوس صورت گرفت، اف هایی که از تحلیل مساله در نرم با پاسخ
شده  های حل ارایه مقایسه شد و مطابقت و توافق دقیقی بین پاسخ

و حل عددی مساله به وجود آمد. پس از اطمینان از صحت حل 
منظور بررسی تاثیر شرایط مرزی الکتریکی و  معادلات، مطالعاتی به

مکانیکی، نسبت شعاع داخلی به شعاع انحنای درپوش کروی، 
ت به شعاع داخلی درپوش کروی، جنس ماده و تاثیر نسبت ضخام

درنظرنگرفتن خاصیت پیزوالکتریک ماده بر پاسخ فرکانسی درپوش 
کروی اختصاص پیدا کرد. بررسی نتایج نشان داد که با تغییر شرایط 
مرزی الکتریکی از حالت عملگر (مداربسته) به حالت حسگر 

. این پدیده برآمده (مدارباز)، شاهد افزایش فرکانس طبیعی هستیم
دلیل تخلیه  از این واقعیت فیزیکی بوده که در حالت عملگر به

پتانسیل الکتریکی، درپوش کروی از سفتی کمتری برخوردار است، 
در حالی که در حالت حسگر با تبدیل این پتانسیل الکتریکی به 

یابند. با افزایش  های طبیعی افزایش می انرژی مکانیکی، فرکانس
کاهش شعاع انحنای درپوش کروی پیزوالکتریک،  ضخامت و
خاصیت پیزوالکتریک باعث یابند.  های طبیعی افزایش می فرکانس

افزایش انرژی مکانیکی جسم و درنظرنگرفتن خاصیت 
  شود. پیزوالکتریک باعث کاهش سفتی درپوش کروی می
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