
ISSN: 2476-6909; Modares Mechanical Engineering. 2019;19(5):1229-1139

C I T A T I O N    L I N K S

Copyright© 2019, TMU Press. This open-access article is published under the terms of the Creative Commons Attribution-NonCommercial 
4.0 International License which permits Share (copy and redistribute the material in any medium or format) and Adapt (remix, transform, 
and build upon the material) under the Attribution-NonCommercial terms.

Hysteretic Constitutive Equations Based Continuous Dynamic 
Modeling of Bending Piezoelectric Actuators
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Piezoelectric bending actuators have been extensively utilized in recent years. Two major 
modeling methods, lumped and continuous, have been generally proposed in previous 
researches for these actuators. The lumped method can only express the transverse vibration 
of one specified point on the actuator. In addition, the effect of higher vibrational modes has 
been ignored. Hence, continuous dynamic models have been proposed to rectify the mentioned 
drawbacks. In this method, linear constitutive equations for low voltage applications are 
usually applied. But, the main challenge in continuous modeling of piezoelectric actuators 
is the hysteresis nonlinear phenomenon caused by high excitation voltages. In this paper, 
piezoelectric nonlinear hysteretic constitutive equations have been employed to carry out the 
continuous dynamic model for two general types of bimorph bending actuators i.e. Series and 
Parallel. In addition, zero dynamic analysis for nonlinear systems has been applied to clarify the 
effect of higher vibrational modes on the actuator dynamic behavior based on the location of 
target point. Experimental results show the maximum error 1.44 and 1.2% in the identification 
of first and second vibrational modes, respectively, and the maximum error 2.89% in the 
modeling of actuator nonlinear behavior by two vibrational modes. These results validate the 
efficiency of the proposed dynamic model to express the actuator nonlinear behavior, dynamic 
analysis, and its superiority over conventional models with one vibrational mode.
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  چکيده
مورد استفاده  ریاخ یها در سال یا طور گسترده به کیزوالکتریپ یخمش یعملگرها

در  وستهیگسسته و پ یساز مدل یدو روش اصل ،یطور کل قرار گرفته است. به
گسسته تنها  یساز شده است. مدل شنهادیعملگرها پ نیا یبرا نیشیپ قاتیتحق
علاوه از  . بهدینما انیعملگر را ب ینقطه خاص رو کی یارتعاشات عرض تواند یم

 نی. بنابراشود یصرف نظر م کینامیفرکانس بالا در رفتار د یارتعاش یاثر مودها
نوع  نیشده است. در ا هیحل مشکلات مذکور ارا یبرا وستهیپ کینامید یها مدل
 نییپا یکار یمعتبر در ولتاژها یخط یمعمولاً از معادلات اساس ،یساز مدل

عملگرها،  نیا وستهیپ کینامید یساز در مدل یاصل لش. اما چاشود یاستفاده م
مقاله،  نیولتاژ بالا است. در ا کیاز تحر یناش سیسترزیه یرخطیغ دهیپد

 کینامیو معادلات د هیارا کیزوالکتریپ کیسترتیه یرخطیغ یمعادلات اساس
استخراج  یو مواز یسر مورف،یبا یعرض یدو نوع متداول عملگرها یبرا وستهیپ

 یبرا یرخطیغ یها ستمیس یصفر برا کینامید لیعلاوه، تحل شده است. به
عملگر براساس مکان  کینامیبالاتر بر رفتار د یارتعاش یاثر مودها نمودن انینما

در  %۱.۲و  ۱.۴۴ یحداکثر خطا یتجرب جیبه کار گرفته شده است. نتا ینقطه کار
در  %۲.۸۹ یمختلف و خطا یاول و دوم در نقاط کار یمود ارتعاش ییشناسا
 جینتا نی. ادهد یرا نشان م یعملگر با دو مود ارتعاش یرخطیرفتار غ یساز مدل
رفتار  لیعملگر، تحل یرخطیرفتار غ انیب یرا برا یشنهادیپ کینامیمدل د ییکارآ
  .دینما یم دییرا تا یمود ارتعاش کیبر  یمبتن یها آن بر مدل یو برتر
و  یساز مدل ک،یسترتیه یمعادلات اساس ک،یزوالکتریپ یعملگر خمش ها: کلیدواژه

  صفر کینامید ک،ینامید لیتحل
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 مقدمه - ۱

های اخیر، کاربردهای گوناگون ساختارهای خمشی  در سال
لایه) و بایمورف (دولایه)،  صورت یونیمورف (تک پیزوالکتریک، به

یک موضوع قابل توجه برای محققان بوده است. با توجه به اثر 
عنوان انواع گوناگونی  پیزوالکتریک، ساختارهای خمشی بهمستقیم 

، [3]، تشخیص جرم[2]، نیرو[1]از سنسورها همچون سنسور موقعیت
به کار رفته است.  [5]و استخراج انرژی [4]گیری امپدانس اندازه

عنوان  همچنین با توجه به اثر معکوس پیزوالکتریک، کاربرد آنها به
طور مثال، کاربردهای مختلف  به عملگرها در حال افزایش است.

، [6]عملیات میکرونی همچون میکروسکوپ نیروی اتمی
از این دست  [8]و تعیین مشخصات سلولی [7]میکرواسمبلی

علت ساختار  هستند. در حقیقت، قابلیت بالای این ساختارها به
کنتیلورشکل و خمش عرضی آنها است که این قابلیت، مانورپذیری 

ها  ه با ساختارهای متداول طولی پیزوالکتریکآنها را در مقایس
سازی دینامیک صحیح این  دهد. در نتیجه، مدل افزایش می

ترین چالش، رفتار  عملگرها از اهمیت بالایی برخوردار است. اما مهم
سازی دینامیک را  غیرخطی هیسترزیس است که فرآیند مدل

  نماید. پیچیده می
ازی دینامیک عملگرهای س طور کلی دو روش اصلی برای مدل به

عرضی در تحقیقات پیشین ارایه شده است. در روش اول، مدل 
شود.  دینامیک گسسته برای بیان رفتار دینامیک عملگر لحاظ می

علاوه، یک تابع غیرخطی کوپل با دینامیک اصلی، رفتار پدیده  به
. این روش تاکنون [10 ,9]غیرخطی هیسترزیس را بیان خواهد نمود

ای برای عملگرهای طولی مورد استفاده قرار گرفته  گستردهطور  به
  . [13-11]است

سازی برای  اما دو چالش اساسی برای استفاده از این نوع مدل
عملگرهای عرضی پیزوالکتریک مفروض است. اول، مدل 

شده، تنها برای یک نقطه خاص روی عملگر معتبر است.  شناسایی
تواند رفتار دینامیک تمامی  یشده نم به بیان دیگر، مدل شناسایی

نقاط مختلف در طول عملگر را مستقل از مکان قرارگیری بیان 
نماید. دوم، از تاثیر مودهای ارتعاشی بالاتر روی رفتار عملگر در این 

عنوان روش دوم،  پوشی شده است. اما به سازی چشم نوع مدل
های گسسته  سازی دینامیک پیوسته برای رفع مشکلات مدل مدل

پیشنهاد شده است. در این راستا، رفتار دینامیک پیوسته 
عملگرهای پیزوالکتریک یونیمورف با یک و چند کریستال توسط 

. همچنین یک مدل تحلیلی برای مولدهای [14]بررسی شد بیلگن
. در این تحقیق، [15]و همکاران ارایه شد چنتوان بایمورف توسط 

  مد نظر قرار گرفته است.  اثرات هندسی عملگر و فرکانس تحریک نیز
و همکاران، مدل  شیرازیبرای کاربردهای با تحریک ولتاژ بالا، 

دینامیک خطی براساس نظریه تیرهای تیموشنکو را ارایه 
عنوان یک چالش اساسی، اثر غیرخطی هیسترزیس  . به[16]اند نموده

و  ییدر تمامی تحقیقات مذکور منظور نشده است. با این وجود، 
شده با  عنوان یک تابع آشفتگی کوپل ، اثر هیسترزیس را بههمکاران

. در حقیقت، رفتار هیسترزیس [17]دینامیک خطی لحاظ نمود
سازی  صورت مجزا و نه برگرفته از معادلات اساسی پیزو، در مدل به

  منظور شده است. 
نمودن اثر هیسترزیس در معادلات اساسی پیزوالکتریک،  برای لحاظ

. با استفاده از معادلات [18]ی ارایه شده استهای متفاوت مدل
و همکاران تلاش نمودند تا اثر هیسترزیس  چاواساسی غیرخطی، 

. اما حل دقیقی برای [19]را وارد مدل دینامیک پیوسته عملگر نمایند
علاوه، تنها مود ارتعاشی اول  دینامیک عملگر پیشنهاد نشد. به

عملگر برای بیان رفتار دینامیک آن منظور شد. این بدان معناست 
که تاثیر مودهای ارتعاشی بالاتر در پاسخ خروجی عملگر حذف شده 

  است. 
ساس سازی و تحلیل رفتار دینامیک عملگر برا در این مقاله، مدل

صورت نظری و تجربی مورد بررسی  معادلات اساسی هیسترتیک به
قرار گرفته است. برای این منظور، یک ترکیب از معادلات اساسی 
هیسترتیک، متناسب با ناحیه عملکرد ولتاژ ورودی عملگر به کار 

برای استخراج معادلات  همیلتونگرفته شده است. سپس، روش 
ز عملگرهای بایمورف، سری و دینامیک پیوسته برای دو نوع ا

موازی مورد استفاده قرار گرفته است. برای ارزیابی مدل پیشنهادی، 
سازی دینامیک منظور شده است.  دو مود ارتعاشی برای مدل

سازی دینامیک  همچنین شکل مودهای دقیق سیستم برای گسسته
برای شناسایی اثر  (PI)پیوسته و مدل پرانتدل ایشلینسکی 

دلیل رفتار غیرخطی عملگر،  ه کار گرفته شده است. بههیسترزیس ب
از تحلیل دینامیک صفر سیستم برای تحلیل رفتار دینامیک، بنا بر 
مکان انتخاب نقطه کاری هدف در راستای طول عملگر استفاده 

های تجربی، دقت مدل بر مبنای دو مود  شود. نتایج آزمایش می
های گسسته، برای بیان  ارتعاشی پیشنهادی را در مقایسه با مدل

های  نماید. همچنین آزمایش رفتار غیرخطی عملگر تایید می
تجربی، صحت تحلیل رفتار دینامیک عملگر براساس انتخاب مکان 
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   نماید. نقطه هدف را تایید می
  ساختار عملگر بایمورف - ۲

نمایی کلی از یک عملگر بایمورف با مشخصات هندسی آن  ۱شکل 
همان گونه که مشخص است، دو لایه دهد.  را نمایش می
طور متقارن لایه پایه را پوشانده است. لایه پایه  پیزوالکتریک به

معمولاً فلزی از جنس فولاد یا برنج است که برای افزایش استحکام 
بیانگر طول کل عملگر بوده که  ܮشود.  و پایداری عملگر تعبیه می
ترتیب  به ௣ݐو  ௕ݐاست. های پیزوالکتریک  برابر با طول پایه و لایه

های پیزوالکتریک است. هر دو لایه  ضخامت لایه پایه و لایه
௕ܾپیزوالکتریک و پایه دارای عرض یکسان  = ܾ௣ .هستند  

سازی امکان خمش تیر، باید  منظور فراهم در عملگرهای بایمورف به
راستای پلاریزاسیون پیزو و میدان الکتریکی اعمالی به پیزو در دو 

منظور ایجاد  تر، به یه بالا و پایین متفاوت باشد. به بیانی سادهلا
ای  گونه خمش در تیر، همواره وضعیت اتصالات الکتریکی باید به

ها تحت کشش و لایه دیگر تحت فشار باشد. بر  باشد که یکی از لایه
طور کلی به دو دسته بایمورف  همین اساس، عملگرهای بایمورف به

  شوند. تقسیم می (Y)ف موازی و بایمور (X)سری 
، نحوه اتصال الکتریکی دو (X)، در بایمورف سری ۲مطابق با شکل 

صورت سری است. در عوض، نحوه قرارگیری  لایه پیزوالکتریک به
ای است که جهت پلاریزاسیون آنها مخالف  گونه ها به پیزوالکتریک

 یکدیگر است. علامت فلش کوچک جهت پلاریزسیون هر لایه پیزو
  دهد. را نشان می

، نحوه اتصال الکتریکی دو لایه (Y)در بایمورف موازی 
صورت موازی است. در عوض نحوه قرارگیری  پیزوالکتریک به
ای است که جهت پلاریزاسیون آنها همسو  گونه ها به پیزوالکتریک

  با یکدیگر است.
  

  
  نمای کلی از عملگر بایمورف )۱شکل 

  

  
بایمورف نوع  b)بایمورف نوع سری،  a)؛ سری و موازیبایمورف نوع ) ٢ شکل
  موازی

  
معادلات اساسی غیرخطی پیزوالکتریک با درنظرگرفتن اثر  - ۳

  هیسترزیس
های  فرم ماتریسی معادلات اساسی خطی حاکم بر سرامیک

 است. ۱صورت رابطه  پیزوالکتریک، تحت میدان الکتریکی پایین به

)۱(   ൜ ܵ = ߪாݏ + ܦܧ ݀ = ߪ ݀ + ܧ ఙߝ
,ߪ)در این رابطه، تنش و میدان الکتریکی  عنوان متغیرهای  به (ܧ

,ܵ)جایی الکتریکی  مستقل و کرنش و جابه عنوان متغیرهای  به (ܦ
 ݀نرمی ماده تحت میدان الکتریکی صفر،  ாݏاند.  وابسته بیان شده

گذردهی الکتریکی پیزوالکتریک است.  ఙߝثابت کرنش پیزو و 
ها است. در  بیانگر رفتار الکترومکانیک پیزوالکتریک ۱معادله 

عنوان عملگر و  حقیقت، رابطه اول عملکرد پیزو در حوزه مکانیکی به
عنوان سنسور را بیان  رابطه دوم، رفتار این ماده در حوزه الکتریکی به

  نماید. می
اما نکته مهم آن است که معادلات اساسی خطی معمولاً برای بیان 

گرهای پیزوالکتریک در کاربردهای میکرونی مناسب رفتار عمل
نیستند. این بدان دلیل بوده که در این کاربردها، میدان الکتریکی 
اعمالی بالا است. در نتیجه، رفتار خروجی پیزوالکتریک (کرنش یا 

جایی الکتریکی) در اثر ورودی میدان الکتریکی، یک رفتار  جابه
نین کاربردهایی، دیگر غیرخطی هیسترتیک خواهد بود. در چ

معادلات اساسی خطی بر رفتار پیزو حاکم نخواهد بود. برای 
درنظرگرفتن اثر هیسترزیس در خروجی پیزو، در چنین حالاتی، 

پذیر خطی و  جایی الکتریکی به دو قسمت بازگشت کرنش و جابه
  .[20 ,18]ناپذیر غیرخطی تقسیم خواهند شد بازگشت

)۲(  ൜ ܵ = ܵ௥ + ܵ௜௥ = ߪ ாݏ + ܧ ݀ + ܵ௜௥ܦ = ௥ܦ + ௜௥ܦ = ߪ ݀ + ܧ ఙߝ + جایی الکتریکی  پذیر کرنش و جابه های بازگشت قسمت ௥ܦو  ௜௥ ܵ௥ܦ
بر  ௜௥ܦو  ௜௥ܵبوده که بیانگر رفتار خطی ماده است، در حالی که 

ناپذیر غیرخطی ناشی از هیسترزیس ماده دلالت  رفتار بازگشت
  خواهد داشت. 

و  ௜௥ܵمنظور تعیین توابع غیرخطی  ای به تاکنون تحقیقات گسترده طور عمده، دو  . در این تحقیقات به[21 ,20 ,18]صورت گرفته است ௜௥ܦ
شود.  تابع متفاوت برای بیان این دو تابع غیرخطی در نظر گرفته می

سازی معمولاً ناحیه وسیعی از ورودی میدان  در این نوع مدل
پلاریزاسیون  بت و منفی که شامل پلاریزاسیون و دیالکتریکی مث

شود.  ماده است، برای بررسی رفتار غیرخطی ماده در نظر گرفته می
آمده برای این توابع  دست شود که معادلات به این امر سبب می

غیرخطی، بسیار پیچیده شده باشد و عملاً قابل استفاده در 
  سازی دینامیک نباشد. کاربردهای مدل

سازی  مین دلیل و بنا بر هدف این پژوهش مبنی بر مدلبه ه
طرفه از ورودی میدان  دینامیک، تنها یک ناحیه محدود یک

الکتریکی موسوم به ناحیه کاری عملگرهای پیزوالکتریک مطابق با 
  شود. در نظر گرفته می ۳شکل 

  

  
  ناحیه کاری عملگر پیزوالکتریک )٣شکل 
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در ناحیه کاری میدان الکتریکی، نتایج تجربی حاکی از رابطه 
ܧ)غیرخطی هیسترتیک  − ܦ)، رابطه خطی (ܦ − ، رفتار (ܵ

ߪ)خطی  − ܦ)جایی الکتریکی صفر  تحت جابه (ܵ = و رفتار  (0
ߪ)کرنش  -هیسترتیک تنش − تحت میدان الکتریکی صفر  (ܵ ܧ) =   .[22]خواهد بود (0

تواند  اساسی حاکم بر پیزو در این ناحیه میبنابراین نتایج معادله 
 نمایش داده شود. ۳شکل رابطه  به
)۳(  ൜ ܵ = ߪ ஽ݏ + ܦ           ܦ ݃ = ߪ ݀ + ܧ ఙߝ + نوع دیگری از  ݃جایی الکتریکی صفر و  نرمی ماده تحت جابه ஽ݏ ௜௥ܦ

 ثابت کرنش پیزو است.
سازی معادلات با درنظرگرفتن میدان الکتریکی و  پس از مرتب

,ߪ)تنش  عنوان متغیرهای مستقل، معادلات اساسی  به (ܧ
 خواهد بود. ۴صورت رابطه  غیرخطی هیسترتیک حاکم بر پیزو به

)۴(  ൜ܵ = ߪ ாݏ + ܧ ݀ + ܦ௜௥ܦ ݃ = ߪ ݀ + ܧ ఙߝ +     ௜௥ܦ
ாݏطوری که  به = ஽ݏ + ݀و  ݀݃ = است. از آنجایی که  ்ߝ݃

سازی دینامیک نیاز است که معادلات اساسی براساس  برای مدل
,ܵ)متغیرهای مستقل کرنش و میدان الکتریکی  بیان شود،  (ܧ

تبدیل  ۵شکل مناسب رابطه  پس از اندکی تغییرات به ۴رابطه 
 خواهد شد.

)۵(  ൜ߪ = ܿா ܵ − ܧ ݁ − ℎ ܲ௜௥ܦ = ݁ ܵ + ܧ ௌߝ + ܲ௜௥    
ாܿطوری که  به = ݁، ாݏ/1 = ௌߝ، ாݏ/݀ = ்ߝ − و  ݁݀ ℎ = یک تابع غیرخطی جدید است که  ௜௥ܲهستند.  ஽ݏ/݃

௜௥ܲصورت  و به ௜௥ܦبراساس همان تابع  = (1 −  ௜௥ܦ(݃݁
توانند برای  تواند تعریف شود. این معادلات اساسی، اکنون می می

  حصول معادلات دینامیک مورد استفاده قرار گیرند.
  
  سازی دینامیک پیوسته با درنظرگرفتن رفتار هیسترزیس مدل - ۴

سازی دینامیک پیوسته  برای مدل همیلتوندر این تحقیق روش 
سازی از  گیرد. برای مدل عملگرهای بایمورف مورد استفاده قرار می

برنولی استفاده شده است. این فرض با توجه به  -نظریه تیر اویلر
جایی عرضی انتهای تیر و همچنین ضخامت آن در  نسبت جابه

مقایسه با طول عملگر، معقول و قابل قبول است. با این وجود، 
گذاری نتایج حاصل از این روش با نتایج تجربی، صحت فرض  صحه

  نماید. را تایید می مورد نظر
تغییرات انرژی جنبشی کل عملگر شامل لایه پایه و پیزوها 

 خواهد بود. ۶صورت رابطه  به
)۶(  

ܶߜ = ߜ ௕ܶ + ߜ ௣ܶ௎ + ߜ ௣ܶ௅= න ௕ܾ௕ݐ௕ߩ) + ݐݓ௣ܾ௣) ൬߲߲ݐ௣ߩ2 ൰ ߜ ൬߲߲ݐݓ ൰ ௅ݔ݀
଴  

شود که انرژی جنبشی شامل انرژی لایه پایه و دو لایه  مشاهده می
,ݔ)ݓچگالی جرمی و  ߩپیزو است.  جایی عرضی  بیانگر جابه (ݐ

ترتیب به لایه پایه، پیزوی  به ܮ݌و  ܷ݌، ܾ های  است. زیرنویس
منظور استخراج انرژی پتانسیل، انرژی  بالایی و پایینی اشاره دارد. به

شود. انرژی پتانسیل  صورت مجزا برررسی می و پیزوها به لایه پایه
 خواهد بود. ۷صورت رابطه  لایه پایه به

ߜ  )۷( ௕ܷ = න ߜ ଵߪ ଵܸܵ݀௏  

هستند. رابطه میان تنش و  ݔتنش و کرنش در راستای  ଵܵو  ଵߪ
ଵߪصورت  کرنش در لایه پایه توسط قانون هوک و به = ܿ௕ ଵܵ 

مدول الاستیسیته (مدول یانگ)  ௕ܿطوری که  شود، به تعریف می
برنولی، کرنش  - ماده پایه است. همچنین مطابق با نظریه تیر اویلر ଵܵ در  ۸صورت رابطه  جایی عرضی تیر و به تواند تابعی از جابه می

 نظر گرفته شود.
)۸(  ଵܵ = ଶݔ߲ݓଶ߲ ݖ−  
گذاری روابط تنش و  فاصله از تار خنثی است. با جای ݖطوری که  به

 ۹صورت رابطه  کرنش در انرژی پتانسیل، انرژی لایه پایه به
 شود. سازی می ساده

ߜ  )۹( ௕ܷ = න ܿ௕ܫ௕ ቆ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ ߜ  ቆ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ ௅ݔ݀
଴ ௕ܫصورت  ممان اینرسی لایه پایه و به ௕ܫ  = ܾ௕ݐ௕ଷ/12 .خواهد بود  

معادلات اساسی هیسترتیک برای دو لایه بالا و پایین پیزوالکتریک 
 خواهد بود.  ۱۱و  ۱۰صورت روابط  به
)۱۰(  ቊߪଵ = ܿଵଵா ଵܵ − ݁ଷଵܧଷ − ℎଷଵ ଷܲ௜(ܧଷ)ܦଷ = ݁ଷଵ ଵܵ + ଷଷௌߦ ଷܧ + ଷܲ௜(ܧଷ)         For Upper 
)۱۱(  ቊߪଵ = ܿଵଵா ଵܵ + ݁ଷଵܧଷ + ℎଷଵ ଷܲ௜(ܧଷ)ܦଷ = −݁ଷଵ ଵܵ + ଷଷௌߦ ଷܧ + ଷܲ௜(ܧଷ)     For Lower L

اشاره  ݖو  ݔ، به راستای ۳و  ۱های  در این معادلات زیرنویس
صورت گرفته  ݖنماید. در حقیقت، عمل تحریک پیزو در راستای  می

  مورد نظر خواهد بود. ݔاست و کرنش حاصل در راستای 
برای محاسبه انرژی پیزوالکتریک مورد  (௘ܪ)آنتالپی الکتریکی 

گیرد. این کمیت در حقیقت، بیانی از انرژی  اده قرار میاستف
الکترومکانیکی پیزوالکتریک است، چنانچه متغیرهای مستقل 

. بر این [23]میدان الکتریکی و کرنش در نظر گرفته شده باشد
 خواهد بود. ۱۲صورت رابطه  اساس، تغییرات آنتالپی الکتریکی به

)۱۲(  
௘ܪߜ = න ߜ ଵߪ)  ଵܵ − ଷ) ܸ݀௏೛ೆܧߜ ଷܦ + න ߜ ଵߪ)  ଵܵ − ଷ) ܸ݀௏೛ಽܧߜ ଷܦ  

برای لایه بالا و  ۱۱و  ۱۰گذاری معادلات اساسی از روابط  با جای
پایین و همچنین بیان رابطه خطی میان میدان الکتریکی و ولتاژ 

ଷܧصورت  اعمالی به پیزو به = ௔ܸ/ݐ௣،  تغییرات آنتالپی الکتریکی
 صورت زیر خواهد بود: به
)۱۳(  

=௘ܪߜ න ቆቊܿଵଵா ௣ܫ  ቆ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ + ௣ܯ ௔ܸ௅
଴+ ௣ܯ ௣ ℎଷଵ݁ଷଵݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇቋ ߜ ቆ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ− ቊܯ௣ ቆ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ + ܮ௣ܥ2 ௔ܸ+ ܾ௣ ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇቋ ߜ  ௔ܸቇ  ௣ܥو  ௣ܯممان اینرسی کل دو لایه پیزوالکتریک است.  ௣ܫ ݔ݀ 

ترتیب بیانگر ضریب ورودی ولتاژ و ظرفیت خازنی هر لایه پیزو  به
 شوند: صورت زیر تعریف می خواهد بود. این پارامترها به
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)۱۴(  

௣ܫ = ܾ௣ ቂ൫ݐ௕ + ௣൯ଷݐ2 − ଷቃ12(௕ݐ) ௣ܯ   = ൫ݐ௕ + ௣ܥ  ௣൯ ݁ଷଵܾ௣ݐ = ܾ௣ ߦ ܮଷଷௌݐ௣  

صورت حاصل جمع  در نهایت کل انرژی پتانسیل عملگر بایمورف به
ܷߜصورت  انرژی لایه پایه و پیزوها به = ߜ ௕ܷ + خواهد  ௘ܪߜ

  بود.
منظور حصول  ، تغییرات لاگرانژین بههمیلتونبراساس روش 

 گیرد. معادلات دینامیک مورد استفاده قرار می
)۱۵(න ௧మ௧భݐ݀ ܮߜ = න ܶߜ) − ܷߜ + ߜ ௡ܹ௖௘ + ߜ ௡ܹ௖௠)݀ݐ௧మ௧భ = 0 

شده توسط نیروهای ناپایستار الکتریکی  در این رابطه کار انجام
 شود: صورت زیر تعریف می به
ߜ  )۱۶( ௡ܹ௖௘ = ߜ ܳ ௔ܸ ܳ .بار موجود روی الکترودهای پیزوالکتریک است  

همچنین برای درنظرگرفتن اثر میرایی، دو نوع متداول میرایی 
عنوان کار نیروهای ناپایستار مکانیکی در نظر  ویسکوز و ساختاری به

 شود. گرفته می
ߜ  )۱۷( ௡ܹ௖௠ = − න ቆܿ௔ ݐݓ߲߲ + ܿ௦ ߲ହݔ߲ݓସ ߲ݐቇ ௅ݔ݀ ݓߜ

଴  ܿ௦  ܿضریب معادل میرایی ساختاری وابسته بر نرخ کرنش و௔ 
  ضریب میرایی ویسکوز است.

سازی روابط  و پس از ساده ۱۵در رابطه  ۱۷و  ۱۶گذاری روابط  با جای
جزء مطابق روابط موجود در پیوست،  به گیری جزء توسط انتگرال

ورت زیر استخراج ص معادلات حاکم بر حوزه مکانیکی و الکتریکی به
 شود: می

)۱۸(  

௘௤(ܣߩ) ߲ଶݐ߲ݓଶ + ܿ௔ ݐݓ߲߲ + ܿ௦ ߲ହݔ߲ݓସ ߲ݐ+ ߲ଶ߲ݔଶ ቆ(ܿܫ)௘௤ ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ= ௣ܯ− ߲ଶ߲ݔଶ ቈ ௔ܸ+ ௣ ℎଷଵ݁ଷଵݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇ቉ 
)۱۹(  

ܳ = ௣ܯ− ൤߲ݔ߲ݓ ݔ) = (ܮ − ݔ߲ݓ߲ ݔ) = 0)൨+ ௣ܥ 2 ቈ ௔ܸ + ଷଷௌߦ௣ݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇ቉ 
صورت یک عملگر در حوزه مکانیکی و رابطه  به ، رفتار پیزو۱۸معادله 

  بیانگر رفتار سنسوری پیزو در حوزه الکتریکی خواهد بود. ۱۹
، شرایط مرزی حاکم بر مساله را بیان ۲۱و  ۲۰همچنین روابط 

 نماید. می
)۲۰(  

ቈቊ(ܿܫ)௘௤ ߲ଶݔ߲ݓଶ+ ௣ܯ ቈ ௔ܸ + ௣ ℎଷଵ݁ଷଵݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇ቉ቋ ߜ  ൬߲ݔ߲ݓ ൰቉଴
௅ = 0 

)۲۱(  
ቈቊ ݔ߲߲ ቆ(ܿܫ)௘௤ ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ + ௣ܯ ݔ߲߲ ቈ ௔ܸ+ ௣ ℎଷଵ݁ଷଵݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇ቉ቋ ቉଴ݓߜ 

௅ = 0 

و  ݔصورت تابعی از متغیر  تواند به در این رابطه ولتاژ ورودی می
 :[24]صورت زیر تعریف شود به
)۲۲(  ௔ܸ(ݔ, (ݐ = ௔ܸ(ݐ)ሾHଵ(ݔ) − Hଵ(ݔ −  ሿ(ܮ
گذاری ولتاژ ورودی  تابع هویساید است. با جای (ݔ)Hଵطوری که  به ௔ܸ(ݔ, سازی  ساده ۲۳صورت رابطه  به ۱۸، معادله دینامیک (ݐ

 خواهد شد.

)۲۳(  

௘௤(ܣߩ) ߲ଶݐ߲ݓଶ + ܿ௔ ݐݓ߲߲ + ܿ௦ ߲ହݔ߲ݓସ ߲ݐ+ ߲ଶ߲ݔଶ ቆ(ܿܫ)௘௤ ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ  = (ݔ)௣ሾδᇱܯ− − δᇱ(ݔ − ሿ(ܮ ൞ ௔ܸ(ݐ)
+ ௣ ℎଷଵ ݁ଷଵሾδᇱ(x)ݐ − δᇱ(x − L)ሿ ߲ଶ ଷܲ௜ ൬ ௔ܸ(ݔ, ௣ݐ(ݐ ൰߲ݔଶ ൢ 

δ(ݔ)  ߜتابع دلتای دیراک بوده وᇱ(ݔ)  ݔمشتق مکانی نسبت به 
  خواهد بود.

  

௧೛ ௛యభ௘యభሾஔᇲ(௫)ିஔᇲ(௫ି௅)ሿمولفه   డమ௉య೔൬ೇೌ(ೣ,೟)೟೛ ൰డ௫మ  قسمت غیرخطی ناشی از
صورت یک  تواند به هیسترزیس ولتاژ ورودی است. این اثر می
ߜصورت  تغییرات غیرخطی روی ورودی ولتاژ اعمالی و به ௔ܸ(ݐ)  در

  صورت تجربی شناسایی شود. نظر گرفته شود که باید به
صورت یک تابع غیرخطی  تواند به بنابراین کل ورودی عملگر می )ܪ ௔ܸ(ݐ)) = ௔ܸ(ݐ) + ߜ ௔ܸ(ݐ)  ،در نظر گرفته شود. در نهایت

 شود.  استخراج می ۲۴صورت رابطه  معادله دینامیک حاکم به
)۲۴(  

௘௤(ܣߩ) ߲ଶݐ߲ݓଶ + ܿ௔ ݐݓ߲߲ + ܿ௦ ߲ହݔ߲ݓସ ߲ݐ+ ߲ଶ߲ݔଶ ቆ(ܿܫ)௘௤ ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ 
  = (ݔ)ᇱߜ௣ሾܯ− − ݔ)ᇱߜ − )ܪ ሿ(ܮ ௔ܸ(ݐ)) 

شده متعلق به عملگر بایمورف نوع موازی بوده  معادلات ارایه نکته:
های قبل نیز بیان شد، عملگرهای  است. همان گونه که در بخش

موازی و سری از نظر نوع عملکرد مشابه هستند، با این تفاوت که 
شده به هر لایه پیزوالکتریک نصف  در عملگرهای سری، ولتاژ اعمال
نظور حصول معادلات، کافی است که م خواهد شد. در این صورت به

تمامی شرایط یکسان در نظر گرفته شود، فقط ولتاژ اعمالی در 
منظور  ௏ೌଶصورت  محاسبه تغییرات آنتالپی الکتریکی، نصف و به

  شود.
 

)۲۵(  

=௘ܪߜ න ቆቊܿଵଵா ௣ܫ  ቆ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ + ௣ܯ ௔ܸ2௅
଴+ ௣ܯ ௣ ℎଷଵ݁ଷଵݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸ2ݐ௣ቇቋ ߜ ቆ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ− ቊܯ௣ ቆ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ + ܮ௣ܥ2 ௔ܸ2+ ܾ௣ ଷܲ௜ ቆ ௔ܸ2ݐ௣ቇቋ ߜ  ௔ܸ2 ቇ  ݔ݀ 



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــراد و همکاران ــــــــــــــــــــــــــــ حامد غفاری ۱۲۳۴

  ۱۳۹۸ اردیبهشت، ۵، شماره ۱۹دوره                                                                        پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                                                                                     - ماهنامه علمی

و  ۲۶سازی روابط به معادلات نهایی  در این صورت و پس از ساده
 توان دست یافت. می ۲۷

)۲۶(  

௘௤(ܣߩ) ߲ଶݐ߲ݓଶ + ܿ௔ ݐݓ߲߲ + ܿ௦ ߲ହݔ߲ݓସ ߲ݐ+ ߲ଶ߲ݔଶ ቆ(ܿܫ)௘௤ ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ = − 12 ௣ܯ ߲ଶ߲ݔଶ ቈ ௔ܸ + ௣ℎଷଵ݁ଷଵݐ2  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸ2ݐ௣ቇ቉ 
)۲۷(  

ܳ = − 12 ௣ܯ ൤߲ݔ߲ݓ ݔ) = (ܮ − ݔ߲ݓ߲ ݔ) = 0)൨ + ௣ܥ 12 ቈ ௔ܸ + ଷଷௌߦ௣ݐ2  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸ2ݐ௣ቇ቉ 
  
  سازی دینامیک پیوسته گسسته - ۵
سازی مدل دینامیک پیوسته، از روش جداسازی  منظور گسسته به

جایی عرضی  متغیرها استفاده شده است. برای این منظور، جابه ,ݔ)ݓ صورت حاصل جمع یک سری یکنوای همگرا از  به (ݐ
 شود. متغیرهای مودال تعریف می

,ݔ)ݓ )۲۸( (ݐ = ෍ ߮௜(ݔ)ݍ௜(ݐ)௡
௜ୀଵ  

سازی  برای گسسته (ݔ)௜߮بنابراین، شکل مود غیرمیرای دقیق 
دقیق دینامیک پیوسته باید مورد استفاده قرار گیرد. شرایط مرزی 

های طبیعی و  منظور حصول فرکانس به ۲۱و  ۲۰شده در روابط  ارایه
شکل مودهای سیستم باید مورد استفاده قرار گیرد. با اعمال شرایط 

صورت  های طبیعی به مرزی، معادله اساسی برای یافتن فرکانس
 به دست خواهد آمد. ۲۹طه راب
)۲۹(  

1 + Cos (ߚ௜ܮ)Cosh(ߚ௜ܮ) = ௜ߚ 0 ସ = ௕ܾ௕ݐ௕ߩൣ + ௣ܾ௣൧ൣܿଵଵாݐ௣ߩ2 ௣ܫ + ܿ௕ܫ௕൧ ߱௜ଶ 
صورت  های طبیعی تیر، شکل مودهای سیستم به با یافتن فرکانس

 زیر خواهد بود:
)۳۰(  

߮௜(ݔ)= ௜ܣ ቊሾCos(ߚ௜ݔ) − Cosh(ߚ௜ݔ)ሿ− Cos(ߚ௜ܮ) + Cosh(ߚ௜ܮ)Sin(ߚ௜ܮ) + Sinh(ߚ௜ܮ) ሾSin(ߚ௜ݔ)− Sinh(ߚ௜ݔ)ሿቋ  
باید در معادله  ۲۸سازی دینامیک پیوسته، معادله  منظور گسسته به
 جایگزین شود. ۲۴

)۳۱(  

௘௤(ܣߩ) ෍ ߮௜(ݔ) ߲ଶݍ௜(ݐ)߲ݐଶ௡
௜ୀଵ + ܿ௔ ෍ ߮௜(ݔ) ௡ݐ߲(ݐ)௜ݍ߲

௜ୀଵ+ ܿ௦ ෍ ߲ସ߮௜(ݔ)߲ݔସ ௡ݐ߲(ݐ)௜ݍ߲
௜ୀଵ+ ௘௤(ܫܿ) ෍ ߲ସ߮௜(ݔ)߲ݔସ௡

௜ୀଵ= −(ݔ)௣ሾδᇱܯ− δᇱ(ݔ − )ܪ ሿ(ܮ ௔ܸ(ݐ)) 
گیری  در دو طرف معادله دینامیک پیوسته، انتگرال (ݔ)௝߮با ضرب 

روی طول عملگر و با استفاده از شرایط تعامد مودها، مدل دینامیک 
 خواهد بود. ۳۲صورت رابطه  گسسته به

)۳۲(  
ሷ௜ݍ + ቈ ܿ௔(ܣߩ)௘௤ + ܿ௦(ܿܫ)௘௤ ߱௜ଶ቉ ሶݍ ௜ + ߱௜ଶݍ௜= ݉௣௜ ܪ൫ ௔ܸ(ݐ)൯݅ = 1 …   ݊  ݉௣௜ = (ܮ)௣ ሼ߮௜ᇱܯ− − ߮௜ᇱ(0)ሽ =  (ܮ)௣ ߮௜ᇱܯ−

. [5]صورت میرایی تناسبی در نظر گرفته شود تواند به اثر میرایی می
 ۳۳صورت رابطه  طور معادل به بنابراین، مدل دینامیک گسسته به

 قابل بیان خواهد بود.
)۳۳(  

ሷ௜ݍ + ሶݍ௜߱௜ߦ2 ௜ + ߱௜ଶݍ௜ = ݉௣௜ ܪ൫ ௔ܸ(ݐ)൯          ݅ = 1 … ௜߱௜ߦ2 ݊   = ܿ௔(ܣߩ) + ܿ௦(ܿܫ) ߱௜ଶ = ߙ +  ௜ଶ߱ߚ
طور  صورت تجربی برای هر عملگر به باید به ߚو  ߙضرایب میرایی 

برای  (PI)مجزا شناسایی شود. همچنین مدل پرندتل ایشلینسکی 
)ܪجایی  جابه -شناسایی رفتار غیرخطی مستقیم ولتاژ ௔ܸ(ݐ)) 

  .[25]مورد استفاده قرار خواهد گرفت
  

  عملگر یتحلیل رفتار دینامیک - ۶
طور کلی دارای رفتار  های ارتعاشی در حالت حلقه باز، به سیستم

های پایدار  دلیل وجود قطب دینامیک پایدار هستند. این پایداری به
است. اما رفتار دینامیک دقیق سیستم و همچنین تحلیل رفتار 
ز حلقه بسته، وابسته به تحلیل رفتار صفرهای سیستم است. ا

آنجایی که سیستم دینامیک مورد نظر غیرخطی است، با تحلیل 
های  طور معادل، دینامیک صفر برای سیستم دینامیک داخلی یا به

شود. برای این منظور،  غیرخطی، رفتار دینامیک سیستم تحلیل می
دینامیک غیرخطی سیستم شامل دو شکل مود اول سیستم 

 خواهد بود.  ۳۴صورت رابطه  به
)۳۴(  ቊݍሷଵ + ሶଵݍଵ߱ଵߦ2 + ߱ଵଶݍଵ = ݉௣ଵ ܪ൫ ௔ܸ(ݐ)൯ݍሷଶ + ሶଶݍଶ߱ଶߦ2 + ߱ଶଶݍଶ = ݉௣ଶ ܪ൫ ௔ܸ(ݐ)൯ 

 ௧݈طور مثال در فاصله  جایی نقطه هدف عملگر که به همچنین جابه
 خواهد بود. ۳۵صورت رابطه  از انتهای تیر قرار دارد، به

(௧݈)ݓ  )۳۵( = ߮ଵ(݈௧) ݍଵ(ݐ) + ߮ଶ(݈௧) ݍଶ(ݐ) 
مشخص است که با توجه به این نوع تعریف خروجی و درنظرگرفتن 
ݎ)دینامیک سیستم، درجه نسبت برای این سیستم دینامیک، دو  = خواهد بود. با توجه به اینکه دینامیک سیستم دارای  (2
چهار متغیر فضای حالت بوده و درجه نسبت دو است، بنابراین 

دینامیک داخلی با دو توان نتیجه گرفت که این سیستم دارای  می
منظور بررسی وضعیت دینامیک سیستم  متغیر حالت خواهد بود. به

و پایداری آن، دینامیک داخلی سیستم باید مورد بررسی قرار گیرد. 
طور معادل، دینامیک صفر  توان به برای بررسی دینامیک داخلی می

ت صور سیستم را مورد بررسی قرار داد. هر چند نتایج این تحلیل به
محلی خواهد بود، ولی نمادی از وضعیت دینامیک سیستم حول 

  نقطه کاری را نشان خواهد داد.
برای بررسی دینامیک صفر، باید خروجی و تمامی مشتقات زمانی 

 توان داشت: آن متحد با صفر قرار داده شوند. در نتیجه می
)۳۶(  

ଵݍ = − ߮ଶ(݈௧)߮ଵ(݈௧) ݍଶ  
ሶଵݍ   = − ߮ଶ(݈௧)߮ଵ(݈௧) ݍሶଶ  
ሷଵݍ   = − ߮ଶ(݈௧)߮ଵ(݈௧) ݍሷଶ     
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 ۳۴گذاری آنها در رابطه  و جای ۳۶های رابطه  با استفاده از تساوی
 توان دینامیک سیستم را براساس متغیر مودال دوم مرتب نمود. می

൫ܪچنانچه ورودی غیرخطی سیستم  ௔ܸ(ݐ)൯  از رابطه اول استخراج
و در رابطه دوم جایگزین شود، دینامیک صفر سیستم مطابق با 

 حاصل خواهد شد. ۳۷رابطه 
)۳۷(  

ሷଶݍ + ሶଶݍଶ߱ଶߦ2 + ߱ଶଶݍଶ = ݉௣ଶ݉௣ଵ ሷଵݍ)  + ሶଵݍଵ߱ଵߦ2 + ߱ଵଶݍଵ) 
 توان نوشت: سازی ضرایب می و با ساده ۳۶با استفاده از رابطه 

)۳۸(  

ܽଵݍሷଶ + ܽଶݍሶଶ + ܽଷ ݍଶ = 0  ܽ ଵ = ൣ݉௣ଵ ߮ଵ(݈௧) + ݉௣ଶ ߮ଶ(݈௧)൧ ܽଶ = ൣ݉௣ଵ ߮ଵ(݈௧) 2ߦଶ߱ଶ  + ݉௣ଶ ߮ଶ(݈௧) 2ߦଵ ଵ߱൧  ܽଷ = ൣ݉௣ଵ ߮ଵ(݈௧) ߱ଶଶ + ݉௣ଶ ߮ଶ(݈௧) ߱ଵଶ൧ 
دینامیک صفر و به بیانی، رفتار دینامیک داخلی سیستم  ۳۸رابطه 

دهد. وضعیت این دینامیک، پایداری دینامیک داخلی  را نشان می
عبارتی پایداری سیستم حلقه بسته در کاربردهای  سیستم و به

  کنترلی را نشان خواهد داد. 
و   ௜ܽطور قطع، وضعیت دینامیک داخلی، تابعی از مقدار ضرایب به

در راستای طول تیر است.  ௧݈آن هم تابع مکان قرارگیری نقطه کاری 
چنانچه این دینامیک ناپایدار شود، رفتار سیستم را غیرکمینه فاز 

های خطی، انتقال صفر  نماید. معادل این پدیده در سیستم می
سیستم به سمت راست محور موهومی و غیرکمینه فازشدن 

جودآمدن چنین شرایطی در معادله و سیستم خواهد بود. برای به
  ، کافی است یکی از ضرایب منفی شود. ۳۸مرتبه دو، مانند رابطه 

 
  یمنظور بررسی رفتار دینامیک سازی به مطالعه شبیه - ۷

گرفته، یک مطالعه عددی با استفاده از  برای بررسی تحلیل صورت
ابعاد عملگر مورد استفاده در نتایج آزمایشگاهی صورت گرفته است. 
در این تحلیل، یک عملگر بایمورف با لایه پایه برنجی توسط دو لایه 

پوشش داده شده است. مشخصات ماده  PZT-5Aپیزوالکتریک 
ارایه شده است.  ۱پایه در جدول  و ماده PZTمورد نظر برای 

 ۲های طبیعی مطابق با جدول  شده، فرکانس براساس روابط بیان
  خواهد بود.

  
  پایه و پیزو ماده مشخصات )۱ جدول

 لایه برنج PZT-5A نماد مشخصات
 ۲۱.۶ ۲۱.۶ ܮ (mm)  طول

,௕ܾ (mm) عرض  ܾ௣ ۳.۲ ۳.۲ 
,௕ݐ  )mm(هر لایه؛ ضخامت   ௣ ۰.۱۳ ۰.۱۲ݐ
,௕ߩ (Kg/mଷ)  چگالی  ௣ ۷۸۰۰ ۹۰۰۰ߩ

,௕ܿ (GPa) مدول الاستیک ଵܿଵா  ۵۹ ۱۰۵ 
 -  -ଷଵ ۱۲.۵۴݁ (C/mଶ) ثابت پیزوالکتریک

  
  های طبیعی عملگر فرکانس) ۲جدول 

 (Rad/s) فرکانس طبیعی شماره مود
۱  ۲۲۴۹ 
۲ ۱۴۰۹۴.۲۴ 
۳ ۳۹۴۶۴.۲۹ 

  
با استفاده از مشخصات عملگر، علامت ضرایب معادله دینامیک 
صفر سیستم نسبت به نقطه کاری عملگر یا همان محل قرارگیری 

خواهد بود. برای ترسیم رفتار ضرایب، از  ۱سنسور مطابق با نمودار 

ازای هر نقطه  استفاده شده است. برای این منظور به ۳۸رابطه 
از رابطه  ଶ(݈௧)߮و  ଵ(݈௧)߮و دوم  کاری، مقادیر شکل مودهای اول

 ۳۲از رابطه  ௣ଶ݉و  ௣ଵ݉محاسبه و ضرایب ورودی عملگر  ۳۰
 ۳۸استخراج شده است. بنابراین مقدار و علامت ضرایب رابطه 

شود که ضرایب  شود. مشاهده می ازای هر نقطه کاری تعیین می به ܽଶ  ܽوଷ  ܽهمواره مثبت هستند، اما ضریبଵ  بنابر مکان نقطه
  تواند منفی شود. کاری می

  

 
 الف

 
 ب

 
 ج
  

  ଷܽ، ج) ଶܽ، ب) ଵܽالف) ؛ رفتار پارامترهای دینامیک صفر )١نمودار 
  

௧݈)برای محاسبه دقیق مرز تغییر رفتار سیستم  ، باید ریشه (∗
این مساله را بیان  ۳۹را محاسبه نمود. رابطه  ଵܽمعادله مربوط به 

  نماید. می

)۳۹(  
ܽଵ = ݉௣ଵ ߮ଵ(݈௧ ∗) + ݉௣ଶ ߮ଶ(݈௧ ∗) = 0 ߮ଵ(݈௧ ∗)߮ଶ(݈௧ ∗)  = − ݉௣ଶ݉௣ଵ 
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و حل معادله غیرخطی  ۳۰نمودن شکل مودها از رابطه  با جایگزین
௧݈توان مرز تغییر رفتار را در محل  ، می۳۹ ∗ = به دست  ܮ 0.7373

௧݈آورد. در نتیجه با قرارگیری نقطه هدف در ناحیه  ൏ ݈௧ ∗ = ، دینامیک صفر سیستم ناپایداری خواهد داشت. این 0.7373
درجه آزادی که در  های گسسته یا پیوسته یک پدیده در مدل

تحقیقات گذشته مورد استفاده قرار گرفته است، قابل مشاهده و 
تحلیل نیست. برای تبیین این موضوع، پاسخ فرکانسی برای چهار 

واضح است که مقایسه شده است.  ۲نقطه هدف مطابق با نمودار 
௧݈شده  با عبور محل نقطه هدف از نقطه مشخص ∗ = ، ܮ 0.7373

رفتار کمینه فاز سیستم (دره موجود در پاسخ فرکانسی)، حذف و 
  سیستم دارای دینامیک داخلی ناپایدار خواهد شد.

  

  

  

 

  
  پاسخ فرکانسی سیستم براساس مکان نقطه هدف )٢نمودار 

  

  نتایج تجربی - ۸
گذاری شد. برای این  صورت تجربی صحه شده به مدل دینامیک ارایه

کننده ولتاژ  و تقویت T215-A4-103Xمنظور، عملگر بایمورف  EPA-104-230 . محصول شرکت Piezo System Co مورد
جایی عرضی عملگر، از  گیری جابه . برای اندازه[26]استفاده قرار گرفت

نمایی از  ۴. شکل [27]استفاده شد LK-G5000سنسور لیزری 
  دهد.  تجهیزات آزمایشگاهی را نشان می

  

  
 c) لیزری، سنسور b) لیزری، سنسور کنترلر a)؛ تجهیزات آزمایشگاهی )٤شکل 
 f)پیزوالکتریک،  فایر آمپلی e) میکروسکوپ، d) بایمورف، پیزوالکتریک عملگر

  اسیلوسکوپ

  
شود.  از پاسخ فرکانسی سیستم برای شناسایی سیستم استفاده می

جایی عرضی  گیری جابه برای این منظور، نقطه هدف که محل اندازه
௧݈عملگر توسط لیزر است، در مکان  = 20.5 mm = در  ܮ 0.95

، پاسخ فرکانسی برای مدل دینامیک و ۳شود. نمودار  نظر گرفته می
دهد. این نمودار، تطابق مناسب  میشده تجربی را نمایش  شناسایی

وضوح  دهد. به میان نتایج آزمایشگاهی و تجربی را نشان می
توان مشاهده نمود که پاسخ فرکانسی تجربی و مدل نظری در  می

ها از انطباق بالایی برخوردار هستند. نکته قابل تامل،  غالب فرکانس
ست. های طبیعی ا انحراف اندک پاسخ تجربی در حوالی فرکانس

شوندگی پیزوالکتریک در  دلیل رفتار غیرخطی نرم این انحراف به
دلیل کرنش بالای عملگر در آن  های طبیعی به حوالی فرکانس

منظور  فرکانس بوده و بحث آن خارج از موضوع این مقاله است. به
توان از دامنه  حذف رفتار غیرخطی حوالی فرکانس طبیعی می

تر پاسخ فرکانسی استفاده  دقیق تری برای استخراج تحریک پایین
نمود. نتایج تجربی در این حالت حاکی از شناسایی فرکانس مود 

% و فرکانس صفر ۱.۲و  ۰.۰۷ترتیب با خطای  اول و دوم ارتعاشی به
  % است.۷کمینه فاز سیستم با دقت 

شده برای سایر نقاط  گذاری مجدد مدل شناسایی منظور صحه به
௧݈طه هدف دیگری مانند عملگر، پاسخ سیستم در نق = و  ܮ 0.7

سازی و  ، نتیجه شبیه۴تحریک بررسی شد. نمودار  ۱ܸازای دامنه  به
دهد. نتایج بیانگر شناسایی فرکانس مود اول و  تجربی را نشان می
% است. همچنین ۰.۵۸و  ۱.۴۴ترتیب با خطای  دوم ارتعاشی به
رفتار  سازی و تجربی در بیان شود که نتایج مدل مشاهده می

غیرکمینه فاز سیستم در این نقطه، تطابق مناسبی از خود نشان 
موجود در و نظری، دره دهد. در حقیقت در هر دو مدل تجربی  می

پاسخ فرکانسی که ناشی از صفر کمینه فاز سیستم بوده، حذف شده 
  دهد. است و سیستم رفتار غیرکمینه فاز از خود نشان می

 - یی رفتار غیرخطی مستقیم ولتاژبرای شناسا PIدر ادامه مدل 
جایی مورد استفاده قرار گرفت. این تابع رابطه غیرخطی میان  جابه
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را بیان  (௧݈)ݓجایی عرضی نقطه هدف  و جابه (ݐ)ܸورودی ولتاژ 
دهد. برای  ، نتیجه این شناسایی را نشان می۵نماید. نمودار  می

استاتیک  هشناسایی رفتار هیسترزیس عملگر، یک ورودی ولتاژ شب
به عملگر، اعمال و خروجی موقعیت آن به دست آمده است. سپس 
رابطه هیسترزیس بین ورودی و خروجی، ترسیم و در نهایت توسط 

شناسایی شده است. واضح بوده که رفتار هیسترزیس  PIروش 
  سیستم با دقت مناسبی شناسایی شده است. 

رفتار غیرخطی  شده در کنار در نهایت، مدل دینامیک خطی شناسایی
منظور  هیسترزیس قرار گرفت تا مدل نهایی عملگر تعیین شود. به

گذاری ترکیب دینامیک خطی و رفتار هیسترزیس، پاسخ  صحه
، ۶های ولتاژ مختلف بررسی شد. نمودار  ازای ورودی زمانی عملگر به

همراه  شده به سازی نتیجه خروجی عملگر و همچنین مدل شبیه
ازای  با درنظرگرفتن یک و دو مود ارتعاشی بهسازی را  خطای مدل

صورت  یک ورودی هارمونیک با چند فرکانس کاری به 31.5 + 35 ∗ ሾ0.4 Cos (7ݐ) + 0.3 Cos(10ݐ) +0.2 Cos(13ݐ)ሿ دهد. نشان می  
  

  
  پاسخ فرکانسی عملگر )٣نمودار 

  

 
௧݈پاسخ فرکانسی در نقطه کاری  )٤نمودار  =   ܮ 0.7

  

 
  شناسایی رفتار هیسترزیس )٥نمودار 

 

 
 گذاری شناسایی دینامیک عملگر با یک و دو مود ارتعاشی صحه )٦نمودار 

  
شده با دو مود ارتعاشی  شود که دینامیک ارایه وضوح مشاهده می به

های  در تطابق بیشتری با نتایج آزمایشگاهی، حتی در فرکانس
سازی با  حالت مدلدهد در  بسیار پایین خواهد بود. نتایج نشان می

سازی با دو  % و در حالت مدل۶.۰۱یک مود ارتعاشی، بیشینه خطا 
% است. در نتیجه، ورود اثر مودهای بالاتر در ۲.۸۹مود ارتعاشی 

سازی سیستم را افزایش  تواند دقت مدل سازی دینامیک می مدل
  دهد.

توان به  سازی می درباره عوامل ایجاد خطای نتایج تجربی و مدل
اشاره  PIخطای شناسایی رفتار هیسترزیس عملگر توسط روش 

نمود. از آنجایی که این روش، رفتار هیسترزیس را توسط ترکیب 
طور ذاتی دارای اندکی  دهد، به تعداد مناسبی از توابع لقی انجام می

توان به حذف  دیگر عوامل خطا میخطا خواهد بود. همچنین از 
  سازی اشاره نمود.  مودهای ارتعاشی بالاتر سیستم در مدل

  
  گیری نتیجه - ۹

سازی دینامیک عملگر پیزوالکتریک بایمورف  در این مقاله، مدل
صورت تحلیلی و تجربی مورد بررسی قرار گرفت. برای این منظور،  به

یک مجموعه از معادلات اساسی غیرخطی هیسترتیک مناسب در 
محدوده ولتاژ کاری پیزوالکتریک انتخاب شد. با استفاده از روش 

برای دو نوع از عملگرهای  ، مدل دینامیک پیوستههمیلتون
بایمورف عرضی، سری و موازی استخراج شد. شکل مودهای دقیق 

سازی دینامیک پیوسته منظور شد. با توجه به  سیستم برای گسسته
منظور  وجود پدیده هیسترزیس، مدل پراندتل ایشلینسکی به

دلیل رفتار غیرخطی  شناسایی رفتار هیسترزیس به کار گرفته شد. به
از دینامیک صفر سیستم برای تحلیل رفتار دینامیک با  عملگر،

درنظرگرفتن دو مود ارتعاشی و براساس مکان نقطه کاری عملگر در 
دهد که رفتار سیستم  راستای طول آن استفاده شد. نتایج نشان می



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــراد و همکاران ــــــــــــــــــــــــــــ حامد غفاری ۱۲۳۸

  ۱۳۹۸ اردیبهشت، ۵، شماره ۱۹دوره                                                                        پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                                                                                     - ماهنامه علمی

تواند به دینامیک داخلی ناپایدار  بنا بر انتخاب نقطه هدف، می
صحت مدل دینامیک پیشنهادی و  های تجربی، تغییر یابد. آزمایش

نماید.  رفتار دینامیک آن براساس مکان نقطه هدف را تایید می
حداکثر خطای شناسایی مود ارتعاشی اول و دوم در نقاط کاری 

% است. همچنین خطای پاسخ زمانی ۱.۲و  ۱.۴۴ترتیب  مختلف به
شده، با یک و دو مود ارتعاشی و یک مود  غیرخطی کامل مدل ارایه

سازی با دو  % است که برتری مدل۲.۸۹و  ۶.۰۱ترتیب  تعاشی بهار
دهد. همچنین نتایج تجربی، قابلیت  مود ارتعاشی را نشان می

تشخیص دینامیک غیرکمینه فاز عملگر برحسب نقطه کاری مورد 
  دهد. استفاده را نشان می
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 پیوست - ۱۱

  است. ۱صورت پ  تغییرات انرژی جنبشی به
න  )۱(پ  ሼܶߜሽ ݀ݐ௧మ௧భ = න ቊ൤(ܣߩ)௘௤ ൬߲߲ݐݓ ൰ ൨௧భݓߜ

௧మ௅
଴ − න ௘௤(ܣߩ) ቆ߲ଶݐ߲ݓଶ ቇ ௧మ௧భݓߜ ቋݐ݀ ݔ݀

= − න ቊන ௘௤(ܣߩ) ቆ߲ଶݐ߲ݓଶ ቇ ௅ݔ݀ ݓߜ
଴ ቋ ௧మ௧భݐ݀  

  
به  ۲همچنین، تغییرات انرژی پتانسیل با استفاده از معادلات پ 

  آید. دست می
ܷߜ  )۲(پ  = ൥൝(ܿܫ)௘௤ ቆ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ + ௣ܯ ൭ ௔ܸ + ௣ ℎଷଵ݁ଷଵݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇ൱ൡ ߜ  ݔ߲ݓ߲ ൩଴

௅          
− ൥൝ ݔ߲߲ ቆ(ܿܫ)௘௤ ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ
+ ௣ܯ ݔ߲߲ ൭ ௔ܸ + ௣ ℎଷଵ݁ଷଵݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇ൱ൡ ൩଴ݓߜ 

௅
+ න ൝ ߲ଶ߲ݔଶ ቆ(ܿܫ)௘௤ ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ௅

଴+ ௣ܯ ߲ଶ߲ݔଶ ൭ ௔ܸ + ௣ ℎଷଵ݁ଷଵݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇ൱ൡ ݔ݀ ݓߜ
− ቊܯ௣ ൤߲ݔ߲ݓ ݔ) = (ܮ − ݔ߲ݓ߲ ݔ) = 0)൨− ௣ܥ 2 ቈ ௔ܸ + ଷଷௌߦ௣ݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇ቉ቋ ߜ  ௔ܸ 

  
و الکتریکی  ۱۶با درنظرگرفتن معادلات نیروهای ناپایستار مکانیکی 

  شود. استخراج می ۳صورت پ  گرانژین به، تغییرات لا۱۷
න  )۳(پ  ௧మ௧భݐ݀ ܮߜ = න ܶߜ) − ܷߜ + ߜ ௡ܹ௖௘ + ௡ܹ௖௠)݀ݐ௧మ௧భ = ܮߜ0

= − න ቆ(ܣߩ)௘௤ ቆ߲ଶݐ߲ݓଶ ቇ௅
଴+ ߲ଶ߲ݔଶ ቆ(ܿܫ)௘௤ ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ

+ ௣ܯ ߲ଶ߲ݔଶ ൭ ௔ܸ + ௣ ℎଷଵ݁ଷଵݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇ൱ + ܿ௔ +ݐݓ߲߲ ܿ௦ ߲ହݔ߲ݓସ ߲ݐቇ + ݔ݀ ݓߜ ቊܳ + ௣ܯ ൤߲ݔ߲ݓ ݔ) = (ܮ − ݔ߲ݓ߲ ݔ) = 0)൨− ௣ܥ 2 ቈ ௔ܸ + ଷଷௌߦ௣ݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇ቉ቋ ߜ  ௔ܸ 

− ൥൝(ܿܫ)௘௤ ቆ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ + ௣ܯ ൭ ௔ܸ + ௣ ℎଷଵ݁ଷଵݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇ൱ൡ ߜ  ݔ߲ݓ߲ ൩଴
௅
 

+ ൥൝ ݔ߲߲ ቆ(ܿܫ)௘௤ ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ + ௣ܯ ݔ߲߲ ൭ ௔ܸ + ௣ ℎଷଵ݁ଷଵݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇ൱ൡ ൩଴ݓߜ 
௅ 



 ۱۲۳۹ بر پایه معادلات اساسی هیسترتیکسازی دینامیک پیوسته عملگرهای پیزوالکتریک خمشی  مدلـــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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ه ب ݓߜ) توسط ضریب ۴در نتیجه، معادله دینامیک مکانیکی (پ 
  آید. دست می

௘௤(ܣߩ)  )۴(پ  ቆ߲ଶݐ߲ݓଶ ቇ + ߲ଶ߲ݔଶ ቆ(ܿܫ)௘௤ ߲ଶݔ߲ݓଶ ቇ
+ ௣ܯ ߲ଶ߲ݔଶ ൭ ௔ܸ + ௣ ℎଷଵ݁ଷଵݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇ൱ + ܿ௔ +ݐݓ߲߲ ܿ௦ ߲ହݔ߲ݓସ ߲ݐ = 0 

  

ߜطور مشابه، رابطه حوزه الکتریکی پیزوالکتریک، توسط ضریب  به ௔ܸ  آید. دست میه ب ۵مطابق رابطه پ  
ܳ  )۵(پ  + ௣ܯ ൤߲ݔ߲ݓ ݔ) = (ܮ − ݔ߲ݓ߲ ݔ) = 0)൨ − ௣ܥ 2 ቈ ௔ܸ + ଷଷௌߦ௣ݐ  ଷܲ௜ ቆ ௔ܸݐ௣ቇ቉ = 0 
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