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Flutter of a Circular Cylindrical Shell Subjected to Supersonic 
External Flow by Considering Internal Fluid Effects through a 
Novel Formulation

[1] Free vibration of a clamped-free circular cylindrical shell partially filled with liquid-Part 
II: Numerical results [2] Partitioned vibration analysis of internal fluid-structure interaction 
problems [3] Incompressible hydroelastic vibrations: Finite element modelling of the 
elastogravity operator [4] Free vibration of a clamped-free circular cylindrical shell partially 
filled with liquid-Part I: Theoretical analysis [5] Free vibration of a clamped-free circular 
cylindrical shell partially filled with liquid-part III: Experimental results [6] Vibrations of 
partially filled cylindrical tanks with ring-stiffeners and flexible bottom [7] Aeroelasticity of 
plates and shells [8] Supersonic flutter of circular cylindrical shells subjected to internal 
pressure and axial compression [9] Fluid-structure interaction: Applied numerical methods 
[10] Various modelling levels to represent internal liquid behaviour in the vibration analysis 
of complex structures [11] Effect of fuel sloshing in the external tank on the flutter of 
subsonic wings [12] Modeling of fuel sloshing and its physical effects on flutter [13] 
Investigation of panel flutter under the effect of liquid sloshing [14] A multi-physics 
computational model of fuel sloshing effects on aeroelastic behaviour [15] Effects of 
sloshing on flutter prediction of liquid-filled circular cylindrical shell [16] Sloshing effects 
on supersonic flutter characteristics of a circular cylindrical shell partially filled with liquid 
[17] Non-linear hydroelastic vibration of a cantilever cylindrical tank-II [18] Nonlinear 
vibrations of cantilevered circular cylindrical shells in contact with quiescent fluid [19] 
Non-linear hydroelastic vibration of a cantilever cylindrical tank-I

In the current paper, the flutter of a circular cylindrical shell containing an internal fluid 
while subjected to supersonic external flow has been investigated. It is noted that the internal 
fluid is formulated through a simple and novel model, in which the fluid is only represented 
by the free surface as well as the surrounding structural degrees of freedoms. To this end, a 
computational Fluid-structure interaction (FSI) model within the framework of the finite 
element method is developed. The internal liquid is represented by a more sophisticated 
model, referred to as liquid sloshing model, and the shell structure is modeled by Sanders’ shell 
theory. The aerodynamic pressure loading is approximated by the first-order piston theory. 
The initial geometric stiffness due to pre-stresses in the initial configuration stemming from 
the fluid hydrostatic pressure, internal pressure, and axial compression load is also considered. 
The validity of the derived formulation is established, using some verification examples. The 
obtained results reveal as the filling ratio is increased from 0 to 1, the flutter speed increases 
first as the filling ratio is increased and reaches the maximum value at the 0.5 filling ratio; then, 
it decreases when the filling ratio is further increased and reaches the critical value of an empty 
shell at the 1.0 filling ratio.
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  چکيده

 یفراصوت خارج یهوا انیدر معرض جر یا استوانه  حاضر، فلاتر پوستهدر مقاله 
است. لازم به ذکر است که در مدل  قرار گرفته  یمورد بررس یداخل الیس یو حاو

و  الیسطح آزاد س یتنها از درجات آزاد یداخل الیس یشده برا ارايه دیساده و جد
راستا مدل  نیت. در ااس  کننده آن استفاده شده  سازه احاطه یدرجات آزاد

محدود توسعه داده  یدر چارچوب روش اجزا یمحاسبات الیس - اندرکنش سازه
و سطح بالا شناخته شده  قیمدل دق کی قیاز طر یداخل الیاست. تلاطم س شده 
 یا پوسته استوانه  است. سازه   داده شده شینما ال،یعنوان مدل تلاطم س به
با  کینامیرودیفشار آ یشده و بارگذار یساز مدل ندرزپوسته سا یتئور لهیوس به
 هیاول یهندس یسخت نیاست. همچن  زده شده  بیمرتبه اول تقر ستونیپ یتئور
 ال،یس کیدرواستاتیشده از فشار ه منتج هیاول تیدر وضع ها تنش شیاز پ یناش

 یاست. صحت و درست  در نظر گرفته شده یمحور یو بار فشار یفشار جانب
است.   اثبات شده یشده با استفاده از چند مثال اعتبارسنج  استخراج یبند فرمول
سرعت  کند، یم رییتغ ۱از صفر تا  ینسبت پرشدگ که ینشان دادند هنگام جینتا

حدود  یو در نسبت پرشدگ ابدی یم شیافزا ینسبت پرشدگ شیفلاتر ابتدا با افزا
 ینسبت پرشدگ شتریب شیفزاو پس از آن با ا رسد یمقدار خود م نهیشیبه ب ۵/۰

سرعت فلاتر به مقدار  ۱حدود  یو در نسبت پرشدگ کند یشروع به کاهش م
  .رسد یم یپوسته خال یبحران

، الیس یحاو یا پوسته استوانه ال،یس -اندرکنش سازه ستمیفلاتر فراصوت، سها:  کلیدواژه
  روش اجزای محدود
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وفور یافت  ای حامل سیال در کاربردهای صنعتی به استوانه  پوسته
های  هایی از آن در صنعت هوافضا عبارت از تانک شود. مثال می

های سوخت خارجی هواپیماهای  خارجی شاتل فضایی، تانک
ها هستند.  ماهوارهبرهای سوخت مایع و  بالا، ماهواره -عملکرد

ای را تحت تاثیر  های استوانه تواند دینامیک پوسته حضور سیال می
قرار دهد. نشان داده شده است که فرکانس هیدروالاستیک چنین 

شده آن به مقدار  واسطه حضور سیال و اثر جرم اضافه سیستمی به
یابد. از سوی دیگر، با افزایش ارتفاع سیال  زیادی کاهش می

ای، فرکانس مودهای حرکتی  ه داخل پوسته استوانهشد  محصور
یابد.  آزاد سیال یا همان فرکانس مودهای تلاطم افزایش می  سطح

شدگی) بین مودهای هیدروالاستیک  از این رو کوپلینگ (جفت
پوسته و مودهای تلاطم بسیار محتمل بوده و نشان داده شده است 

تحلیل کوپل که پاسخ دینامیک چنین سیستمی تنها از طریق 
. با حضور جریان سیال خارجی، [6-1]شود درستی حاصل می به
تواند عامل  عنوان مثال جریان هوای فراصوت خارجی که می به

، [8 ,7]ای باشد های استوانه ناپایداری آیروالاستیک (فلاتر) پوسته
  تر خواهد شد.  انگیزتر و پیچیده شده چالش کوپلینگ اشاره
سیال بین مخزن الاستیک با شکل  - سازههای  معمولاً اندرکنش

ناپذیر، غیرلزج و همگن دارای سطح آزاد با  دلخواه و سیال تراکم
گرفتن آثار  شده استاندارد و نادیده استفاده از عملگر جرم اضافه

. این تقریب براساس این فرض است [9]شود سازی می گرانش، مدل
حرکت تلاطم  های کوپل سیال و سازه، که در مطالعه تغییر شکل

طور که اشاره شد، این  تواند ناچیز باشد. همان سطح آزاد سیال می
موضوع در صورتی درست و قابل توجیه است که مودهای ارتعاشی 
اول سیستم خیلی بالاتر از مودهای تلاطم نخست سیال باشند. اما 

های خارجی شاتل  نازک نظیر تانک -های باریک جداره برای سازه
وپلینگ بین این دو پدیده در نظر گرفته شود. مرور فضایی باید ک

شده برای نمایش رفتار  های متنوع استفاده جامع و کاملی از مدل
انجام شده است. در  [10]اوهایونو  شوتسیال داخلی توسط 

ترین مدل  سازی متنوعی از ساده بررسی آنها، سطوح مدل
بالا  زده) تا مدلی سطح عنوان مدل جرم یخ شده به (شناخته
  بندی شد.  عنوان مدل تلاطم سیال) معرفی و فرمول شده به (شناخته

های  در ادبیات پژوهشی، اثر تلاطم سیال روی مرز فلاتر سیستم
و  فیروزآبادیآیروالاستیک، توجه خیلی کمی را دریافت کرده است. 

اثر تلاطم سیال روی مرز فلاتر زیرصوت سیستم  [11]همکاران
انک خارجی را مطالعه کردند. آنها برای ت -آیروالاستیک بال

شده  ترین مدل ممکن (شناخته سازی تلاطم سیال از ساده مدل
و  فارهاتعنوان سیستم مکانیکی معادل) استفاده کردند.  به

اثر تلاطم سیال داخلی روی مرز فلاتر سیستم  [12]همکاران
های محاسباتی  تانک خارجی را براساس مدل -آیروالاستیک بال

های پروازی زیرصوت، گذرصوت و فراصوت بررسی  بالا در رژیم سطح
کارگیری  کردند. در مطالعه آنها سیال داخلی به دو صورت و با به

زده  شده هیدروالاستیک و مدل جرم یخ های جرم اضافه مدل
گرفتن اثر جرم  سازی شد. آنها نتیجه گرفتند که با نادیده مدل
شود.  پایین تخمین زده می دستشده سیال داخلی مرز فلاتر  اضافه
شکل که یک طرف آن در  ، فلاتر پنل مستطیل[13]و همکاران نوریان

معرض جریان هوای فراصوت خارجی و طرف دیگر آن با یک سیال 
دارای سطح آزاد در اندرکنش است را با استفاده از یک مدل اجزای 

طور عددی بررسی کردند.  به (FEM-BEM)اجزای مرزی  - محدود
اثر تلاطم سوخت، چه از نوع خارجی  [14]و همکاران هالتازگی  به

آن و چه از نوع داخلی آن، روی رفتار آیروالاستیک ایرفویل دودرجه 
آزادی در جریان گذرصوت را با استفاده یک مدل محاسباتی سطح 

منظور  سازی سوخت و به بالا مطالعه کردند. آنها برای مدل
م از روش هیدرودینامیک ذرات روان درنظرگرفتن آثار غیرخطی تلاط

سازی جریان هوای گذرصوت از معادلات اولر استفاده  و برای شبیه
  کردند. 

شده در ادبیات تحقیقاتی، در حال حاضر  وجوی انجام براساس جست
ای بوده که در  تنها مطالعه [15]لاکیسو  صبریشده توسط  کار انجام

ای  آن اثر تلاطم سیال داخلی روی مرز فلاتر فراصوت پوسته استوانه
سازی سازه، مبتنی بر ترکیبی از تئوری  بررسی شده است. مدل

پوسته ساندرز و روش اجزای محدود استاندارد انجام شد. تئوری 
ایی های سختی و میر منظور استخراج ماتریس پیستون مرتبه اول به
های الاستیک سازه به کار  شده با تغییر شکل آیرودینامیک کوپل

صورت متغیر پتانسیل در هر یک از  گرفته شد. سیال داخلی به
سازی و حرکت آن برحسب درجات  های المان پوسته، مدل گره

در سطح مشترک سیال و سازه بیان شد. نتایج آنها نشان   آزادی گره
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بالا  بینی دست طم سیال منجر به پیشگرفتن اثر تلا داد که نادیده
  شود. مرز فلاتر می
کارگیری مدلی دقیق و سطح بالا برای  با به [16]و همکاران ظریفیان

های  نمایش سیال داخلی، اثر تلاطم سیال داخلی روی مشخصه
ای را بررسی و بازبینی مجدد کردند. بر  فلاتر فراصوت پوسته استوانه

، آنها دریافتند که اولاً تلاطم [15]کیسلاو  صبریهای  خلاف یافته
ای دارد و  سیال داخلی، اثر ناچیزی روی مرز فلاتر پوسته استوانه

بالا  ثانیاً با درنظرگرفتن اثر تلاطم سیال داخلی مرز فلاتر اندکی دست
، قصد داریم [16]شود. در ادامه کار قبلی، یعنی مرجع بینی می پیش

ای  روی مرز فلاتر پوسته استوانه در پژوهش حاضر، اثر سیال داخلی
بندی نو و جدید برای سیال داخلی، بررسی و نتایج  را با ارایه فرمول

  حاصل از آن را با کار قبلی مقایسه کنیم. 
شده در  بندی استفاده شده در اینجا با فرمول بندی ارایه تفاوت فرمول

کت این است که در کار حاضر، معادلات حاکم بر حر [16]کار قبلی
 (߮)سیال داخلی تنها برحسب متغیر پتانسیل تغییر مکان سیال 

بندی مبتنی بر  اند، در حالی که در کار قبلی از فرمول بیان شده
و ارتفاع نسبت به سطح آزاد  (߮)متغیرهای پتانسیل تغییر مکان 

سازی سیال داخلی استفاده شد، چرا که در  برای مدل (ߟ)سیال 
بندی متقارن برای مساله اندرکنش  ولآنجا هدف استخراج فرم

  سیال بود.  - سازه
شده با  داده  بندی حاضر، میدان فشار ثابت نشان همچنین در فرمول

و اقناع شرط  ߮، با انتخاب شرط یکتایی مناسب روی ଴݌متغیر 
عنوان  به ଴݌، [16]شود، در حالی که در کار قبلی سازگاری تعیین می

بندی  ود. بنابراین در کار حاضر، فرمولمجهول در نظر گرفته شده ب
سیال کوپل تنها برحسب میدان پتانسیل تغییر  - سیستم سازه
شود. از  بیان می ሽݑሼو میدان تغییر مکان سازه  (߮)مکان سیال 

,߮)بندی  آنجایی که در فرمول ሼݑሽ) های مش  به تعداد گره
های  وجود دارد، اندازه ماتریس ߮بُعدی سیال درجه آزادی  سه
تواند بسیار بزرگ باشند که برای حل این مشکل، شکل  یستم میس

شود با  بندی فشرده گفته می بندی که به آن فرمول دیگری از فرمول
استفاده از عملیات جبر ماتریسی استخراج و ارایه شده است که این 

سیال کوپل تنها برحسب  - دهد اندرکنش سیستم سازه امکان را می
ای  سیال و درجات آزادی پوسته استوانهدرجات آزادی سطح آزاد 

  بندی شود. فرمول
  
   سیال - سازه یستم کوپلس معادلات حاکم بر - ۲

، ܮطول   ای به سیال شامل پوسته استوانه - شماتیک سیستم سازه
با سیال آب پُر شده، در شکل  ܪکه تا ارتفاع  ℎضخامت   و ܴشعاع 

نشان داده شده است. سطح بیرونی پوسته در معرض جریان  ۱
  هوای فراصوت محوری قرار دارد. 

  

  
  سیال -شماتیک سیستم کوپل سازه )١شکل 

  

شده  نشان داده شده است، حجم اشغال شکل طور که در  همان
نمایش  Σسیال با  -و سطح مشترک سازه Ωتوسط سیال داخلی با 

، بردار نرمال ሼnሽبیانگر سطح آزاد سیال است. بردار  Γاند و  داده شده
کند  ال اشاره میواحد در سطح مشترک است که به سمت خارج سی

دهد که در این شکل در جهت  ، میدان گرانش را نشان میሼgሽو بردار 
است. حضور میدان گرانش و نیز حضور میدان فشار  ݔعکس محور 

هایی را  تنش سیال، پیش -ناشی از سیال روی سطوح مشترک سازه
  کند. سیال ایجاد می - در وضعیت اولیه سیستم سازه

  برای سیال داخلیبندی وردشی  فرمول - ۱- ۲
و  یرلزجغ یوتونی،همگن، ن یالیس یداخل یالکه س شود یفرض م
نشان داد که  توان یم یاتیفرض یناست. تحت چن یرناپذ تراکم

 یتاست. با استفاده از خاص یرچرخشیغ یال،س یحرکت خط
  . کرد یفتعر یداخل یالس یرا برا ߮ ییر مکانتغ یلپتانس یدانم توان یم یالبودن حرکت س یرچرخشیغ

کننده رفتار دینامیک سیال دارای سطح  مساله مقدار مرزی توصیف
ای، محصور  ای الاستیک، در اینجا پوسته استوانه آزاد که توسط سازه

,߮)شده است، برحسب متغیرهای  ,ࣦ݌ ሼݑሽ) صورت ذیل بیان  به
  :[10]شود می

)۱(  ሼ∇ࣦ݌ሽ = ி∇ଶ߮ሼgሽߩ − ∇ிሼߩ ሷ߮ ሽ     in Ω   
)۲(  ∇ଶ߮ = 0                         in Ω  
ࣦ݌  )۳( = 0                          on ߁ 
)۴(  ሼ∇߮ሽ ⋅ ሼ݊ሽ = ሼݑሽ ⋅ ሼ݊ሽ             on Σ 

) را یدرواستاتیکتنش ه یش(با درنظرگرفتن پ یلرمعادله او ،۱رابطه 
 ۳و روابط  یالس یریناپذ شرط تراکم یانگرب ،۲. رابطه دهد ینشان م

در  ینگو شرط کوپل یالسطح آزاد س یرو یشرط مرز یبترت به ۴و 
 ߮دهند. در روابط فوق،  یسیال را نشان م -سطح مشترک سازه

میدان تغییر مکان سازه الاستیک  ሽݑሼپتانسیل تغییر مکان سیال، 
  تغییرات فشار لاگرانژی است.  ࣦ݌و 

بیان  ߮صورت زیر برحسب  به ࣦ݌، ۱گیری از رابطه  با انتگرال
  شود:  می

ࣦ݌  )۵( = ிሼ݃ሽߩ ⋅ ሼ∇߮ሽ − ிߩ ሷ߮ +  ଴݌
  گیری و بیانگر میدان فشار ثابت است. ثابت انتگرال ଴݌که در آن 

همراه با شرایط مرزی روی   ۲منظور دستیابی به پاسخ معادله  به
و  ۳سیال (یعنی روابط  - سطح آزاد سیال و سطح مشترک سازه

د )، بایستی دو قید اقناع شوند که عبارت از قید یکتایی و قی۴
وجود پاسخ هستند. به بیان دیگر درنظرگرفتن این قیود در کنار 

وضع برای فرکانس صفر  معادلات سیال، منجر به یک مساله خوش (߱ = صورت  صورت یکتا، قیدی به به ߮شود. برای تعیین  می (0 ℓ(߮) = شود که برای مساله تلاطم، این قید  در نظر گرفته می 0
(߮)ℓصورت  به = ׬ ߮ dΓ୻ = شود (بدان معنا که  می انتخاب  0

شود). قید دیگر، قید  روی سطح آزاد صفر فرض می ߮مقدار متوسط 
گویند و با  وجود پاسخ است که به آن اصطلاحاً شرط سازگاری می

  شود: صورت زیر بیان می استفاده از قضیه دیورژانس به

)۶(  න ሼݑሽ ⋅ ሼ݊ሽ dΣஊ + න ሼ∇߮ሽ ⋅ ሼ݅௫ሽ dΣ୻ = 0   
که  یوقت یال،س یحجم (جرم) برا یعنوان شرط بقا بهاین شرط 

 یرتفس گیرد، سیال از طریق مرزهایش در معرض تغییر شکل قرار می
صورت زیر تعیین  با استفاده از شرط سازگاری به ଴݌مقدار  .شود یم
  : [10]شود می

଴݌   )۷( = − |ி݃|Γߩ  න ሼݑሽ ⋅ ሼ݊ሽ dΣஊ     



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــپوریا ظریفیان و همکاران ـــــــــــــــــــــــــــــ ۱۳۵۸

  ۱۳۹۸ خرداد، ۶، شماره ۱۹دوره                                                                              پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                                                                                     - ماهنامه علمی

 ناشی از هرفشار ثابت القاشده  یدانم ،۷یک، رابطه در حالت استات
) را نتیجه سیال - مشترک سازه نوع حرکت اینترفیس (سطح

صورت  ، شرط مرزی روی سطح آزاد به۷با استفاده از رابطه  .دهد می
  شود: زیر بازنویسی می

)۸(  ሼ∇߮ሽ ⋅ ሼ݅௫ሽ = − ሷ݃߮ − 1|Γ| න ሼݑሽ ⋅ ሼ݊ሽ dΣஊ    on ߁ 

صورت زیر نوشته  به ۸و  ۴، ۲بندی وردشی متناظر با روابط  فرمول

است و  ℭఝمتعلق به  ߮بیانگر فضای جواب  ∗ℭఝشود که در آن  می

׬شرط  ߮ dΓ୻ = ߮∃  :کند یاقناع مرا  0 ∈ ℭఝ∗  such that ∀߮ߜ ∈ ℭఝ∗ ,  
)۹(  ℱ(߮, (߮ߜ + ࣭( ሷ߮ , (߮ߜ = ℋ(߮ߜ, ሼݑሽ) 

  که در آن: 

)۱۰(  

ℱ(߮, (߮ߜ = ρி න ሼ∇߮ሽ ⋅ ሼ∇߮ߜሽ dΩஐ  ࣭( ሷ߮ , (߮ߜ = ρி݃ න ሷ߮ dΓ୻ ߮ߜ  ℋ(߮ߜ, ሼݑሽ) = ρி න ሼݑሽ ⋅ ሼ݊ሽ ߮ߜ dΣஊ  
های جنبشی و  ترتیب انرژی به ࣭و ℱعملگرهای، ۹در رابطه 

دهند. کوپلینگ سیال با تغییر  پتانسیل گرانشی سیال را نشان می
  نمایش داده شده است. ℋتوسط عملگر  ሽݑሼای  شکل سازه

  ای بندی وردشی برای سازه پوسته استوانه فرمول - ۲- ۲
بدان معنا که  بوده،نازک ای  استوانهکه پوسته  شود یفرض م h/R<1/20، تغییر  ،نشان داده شده است ۱طور که در شکل  همان

مختصات  یپوسته و دارا یانیسطح م یدلخواه رو یا مکان نقطه ,ݔ) ,ݒتوسط  یبترت به (ݕ و  یطیمح ی،در جهات محور ݓو  ݑ
,ݔ)پوسته  ینشان داده شده است. مختصات مماس یشعاع  (ݕ

ݕهستند که در آن  = پوسته  یانیح مو مختصه عمود بر سط ߠܴ
داده شده است (جهت مثبت آن به سمت خارج  یشنما ݖبا 

همگن و  یا که جنس پوسته از ماده شود یاست). فرض م
پوسته  تئوری است. یخط یرفتار یکه دارا بودهگرد  همسان
 یاتبر فرض یکه مبتن بودهپوسته ساندرز  یشده، تئور استفاده
   صورت زیر هستند: به یاتفرض ینمرتبه اول لاو است. ا یبتقر
کوچک  یلیپوسته خ یبا شعاع انحنا یسهضخامت پوسته در مقا -۱

  .است
  .ها کوچک هستند کرنش -۲
  .است یزکوچک و ناچ یتنش نرمال عرض -۳
که  شود یکه در آن فرض م یرشهفک - ولا ینماتیکس یاتفرض -۴

 ،شکل ییربعد از تغ یافته است،ن ییر شکلعمود بر سطح مرجع تغ
  .ماند یم ی(صاف) باق یمعمود و مستق

ای قرارگرفته در معرض  معادلات حاکم بر سازه پوسته استوانه
جریان هوای فراصوت و تحت اثر فشار سیال داخلی با استفاده از 

  صورت زیر استخراج خواهد شد: شده به اصل همیلتون بیان

)۱۱(  න ܶߜ) − Πாߜ − Πூߜ + δ ୬ܹୡ୊ + δ ୬ܹୡ୅) dݐ௧మ
௧భ = 0 

ای است که  وردش انرژی جنبشی پوسته استوانه ܶߜدر آن 
  شود: صورت زیر نمایش داده می به

ܶߜ  )۱۲( = − න ሷݑௌℎ ሼߩ) ሽ ⋅ ሼݑߜሽ)dܣ஺  

، مبتنی (Πாߜ)ای  وردش انرژی پتانسیل الاستیک پوسته استوانه
  شود:  صورت زیر محاسبه می بر تئوری پوسته نازک ساندرز به

ாߎߜ  )۱۳( = න (ሼܰሽ்ሼߝߜ଴ሽ + ሼܯሽ்ሼߢߜሽ)dܣ஺  
های تنش هستند.  بیانگر منتجه ሽܯሼو  ሼܰሽکه در آن بردارهای 

ها در وضعیت  تنش وردش انرژی پتانسیل ناشی از حضور پیش
  شود: صورت زیر نمایش داده می ای به اولیه پوسته استوانه

Πூߜ  )۱۴( = න ൫ ௫ܰூ ߝߜ௫଴୒୐+ܰ௬ூ ஺ܣ௬଴୒୐൯ dߝߜ   
تغییر  -های غیرخطی روابط کرنش عبارت ௬଴୒୐ߝو  ௫଴୒୐ߝ، ۱۴در رابطه 

دهند که براساس تئوری پوسته غیرخطی ساندرز  مکان را نشان می
௫ܰூهای تنش عبارت از  شوند. منتجه حاصل می = − ௫ܲ و  ⁄ܴߨ2 ܰ௬ூ = ( ௠ܲ + ୰ܲୣ୤)ܴ  که در آن୰ܲୣ୤  بیانگر فشار هیدرواستاتیک

୰ܲୣ୤سیال بوده و برابر با  = ݔ)ி݃ߩ− −    است. (ܪ
شده توسط فشار سیال داخلی در سطح مشترک  کار مجازی انجام

δ)سیال  - سازه ୬ܹୡ୊   شود: صورت زیر حاصل می ، به(

)۱۵(  

δ ୬ܹୡ୊ = න ൫(ρிሼ݃ሽ ⋅ ሼݑሽ − ρி ሷ߮ + ଴)ሼ݊ሽ൯ஊ݌ ⋅ ሼݑߜሽ dΣ  + න ୰ܲୣ୤ሼ݊ଵሽ ⋅ ሼݑߜሽ dΣஊ  
 - در سطح مشترک سازه ሼ݊ሽدوران بردار نرمال  ሼ݊ଵሽکه در آن 

  دهد.  سیال را نشان می
 یفشار آیرودینامیک با استفاده از تئور یبارگذاردر کار حاضر، 

و  یاپا -شبه یتئور یستون،پ یشده است. تئور سازی یهشب یستونپ
2√اعداد ماخ قرارگرفته در بازه  یاست و برا یعددوبُ  < Mஶ < 5 

شده توسط فشار  . کار مجازی انجاممعتبر و قابل استفاده است
δ)سیال  -سیال خارجی در سطح مشترک سازه ୬ܹୡ୅.) صورت زیر  به

  شود: نمایش داده می

)۱۶(  δ ୬ܹୡ୅. = න ௔ሼ݊ሽ݌ ⋅ ሼݑߜሽ dܣ஺  
که در آن بارگذاری فشار آیرودینامیک با استفاده از تئوری پیستون 

صورت زیر بیان  مرتبه اول و با درنظرگرفتن عبارت تصحیح انحنا به
  شود: می

)۱۷(  

௔݌ = − ஶଶܯ)ஶଶܯஶ݌ߛ − 1)ଵଶ × 
      ቊݓ + ஶଶܯ − ஶଶܯ)2 − ஶܽஶܯ(1 −ݐݓ߲߲ ஶଶܯ)2ܴݓ − 1)ଵ/ଶቋ 

ترتیب بیانگر فشار استاتیک جریان آزاد،  به ߛو  ஶ ،ܽஶ݌که در آن 
عبارت آخر  ۱۷سرعت صوت و توان آدیاباتیک هوا است. در رابطه  

  بیانگر عبارت تصحیح انحنا است.
و انجام عملیات ریاضی  ۱۱در رابطه  ۱۲- ۱۶گذاری روابط  با جای

صورت عبارت ذیل حاصل  بندی وردشی سازه به ضروری، فرمول
,ሽݑா(ሼࣥ  شود: می ሼݑߜሽ) + ࣥீ(ሼݑሽ, ሼݑߜሽ) + ࣥ஻(ሼݑሽ, ሼݑߜሽ) +ࣥஊ(ሼݑሽ, ሼݑߜሽ) + ℳ(ሼݑሷ ሽ, ሼݑߜሽ) + ℋ(߮, ሼݑߜሽ) 

)۱۸(  + ஺ࣥ(ሼݑሽ, ሼݑߜሽ)+ ஺ࣝ(ሼݑሶ ሽ, ሼݑߜሽ) = 0 
  

  که در آن:



 ۱۳۵۹ بندی نوین ق یک فرمولای تحت جریان فراصوت خارجی و با درنظرگرفتن اثرات سیال داخلی طب فلاتر پوسته استوانهـــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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ࣥா(ሼݑሽ, ሼݑߜሽ) = න ሼܵሽ ⋅ ሼߝߜ୐ሽdܣ஺  ࣥீ(ሼݑሽ, ሼݑߜሽ) = න ൛ ሚܵൟ ⋅ ሼߝߜ୒୐ሽdܣ஺  ࣥ஻(ሼݑሽ, ሼݑߜሽ) = |ி݃|Γߩ  ቆන ሼݑሽ ⋅ ሼ݊ሽ dΣஊ ቇ ×                      ቆන ሼ݊ሽ ⋅ ሼݑߜሽ dΣஊ ቇ ࣥஊ(ሼݑሽ, ሼݑߜሽ) = 
ி݃ߩ ൮න ሼ݊ሽ ݑ ⋅ ሼݑߜሽ dΣஊᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ(ଵ) + න ݔ) − ሼ݊ଵሽ(ܪ ⋅ ሼݑߜሽ dΣஊᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ(ଶ)

൲ 
ℳ(ሼݑሷ ሽ, ሼݑߜሽ) = න ሷݑௌℎ ሼߩ ሽ ⋅ ሼݑߜሽdܣ஺  ℋ(߮, ሼݑߜሽ) = ρி න ߮ሼݑߜሽ ⋅ ሼ݊ሽ dΣஊ  

஺ࣥ(ሼݑሽ, ሼݑߜሽ) = ߚஶଶܯஶ݌ߛ න ൬ݓ,௫ − ൰ܴߚ2ݓ ሼ݊ሽஊ⋅ ሼݑߜሽ dΣ  
)۱۹(  

஺ࣝ(ሼݑሶ ሽ, ሼݑߜሽ) = ଶߚ)ஶܯஶ݌ߛ − ଷܽஶߚ(1 × න ௧ሼ݊ሽ,ݓ ⋅ ሼݑߜሽ dΣஊ  

معین متقارن متناظر با  - بیانگر شکل دوخطی مثبت ாࣥکه در آن 
دهنده  شکل دوخطی متقارن نشان ீࣥسختی الاستیک سازه، 

 ஻ࣥها در وضعیت اولیه،  تنش سختی هندسی ناشی از حضور پیش
استاتیک  - معین متقارن متناظر با اثر شبه -شکل دوخطی مثبت

عملگر  ۱، عبارت شماره ଴݌واسطه حضور میدان فشار ثابت  سیال به ࣥஊ تنش هیدرواستاتیک در سیال است و  مربوط به اثر پیش
اثر نیروی دنبالگر فشار هیدرواستاتیک  ஊࣥعملگر  ۲عبارت شماره 

 ℳدهد.  ل را نشان میسیا -سیال روی سطح مشترک سازه
معین متقارن متناظر با اینرسی  -دهنده شکل دوخطی مثبت نشان
شکل  ஺ࣥسیال،  -بیانگر کوپلینگ در سطح مشترک سازه ℋسازه، 

شکل  ஺ࣝدوخطی نامتقارن مربوط به سختی آیرودینامیک و 
  دهند. دوخطی متقارن مربوط به میرایی آیرودینامیک را نشان می

  
  سیال کوپل - ی روابط حاکم بر سیستم سازهساز گسسته - ۳
سیال کوپل  -سازی معادلات سیستم سازه منظور گسسته به

، از روش اجزای محدود استفاده شده ۱۸و  ۹شده توسط روابط  بیان
[ܭ]൤  دهد: بندی ذیل را می سازی معادلات سیستم، فرمول است. گسسته + [୅ܭ] ்[ܪ]−[0] ൨[ܨ] ൜ሼݍሽሼ߮ሽൠ + ൤[ܥ୅] [0][0] [0]൨ ൜ሼݍሶ ሽሼ ሶ߮ ሽൠ 

)۱۹(  + ൤[ܯ] ሼܪሽ[0] [ܵ] ൨ ൜ሼݍሷ ሽሼ ሷ߮ ሽൠ = ൜ሼ0ሽሼ0ሽൠ  
  که در آن

[ܭ]  )۲۰( = [ாܭ] + [ீܭ] + [஻ܭ] +  [ఀܭ]
این است که  ۱۹شده توسط رابطه  بندی ارایه ترین ایراد فرمول مهم

تواند بسیار بزرگ باشد، زیرا به تعداد  های سیستم می اندازه ماتریس

وجود دارد. با انجام  ߮بُعدی سیال، درجه آزادی  های مش سه گره
ای بازنویسی  گونه توان رابطه مذکور را به عملیات جبر ماتریسی می

کرد که فقط شامل درجات آزادی سطح آزاد سیال و درجات آزادی 
بندی  صورت زیر دسته به ሼ߮ሽپوسته باشد. در این راستا، بردار 

  شود: می
)۲۱(  ሼ߮ሽ = ቂ൛߮௙ൟ், ሼ߮௜ሽ் , ሼ ௥߮ሽ் ቃ் 

ሼو  ൛߮௙ൟ ،ሼ߮௜ሽکه در آن بردارهای  ௥߮ሽ ترتیب مقادیر متناظر با  به
(سطح  Σ(سطح آزاد سیال)، مرز  Γ  هایی که به مرز درجه آزادی گره

Ωمشترک سازه و سیال) و مرز  ∖ (Γ ∪ Σ)  تعلق دارند را نشان
ሼو  ሼ߮௜ሽدهند. با انجام عملیات جبری و حذف بردارهای  می ௥߮ሽ 
[ܭ]ቈ  شود: به رابطه زیر تبدیل می ۱۹آسانی نشان داد که رابطه  توان به می + [୅ܭ] ൧்ܪൣ−[0] ൧቉ܨൣ ቊ ሼݍሽ൛߮௙ൟቋ + ൤[ܥ୅] [0][0] [0]൨ ቊ ሼݍሶ ሽ൛߮௙ሶ ൟቋ 

)۲۲(   + ቈ[ܯ] + ൧ܯൣ ൧[0]ܪൣ ൣܵ൧቉ ቊ ሼݍሷ ሽ൛߮௙ሷ ൟቋ = ൜ሼ0ሽሼ0ሽൠ 

  که در آن:

)۲۳(  

൧ܨൣ = [∗ܣ] − ൧ܯൣ ்[∗ܦ]ଵି[∗ܤ][∗ܦ] = ൧ܪൣ ்[௜ܪ]ଵି[∗ܤ][௜ܪ] = ௙൧ܪൣ − ൧ܵൣ ்[∗ܦ]ଵି[∗ܤ][௜ܪ] = ൣ ௙ܵ௙൧ 
صورت زیر  به [∗ܦ]و  [∗ܤ]، [∗ܣ]های  جایی که در آن ماتریس

  شوند: تعریف می

)۲۴(  
[∗ܣ] = ௙௙൧ܨൣ − [∗ܤ] ௙௥൧்ܨଵൣି[௥௥ܨ]௙௥൧ܨൣ = [௜௜ܨ] − [∗ܦ] ்[௜௥ܨ]ଵି[௥௥ܨ][௜௥ܨ] = ௙௜൧ܨൣ  −  ்[௜௥ܨ]ଵି[௥௥ܨ]௙௥൧ܨൣ

ሼ݀ሽبا معرفی بردار  = ቂሼݍሽ், ൛߮௙ൟ்ቃ்
، فرم فشرده و ماتریسی 

  شود: صورت زیر نمایش داده می به )۲۲(رابطه 
෡൧ሼ݀ሽܭൣ  )۲۵( + መ൧൛ܥൣ ሶ݀ൟ + ෡൧൛ܯൣ ሷ݀ൟ = ሼ0ሽ 

  که در آن:

)۲۶(  

෡൧ܭൣ = ቈ[ܭ] + [୅ܭ] ൧்ܪൣ−[0] መ൧ܥൣ  ,൧቉ܨൣ = ൤[ܥ୅] [0][0] [0]൨,  ൣܯ෡൧ = ቈ[ܯ] + ൧ܯൣ ൧[0]ܪൣ ൣܵ൧ ቉ 
در  ۲۲شده با رابطه  سیال توصیف - تحلیل فلاتر سیستم کوپل سازه

تواند انجام شود. در این  می ݌حوزه فرکانس با استفاده از روش 
صورت زیر نمایش داده  به ۲۵راستا، شکل فضای حالت رابطه 

  شود: می
)۲۷(  ൣ ෠ܴ൧ሼݔሽ + ൣ መܵ൧ሼݔሶሽ = ሼ0ሽ 

ൣهای  بردار حالت و ماتریس ሽݔሼکه در آن  ෠ܴ൧  ൣو መܵ൧ صورت زیر  به
  شوند: تعریف می

)۲۸(  ൣ ෠ܴ൧ = − ቈ[0] ෡൧ܭൣ[ܫ] መ൧቉ܥൣ , ൣ መܵ൧ =  ቈ−[ܫ] [0][0]  ෡൧቉ܯൣ
ሽݔሼبا فرض  = ሼ߰ሽexp(Λݐ) تواند به یک مساله  می )۲۷(، رابطه

  شکل زیر تبدیل شود: مقدار ویژه عام به
)۲۹(  ቂൣ ෠ܴ൧ − Λൣ መܵ൧ቃ ሼ߰ሽ = ሼ0ሽ 

مقدار ویژه بوده که تابعی از فشار استاتیک جریان آزاد  Λکه در آن  ஶ݌است. برای  ஶ݌ ≠ 0 ،Λ طور کلی مختلط است؛ یعنی  به
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Λ = Re(Λ) + ݅Im(Λ) پایداری آیروالاستیک با مطالعه مقادیر .
شود. هنگامی که بخش حقیقی  ویژه در صفحه مختلط بررسی می

طور  شود، دامنه ارتعاشات پوسته به مثبت می Re(Λ)مقدار ویژه 
کند که ناپایداری آیروالاستیک را نشان  نمایی با زمان رشد می

کردن تغییرات مقدار ویژه  طور عددی با دنبال دهد. مرز فلاتر به می
شود. وقتی که علامت  با فشار استاتیک جریان آزاد حاصل می

عنوان میرایی سیستم آیروالاستیک  بخش حقیقی مقدار ویژه که به
شود، از منفی به مثبت تغییر علامت بدهد، شروع فلاتر  شناخته می

فرکانس  Im(Λ)است. در این نقطه، بخش موهومی مقدار ویژه 
  دهد. ا نشان میفلاتر ر

  
 نتایج و بحث - ۴
  آزمون همگرایی - ۱- ۴

از  ینانمنظور اطم محدود به یبر روش اجزا یمبتن های یلدر تحل
آزمون  باید حتماً  ،مستقل از شبکه هستند ،حاصل یجنتا ینکها

 یعیفرکانس طب ییراتراستا تغ ینانجام شود. در ا ییهمگرا
و نیز فشار استاتیک بحرانی جریان فلاتر در کننده  مشارکت یمودها

استفاده  ییآزمون همگرا یعنوان شاخص برا با تعداد المان بهآزاد 
 یبرا شود، یمشاهده م ۱جدول  یجطور که از نتا . هماناستشده 

همگراشده با درنظرگرفتن دقت و  یجنتا یا فلاتر پوسته استوانه
௫݊ آییکار = ௬݊و  8 = تعداد  ௫݊که در آن  شود یحاصل م 88

را  یطیمح یتعداد المان در راستا ௬݊و  یمحور یالمان در راستا
  دهد. ینشان م
نکته اشاره  ینبه ا یدمش با یصدر مورد نحوه تخص ینهمچن

شبکه استفاده شده  یبند اصطلاح از درجه داشت که در کار حاضر به
 یزو ن یالسطح آزاد س یکنزد ینواح یکه برا ین معنیبد .است
  اند. انتخاب شده یزترر ،ها مساله مش یمرز یطشرا یکنزد ینواح

  
  ای آزمون همگرایی برای فلاتر فراصوت پوسته استوانه) ۱ جدول

 ஶ௖௥ ߱ଶ(Hz) ߱ଵ(Hz)݌ ها تعداد المان
٨٠=ny ،۸=nx ۳۸۵۰ ۵/۲۸۴ ۷/۲۷۷  
٨٨=ny ،۸=nx ۳۸۰۰ ۸۸/۲۸۰ ۹۶/۲۷۳ 
١٠٠=ny ،۸=nx ۳۷۷۰ ۷/۲۷۷ ۷/۲۷۰ 
١١٢=ny ،۸=nx ۳۷۵۰ ۹۵/۲۷۵ ۹۵/۲۶۸ nx و محوری راستای در المان تعداد ny محیطی است. راستای در المان تعداد  

  
  سنجی  اعتبار - ۲- ۴

بندی حاضر با  طور که اشاره شد، تفاوت اصلی فرمول همان
سازی  در نحوه نمایش و مدل [16]شده در مرجع بندی استفاده فرمول

ای  ای پوسته استوانه  عبارت دیگر، مدل سازه سیال داخلی است یا به
و مدل آیرودینامیک جریان سیال خارجی در هر دو کار مشابه و 

بندی  یکسان هستند. بنابراین تنها کافی است تا آن بخش از فرمول
د که مربوط به سیال داخلی و اثر جرم افزوده آن است، مور

های  آزمایی قرار گیرد. برای اعتبارسنجی سایر بخش راستی
  رجوع کرد.  [16]توان به مرجع می  بندی فرمول

های  های طبیعی با تعداد موج در این راستا، تغییرات فرکانس
% ارتفاع، ٧٥ای پُرشده تا  برای پوسته استوانه (݊)محیطی 
 ١اش، در نمودار  در مطالعه تجربی [17]چیباشده توسط  استفاده

بندی پیشنهادی  نتایج حاصل براساس فرمول نشان داده شده است.
ترتیب  های تجربی مقایسه شده است که به با نتایج نظری و داده

اند. طبق مطالعه  ارایه شده [17]چیباو  [18]و همکاران پاکتوسط 
ته مقادیر خواص مادی و پارامترهای هندسی پوس [19]چیبا

 آمده است. ٢سرگیردار در جدول  ای با شرایط مرزی یک استوانه

نشان داده شده است، برای پوسته  ۱طور که در نمودار  همان
% ارتفاع، نتایج حاضر همخوانی و تطابق ۷۵ای پُرشده تا  استوانه

 پاکهای تجربی دارد (حداقل در مقایسه با کار  خیلی خوبی با داده
سازی سازه  ی پوسته نازک فلوگه برای مدلئورتکه از  [18]و همکاران

شده استفاده  جریان پتانسیل خطی یتئورو برای نمایش سیال از 
شده در  کردند). ذکر این نکته حایز اهمیت است که نتایج ارایه

واسطه فشار  با درنظرگرفتن ماتریس سختی هندسی به ۱نمودار 
  اند.  هیدرواستاتیک سیال محاسبه شده

  
  سرگیردار ای یک مقادیر پارامترهای هندسی و مادی پوسته استوانه) ۲ جدول

  مقدارنماد  (واحد)کمیت 
  R  ۲۴۰  متر) (میلی  شعاع استوانه

  h  ۰.۲۵۴ متر) (میلیضخامت پوسته 
  L  ۴۸۰  متر) (میلیطول استوانه 
  E  ۴.۶۵  (گیگاپاسکال)مدول یانگ 
    ۰.۳۸  نسبت پواسون
 S  ۱۴۰۰  متر مکعب)(کیلوگرم بر چگالی سازه 

 F  ۱۰۰۰  (کیلوگرم بر متر مربع)چگالی سیال 
 g  ۹.۸۱  (متر بر مجذور ثانیه)شتاب گرانش 

  

  
گراف تغییرات فرکانس طبیعی برحسب تعداد موج محیطی  )١نمودار 

  % ارتفاع٧٥ای پُرشده تا  برای پوسته استوانه
  

کاربردی شده از طریق مثال  گذاری انجام اعتبارسنجی و صحه
های سختی و  دهد که علاوه بر ماتریس شده در بالا نشان می اشاره

های مربوط به سیال  )، ماتریس[ܭ]و  [ܯ]ای ( جرم پوسته استوانه
و نیز ماتریس  ൧ܯൣو  ൧، ൣ ܵ൧ܨൣهای  داخلی یعنی ماتریس

اند. در واقع، این مثال  درستی استخراج شده ، به൧ܪൣکوپلینگ یعنی 
سیال  - بندی اندرکنش سازه دهد که فرمول کاربردی نشان می

  کند.  درستی کار می پیشنهادشده به
  ای اثر سیال داخلی روی مرز فلاتر پوسته استوانه - ۲- ۴

 (ஶ௖௥݌)، تغییرات مقدار بحرانی فشار استاتیک جریان آزاد ۲نمودار 
ܪ)بت پُرشدگی برحسب نس ⁄ܮ طور که  دهد. همان را نشان می (
افزایش  ۵/۰شود، هنگامی که نسبت پُرشدگی از صفر تا  مشاهده می

یابد و  طور قابل توجهی افزایش می به ஶ௖௥݌یابد، مقدار بحرانی  می
یابد، کاهش پیدا  سپس وقتی نسبت پُرشدگی بیشتر افزایش می

ای خالی در نسبت  پوسته استوانه کند و تقریباً به مقدار بحرانی می
رسد. ذکر این نکته حایز اهمیت است که نتایج  پُرشدگی یک می
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، بدون درنظرگرفتن ماتریس سختی هندسی ۲شده در نمودار  ارایه
  اند.  واسطه فشار هیدرواستاتیک سیال محاسبه شده به
  

  
 نسبت پُرشدگیتغییرات مقدار بحرانی فشار استاتیک جریان آزاد با  )٢نمودار 

  
  گیری بندی و نتیجه جمع - ۵

ای قرارگرفته در  استوانه   اثر سیال داخلی روی فلاتر خطی پوسته
سیال نو  -بندی سازه معرض جریان هوای فراصوت با معرفی فرمول

بندی دارای این ویژگی بود که  فرمولو جدیدی بررسی شد. 
آزادی سطح آزاد سیال، تنها با استفاده از درجات  -سازه  اندرکنش

 یندر ا. بندی شد ای فرمول سیال و درجات آزادی پوسته استوانه
ارچوب روش هدر چ یسیال محاسبات - سازه اندرکنشراستا، مدل 

 یک یقاز طر یداخل یالمحدود توسعه داده شد. تلاطم س یاجزا
 یال،عنوان مدل تلاطم س شده به و سطح بالا، شناخته یقمدل دق

پوسته  یتئور یلهوس هب یا زه پوسته استوانه. ساشدداده  یشنما
 یبا تئور یرودینامیکفشار آ ی. بارگذارشد یساز ساندرز مدل

 یهاول یهندس یسخت ین. همچنشدزده  یبمرتبه اول تقر یستونپ
شده از فشار  منتج یهاول یتدر وضع ها تنش یشاز پ یناش
 نظر در یمحور یو بار فشار یفشار جانب یال،س یدرواستاتیکه

بندی پیشنهادی از طریق مقایسه  شد. صحت و درستی فرمولگرفته 
تحلیلی موجود اثبات  های تجربی و نتایج نیمه نتایج حاصل با داده

شد. نتایج نشان داد که با افزایش ارتفاع سیال، سرعت فلاتر نیز 
به مقدار ماکزیمم  ۵/۰یابد و تقریباً در نسبت پُرشدگی  افزایش می
با افزایش بیشتر ارتفاع سیال داخل مخزن،  رسد. سپس خود می

طوری که سرعت فلاتر در نسبت  یابد، به سرعت فلاتر کاهش می
ای خالی  پُرشدگی یک، تقریباً برابر با سرعت فلاتر پوسته استوانه

  شود. می
  

  موردی از سوی نویسندگان ذکر نشده است. تشکر و قدردانی:
  نویسندگان ذکر نشده است.موردی از سوی  تاییدیه اخلاقی:
ها  با سازمان یمقاله حاضر هيچ گونه تعارض منافعتعارض منافع: 

  و اشخاص ديگر ندارد.
(نویسنده اول)، نگارنده  نویسندگان: پوریا ظریفیان سهم
 %)؛٥٠/تحلیلگر آماری/نگارنده بحث (پژوهشگر اصلی/مقدمه
شناس/پژوهشگر  روش(نویسنده دوم)،  رضا اویسی حمید
(نویسنده  اله دهقانی فیروزآبادی روح %)؛٤٠/نگارنده بحث (اصلی

  %)١٠( کمکیسوم)، پژوهشگر 
 یدانشگاه صنعت یدکتر انیبودجه دانشجواز طریق  منابع مالی:

  تامین شده است. ریرکبیام
  

 نوشت پی - ۶
ሼ݃ሽمیدان گرانش،  ሼ݃ሽ  علایم = −݃ሼ݅௫ሽ  ሼ݊ሽ  بردار نرمال به سمت خارج سیال  ሼ݊ଵሽ  تغییرات بردار نرمالሼ݊ሽ ୰ܲୣ୤ فشار هیدرواستاتیک در سیال  ௠ܲ ای فشار جانبی پوسته استوانه  ௫ܲ ሽݑሼمیدان تغییر مکان سازه،  ሽݑሼ  های تنش و گشتاور منتجهبردار  ሼܵሽ  بار محوری  = ,ݑ] ,ݒ   ்[ݓ

ℭఝ  علایم یونانی   میدان پتانسیل تغییر مکان سیال ߮  سطح آزاد سیال  Γ  های قابل قبول برای سیال فضای جواب 
Σ سیال - سطح مشترک سازه  
Ω ࢿ  شده توسط سیال حجم اشغال଴ بردار کرنش خطی سطح مرجع  ሼߢሽ تغییرات در بردار انحنا و پیچش  

  سازه (پوسته) ܵ  غیرخطی NL  تنش اولیه ܫ  سیال ܨ  الاستیک ܧ  ها بالانویس
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