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Simulation of Sloshing in Rectangular Tanks under Harmonic 
Excitation by the Generalized Exponential Basis Functions 
Meshless Method

[1] The dynamic behavior of liquids in moving containers, with applications to space vehicle 
technology [2] Smoothed particle hydrodynamics: Theory and application to non-spherical 
stars [3] Numerical simulation of 2D sloshing waves using SPH with diffusive terms [4] A 
truly incompressible smoothed particle hydrodynamics based on artificial compressibility 
method [5] Smoothed particle hydrodynamics stability analysis [6] Exponential basis 
functions in solution of incompressible fluid problems with moving free surfaces [7] 
Simulation of two-dimensional sloshing phenomenon by generalized finite difference 
method [8] Implementation of a generalized exponential basis functions method for linear 
and non-linear problems [9] Solving time-dependent problems using the generalized 
exponential basis functions method [10] Exponential basis functions in solution of static 
and time harmonic elastic problems in a meshless style [11] Fluid-structure interaction 
using exponential basis functions via a lagrangian meshless method [12] Nonlinear free 
surface flow with moving boundaries via a local meshless method using exponential basis 
functions [13] Sloshing behaviours of rectangular and cylindrical liquid tanks subjected to 
harmonic and seismic excitations. Earthquake Engineering and Structural Dynamics [14] A 
numerical nonlinear method of sloshing in tanks with two-dimensional flow [15] Numerical 
simulation of sloshing waves in a 3D tank based on a finite element method [16] Investigation 
of nonlinear sloshing effects in seismically excited tanks

Sloshing phenomenon is one of the complex problems in free surface flow phenomena. 
Numerical meshless methods as a new method can be used to solve this problem. In these 
methods, the lack of a mesh and complex elements for the domain of problems due to the 
change in geometry of the solution over time provides a lot of flexibility in solving numerical 
problems. In the previous researches, the sloshing problem in reservoirs was solved, using the 
Laplace equation with respect to the velocity potential, but the solution to this problem with 
pressure equations has not much considered; therefore, using the pressure equations and a 
suitable lagrangian time algorithm, generalized exponential basis function method has been 
developed for dynamic stimulation reservoirs. The approximation is solved, using a meshless 
method of generalized exponential basis functions and the entire domain of problem will 
discrete to a number of nodes and then with appropriate boundary conditions, the unknowns 
are approximated. In this study, linear and nonlinear examples have been solved under 
harmonic stimulation, in two-dimensional form of rectangular cube tanks, and the results of 
them have been compared with the analysis solving methods, other numerical methods, and 
experimental data. The results show that the present method in two-dimensional mode is very 
noticeable compared with other available lagrangian methods because of accuracy in solving 
problem and spending time.
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  چکيده
با سطح آزاد  انیجر یها دهیدر پد دهیچیپ لیاز مسا الیس یتلاطم سطح دهیپد

ل در ح یکاربرد فراوان ن،ینو یعنوان روش بدون شبکه به یعدد یها است. روش
 دهیچیپ یها و المان یبند ها، عدم وجود شبکه روش نیمساله دارند. در ا نیا
 یریپذ زمان، انعطاف لهندسه حل در طو رییبا توجه به تغ لیدامنه مسا یبرا
گرفته در  صورت قاتی. در تحقآورد یبه وجود م یعدد لیدر حل مسا یادیز

حل معادله لاپلاس،  در مخازن با استفاده از الیس یگذشته مساله تلاطم سطح
مساله با معادلات  نیسرعت، صورت گرفته است، اما حل ا لیبا توجه به پتانس

 کیبا استفاده از معادلات فشار و  نیفشار، چندان مورد توجه نبوده است. بنابرا
 یبرا افتهی میتعم یینما هیمناسب، روش توابع پا یلاگرانژ یزمان تمیالگور
حل با  بیتوسعه داده شده است. تقر یکیامنید کیمخازن تحت تحر لیمسا

و کل  ردیگ یصورت م افتهی میتعم یینما هیتوابع پا  استفاده از روش بدون شبکه
شده و سپس با درنظرگرفتن  یساز گسسته یگره  نقطه یتعداد بهدامنه حل 

 ق،یتحق نی. در اشوند یزده م بیمناسب، مجهولات مساله تقر یمرز طیشرا
از  یصورت دوبُعد به ک،یهارمون کیتحت تحر ،یرخطیغو  یخط یها مثال

حل  یها حاصل از آنها، با روش جیحل شده و نتا ،یلیمخازن مکعب مستط
 سهیمقا یشگاهیآزما یها داده ن،یو همچن یحل عدد یها روش گرید یلیتحل

که به لحاظ دقت حل مساله و صرف وقت روش  دهند ینشان م جیشده است. نتا
 اریموجود، بس یلاگرانژ یها روش گریبا د سهیدر مقا یبُعدحاضر در حالت دو
  درخور توجه است.

 ،یینما هیتوابع پا ،یعدد یساز هیروش بدون شبکه، شب ال،یس یتلاطم سطح ها: کلیدواژه
  یلیمستط رهیمخزن ذخ
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  مقدمه - ١
 یساز یهشب یکه برا یادیز یو عدد یشگاهیآزما های کنار تلاش در

 بدون شبکه یعدد یها صورت گرفته است، روش یالتلاطم س
در حل  یکاربرد فراوان های عددی، ین از روشنو ای دستهعنوان  به
 وجود عدم ها روش ین. در ا[1]داشته باشند توانند یمساله م ینا

هندسه حل در طول  ییرمنه مسایل با توجه به تغدا یبرا بندی شبکه
 .آورد یبه وجود م یدر حل مسایل عدد یادیز پذیری زمان، انعطاف

از  یکی طول زمان،در  یالس یده نوساناتپد یساز یهشب ی،از طرف
 یعدد های در روند حل است که توسط روش یچیدهمسایل مهم و پ

های آزاد از شبکه  شیکی از رو شود. سازی یهشب یخوب هب تواند یم
تحت عنوان  موناگانو  گینگولداولیه برای اولین بار توسط 

، ساناسیراجو  چودوری دی. [2]هیدرودینامیک ذرات هموار ارایه شد
هیدرودینامیک هموارشده ذرات را برای مطالعه پدیده تلاطم سیال 

نیز این روش را برای  فر هجرانو  روزبهانی. [3]استفاده کردند
. [4]ناپذیر پایدار و ناپایدار به کار بردند های تراکم ازی جریانس شبیه

توان به جواب غیردقیق در مرزها  از جمله اشکالات این روش می
و همکاران مورد بررسی  سویگلاشاره نمود که برای اولین بار توسط 

و  یلیتحل یمهن یروش ،۲۰۱۲و همکاران در سال  یزند. [5]قرار گرفت

حل مسایل  یبرا یلاگرانژ یفاستفاده از توص بارا بدون شبکه 
متحرک در تماس  یبا مرزها یرلزجتراکم و غ یرقابلغ یالس یانجر
 و همکاران ژانگ ۲۰۱۶سال  در. [6]صلب ارایه کردند های یوارهبا د
بدون شبکه تفاضل  یاز روش عدد یالمطالعه پدیده تلاطم س یبرا

استفاده  یدهپد ینا سازی یهشب برای (GFDM)یافته  یممحدود تعم
   .[7]کردند

در این پژوهش به بررسی کارآیی روش توابع پایه نمایی 
صورت دوبُعدی از مخازن  یافته برای حل حرکت سیال به تعمیم

مکعب مستطیلی تحت تحریک هارمونیک پرداخته شده و 
های خطی و غیرخطی، حل شده و نتایج حاصل از آنها، با  مثال
های حل عددی و همچنین،  یگر روشهای حل تحلیلی، د روش
حل مساله  منظور های آزمایشگاهی مقایسه شده است. به داده

معادله لاپلاس  ،با استفاده از معادلات فشار یالس یتلاطم سطح
یی نما یهتوابع پا روش با استفاده از یفشار در هر گام زمان

ت، حرک یلاگرانژ یبند و با توجه به فرمول شود یحل م یافته توسعه
   .رود یم یشو حل در زمان پ شود می هندسه حل بهنگام 

در ادامه، ابتدا به بیان روش عددی برای حل معادلات سیال 
پرداخته شده و پس از بحث درباره معادلات حاکم، حل معادله 
لاپلاس فشار با روش عددی مورد بحث قرار گرفته و الگوریتم 

ده است و در انتها نیز سازی هندسه آورده ش لاگرانژی حل و بهنگام
  شود. شده همراه با نتایج ارایه می حلهای  مثال

  
یافته برای  روش بدون شبکه مبتنی بر توابع پایه نمایی تعمیم - ۲

  حل مسایل خطی 
وجودآمده، روش توابع پایه  های بدون شبکه به میان تمامی روش

دقت  ای از جمله سادگی کاربرد، سرعت بالا و نمایی از مزایای ویژه
زیاد برخوردار است. روش توابع پایه نمایی با تمام مزایایی که دارد، 
تنها قادر به حل مسایل خطی با ضرایب ثابت است. این در حالی 

قادر به حل مسایل  یافته است که روش توابع پایه نمایی تعمیم
خطی و غیرخطی با ضرایب متغیر است. همچنین این روش 

ریس ضرایب از دقت بالاتری نسبت به دلیل کاهش عدد شرط مات به
روش توابع پایه نمایی برخوردار است و در این روش، برعکس روش 
توابع پایه نمایی نیازی به استفاده از اعداد مختلط و معادله 

  .[9 ,8]مشخصه نیست و نیز امکان استفاده از انواع توابع وجود دارد
  بررسی اجمالی روش توابع پایه نمایی - ١- ٢

طور خلاصه روش توابع پایه نمایی برای حل  ن قسمت، بهدر ای
شود. دامنه محدود دوبُعدی  ای بررسی می معادلات دیفرانسیل پاره

ડهمراه مرز  به ષبعدی  یا سه = ૒ષ ) ۱ شکلرا در نظر بگیرید .(  
  

 
  نمایش دامنه و مرزهای حل) ۱شکل 

  
Lஐu  بیان کرد: شکل زیر  توان به یک مساله خطی در حالت کلی را می = fஐ در Ω  )۱- (الف  L୻u = f୻ روی Γ )۱ - (ب  
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ترتیب  به fஐو  Lஐبردار میدان متغیرها است.  uدر روابط بالا، 
 Ωمعرف اپراتور دیفرانسیل خطی و تابع سمت راست در دامنه 

ترتیب اپراتور شرایط مرزی و تابع سمت  به f୻ و L୻ست. همچنین ا
در مسایل با مرزهای ترکیبی، از شرایط هستند.  Γروی مرز راست 

  آید: شکل زیر در می به ب) -۱دریشله و نویمان، رابطه (

  Γே    روی  Γ஽Lே    روی  L୻=൝L஽  الف) -۲(

f୻  ب) -۲( = ൝f஽  روی    Γ஽fே  روی    Γே 

دهنده اپراتورهای مرزی  ترتیب نشان به LN و LD در روابط بالا،
نیز شرایط مرزی  Γே و Γ஽همچنین  دریشله و نویمان هستند.
روی آنها تعریف  fேو  f஽هستند که  Γ دریشله و نویمان روی مرز

تواند به دو بخش  می uعبارت  ب،و  الف -۱شوند. در روابط  می
   د: شکل زیر تجزیه شو همگن و خصوصی به

)۳(  u =  u௛  + u௣  

  شوند که: ای انتخاب می گونه به u௣و  u௛در رابطه بالا 
Lஐu௛  الف) -۴( = 0 
Lஐu௣  ب) -۴( = fஐ 

توان نتیجه  ب خطی است، می - ۱در رابطه  L୻از آنجایی که اپراتور 
  گرفت: 

)۵(  L୻u =  L୻ (u௛  + u௣)  =  L୻u௛  +  L୻u௣  =  f୻ 

fஐدر اینجا برای اختصار، فقط حالت  = شود که برای  بررسی می 0
u௣تواند  آن می  = توان در    شود. حالت کلی را می در نظر گرفته   0

یافت. قسمت همگن پاسخ معادله  [10]گرفته یک پژوهش صورت
  شود: صورت زیر در نظر گرفته می به

)۶(  u௛ ≈ uො௛ = ෍ ψ௜௛c௜௛௠೓
௜ୀଵ = ψ௛c௛ 

شامل توابع  Ψ௛، ها تعداد پایه u௛ ،݉௛تقریب  uො௛در رابطه بالا، 
هم شامل ضرایب مجهول مربوطه است. برای  c௛پایه نمایی و 

+ ݔ ௜ߙ)expشکل  مثال در مسایل دوبُعدی، این توابع پایه به دارای مقادیر معلوم مختلط  ௜ߚو   ௜ߙدر آن  خواهد بود که (ݕ ௜ߚ
,௜ߙاست و  ௜ߚ   ∈  ℂ  ݔو, ای روی مرز یا داخل دامنه  نیز نقطه ݕ

ای انتخاب  گونه به ψ௛دوبُعدی هستند. در روش توابع پایه نمایی، 
ای حاکم ارضا شود.  شود که حالت همگن معادله دیفرانسیل پاره می

   آید:   رابطه زیر به دست می الف، - ۴در رابطه  ۶رابطه با جایگزینی 
)۷(  Lஐuො௛ = Lஐψ௛c௛ = Hψ௛c௛ = 0 

آوردن  دست منظور به ماتریس ضرایب است که به H ،۷در رابطه 
  باید صفر شود: Hدترمینان  ۷حل غیربدیهی برای معادله همگن  راه
)۸(  det H =  0 

برای اپراتور دامنه است و نقش مهمی معادله مشخصه  ،۸معادله 
توان،  در روش توابع پایه نمایی دارد. از معادله مشخصه قبلی می

تنها  ۷یا برعکس به دست آورد. معادله  ௜ߚرا برحسب  ௜ߙبرای مثال 
اپراتوری خطی با ضرایب ثابت باشد.  Lஐهنگامی معتبر است که 

 برای را آن توان می و ستا جبری معادله یک ،۸ مشخصه معادله

  .[9 ,8]کرد حل عددی یا تحلیلی طور به ضرایب ثابت با اپراتورهای همه
  یافته بررسی روش توابع پایه نمایی تعمیم - ۲- ۲

یافته، برای  در این قسمت، به معرفی روش توابع پایه نمایی تعمیم
شود. در اینجا فقط به  حل معادله لاپلاس همگن پرداخته می

. شود بندی روش، برای حل مسایل خطی اشاره می مولتوصیف فر
  شود: صورت زیر در نظر گرفته می به uابتدا 

)۹(  u = u௛ ≈ uො = uො௛ = ෍ ψ௜c௜௠
௜ୀଵ = ෍ ψ௜c௜௛௠

௜ୀଵ  

های مورد استفاده است. در نوشتار  تعداد پایه mدر رابطه بالا، 
   شود: یصورت زیر نوشته م به ۹ماتریسی، رابطه 

)۱۰(  u ≈ uො = Ψc = Ψc௛ 
الف و درنظرگرفتن تعدادی نقطه در داخل  - ۴ با استفاده از معادله

Ω (xஐ,௝دامنه حل   , ݆ = 1, … , ݊ஐ)  حالت همگن معادله
  شود: محاسبه می

)۱۱(  Lஐuො௛|୶ಈ,ೕ = LஐΨቚ୶ಈ,ೕ c௛ = 0 

  آید: ر میصورت زیر د شکل ماتریسی به به ۱۱رابطه 
)۱۲( Q c௛  =  0 

  شود: صورت زیر تعریف می به Qام jکه در آن سطر 
)۱۳(  (Q)௝ = LஐΨ|୶ಈ,ೕ  

باید عضوی از فضای  c௛ آوردن حلی غیربدیهی، دست منظور به به
  باشد. Qپوچ ماتریس 

)۱۴(  c௛  ∈  null(Q) 
صورت  آن را به توان میرا ارضا کنند،  ۱۲معادله  c௛اگر ضرایب 

  نام دارند: t௜ های فضای پوچ ماتریس نوشت که ترکیب خطی پایه

)۱۵(  c௛ = ෍ t௜݀௜௕
௜ୀଵ = Td 

ماتریسی است که  Tها ضرایب مجهول بوده و di ،۱۵در رابطه 
حال با توجه به  ها است. تعداد پایهنیز  ܾهستند.  t௜هایش،  ستون
  نوشت: توان می ۱۵و  ۱۰روابط 

)۱۶(  uො௛ = ΨTd 
شود  برای اعمال شرایط مرزی، تعدادی نقطه روی مرز انتخاب می (x୻,௝  , ݆ = 1, … , ݊୻)  و با  شود مشاهده می ۲که در شکل

    توان نوشت: می ۵استفاده از رابطه 
)۱۷(  L୻ݑො௛|୶౳,ೕ = f୻|୶౳,ೕ 

  آید: شکل زیر در می به ۱۸معادله  ،۱۶و  ۱۵با استفاده از معادلات 
)۱۸(  L୻Ψ|୶౳,ೕTd = f୻|୶౳,ೕ 

  آید: صورت زیر در می در نوشتار ماتریسی به ۱۸عبارت 
)۱۹(  PTd = g 

  صورت زیر قابل تعریف هستند: به gو  P ݆امکه در آن سطر 
௝(P)  الف) - ۲۰( = L୻Ψห୶౳,ೕ  

௝(g)  ب) - ۲۰( = f୻|୶౳,ೕ 
  شود: صورت زیر محاسبه می (ضرایب مجهول) به dحال 

)۲۱(  d = (PT)ା(g) 
  پنروز است. -معکوس مور در رابطه بالا علامت "+"، نشانه شبه

بندی این روش، هر نوع تابع پایه در  لازم به ذکر بوده که در فرمول Ψ قابل استفاده است که این امر، خود مزیتی بزرگ محسوب 
. در این تحقیق از توابع پایه نمایی استفاده شده است. [9]شود می

با توجه به اینکه در این روش دیگر نیازی نیست تا فرم همگن 
های حقیقی و  توان از قسمت معادله دیفرانسیل برآورده شود، می

موهومی توابع پایه نمایی استفاده کرد و محاسبات را تنها با اعداد 
در هر مکان  uتابع مجهول  c୦و  dبا محاسبه حقیقی انجام داد. 

  . [9]آید دلخواهی از دامنه به دست می
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  ۱۳۹۸ خرداد، ۶، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                           پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                        - ماهنامه علمی

  
  سازی دامنه و مرزهای مساله با استفاده از نقاط گرهی گسسته )٢شکل 

  
  سازی روش  پیاده - ٣- ٢

ترین  و محاسبه ضرایب، از مهم Qمحاسبه فضای پوچ ماتریس 
، بیشترین زمان را در بر . این قسمت[9]های این روش است  قسمت
سازی شود. همچنین  دقت پیاده گیرد و بنابراین باید به می
مورد  Qتواند برای تولید ماتریس  های محاسبات موازی می روش

. با توجه به آنچه در بخش قبل گفته شد، [9]استفاده قرار گیرد
در فرآیند حل مورد نیاز است.  Qمعکوس و فضای پوچ ماتریس 

برای محاسبه این دو، استفاده از تجزیه مقدارهای  بهترین روش
  منفرد است:

)۲۲(  Q = UΣV∗ 
ماتریسی  Σفرد بوده و  منحصربه Vو  Uهای  که در آن ماتریس

  است: ௞ߪاست قطری که شامل مقادیر تکین 

=௞௞(Σ)  ݇بدون جمع روی   )۲۳(  ௞ߪ
معکوس  همچنین بالانویس * ترانهاده مزدوج ماتریس است.

  شود: تعریف می ۲۴صورت معادله  پنروز به - یافته مور تعمیم
)۲۴(  Qା = VΣାU∗ 

  شود: تعریف می ۲۵صورت معادله  به Σାکه در آن ماتریس قطری 

)۲۵(  (Σା)௞௞ = ൜ߪ௞ି ଵ   ߪ௞ ≠ ௞ߪ        00 = 0 

ابر با صفر دارند، شامل مقادیر تکین که مقداری بر Vهایی از  ستون
اثری ندارند. بنابراین با محاسبه مقدار تجزیه  Qାدر ساخت ماتریس

، هم ماتریس معکوس و هم ماتریس Qمقادیر تکین ماتریس 
  آید. فضای پوچ به دست می

  یافته گام حل به روش توابع پایه نمایی تعمیم به مراحل گام - ٤- ٢
صورت خلاصه  یافته به مراحل حل به روش توابع پایه نمایی تعمیم

  :[9]صورت زیر است برای یک مثال خطی به
  ۱۳با استفاده از معادله  Qتولید ماتریس  -۱
   Qمحاسبه تجزیه مقادیر تکین ماتریس  -۲
   ۲۱از معادله  dکمک محاسبه  به ۱۵از معادله  c௛محاسبه  -۳
  .uمحاسبه جواب نهایی  -۴

  

  معادلات حاکم - ۳
ان سیال شامل معادلات پیوستگی (بقای معادلات حاکم بر جری

جرم) و تعادل دینامیک (بقای اندازه حرکت) است. در روش حاضر، 
ناپذیر و غیرلزج در قالب  این معادلات برای سیال نیوتنی، تراکم

 لاگرانژی مورد بررسی قرار گرفته است.
  معادله پیوستگی (بقای جرم) - ۱- ۳

  شود: زیر نوشته میصورت  معادله بقای جرم در حالت کلی به

ݐܦߩܦ  )۲۶( + ∇ߩ ⋅ V = 0 

مشتق کامل یا مادی متغیر  ஽ఘ஽௧چگالی سیال،  ߩکه در رابطه فوق، 

ناپذیری به  اپراتور گرادیان است. شرط تراکم ∇بردار سرعت و  V، ߩ
஽ఘ஽௧کند، یعنی  این معناست که چگالی سیال تغییر نمی = است.  0

تی که چگالی سیال در طول حرکت ثابت باشد، در نتیجه، در صور
  آید: صورت زیر در می به ۲۶معادله 

)۲۷(  ∇ ⋅ V = 0 
  )(بقای اندازه حرکت معادله تعادل دینامیک - ۲- ۳

صورت  معادله بقای اندازه حرکت در حالت کلی و در فرم لاگرانژی به
 شود: زیر نوشته می

ߩ )۲۸( ݐܦVܦ = ݌∇− + ଶV∇ߤ + 3ߤ ∇(∇ ⋅ V)+  gߩ
V ،۲۸در رابطه  = ቄݒݑቅ  ،سرعت سیالg = ൜ 0−݃ൠ  ،݌شتاب ثقل 
ناپذیر با  لزجت دینامیک سیال است. برای سیال تراکم ߤفشار و 

  توان نوشت: می ۲۸توجه به رابطه 

ߩ  )۲۹( ݐܦVܦ = ݌∇− + ଶV∇ߤ +  gߩ
ߤ)لزج   و برای سیال غیر ⟶ ی  شده شکل ساده به ۲۵، معادله (0

  شود (معادله حرکت اویلر): ه میزیر نوشت

ߩ  )۳۰( ݐܦVܦ = ݌∇− +  gߩ
 توان نوشت: می ۳۰با ضرب داخلی اپراتور گرادیان در دو طرف رابطه 

ߩ  )۳۱( ݐܦܦ (∇ ⋅ V) = −∇ଶ݌ 

=ଶ∇اپراتور  ،۳۱که در رابطه  డమడ௫మ + డమడ௬మ  لاپلاسین است. برای
  توان نوشت: می ۲۷با توجه به رابطه سیال تراکم ناپذیر، 

)۳۲(  ∇ଶ݌ = 0 
صورت زیر نوشته  بنابراین، در نهایت مجموعه معادلات حاکم به

  :[11]شود می
)۳۳(  ∇ଶ݌ = 0 
ߩ  )۳۴( ݐܦVܦ = ݌∇− +  gߩ
  شرایط مرزی - ۳- ۳

شود. حال اگر  در اینجا شرایط مرزی مساله، براساس فشار بیان می
  در نظر گرفته شود:صورت زیر  فشار به

݌  )۳۵( = ு݌ −  ݕ݃ߩ
با قراردادن فشار کل از  مولفه قائم مختصات است. ،ݕ، ۳۵در رابطه 

صورت زیر بازنویسی  ، این روابط به۳۴و  ۳۳در معادلات  ۳۵رابطه 
  شوند: می

)۳۶(  ∇ଶ݌ு = 0 
ߩ  )۳۷( ݐܦ܄ܦ =  ு݌∇−

باید در تمام ناحیه حل و از  ۳۷ه بنابراین، با توجه به آنکه معادل
بردار یکه عمود  ݊مرزها برقرار باشد و با فرض آنکه جمله روی 

باشد،  Γ௦های صلب  (نرمال خارجی) بر مرز سیال در تماس با دیواره
  توان نوشت: می

n୘aߩ  )۳۸( = −n୘∇݌ு ⟹ ு߲݊݌߲ ฬ୻ೄ=  n୘a|୻ೄߩ−
شرط مرزی معادله روی مرزهای نفوذناپذیر در تماس با  ،۳۸رابطه 

صلب در تماس با سیال خواهد   شتاب سازه aسیال است و بردار 
طور کامل اتفاق  بود. در این مرزها، لغزش سیال نسبت به دیواره به

شود. این حالت  افتد و به همین سبب مرز لغزشی نیز نامیده می می
ملاً منطبق است. مرزهای مورد نظر در بودن سیال کا با فرض غیرلزج



D

N
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صورت  به Γ୊اند. شرط مرزی روی سطح آزاد  نشان داده شده ۳شکل 
  شود: زیر در نظر گرفته می

୻ಷ|݌  )۳۹( = 0 
  توان نوشت: می ۳۵که با توجه به رابطه 

ு|୻ಷ݌  )۴۰( =  ୻ಷ|ݕ݃ߩ
 ۳۶رت حل معادله لاپلاس شود، در صو همان گونه که ملاحظه می

فشار در  ،۳۵و با درنظرگرفتن رابطه  ۴۰و  ۳۸همراه با شرایط مرزی 
شود، سپس با  یک لحظه و یک هندسه مشخص محاسبه می

  . [11]آید شتاب لاگرانژی به دست می ،۳۷استفاده از رابطه 
  

  
  های صلب شده توسط دیواره مرزهای سیال احاطه )٣شکل 

  
  یافته تعمیم نمایی پایه توابع روش به فشار پلاسلا معادله حل - ۴

  :۳۶ابتدا با درنظرگرفتن معادله 
)۴۱(  ∇ଶ݌ு = 0 
  توان نوشت: می

)۴۲(  

ு̂݌ = ෍ ܿ௜݁ఈ೔௫ାఉ೔௬௞
௜ୀଵ  

⟹ ܪ̂݌2∇ = ෍ 2݅݇ߙ)݅ܿ
݅=1 +  ݕ݅ߚ+ݔ݅ߙ݁(2݅ߚ

یا  Ωمختصات یک نقطه عمومی در دامنه  ݕو  ݔه فوق، در رابط
 ௜ܿاعداد حقیقی هستند و ضرایب  ௜ߚو  ௜ߙاست و  Γروی مرز 

شوند که شرایط مرزی ارضا شود. برای محاسبه  چنان تعیین می
 Ωنقطه در دامنه  ݊و تعداد  Γنقطه روی مرز  ݉تعداد  ௜ܿضرایب 

نقطه  ݏنقطه روی مرز، تعداد  ݉د. از تعداد شو در نظر گرفته می
݌شود و  سیال در نظر گرفته می Γிروی سطح آزاد  = ݉ −  ݏ

 Γ௦نقطه بر دیگر مرزها که فصل مشترک سیال و سازه صلب است، 
  . )۴(شکل  خواهد بود

شود. برای  استفاده می ۱۲از رابطه  ௜ܿ برای محاسبه ضرایب
، باید عضوی از فضای پوچ ௛܋یربدیهی، آوردن حلی غ دست به

صورت  به ௛ࢉ)؛ در این صورت ضرایب ۱۴باشد (رابطه  ۿماتریس 
  شود: زیر نوشته می

௛܋  )۴۳( = ෍ ௜௕ܑ݀ܜ
௜ୀଵ =  ܌܂

  صورت زیر خواهد بود: که شکل باز آن به

)۴۴(  

൦ܿଵܿଶ⋮ܿ௞൪
௞×ଵ

= ێێۏ
ଶଵݐଵଵݐۍ ଶଶݐଵଶݐ ⋯⋯ ⋮ଶ௕ݐଵ௕ݐ ⋮ ⋱ ௞ଵݐ⋮ ௞ଶݐ ⋯ ۑۑے௞௕ݐ

ې
௞∗௕

൦݀ଵ݀ଶ⋮݀௕൪
௕×ଵ

 

از ارضای شرایط مرزی  ௜݀آوردن ضرایب مجهول  دست حال برای به
شود.  اده میاستف ۱۹برای این منظور از رابطه  شود. استفاده می

در  ۴۱، مقادیر شرایط مرزی معادله ۱۹در رابطه  ܏های بردار  درایه
درایه اول این بردار،  ݌لحظه و هندسه مورد نظر است. بنابراین در 

شود که این مقادیر  قرار داده می ۳۸، مقادیر رابطه Γ௦مربوط به 
طه براساس شتاب سازه صلب در تماس با سیال در نقطه مرزی مربو

، Γிنقطه باقیمانده، مربوط به سطح آزاد  ݏشود. در  محاسبه می
  توان نوشت: گیرد. بر این اساس می قرار می ۴۰مقادیر مرزی از رابطه 

܏  )۴۵( =
ێێۏ
ێێێ
ۍێێ (௫೘,௬೘)|ݕ݃ߩ⋮(௫೘షೞశభ,௬೘షೞశభ)|ݕ݃ߩ⋮(௫೘షೞ,௬೘షೞ)|܉୘ܖߩ−⋮(௫మ,௬మ)|܉୘ܖߩ−(௫భ,௬భ)|܉୘ܖߩ− ۑۑے

ۑۑۑ
ېۑۑ

௠×ଵ

 

  تر زیر نوشت: شکل ساده توان به رابطه فوق را می

܏  )۴۶( =
ێێۏ
ێێێ
ێێێ
ۍ ௫ܽ௫݊)ߩ− + ݊௬ܽ௬)ห(௫భ,௬భ)−ߩ(݊௫ܽ௫ + ݊௬ܽ௬)ห(௫మ,௬మ)⋮−ߩ(݊௫ܽ௫ + ݊௬ܽ௬)ห(௫೘షೞ,௬೘షೞ)⋮ݕ݃ߩ|(௫೘షೞశభ,௬೘షೞశభ)⋮ݕ݃ߩ|(௫೘,௬೘) ۑۑے

ۑۑۑ
ۑۑۑ
ې

௠×ଵ

 

براساس شرایط مرزی موجود در هر یک از نقاط مرزی یا  ۾ماتریس 
بنابراین  د.شو تعریف می ܏های بردار  به عبارت دیگر، براساس درایه

در آن نقطه محاسبه شود. در ݅ام پایه  డడ௡د بای Γ௦به  در نقاط مربوط
در آن نقطه محاسبه و در درایه  ݅امنیز مقدار پایه  Γிنقاط مربوط به 

شود. بنابراین، با توجه به  قرار داده می ۾نظیرش در ماتریس 
 = ۾  توان نوشت: شده می توضیحات ارایه

)٤٧
(  

ێێۏ
ێێێ
ێێێ
ۍێ ߲݁ఈభ௫భା௬భఉభ߲݊ … ߲݁ఈೖ௫భା௬భఉೖ߲߲݊݁ఈభ௫మା௬మఉభ߲݊ … ߲݁ఈೖ௫మା௬మఉೖ߲݊⋮ ⋱ ⋮߲݁ఈభ௫೘షೞା௬೘షೞఉభ߲݊ … ߲݁ఈೖ௫೘షೞା௬೘షೞఉೖ߲݊݁ఈభ௫೘షೞశభା௬೘షೞశభఉభ … ݁ఈೖ௫೘షೞశభା௬೘షೞశభఉೖ⋮ ⋱ ⋮݁ఈభ௫೘ା௬೘ఉభ … ݁ఈೖ௫೘ା௬೘ఉೖ ے

  ې

استفاده  ۲۱عادله از م dحال برای تعیین ماتریس مجهولات 
 c௛، ماتریس ضرایب dشدن ماتریس مجهولات  با معلومشود.  می
  آید: صورت زیر به دست می به
)۴۸(  c௛ = Td 

و بنابراین، ماتریس ضرایب  d آوردن ماتریس مجهولات دست با به c௛  ̂݌تابع مجهولு  در هر جای دامنه قابل محاسبه خواهد بود و
  امل خواهد بود.ک ۴۱ حل معادله

   ࢏ࢼ و ࢏ࢻ نحوه انتخاب ضرایب - ۱- ۴
در تحقیق حاضر، براساس تجربه مسایل مختلف، محدوده مناسب 

  شود: صورت زیر پیشنهاد می های حل به ضرایب پایه

n

n

n

Free surface (F)

Slip impermeable boundary (S)



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــرشیدی و همکاران ــــــــــــــــــــــــــــــحمیدرضا  ۱۴۰۲
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)۴۹(  α , ߚ ∈ ൤− 0.2max (݈ଵ, ݈ଶ) , 0.2max (݈ଵ, ݈ଶ)൨ 

های  فواصل نقاط در دو جهت هستند. پایه ଶ݈و  ଵ݈ که در این رابطه
حل نیز به تعداد مورد نیاز با رعایت حدود فوق، قابل تولید خواهند 

  .[12]بود
  

  
  شده روی مرزها و داخل دامنه نقاط درنظرگرفته )٤ شکل

  
  سازی هندسه الگوریتم لاگرانژی حل و بهنگام - ۵

 [12]ک مرجعشود که در ی در این قسمت الگوریتم زمانی بیان می
ارایه شده است. برای این منظور، ابتدا هندسه اولیه مساله مورد 

سازی   شود و دامنه حل و مرزها به نقطه گسسته نظر تعریف می
 ݐ∆های زمانی کوچک  پس از تقسیم کل زمان حل به بازه شوند. می

شود. اگر فرض شود  دو مرتبه حل می ۳۷زمانی، معادله در هر گام 
௡ାଵݐ) ݊ام اضر، حل مساله در گامکه در حال ح − است،  (௡ݐ

 V௡صورت  به ௡ݐسرعت سیال در ابتدای این گام زمانی، لحظه 
در هندسه  و ௡ݐشود. ابتدا شرایط مرزی در لحظه  نشان داده می

  شود: محاسبه می ۴۵، با استفاده از رابطه ௡ݔموجود در این لحظه، 
)۵۰(  g௡ = g(ݐ௡,  (௡ݔ

، محاسبه و ௡ݔو هندسه ௡ݐ، نیز در لحظه Tو  P ،Qماتریس 
  شوند: صورت زیر بیان می به
)۵۱(  P௡ = P(ݐ௡,  (௡ݔ
)۵۲(  Q௡ = Q(ݐ௡,  (௡ݔ
)۵۳(  T௡ = T(ݐ௡,  (௡ݔ

 شود: یصورت زیر در نظر گرفته م به ۴۱در این صورت، پاسخ معادله 
ு̂݌  )۵۴( ௡ = ෍ ܿ௜௡݁ఈ೔௫(೙)ାఉ೔௬(೙)௞

௜ୀଵ  

  صورت زیر خواهند بود: به ௜௡ܿو ضرایب 
)۵۵(  ܿ௜௡ = T௡d௡ 

  شود: محاسبه می ۲۱ با استفاده از رابطه d௡ و ضرایب
)۵۶(  d௡ = (P௡T௡)ାg௡ 

، ݊ام بنابراین حل معادله لاپلاس فشار در ابتدای گام زمانی
، اگر شتاب ۳۷کامل خواهد بود. حال با توجه به رابطه  ௡ݐلحظه

   توان نوشت: نشان داده شود، می aبا  ஽୚஽௧لاگرانژی 

)۵۷(  a = − ߩ1  ு̂݌∇

صورت  به ௡ݐلحظه و  ௡ݔو بنابراین شتاب نقاط مرزی در موقعیت 
  شود:  زیر نوشته می

)۵۸(  a௡ = a௡(ݐ௡, (௡ݔ = − ߩ1 ෍ ܿ௜ ௡ ቂߙ௜ߚ௜ ቃ ݁ఈ೔௫ାఉ೔௬ 

آوردن مقادیر عددی شتاب در تمام درجات آزادی  دست پس از به
ده از ، سرعت نقاط با استفاa௡دامنه و مرزها و قراردادن آنها در بردار 

  شود: رابطه زیر بهنگام می
)۵۹(  V෩௡ାଵ = V௡ + a௡Δݐ 

در واقع سرعت در انتهای گام زمانی است.  V෩௡ାଵرابطه فوق، در 
  شوند: جا می حال با استفاده از رابطه زیر، نقاط گرهی مرزها جابه

)۶۰(  x෤௡ାଵ = x௡ + V෩௡ାଵΔݐ 
 x෤௡ାଵنهایی حاصل خواهد شد.  به این ترتیب تقریبی از هندسه

ای واسطه است و از این هندسه برای محاسبه سرعت در  هندسه
انتهای بازه زمانی استفاده خواهد شد. سپس هندسه نهایی در این 

با استفاده از  V෩௡ାଵحال مقادیر  شود. گام زمانی محاسبه می
، بیان و صورت یک تابع تحلیلی های نمایی قبلی مجدداً به پایه

   شود: صورت زیر برآورد می به x෤௡ାଵسپس در هندسه 
)۶۱(  V௡ାଵ = V෩௡ାଵ(x෤௡ାଵ) 

شود. سپس  عنوان سرعت اولیه گام بعدی ذخیره می این سرعت به
 شود: هندسه نهایی توسط رابطه زیر محاسبه می

)۶۲(  x௡ାଵ = x௡ + (V௡(1 − (ߛ + V௡ାଵߛ)Δݐ 
0در محدوده  ߛفوق، پارامتر تطبیقی  در رابطه ≤ ߛ ≤ قابل  1

ߛ استفاده خواهد بود. = زمانی کاملاً ضمنی را یک الگوریتم  1
بر پایداری حل و تغییر حجم سیال در طول  ߛدهد. مقدار  نتیجه می

ر تغییر ترین مقدار آن از نظ حل اثر دارد و در این تحقیق، بهینه
  حجم به دست آمده است.

  مراحل حل خلاصه - ۱- ۵
 شود: صورت زیر بیان می خلاصه مراحل حل به

݊مقداردهی اولیه مساله با استفاده از شرایط اولیه در گام  -۱ = ۰ 
ݐو در لحظه  = اولیه و سرعت اولیه در صورت  هندسهشامل  ۰

  وجود
 ௡ݐو در لحظه  ௡ݔمحاسبه شرایط مرزی مساله در هندسه فعلی  -۲

  ۵۰توسط 
ها و سطح  ه لاپلاس فشار با شرایط مرزی روی دیوارهحل معادل -۳

و محاسبه شتاب با  ௡ݐو در لحظه  ௡ݔمربوط به هندسه آزاد 
  ۵۸استفاده از رابطه 

  ۵۹سازی سرعت نقاط با استفاده از رابطه  بهنگام -۴
ای) با استفاده از  سازی هندسه (مختصات نقاط گره بهنگام -۵

  ۶۰حله قبل، با استفاده از رابطه شده در مر سرعت محاسبه
و محاسبه سرعت در  ௡ݔروی هندسه  V෩௡ାଵیابی سرعت  درون - ۶

عنوان  شود. این سرعت به بیان می V௡ାଵکه با  ෤௡ାଵݔهندسه 
  شود. سرعت اولیه گام بعدی ذخیره می

ای) با استفاده  نقاط گره سازی نهایی هندسه (مختصات بهنگام -۷
  عنوان هندسه اولیه گام بعدی و ذخیره آن به ۶۲رابطه از 
  رفتن به گام دو و تکرار تا پایان حل. -۸

  
  بندی فشار سازی سیال دارای سطح آزاد بر مبنای فرمول شبیه - ۶

شده با روش ذکرشده در قسمت قبل  در این قسمت، مسایل حل
شده، مخازن مستطیلی با ابعاد مختلف  شود. مخازن حل بیان می

صورت سینوسی و کسینوسی قرار  هستند که تحت تحریک افقی به
های متفاوت عددی، تحلیلی  اند و در مراجع مختلف با روش گرفته

  اند و نتایج آنها ارایه شده است. یا آزمایشگاهی حل شده
 تحریک تحت متر۱/۰ (h)عمق  متر و۸/۰ (L)طول  به مخزن - ۱- ۶

 مرزی المان روش با مقایسه، افقی
توان از لزجت آن  جه به اینکه سیال مورد نظر آب است، میبا تو
ߩچگالی آب در محاسبات برابر  نظر کرد.  صرف = ۱g/ܿ݉3  و

݃شتاب ثقل  = شود. اولین فرکانس  منظور می ଶݏ/۹۸۱ܿ݉
طبیعی مخزن مستطیلی با استفاده از تئوری موج خطی، از رابطه 

  :[13]زیر قابل محاسبه است



 ۱۴۰۳... سازی تلاطم سطحی سیال در مخازن مستطیلی تحت تحریک هارمونیک به روش بدون شبیهـــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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)۶۳(  ߱ଵ = ඨܮ݃ߨ tanh ܮℎߨ  
 ݃ارتفاع آب در حالت ساکن و  ℎطول مخزن،  ܮکه در رابطه فوق، 

شتاب ثقل است. برای مقایسه نتایج و امکان بررسی آنها، با توجه 
 (B)متر، عرض  سانتی۸۰ (L)، طول مخزن [13]به مرجع

شود و  متر در نظر گرفته می سانتی۱۰ (h)متر و عمق آب  سانتی۱/۱۴
رادیان بر ثانیه ۷۹/۳برابر  (ଵ߱)لذا اولین فرکانس طبیعی سیستم 

سازی عددی مساله برای فرکانس طبیعی، از  خواهد بود. برای مدل
پایه استفاده شده و سایر مشخصات  ۸۱نقطه گرهی و  ۲۵۲

آورده شده است. در این تحقیق، گام زمانی که  ۱در جدول   الگوریتم
برحسب ثانیه نشان  ݐΔشود، با  یف میدر ابتدای حل مساله تعر

  شود. داده می
  مخزن گاه تکیه هارمونیک تحریک - ۱- ۱- ۶

مخزن مورد مطالعه تحت تحریک افقی شتاب  ،۵با توجه به شکل 
  صورت زیر است: قرار گرفته و شتاب اعمالی به

)۶۴(  ሷܺ௚(t) =  (ݐ௙߱)௙߱௙ଶcosܣ
فرکانس  ௙߱جایی مخزن و  دامنه جابه ௙ܣکه در رابطه فوق، 

 ۴۵تحریک کف مخزن است. بنابراین شتاب نقاط مرزی در رابطه 
  صورت زیر خواهد بود: به

୻ೞ|܉  )۶۵( = ቊܽ௫|୻ೞܽ௬ห୻ೞቋ = ൜ܣ௙ ௙߱ଶcos(߱௙ݐ)0 ൠ 

  
، cm۸۰=Lبرای مخزن   لگوریتمشده در ا مقادیر متغیرهای استفاده )١جدول 

cm۱۰=h  ۷۹/۳ݏ/݀ܽݎ و=߱ଵ  ઢ࢚ ها محدوده پایه (ࢽ)  ها تعداد پایه  تعداد نقاط گرهی  
۰۱/۰  ۲۵۲  ۸۱  ۱  ۰۱۷/۰ ،۰۱۷/۰ -  
  

  مخزن مستطیلی تحت تحریک هارمونیک )٥ شکل
  
 پایه برش نیروی محاسبه - ۲- ۱- ۶

افتد، نیروی  اق میهنگامی که نوسانات سیال درون یک مخزن اتف
گیری فشار  ایجادشده در کف مخزن، با انتگرال  برش پایه

شود. در این باره  های مخزن محاسبه می هیدرودینامیک روی دیواره
کنند و این  باید توجه شود که مرزهای سیال در طول حل تغییر می

گیری مد نظر باشد. پس از محاسبه فشار  مساله مهم باید در انتگرال
دینامیک، مولفه فشار در راستای افق از رابطه زیر قابل هیدرو

  محاسبه است:
௫݌  )۶۶( =  ௫݊݌

مولفه افقی بردار واحد عمود بر مرز سیال  ௫݊که در رابطه فوق، 
صورت  است. در نهایت، نیروی برش پایه ایجادشده در کف مخزن به

  زیر خواهد بود:

௕ܨ  )۶۷( = න  ௫݀Γ௦݌

در حالتی که فرکانس تحریک با فرکانس طبیعی سیستم متفاوت 
ارایه  [13]باشد، برش پایه با استفاده از تئوری موج خطی در مرجع

علت اختلاف زیاد، با  شود و البته به شده است که در نتایج ارایه می
توان  منظور مقایسه می خطی قابل مقایسه نیست. اما به  حل غیر

ها  تفاده از فشار هیدرواستاتیک وارد بر دیوارهبرش پایه را با اس
  :صورت زیر نیز تقریب زد به

ത௕ܨ  )۶۸( = 2ܤ݃ߩ (ℎோଶ − ℎ௅ଶ) 
های  ترتیب، ارتفاع آب در دیواره به ℎ௅و  ℎோعرض مخزن و  ܤکه 

شده توسط رابطه فوق،  راست و چپ مخزن است. نیروی محاسبه
  شود. یک نامیده میبرش پایه هیدرواستات

 نتایج تایید و مقایسه - ٣- ١- ٦
با توجه به اینکه اولین فرکانس طبیعی مخزن مورد مطالعه برابر 

، ۹/۱های تحریک برابر  رادیان بر ثانیه بوده، حل برای فرکانس۷۹/۳
انجام شده است. بدین ترتیب، پدیده رادیان بر ثانیه ۳۸/۱۱و  ۷۹/۳

گیرد.  شتر آن مورد بررسی قرار میهای کمتر و بی تشدید و فرکانس
شده در  پارامترهای استفاده ،۱همانند جدول  ۳و  ۲های  جدول

رادیان بر ثانیه نشان ۳۸/۱۱و  ۹/۱الگوریتم را برای فرکانس تحریک 
متر  سانتی۰۴/۰در هر سه مورد برابر  ௙ܣدامنه تحریک  دهد. می

و تعداد (ثانیه)  ݐΔ =۰۰۱/۰برای هر سه حالت از  [13]است. در مرجع
   است. المان مربعی استفاده شده ۶۰۰

  
، cm۸۰=Lبرای مخزن   شده در الگوریتم مقادیر متغیرهای استفاده )٢جدول 

cm۱۰=h  ۹/۱ݏ/݀ܽݎ و=߱ଵ  ઢ࢚ ها محدوده پایه (ࢽ)  ها تعداد پایه  تعداد نقاط گرهی  
۰۱/۰  ۳۶۴  ۴۴۱  ۵/۰  ۰۲۲/۰ ،۰۲۲/۰-  
  

، cm۸۰=Lبرای مخزن   شده در الگوریتم تغیرهای استفادهمقادیر م )٣جدول 
cm۱۰=h  ۳۸/۱۱ݏ/݀ܽݎ و=߱ଵ  ઢ࢚ ها محدوده پایه (ࢽ)  ها تعداد پایه  تعداد نقاط گرهی  
۰۱/۰  ۹۰۲  ۱۳۶۷  ۱  ۱۱/۰ ،۱۱/۰ -  
  

نتایج ارتفاع موج در دیواره سمت راست، الف تا ج،  -۱در نمودار 
تغییر حجم  ،٣نمودار و   رش پایهنیروی ب الف تا ج، -۲نمودار 

. سیال در طول حل برای هر سه فرکانس تحریک ارایه شده است
شود و همان گونه که  خوبی مشاهده می به [13]تطابق نتایج با مرجع
بودن فرکانس تحریک و کمتربودن آن  علت کوچک مشخص است به

نسبت به فرکانس تشدید، برش پایه هیدرودینامیک و 
نیز  ۴ک تقریباً بر هم منطبق هستند. در نمودار هیدرواستاتی

های  همراه بردارهای سرعت سیال در زمان پروفیل سطح آزاد به
  شود. مختلف مشاهده می

، افقی تحریک تحت متر۵/۰عمق  و متر طول یک به مخزن - ۲- ۶
  تحلیلی حل با مقایسه

 [15]و همکاران ووو  [14]فالتینسنیک نمونه پاسخ تحلیلی توسط 
شده برای  سازی یه شده است. بر این اساس، پاسخ تحلیلی خطیارا

) در یک مخزن مستطیلی ۶در شکل  ηارتفاع موج روی سطح آزاد (
و  ଴ݔسینوسی با دامنه  در اثر تحریک افقی ℎو عمق  ܮبه طول 

௫ ،X(t)߱فرکانس  = ߟصورت  ، به(ݐ௫߱)଴ sinݔ = ଵߟ +  ଶߟ
  صورت زیر خواهد بود: به ଶߟو  ଵߟشود که  بیان می

  

  الف) -۶۹(
,ݔ)ଵߟ (ݐ ଴݃ݔ = ௫ଶ߱ݔ) + ෍ ஶ((ݔ௡݇)௡߱௫sinܥ

௡ୀଵ sin(߱௫ݐ) 

,ݔ)ଶߟ  ب) -۶۹( (ݐ = 

Horizontal harmonic excitation

x

y

Rigid walls
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− ଴݃ݔ ෍ ߱௡(ܥ௡ + ௡ஶܪ
௡ୀଵ /߱௫ଶ)sin(݇௡ݔ) sin(߱௡ݐ) 

صورتی که در ادامه آمده  شتاب ثقل بوده و دیگر پارامترها به ݃که 
  شوند: است، تعریف می

௡݇  الف) - ۷۰( = (2݊ − ܮߨ(1  
௡߱  ب) - ۷۰( = (݃݇௡tanh (݇௡ℎ))ଵଶ 
௡ܪ  ج) - ۷۰( = ߱௫ଷ ܮ4 (−1)௡ିଵ݇௡ଶ  

௡ܥ  د) - ۷۰( = ௡߱௡ଶܪ − ߱௫ଶ 

با توجه به مشخصات مساله و استفاده از تئوری موج خطی (رابطه 
رادیان بر ثانیه ۳۱۶۶/۵اولین فرکانس طبیعی سیستم برابر )، ۶۳

نظر  در ଴ݔ=h۰۰۱۸۶/۰صورت  خواهد بود. دامنه تحریک مخزن نیز به
های  گرفته شده است. در اینجا حل این مساله برای فرکانس ߱ଵ۹/۰=߱௫  ߱وଵ۹۹۹/۰=߱௫  انجام شده است و نتایج آن در ادامه

با  شود. لازم به ذکر بوده که در مراجع مختلف، از این مساله ذکر می
مشخصات برای اعتبارسنجی حل عددی استفاده شده است  همین
  مراجعه شود) [16]یزدی صباغو  گودرزیعنوان نمونه به مطالعه  (به

مورد استفاده در حل این مخزن با فرکانس  درجات آزادی ،۷شکل 
مقادیر  ،٥و  ٤های  دهد. جدول را نشان می ଵ۹/۰=߱௫߱تحریک 

های تحریک  شده را در الگوریتم برای فرکانس متغیرهای استفاده ߱ଵ۹/۰=߱௫  ߱وଵ۹۹۹/۰=߱௫  کنند. بیان می  
  

  الف    

 ب   

  ج    
، ب) ߱=۹/۱ݏ/݀ܽݎالف) ؛ مخزن ع موج در دیواره سمت راستارتفا )١نمودار   ߱=۳۸/۱۱ݏ/݀ܽݎ، ج) ߱=۷۹/۳ݏ/݀ܽݎ

  
    الف

  
  ب
  

  
 ج

/݀ܽݎ، ب) ߱=۹/۱ݏ/݀ܽݎ؛ الف) نیروی برش پایه در کف مخزن  )٢نمودار   ߱=۳۸/۱۱ݏ/݀ܽݎ، ج) ߱=۷۹/۳ݏ
  

  
  عددی ل حلتغییر حجم سیال در طو )۳نمودار 
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 الف 

 ب 

 ج 

 د 
پروفیل سطح آزاد مخزن بر اثر تحریک هارمونیک با فرکانس تحریک ) ٤نمودار    همراه میدان سرعت سیال  متفاوت به های زمان در ߱=۷۹/۳ݏ/݀ܽݎ

  

  
  مخزن مستطیلی تحت تحریک هارمونیک) ٦ شکل

  

  
برای  m۵/۰=h ، عمق آبm۱=Lنقاط گرهی مورد استفاده، طول مخزن  )٧ شکل

   ଵ۹/۰=߱௫߱ تحریک  فرکانس
  

، m۱=Lبرای مخزن   شده در الگوریتم مقادیر متغیرهای استفاده )٤جدول 
m۵/۰=h  ۹/۰ݏ/݀ܽݎ و=߱௫  ઢ࢚ ها محدوده پایه (ࢽ)  ها تعداد پایه  تعداد نقاط گرهی  
۰۳/۰  ۱۶۲  ۲۲۵  ۱  ۰۱۶/۰ ،۰۱۶/۰ -  
  

، m۱=Lبرای مخزن   شده در الگوریتم متغیرهای استفادهمقادیر  )٥جدول 
m۵/۰=h  ۹۹۹/۰ݏ/݀ܽݎ و=߱௫  ઢ࢚ ها محدوده پایه ࢽ  ها تعداد پایه  تعداد نقاط گرهی  
۰۱/۰  ۲۱۰  ۲۲۵  ۵۷/۰  ۰۱۶/۰ ،۰۱۶/۰ -  

مخزن در مقایسه با حل  ، ارتفاع موج در دیواره سمت چپ۵نمودار 
خوبی دیده  با حل تحلیلی به تحلیلی است که تطابق حل عددی

 دهد ، تغییر حجم سیال در طول حل را نشان می٦و نمودار  شود می
   .که با روش حاضر به دست آمده است

انجام  ଵ۹/۰=߱௫ ،߱ଵ۹۹۹/۰=߱௫߱های  برای فرکانسحل این مساله 
که قابل مشاهده بوده  پدیده ضربه ଵ۹/۰=߱௫߱شده است. در حالت 

خوبی توسط حل عددی حاصل شده است. پریود پدیده ضربه از  به
  :رابطه زیر قابل محاسبه است

)۷۱(  ୆ܶୣୟ୲୧୬୥ =  Δ߱ߨ2
است. بر این  ଵ߱، اختلاف فرکانس تحریک با Δ߱که منظور از 

شود  محاسبه می ثانیه۸۲/۱۱برابر  ୆ܶୣୟ୲୧୬୥اساس، برای حالت فوق 
  ).۸و  ۷ل مشاهده است (نمودارهای که در نتایج نیز قاب

  a 

 b  

  
، ب) ଵ۹/۰=߱௫߱الف) ؛ مخزن سمت چپ  ارتفاع موج در دیواره )٥نمودار  ߱ଵ۹۹۹/۰=߱௫  

  

  تغییر حجم سیال در طول حل عددی )٦نمودار 
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  ଵ۹/۰=߱௫߱ در حالت ارتفاع موج در دیواره سمت چپ مخزن، مشاهده پدیده ضربه )٧نمودار 

  
 الف

 ب

 
در ثانیه  ଵ۹۹۹/۰=߱௫߱پروفیل سطح آزاد و میدان سرعت در حالت  )٨نمودار 
نشان داده شده        و حل تحلیلی با     حل عددی روش حاضر با       ( دهم
  )است

  
 تحت متر سانتی۱۹۲/۰عمق  و متر سانتی۹۶/۰طول  به مخزن - ۳- ۶

  آزمایشگاهی: نتایج با مقایسه، قیاف تحریک
ها استفاده شده،  آزمایشی که از نتایج آن برای بررسی صحت پاسخ

شناسی و مهندسی زلزله واقع در  المللی زلزله در پژوهشگاه بین
منتشر شده است. موردی که در  [16]ای تهران، انجام و در مطالعه

ل طو، مخزن به شود سازی آن پرداخته می اینجا به شبیه
است. تحریک مخزن  متر سانتی۱۹۲/۰عمق  و متر سانتی۹۶/۰
است. فرکانس  متر٠٠٥/٠جایی  صورت سینوسی با دامنه جابه به

یک مورد از  ،۶تحریک نیز شامل حالات مختلف بوده که در جدول 
نیز تعداد درجات آزادی و  ۷آن حالات نشان داده شده است. جدول 

ا برای حل عددی نشان ها و سایر مشخصات الگوریتم ر پایه
دهد. لازم به ذکر است که روش توابع پایه نمایی، توانایی حل  می

  های بزرگ را ندارد. جایی این مثال و مسایل با جابه
  

 ૚࣓/࣓࢞ (࢙/ࢊࢇ࢘)࣓࢞ (࢙/ࢊࢇ࢘)૚࣓ (࢓)ࢎ (࢓)ࡸ پارامترهای آزمایش و حل عددی )٦جدول 
۹۶/۰ ۱۹۲/۰ ۲۲۸/۴ ۳۸۷/۴  ۰۳۸/۱ 
  

برای   ها و مقادیر سایر پارامترها در الگوریتم تعداد درجات آزادی، پایه )٧جدول 
૚࣓/࣓࢞  حل عددی  ઢ࢚ ها محدوده پایه (ࢽ)  ها تعداد پایه  تعداد نقاط گرهی  

۰۳۸/۱  ۰۱/۰ ۱۹۸  ۷۸۴  ۴/۰ ۰۱۱/۰ ،۰۱۱/۰-  
  

سه با حل ، نتایج حاصل از حل عددی را در مقای۱۰و  ۹نمودارهای 
تحلیلی و نتایج آزمایشگاهی برای ارتفاع یک نقطه از موج در مرکز 

نیز نتیجه تغییر حجم  ۱۱دهد. نمودار  یا سمت چپ مخزن نشان می
، پروفیل ۱۲دهد. در نمودار  سیال را در طول حل عددی ارایه می

نیز  ۱۳همراه بردارهای سرعت، ارایه و در نمودار  سطح آزاد به
اد، در یک لحظه، در مقایسه با نتایج روش عددی وضعیت سطح آز

  نشان داده شده است. [16]و کار آزمایشگاهی در مرجع
  

  
)  ଵ۰۳۸/۱=߱௫߱ارتفاع موج در مرکز مخزن در مقایسه با حل تحلیلی ( )٩نمودار 

  

ارتفاع موج در سمت چپ مخزن در مقایسه با نتایج آزمایشگاهی و  )١٠نمودار 
  ଵ۰۳۸/۱=߱௫߱لیلی حل تح

  

 
  تغییر حجم سیال در طول حل عددی  )١١نمودار 
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 b 
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  d 
 

 پروفیل سطح آزاد مخزن بر اثر تحریک هارمونیک با فرکانس تحریک )١٢نمودار 
 ࣓࢞=૚۰۳۸/۱࣓ همراه میدان سرعت سیال متفاوت به های در زمان

  
 الف

  
  ب

  
  ج

  
وضعیت سطح آزاد در مقایسه با نتایج حل عددی و آزمایشگاهی  )١٣مودار ن

  ࣓࢞)=۰۳۸/۱(૚࣓ ۶۰/۱۱، ج) ۷۲/۱۱ثانیه، ب) ۶۹/۱۱الف) ؛ و روش حاضر [16]مرجع
  
  گیری نتیجه - ۷

یافته برای حل  در این تحقیق، روش توابع پایه نمایی تعمیم
لاطم سطحی سیال سازی عددی پدیده ت معادلات سیال برای شبیه

با رویکرد لاگرانژی به کار گرفته شد و معادلات حاکم بر سیال، 
شرایط مرزی و همچنین الگوریتم حل با روش عددی مورد نظر، 
برای حل معادله لاپلاس فشار، مورد بررسی قرار گرفت. از آنجایی که 
برای بررسی مسایل با سطح آزاد، نیاز به حل در زمان است، بنابراین، 

لگوریتم زمانی برای روش عددی حاضر توسعه داده شد. نتایج ا

آمده حاصل از این تحقیق، تطابق بسیار خوب و قابل قبولی  دست به
های عددی، تحلیلی و  آمده از دیگر روش دست با نتایج به

لحاظ دقت  دهند که به دهد. نتایج نشان می آزمایشگاهی نشان می
حالت دوبُعدی، در مقایسه حل مساله و صرف وقت، روش حاضر در 

این های لاگرانژی موجود، بسیار در خور توجه است و  با دیگر روش
ای بزرگ ه جایی مسایل با جابهسازی  شبیه منظور به دتوان می روش

 استفاده شود. 
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