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Determination of Young’s Modulus by Finite Element Model 
Updating

[1] Young modulus measurement by ultrasonic method [2] Young’s modulus determination 
via simple, inexpensive static and dynamic measurements [3] Comparison of static and 
dynamic methods for measuring stiffness of high modulus steels and metal composites [4] 
An undergraduate experiment on the vibration of a cantilever and its application to the 
determination of Young’s modulus [5] Method for determination of the dynamic elastic 
modulus for composite materials [6] Dynamic and Static Moduli [7] Experimental 
investigation of the dynamic elastic modulus and vibration damping in MoSi2-30%Si3N4 as 
a function of temperature [8] The modelling and determination of dynamic elastic modulus 
of magnesium based metal matrix composites [9] The elastic constants measurement of 
metal alloy by using ultrasonic nondestructive method at different temperature [10] 
Determination of Young’s modulus by studying the flexural vibrations of a bar: Experimental 
and theoretical approaches [11] Model Updating In Structural Dynamics: A Survey [12] A 
model updating method for hybrid composite/aluminum bolted joints using modal test 
data [13] Structural sensitivity analysis and optimization 1: Linear systems [14] Design 
sensitivity analysis: Overview and review [15] Design sensitivity analysis of structural 
systems ... [16] The sensitivity method in finite element model updating: A tutorial [17] 
Applied numerical linear algebra [18] Aluminum 7075-T6, 7075-T651 [19] Modal testing: 
Theory, practice and application [20] ISO 2954: 2012: Mechanical vibration of rotating and 
reciprocating machinery -- requirements for instruments for measuring vibration severity 
[21] ASTM E1876-01: Standard test method for dynamic Young’s modulus, shear modulus, 
and Poisson’s ratio by impulse excitation of vibration [22] Dynamics of transversely 
vibrating beams using four engineering theories

In this paper, a new method for determining the Young’s modulus of structural elements, 
using the finite element model updating approach, is presented. The model updating is 
the correction of the numerical model of a structure based on measured data from the real 
structure. Therefore, after introducing a case study of an aluminum alloy (7075-T651) 
beam, the frequency of bending vibrations of the case study was measured, using frequency 
response functions derived from the modal test. Then, Young’s modulus for the case study 
was calculated, using the relationships in the ASTM E 1876-01standard and also the analytical 
relations governing Euler–Bernoulli beam behavior. The results of the model updating method 
indicate that there is a very good adaptation with the results of the two recent approaches, 
the Standard and Euler–Bernoulli beam relations. As a result, this method can be developed 
with good precision to identify the Young’s modulus in structural elements with more complex 
shapes, where the relations derived from the aforementioned standard and analytical relations 
are not efficient due to geometric constraints.
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  چکيده
 های المان در یانگ دقیق مدول تعیین برای یک روش تجربی ،مقاله این در

. است شده ارایه محدود المان مدل روزرسانی به رویکرد از استفاده با ای سازه
 های داده با استفاده از سازه یک عددی مدل تصحیح از مدل عبارت روزرسانی به

 مورد نمونه معرفی از پس راستا این واقعی است. در سازه از شده گیری اندازه
 های فرکانس بوده، T651-7075 آلیاژ با آلومینیومی تیر یک که تحقیق

و با استفاده از روابط  شده گیری اندازه مودال آزمون با آن خمشی ارتعاشات
 نمونه یانگ مدول ادامه، در استخراج شده است. یانگروزرسانی مدل، مدول  به

 و ASTM E1876-01 استاندارد در موجود روابط از استفاده با مطالعه مورد
 محاسبه نیز برنولی - اویلر تیر رفتار بر حاکم تحلیلی روابط از استفاده با همچنین

 انطباق که است آن از حاکی مدل روزرسانی به روش از حاصل نتایج. است شده
 روابط و ASTM استاندارد یعنی اخیر رویکرد دو از حاصل نتایج با خوبی بسیار
 برای خوبی دقت با توان می را روش این نتیجه در. دارد وجود برنولی - اویلر تیر

 که داد توسعه تر پیچیده های شکل با ای سازه های المان در یانگ مدول شناسایی
 های  محدودیت دلیل به تحلیلی روابط و الذکر فوق استاندارد از حاصل روابط
  .ندارند کارآیی آنجا در هندسی
 -لریاو ری، تASTMمدل، استاندارد  یروزرسان تست مودال، به انگ،یمدول  ها: کلیدواژه
  یبرنول
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  مقدمه  - ۱

رفتار یک قطعه در برابر نیروهای وارده بر آن به خواص مکانیکی 
یکی از خواص مکانیکی اصلی در  یانگماده بستگی دارد. مدول 

اجسام جامد بوده و بیانگر مقاومت ماده در برابر کشش یا خمش 
کاربرد یک قطعه، دارای است. شناسایی کامل این خاصیت پیش از 

های تجربی زیادی برای تعیین  روش اهمیت حیاتی بوده و بنابراین
توان به دو گروه  ها را می . این روش[1]آن توسعه یافته است

های استاتیک  . روش[2]های استاتیک و دینامیک تقسیم کرد روش
های مکانیکی نظیر  تنش و کرنش در طی تست  گیری براساس اندازه

تست استاندارد کشش، تست خمش چهار نقطه و غیره هستند. 
% از ۴۰استاتیک، نمونه باید تا حدود  یانگبرای محاسبه مدول 

گیری  مقاومت ماده بارگذاری شود تا تغییر شکل قابل اندازه
از روی شیب ناحیه خطی  یانگمطمئنی حاصل شود. سپس مدول 

مدول  یرمقاد ها تا مدت. [3]شود یکرنش محاسبه م -منحنی تنش
در . [4]شدند یاستاتیک استخراج م های روشاز  با استفاده یانگ

 یک یاآکوست - یسکوو های با استفاده از روشادامه، این مقادیر 
  . [8-5]شدند یم یریگ اندازه فراصوتی
هایی نظیر  های استاتیک مزیت روش های دینامیک نسبت به روش

های متغیر  ابعاد و اندازه هایی با استفاده از نمونهدقت بهتر، قابلیت 
گیری در دماهای مختلف دارند. همچنین این  و قابلیت اندازه

تواند برای همان نمونه  گیری می مخرب هستند و اندازه ها غیر روش
توان به دو گروه عمده  های دینامیک را می تکرار شود. روش

های فراصوتی بر پایه  روشبندی کرد.  فراصوتی و تشدید دسته

هستند. با دانستن امواج از جامدات استوار  گیری زمان گذر اندازه
توان مدول آن را محاسبه  زمانِ گذر امواج، ابعاد و چگالی نمونه، می

گیری  کرد. این روش علاوه بر دقت، دارای مزایایی نظیر سرعت اندازه
گیری  ایه اندازههای تشدید بر پ . روش[9]و قابلیت اطمینان بالا است

فرکانس تشدید هستند. یعنی با دانستن فرکانس ارتعاشات آزاد 
توان مدول آن را  یک جسم با هندسه معین، ابعاد و چگالی، می

  . [10]محاسبه کرد
روزرسانی  با استفاده از فرآیند به یانگدر این مقاله شناسایی مدول 

عه قرار مدل المان محدود که یک روش معکوس بوده، مورد مطال
و روابط تیر  ASTMگرفته و نتیجه، با نتایج حاصل از استاندارد 

  برنولی مقایسه شده است. -اویلر
  
  روزرسانی مدل بر پایه تحلیل حساسیت معکوس معادلات به - ۲
رویکردی موثر در توسعه یک مدل دینامیک  مدل"، روزرسانی به"

رود. وجود  میای معتبر مبتنی بر روش اجزای محدود به شمار  سازه
سازی یک سیستم مکانیکی  های متعدد در فرآیند مدل عدم قطعیت

سازی شرایط مرزی، خواص  های مربوط به مدل اعم از تقریب
سازی اتصالات و غیره موجب شده، محققان  مکانیکی مواد، مدل

هایی را برای رفع این عوامل توسعه دهند که از آن جمله  روش
های  کمک داده روزرسانی مدل اجزای محدود به "بهتوان به روش  می

ترین تعریف  ترین و عمومی تست مودال" اشاره نمود. بنابراین ساده
روزرسانی مدل" عبارت است از "تنظیم مدل تئوری براساس  برای "به

کردن اختلافات بین رفتار تئوری   منظور کمینه نتایج تست مودال به
ای برای تعیین  رویه مزبور رویکرد واقع در .[11]و تجربی سازه" 

طوری که مدل پس  مقادیر صحیح پارامترهای مدل تحلیلی است، به
شده از سازه  از آن بتواند با دقت قابل قبولی رفتار دینامیک مشاهده

  .[12]سازی کند واقعی را شبیه
 دسته دو به حالت ترین کلی در روزرسانی مدل به های  روش
 دسته در. شوند می تقسیم فرکانس حوزه و زمان حوزه های روش
 شتاب و سرعت جایی، جابه نظیر زمان حوزه در  سازه پاسخ اول،

. است نیافته عمومیت چندان ها روش این. شود می بازتولید
 دسته یک. شوند می تقسیم دسته دو به فرکانس حوزه های روش

 مودال های داده از دیگر  دسته و فرکانسی پاسخ توابع از مستقیماً 
 توان می را اخیر دسته. کنند می استفاده طبیعی های فرکانس نظیر

 های روش. [12]نمود تقسیم مدرن و کلاسیک های به روش
  .شوند می تقسیم تکراری و مستقیم دسته دو به نیز کلاسیک
 جمله از ها سازه طراحی از مختلفی های جنبه حساسیت در تحلیل
 ها، سازه طراحی در. [15-13]دارد فراوانی کاربرد آنها سازی بهینه در

 در که- طراحی متغیرهای بین روابط بررسی به حساسیت تحلیل
-  سازه دینامیک یا استاتیک های  پاسخ و -دارد قرار طراح دسترس

 اطلاق -شوند می تعیین مکانیک قوانین از استفاده با که
 تنش، جایی، جابه نظیر سازه های پاسخ وابستگی یعنی. [13]شود می

 پاسخ آکوستیک، پاسخ کمانش، بار طبیعی، فرکانس کرنش،
 نظیر پارامترهایی به خستگی عمر و ترموالاستیک پاسخ فرکانسی،
 طراحی متغیرهای و قطعه شکل ها، اندازه و ابعاد مواد، خواص
 تعیین سازه مکانیک بر حاکم معادلات طریق از بندی پیکره
  . شوند می

ترین روش در  موفق حساسیت ویژه معکوس، احتمالاً الگوریتم 
المان محدود بر  یها مدل یروزرسان به یبرا یتکرار یها میان روش

. تکنیک [14]است یارتعاش یها حاصل از آزمون یها داده یمبنا
بین  ییک رابطه معمولاً غیرخط یساز یحساسیت بر پایه خط

از مدل است که  مترهاییاز سازه و پارا یگیر قابل اندازه یها یخروج
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  . [16]نیاز به تصحیح دارند
یا  برحسب حساسیت مقادیر ویژه توان یرا م یروزرسان معادلات به
ر ویژه یدابردارهای ویژه استخراج نمود. حساسیت مقحساسیت 

بودن  توان با معلوم طراحی را می پارامترهایغیرتکراری نسبت به 
 ییژه محاسبه نمود. ولجرم و سفتی و بردارهای و های ماتریس

از تئوری  یحساسیت بردارهای ویژه نیازمند دانش قابل توجه
بر پایه  یروزرسان معادلات بهاز  مقالهریاضی است. در این 

   .است شدهاستفاده  یانگمدول نسبت به حساسیت مقادیر ویژه 
݆)، ௝ܼ رفتار حال یک دسته از توابع ریاضی خوش = 1, 2, … , ݉) 

௜ ،(i݌های  را با پارامتر = 1, 2, … , n) بردار  ܲ، در نظر بگیرید. اگر
توان  می ଴ܲباشد، در این حالت در همسایگی نقطه  p୧پارامترهای 

  :[15]را با بسط تیلور نمایش داد ௝ܼتوابع 
  

)١(  

௝ܼ(ܲ) = ௝ܼ( ଴ܲ) + ෍ ߲ ௝ܼ߲݌௜
௡

௜ୀଵ ௜݌∆
+ ෍ ෍ ߲ଶ ௝ܼ߲݌௜߲݌௞

௡
௞ୀଵ

௡
௜ୀଵ +௞݌∆௜݌∆ ⋯ , (݆ = 1, 2, … , ݉)   

  
گیر است. با  بالای این بسط زمان های مرتبه محاسبه ترم

صورت  به ١های مرتبه دوم و بالاتر، معادله  پوشی از ترم چشم
  شود: تقریبی زیر نوشته می

  

)۲(  ௝ܼ(ܲ) ≈ ௝ܼ( ଴ܲ) + ෍ ߲ ௝ܼ߲݌௜
௡

௜ୀଵ ݆), ௜݌∆ = 1, 2, … , ݉)   
  

های طبیعی، شکل  فرکانسشده شامل  گیری های اندازه اگر پاسخ
ترتیب با  مودها یا توابع پاسخ فرکانسی و نتایج حاصل از مدل به ܼ(௘)  ܼو(௔) های  نشان داده شوند و با فرض اینکه پاسخ

روزشده  شده از سازه را بتوان با نتایج حاصل از مدل به گیری اندازه
ته شکل زیر نوش به ٢ناشی از یک مدل اولیه نمایش داد، معادله 

  شود: می
  

)۳(  ௝ܼ(௘) ≈ ௝ܼ(௔) + ൣ ௝ܵ൧∆݌௜ , (݆ = 1, 2, … , ݉) 
  

عنوان کمیت دینامیک مطلوب در نظر گرفته  ، به௝ߣاگر مقادیر ویژه 
شوند و از اغتشاشات صرف نظر نشود، فرم کلی معادلات در 

  شود: می ٤روزرسانی شبیه به معادله  بسیاری از فرآیندهای به
  
)۴(  ሾܵሿ௠×௡ሼΔ݌ሽ௡×ଵ + ሼߝሽ௠×ଵ = ሼΔߣሽ௠×ଵ 
  

ماتریس حساسیت یا ماتریس  ሾܵሿ௠×௡که در حالت کلی، 
 ሽ௠×ଵߣ߂ሼبردار اغتشاشات تصادفی نامعلوم،  ሽ௠×ଵߝሼها،  پیشگو

روزرسانی  بردار پارامترهای به ሽ௡×ଵ݌߂ሼبردار مشاهدات تجربی و 
تعداد پارامترهای  ݊شده و  گیری های اندازه تعداد پاسخ ݉است. 

ൣروزشونده است. ماتریس حساسیت  به ௝ܵ൧ صورت زیر تعریف  به
   شود: می

)۵(  ൣ ௝ܵ൧௠×௡ = ෍ ௜݌߲௝(௔)ߣ߲ ,    (݆ = 1, 2, … , ݉)௡
௜ୀଵ  

های تجربی،  شود که داده مشخص می ۳با توجه به معادله 
اغتشاشاتی از پارامترهای طراحی حول مدل اولیه هستند. بنابراین 

های تجربی و مدل اولیه باید  دادهبودن این تکنیک،   برای موثر
نزدیک به یکدیگر باشند و سودمندی این روش با درنظرگرفتن فقط 

ماتریس ترم مرتبه اول، محدود به اصلاحات کوچک در سازه است. 
وجوی  عنوان شاخصی برای هدایت مسیر جست حساسیت به

کند. این کار با اعمال حق تقدم بیشتر به  عمل میپارامترها 
ماتریس شود.  انجام می تر نسبت به تابع هدف رهای حساسپارامت

توان برای تمام خواص فیزیکی المان  را می ۵حساسیت در معادله 
گیری مستقیم یا با  (مواد، هندسه، شرایط مرزی و غیره) با مشتق

های اغتشاش محاسبه نمود. این امر بستگی به این دارد که  تکنیک
ا پارامتر مورد نظر ارتباط دارند، های جرم و سفتی چگونه ب ماتریس

محاسبه حساسیت ویژه یکی از مراحل بسیار صریح یا ضمنی. 
با صرف نظر از ترم اغتشاش،  روزرسانی است. گیر در فرآیند به زمان

  شکل ماتریسی زیر نوشت: توان به را می ۴روزرسانی  معادله به
  

)۶(  ൦ ௠൪ߣ∆⋯ଶߣ∆ଵߣ∆ =
ێێۏ
ێێێ
ଵ݌߲ଶ(௔)ߣଵ߲݌߲ଵ(௔)ߣ߲ۍێێ

ଶ݌߲ଶ(௔)ߣଶ߲݌߲ଵ(௔)ߣ߲
⋯⋯ ⋯   ⋯௡݌߲ଶ(௔)ߣ௡߲݌߲ଵ(௔)ߣ߲ ⋯ ଵ݌߲௠(௔)ߣ߲⋯ ଶ݌߲௠(௔)ߣ߲ ⋯ ௡݌߲௠(௔)ߣ߲ ۑۑے

ۑۑۑ
ېۑۑ ൦∆݌ଵ∆݌ଶ⋯∆݌௡൪ 

  
௝ߣ߂که در آن  = ௝(௘)ߣ − است. مقادیر ویژه در این حالت  ௝(௔)ߣ

شوند، یعنی  های طبیعی تعریف می صورت مربع فرکانس به ௝ߣ = ௝߱ଶ  ݆بوده که = 1, 2, … ,  ௝(௔)ߣو  ௝(௘)ߣهای  است. ترم ݉
اُمین فرکانس طبیعی حاصل از آزمون و مدل j ترتیب بیانگر مربع به

 ሽ݌ሼبوده که مقدار عبارت اخیر متاثر از پارامترهای نامعین فیزیکی 
معین باشد. بسته  معین، معین یا بیش تواند کم می ۶است. معادله 

تر از  تر از، برابر با، یا بزرگ کوچک (݉)اهدات به اینکه تعداد مش
باشد. در هر حال تصحیحات مورد نظر در  (݊)تعداد پارامترها 

توان با تکنیک  را می ۶در معادله  ௜݌Δپارامترها یعنی بردار 
  :[17]معکوس به دست آورد شبه

  
)۷(  ሼ݌߂ሽ = ሾܵሿறሼߣ߂ሽ 
  

صورت زیر  است و به ሾܵሿمعکوس ماتریس حساسیت  شبه ሾܵሿறکه 
  شود: محاسبه می

  

)۸(  ሾܵሿற = ۔ۖەۖ
݉ ݎ݋݂          ଵሾܵሿ்ି(ሾܵሿ்ሾܵሿ) ۓ < ݊    ሾܵሿିଵ                  ݂ݎ݋ ݉ = ݊   ሾܵሿ்(ሾܵሿሾܵሿ்)ିଵ          ݂ݎ݋ ݉ > ݊   

  
௜݌߂مقدار  یابی، در هر مرحله از تکرار برای دست۷معادله  = ௨݌ − روزشده و مقادیر  مقادیر به  ترتیب بردار به ௜݌و  ௨݌شود.  حل می ௜݌

شود تا عبارت  روز می جاری پارامترها هستند. سپس مدل به ௜ାଵ݌ = ௜݌ + شود تا مقادیر  به دست آید. این روند تکرار می ௜݌߂
به قدر کافی به یکدیگر همگرا شده باشند. چون  ௜ାଵ݌و  ௜݌متوالی 
اند، همگرایی  حذف شده ۶معادله و بالاتر در  ۲های مرتبه  عبارت



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــفرهاد عادل و همکاران ــــــــــــــــــــــــــــــ ۱۸۴۰
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شامل  ሽߣ߂ሼویژه هنگامی که  های زیادی دارد، به جواب نیاز به تکرار
های تحلیلی و  مقادیر بزرگ باشد. در مواردی که اختلاف بین مدل

تجربی زیاد باشد، صحت استفاده از بسط تیلور تا مرتبه اول، 
وریتم تضعیف شده و ممکن است فرآیند تکرار واگرا شود. الگ

  نشان داده شده است.  ۱تحلیل حساسیت ویژه در شکل 
  

  [12]معکوس حساسیت روش به مدل روزرسانی به فلوچارت )١شكل 
  

صورت زیر نوشته  اگر شکل استاندارد معادله مقدار ویژه سیستم به
  شود:

)۹(  (ሾܭሿ − ሿ)ሼ߶ሽܯሾߣ = ሼ0ሽ های جرم و سفتی مدل المان محدود  ترتیب ماتریس به ܭو  ܯ
مقدار ویژه است. در این صورت،  ߣشکل مود و  ߶بوده و 
گیری از معادله  توان با مشتق های ماتریس حساسیت را می عبارت

  به دست آورد: ۹مشخصه فرکانسی 
  

௜݌߲߲  )۱۰( ൫ൣܭ − ൧߶௝൯ܯ௝ߣ = ሾ0ሿ 
  

  :௜݌نسبت به  ۱۰در معادله   با انجام عملیات مشتق
)۱۱(  ൤߲݌߲ܭ௜ − ௜݌௝߲ߣ߲ ܯ − ௝ߣ ௜൨݌߲ܯ߲ ߶௝ + ܭൣ − ൧ܯ௝ߣ ߲߶௝߲݌௜ = ሾ0ሿ 
  

و توجه به  ۱۱از سمت چپ در طرفین معادله  ௝்߶با ضرب عبارت 
௝்߶اینکه  ܭൣ − ൧ܯ௝ߣ = ሾ0ሿ  است و با توجه به اینکه شکل

௝்߶اند؛  مودها نسبت به ماتریس جرم نرمال شده ௝߶ܯ = 1 ،
صورت زیر  به ௜݌را نسبت به پارامتر  ௝ߣتوان مشتق مقدار ویژه  می

  به دست آورد:

௜݌௝߲ߣ߲  )۱۲( = ߶௝் ൤߲݌߲ܭ௜ − ௝ߣ ௜൨݌߲ܯ߲ ߶௝ 

های جرم و سفتی مدل المان محدود  ترتیب ماتریس به ܭو  ܯکه 
شود که تنها  اُمین شکل مود است. مشاهده میjدر واقع  ௝߶بوده و 

jهای  حساسیت  مقدار ویژه و بردار ویژه برای محاسبه تمامی اُمین
  ام کافی است.  jویژه   مقدار

های سفتی (نظیر مدول  روزرسانی تنها در ماتریس اگر پارامتر به
 ۱۲) یا جرم (نظیر چگالی) باشد، در آن صورت معادله یانگ
  شود: تبدیل می ۱۴و  ۱۳های  شکل معادله ترتیب به به
  

௜݌௝߲ߣ߲  )۱۳( = ߶௝் ൤߲݌߲ܭ௜൨ ߶௝  
௜݌௝߲ߣ߲  )۱۴( = ௝߶௝்ߣ− ൤߲݌߲ܯ௜൨ ߶௝ 
  

روزرسانی بر پایه تحلیل  قدم نهایی در مسیر استخراج معادلات به
حساسیت، تعریف یک باقیمانده و تابع هدف است. تابع هدف باید 
نسبت به تغییرات کوچک در پارامترها حساس باشد. حالت کلی 

کند،  های طبیعی و شکل مودها را ترکیب می که فرکانس تابع هدف
  صورت زیر است: به
(݌)ܬ  )۱۵( = ෍ ఒܹ௜ଶൣߣ௜(௔)(݌) − ௜(௘)൧ଶߣ

௜ + ෍ థܹ௜ଶ ෍ൣ߶௝௜(௔)(݌) − ߶௝௜(௘)൧ଶ
௝௜  

  
اُمین مقدار ویژه و شکل مود در iترتیب بیانگر  به ௝௜(௘)߶و  ௜(௘)ߣکه 

ترتیب  به ௝௜(௔)߶و  ௜(௔)ߣام حاصل از آزمون است. همچنین  jنقطه 
ام ناشی از مدل  jاُمین مقدار ویژه و شکل مود در نقطه iبیانگر 

بیان  ሽ݌ሼتحلیلی است که برحسب تابعی از پارامترهای فیزیکی 
های طبیعی  ترتیب ضرایب وزنی فرکانس به థܹ௜و  ఒܹ௜شوند.  می

های طبیعی با دقت بهتری  و شکل مودها هستند. چون فرکانس
شوند، ضرایب وزنی آنها مقادیر  گیری می شکل مودها اندازه سبت بهن

دهند. همچنین ممکن است  تری را به خود اختصاص می بزرگ
های طبیعی در مودهای مختلف متفاوت  ضرایب وزنی فرکانس

  صورت زیر نیز تعریف نمود: توان به را می ۱۵باشند. رابطه 
  

)۱۶(  

=(݌)ܬ ෍ ఒܹ௜ଶ ൥ߣ௜(௔)(݌) − ௜(௘)ߣ௜(௘)ߣ ൩ଶ
௜+ ෍ థܹ௜ଶ ෍ ቎߶௝௜(௔)(݌) − ߶௝௜(௘)maxቄ߶௜(௘)ቅ ቏ଶ

௝௜  
  

عنوان تابع هدف در نظر  اگر فقط نرم اقلیدسی باقیمانده فرکانسی به
  شود: شکل زیر نوشته می به ۱۶گرفته شود، معادله 

  

(݌)ܬ  )۱۷( = ඩ෍ ఒܹ௜ଶ ൥ߣ௜(௔)(݌) − ௜(௘)ߣ௜(௘)ߣ ൩ଶ௠
௜ୀଵ  

  
ضرایب وزنی متناظر با مقادیر ویژه بوده و  ఒܹ௜، ۱۷در معادله 

گیری در مودهای  انتخاب مقادیر آنها متاثر از دو عامل دقت اندازه
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روزرسانی است.  مختلف و میزان اهمیت مودها برای مشارکت در به
کمینه  ሽ݌ሼای با تنظیم پارامترهای  طور پیوسته تابع هدف به

به یک  ۱۷ار معادله شود که مقد شود. فرآیند زمانی متوقف می می
ای برسد یا اینکه بیشینه تکرارهای  شده تعریف تلرانس از پیش

  شده را پیموده باشد. تعریف
  
 های مورد مطالعه نمونه - ۳

-AL 7075در این تحقیق دو نمونه از تیرهای آلومینیومی با آلیاژ  T651  مورد مطالعه قرار گرفته است. مقادیر نامی برخی از خواص
آورده شده است. ابعاد  [18] ۱کانیکی این آلیاژ در جدول فیزیکی و م

  ).۲متر است (شکل  میلی۴۴۳×۴۲×۱۰هندسی نمونه اول 
  

  AL 7075-T651 [18]آلیاژ  مکانیکی و فیزیکی خواص برخی نامی مقادیر )۱جدول 
  واحد  مقدار  خواص

 گیگاپاسکال  ۷/۷۱  یانگمدول 
  -   ۳۳/۰  نسبت پواسون
  گیگاپاسکال  ۹/۲۶  مدول برشی

 g/cm3  ۸۱/۲  چگالی
 مگاپاسکال  ۵۷۲  استحکام کششی
 مگاپاسکال  ۵۰۳  استحکام تسلیم

  

  هندسه اولین نمونه مورد مطالعه )٢شكل 
  
  مدل المان محدود  - ۱- ۳

اویلر انجام شده است. کل تیر  -های تیر برنولی سازی با المان مدل
نشان  ۳در شکل المان مساوی تقسیم شده که شماتیک آن  ۱۰به 

سازی و تحلیل حساسیت  داده شده است. کلیه مراحل شبیه
انجام شده است.  MATLABافزار  معکوس با کدنویسی در نرم

های طبیعی حاصل از تحلیل مودال مدل اولیه المان  فرکانس
  آورده شده است.  ۲محدود در جدول 

  

  المان ۱۰متشکل از مدل المان محدود تیر نمونه اول آلومینیومی  )٣شكل 
  

  مودال تحلیل از حاصل آلومینیومی نمونه اول طبیعی های فرکانس )۲جدول 
  (هرتز)فرکانس   شماره مود
 ۶/۲۴۶  اول
  ۲/۶۹۰  دوم
  ۸/۱۳۳۵  سوم

  
  تست مودال - ۲- ۳

. دهد می نشان مودال تست در را آلومینیومی تیر وضعیت ۴ شکل
 شده سازی شبیه رها - رها مرزی شرط ریسمان، عدد دو کمک با

 از 0.24L حدود در( است اول مود گره نقاط در تیرآویز  نقاط . است
 داشته مود این در تیر ارتعاش بر را تاثیر کمترین تا) تیر طرفین

 که نمود توجه نکته این به باید ریسمان طول انتخاب در. باشد
 حرکت حالت این در که صلب جسم مود ترین بزرگ فرکانس
% ۲۰ از کمتر باید است، ریسمانآویز  نقطه حول تیر پاندولی
 ها ریسمان طول چون. [19]باشد تیر الاستیک مود اولین فرکانس
  .شود می ارضا راحتی به الزام این است، متر یک از بیش

  

 
  مودال تست در نمونه اول آلومینیومی وضعیت )٤شكل 

  
نیرو تحریک سازه با چکش مودال بوده که مجهز به ترانسدیوسر 

ها از سه عدد  است. برای قابلیت اطمینان بیشتر در ثبت داده
سنج و سه ضربه در نقطه تحریک استفاده شده است. وزن هر  شتاب
گرم است. چون ۵۲۲گرم بوده و وزن سازه حدود ۹سنج  شتاب

% است، تاثیر ۲/۵ها به جرم سازه حدود  سنج نسبت جرم شتاب
شده (که  زیرا از نسبت توصیه گذارد. چندانی در دینامیک سازه نمی

  .[20]% است) فاصله دارد۱۰حداکثر 
کردن، لتریشامل ف گنالیابتدا مراحل اصلاح س گنالیپردازش س یبرا
 برای یمناسب گنالیتا س شود یم یو عبور از پنجره ط تیتقو

و انتقال به حوزه فرکانس فراهم شود. پس از انتقال  سازی گسسته
با استفاده از تبدیل فوریه ها از حوزه زمان به حوزه فرکانس  داده

 ،(FRF) یفرکانستابع پاسخ  یاز نمودارها توان یم (FFT)سریع 
مورد  تابع پاسخ استفاده نمود. یعیطب های فرکانس نییتع برای

نسبت دامنه شتاب به بوده که س از نوع اکسلران نجایاستفاده در ا
مربوط به سازه  پاسخ فرکانسیتابع  ،۱نمودار است. در  رونیدامنه 

نشان داده شده است که نقاط قله در آن معرف آلومینیومی 
های طبیعی حاصل در جدول  فرکانس هستند. یعیطب های فرکانس

  آورده شده است. ۳
  

  آلومینیومی اولتیر نمونه  فرکانسی پاسخ تابع )١نمودار 
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  مودال آزمون از حاصل آلومینیومی نمونه اول طبیعی های فرکانس )۳جدول 
  (هرتز)فرکانس   شماره مود
  ۲۹/۲۶۶  اول
  ۳۸/۷۱۰  دوم
  ۹۸/۱۴۰۵  سوم

  
  مدل روزرسانی به با دینامیک مدول شناسایی - ۳- ۳

روزرسانی با روش  عنوان پارامتر، به به یانگبا انتخاب مدول 
حساسیت مقادیر ویژه انجام شده است. تابع هدف در این مساله 

سازی نرم اقلیدسی مقادیر ویژه تحلیلی و تجربی  صورت کمینه به
  تعریف شده است: ۱۸شکل معادله  به
  
)۱۸(  ܴ = ‖ሼߣሽ௔ − ሼߣሽ௘‖ଶ 
  
ترتیب مقادیر ویژه حاصل از مدل و آزمون  به ሽ௘ߣሼو  ሽ௔ߣሼ که

شده با   روز شاخصی برای میزان انطباق مدل به ܴ است. باقیمانده
در  را هدف تابعشدن  کمینه ، فرآیند۲های تجربی است. نمودار  داده

و کاهش نرم خطاها . همگرایی دهد می روزرسانی نشان فرآیند به
بودن الگوریتم حساسیت،   موثرکه بیانگر تکرار اتفاق افتاده  ۵پس از 

  . استها  سازهروزرسانی مدل  بهدر 
 نشان را) یانگ مدول( روزرسانی به پارامتر مقدار ، همگرایی۳نمودار 
 با آلومینیومی نمونه اول یانگ مدول مقدار نهایت در. دهد می

میزان  و با مشارکت سه مود اول به روش این از استفاده
  .شود می شناسایی الگیگاپاسک۱۰۰/۷۱

  

 
  عددی و تجربی های فرکانس بین خطا نرم کاهش روند )٢نمودار 

  

  
  روزرسانی مدل همگرایی پارامتر در فرآیند به )٣نمودار 

 ASTMروابط  با دینامیک مدول استخراج - ۴- ۳
 یانگبرای محاسبه مدول  ASTM E1876-01 [21] در استاندارد

با استفاده از فرکانس خمشی اصلی برای یک میله با مقطع 
  ارائه شده است: ۱۹مستطیلی، رابطه 

  
ܧ  )۱۹( = 0.9465(݉ ௙݂ଶ/ܾ)(ܮଷ/ݐଷ) ଵܶ 
  

 t و b ،Lجرم تیر به گرم،  mبه پاسکال،  یانگمدول  E، ۱۹در رابطه 
فرکانس اصلی  ௙݂متر،  ترتیب عرض، طول و ضخامت تیر به میلی به

 ۲۰بعد است که از رابطه  ضریب تصحیح بی ଵܶخمشی تیر به هرتز و 
  شود: محاسبه می

)۲۰(  ଵܶ= 1 + 6.585(1 + ߥ0.0752 + (ଶߥ0.8109 ൬ܮݐ൰ଶ − 0.868 ൬ܮݐ൰ସ
− ൦ 8.340(1 + ߥ0.2023 + (ଶߥ2.173 ቀܮݐቁସ

1.000 + 6.338(1 + ߥ0.1408 + (ଶߥ1.536 ቀܮݐቁଶ൪ 
  

برابر ضخامت آن ۲۰ضریب پواسون است. اگر طول تیر از  ߥکه 
௅௧)تر باشد  بزرگ ≥  ۲۱توان از رابطه  می ଵܶ، برای محاسبه (20

  استفاده نمود:
  

)۲۱(  ଵܶ = 1.000 + 6.585 ൬ܮݐ൰ଶ 
  

برابر با  یانگبرای مدول  ۱۹مقدار حاصل از رابطه 
  گیگاپاسکال محاسبه شده است.۸۸۰/۷۲
  برنولی - براساس تئوری اویلر یانگاستخراج مدول  - ۵- ۳

سازی المان  برنولی در مدل - با توجه به اینکه از مدل تیر اویلر
که  ۲۲توان از رابطه  محدود تیر آلومینیومی استفاده شده است، می

های طبیعی یک تیر دوسر رها با مدل  برای محاسبه فرکانس
 یانگول گیرد، برای محاسبه مد اویلر مورد استفاده قرار می - برنولی

عبارت از   . پارامترهای موثر در تعیین فرکانس[22]استفاده نمود
ابعاد هندسی تیر (ضخامت، عرض و طول) و خواص مواد سازنده 

  و چگالی هستند. یانگترین آنها عبارت از مدول  تیر بوده که مهم
  

)۲۲(  ߱௡ = ௡݈ଶߙ ඨܣߩܫܧ   → ܧ   = (߱௡݈ଶߙ௡ )ଶ ܫܣߩ  
  

مود اول در جدول  ۵برای شرط مرزی رها و برای  ߙمقادیر ضرایب 
با استفاده  یانگآورده شده است. نتیجه حاصل برای مدول  [22] ۴

 یانگگیگاپاسکال و مدول ۴۵۶/۷۲از فرکانس مود اول برابر با 
مود اول برابر با  ۳میانگین با استفاده از فرکانس 

  گیگاپاسکال است.۸۸۱/۶۹
  

  [22]مرزی رها  برای شرط ߙمقادیر  )۴جدول 
  ۵  ۴  ۳  ۲  ۱  شماره مود

  ۶/۲۹۸  ۹/۱۹۹  ۱۲۱  ۷/۶۱  ۴/۲۲  ࢻمقدار 

  
  مقایسه نتایج و بحث - ۴

نتایج حاصل از سه روش مختلف برای شناسایی مدول  ۵جدول 
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متر را  میلی۱۰در  ۴۲در  ۴۴۳نمونه اول آلومینیومی به ابعاد  یانگ
شود که همگرایی بسیار خوبی بین  مشاهده می دهد. نشان می

 یانگنتایج سه روش وجود دارد و نتیجه حاصل از شناسایی مدول 
روزرسانی مدل المان محدود، کاملاً قابل  با استفاده از رویکرد به

  اعتماد است.
برای بررسی بیشتر این رویکرد، نمونه دیگری از آلومینیوم با جنس 

متر  میلی۱۰در  ۴۲در  ۸۵۰و به ابعاد  مشابه ولی با طولی متفاوت
گرم) ۱۰۰۳کیلوگرم ( مورد بررسی قرار گرفت. جرم این تیر حدود یک

 ۵بوده و چیدمان مورد استفاده برای آزمون مودال آن در شکل 
سنج با چیدمان متقارن برای  عدد شتاب ۵نشان داده شده است. از 

 پاسخ تابع ،۴ نمودار های آزمون استفاده شده است. در ثبت داده
 نقاط که است شده داده نشان آلومینیومی سازه به مربوط فرکانسی

 طبیعی های فرکانس. هستند طبیعی های فرکانس معرف آن در قله
   .است شده آورده ۶ جدول در این تیر

در مورد این تیر نیز  یانگروند مورد استفاده در شناسایی مدول 
تکرار شده و نتایج حاصل از سه روش مذکور برای شناسایی مدول 

شود که کماکان  آورده شده است. مشاهده می ۷در جدول  یانگ
  همگرایی خوبی بین نتایج مذکور وجود دارد.

  
  های مختلف نمونه اول با روش یانگمقایسه نتایج حاصل برای مدول  )۵جدول 

  (گیگاپاسکال) یانگمدول   روش شناسایی
  ۱۰۰/۷۱  مود اول تیر ۳روزرسانی مدل با استفاده از  به

  ASTM E1876-01  ۸۸۰/۷۲استاندارد 
  ۴۵۶/۷۲  برنولی (فقط مود اول)-- تئوری تیر اویلر
  ۸۸۱/۶۹  مود اول) ۳برنولی (میانگین -- تئوری تیر اویلر

  

  
  آلومینیومی تیر دوم فرکانسی پاسخ تابع )٤نمودار 

  

  
  مودال تست در نمونه دوم آلومینیومی وضعیت )٥شكل 

  مودال آزمون از حاصل آلومینیومی نمونه دوم طبیعی های فرکانس )۶جدول 
  (هرتز)فرکانس   شماره مود
  ۵۳/۷۰  اول
  ۸۰/۱۹۵  دوم
  ۲۲/۶۴۱  سوم
  ۷۷/۹۶۴  چهارم
  ۴۲/۱۳۳۵  پنجم

  
  های مختلف نمونه دوم با روش یانگمقایسه نتایج حاصل برای مدول  )۷جدول 

  (گیگاپاسکال) یانگمدول   روش شناسایی
  ۶۳۰/۷۱  مود اول تیر ۵رسانی مدل با استفاده از   روز به

  ASTM E1876-01  ۱۲۷/۶۹استاندارد 
  ۸۹۳/۶۸  برنولی (فقط مود اول) - تئوری تیر اویلر
  ۹۲۶/۷۰  مود اول) ۵برنولی (میانگین  - تئوری تیر اویلر

  
 گیری نتیجه - ۵

المان محدود با نتایج  های روزرسانی مدل مقایسه نتایج حاصل از به
برنولی  -و تئوری تیر اویلر ASTMاستاندارد  های حاصل از روش

روزرسانی از دقت خوبی برای شناسایی  مبین آن است که روش به
، تنها از فرکانس ASTMفلزات برخوردار است. در روش  یانگمدول 

ها اندکی دارای خطا  گیری شود و اگر اندازه اول سازه استفاده می
برنولی و  - باشند، در نتایج آن تاثیر دارند. ولی در روش تئوری اویلر

توان چندین مود را در نظر گرفت و مقادیر حاصل از  روزرسانی می به
 این دو روش دقت بهتری داشته و همگرایی بیشتری نسبت به

شده در این مقاله  دارند. بنابراین رویکرد معرفی ASTMروش 
در فلزات دارد و با  یانگپتانسیل خوبی برای شناسایی مدول 

روزرسانی مدل المان محدود  توان از آن برای به توسعه این روش می
تر با دقت قابل قبولی استفاده نمود. از آنجایی که  های پیچیده سازه

برنولی، تنها در مورد  - وری تیر اویلرو همچنین تئ ASTMروش 
 رویکرد، ولی هستندبا هندسه خاص قابل کاربرد  یهای سازه
توان این روش را  می است،فاقد این محدودیت  ،روزرسانی مدل به

های  ای با هندسه های سازه المان یانگدر شناسایی مدول 
مورد  - های استاندارد از آنها بدون نیاز به تهیه نمونه- تر  پیچیده

  استفاده قرار داد.
  

  موردی از طرف نویسندگان بیان نشده است.تشکر و قدردانی: 
  موردی از طرف نویسندگان بیان نشده است. تاییدیه اخلاقی:
  موردی از طرف نویسندگان بیان نشده است.تعارض منافع: 

پژوهشگر (نویسنده اول)، فرهاد عادل  سهم نویسندگان:
(نویسنده دوم)،  یشکرالله یدسع %)؛٣٤/نگارنده بحث (اصلی
(نویسنده سوم)،  یگیعرفان ب %)؛٣٣شناس/پژوهشگر اصلی ( روش

  %)٣٣( کمکی/پژوهشگر مقدمهنگارنده 
  موردی از طرف نویسندگان بیان نشده است.منابع مالی: 

  
  جرم تیر (گرم) ݉  ماتریس جرم  ܯ  متر) طول تیر (میلی ܮ  ماتریس سختی ܭ  تابع هدف ܬ  (m4)ممان اینرسی مقطع  ܫ  مدول برشی (گیگاپاسکال) ܩ  فرکانس طبیعی (هرتز) ݂  (گیگاپاسکال) یانگمدول  ܧ  متر) عرض تیر (میلی ܾ  (m2)سطح مقطع تیر  ܣ  فهرست علایم  - ۶
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