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Investigation of the Effect of Shroud on Natural Frequencies 
of a Rotating Multi Blade System

[1] On the free transverse vibration of airscrew blades [2] Bending frequency of a radial 
rotating cantilever beam [3] Review of composite rotor blade modeling [4] Vibration 
analysis of rotating cantilever beams [5] Vibration analysis of a rotating tapered Timoshenko 
beam using DTM [6] Free vibration analysis of rotating Euler beams at high angular velocity 
[7] A geometrically exact approach to the overall dynamics of elastic rotating blades-part 1: 
Linear modal properties [8] Dynamic analysis and coupled vibration of variable pitch 
propeller [9] Free vibration analysis of cracked rotating multi-span Timoshenko beams 
using differential transform method [10] Frequency analysis of a rotating cantilever beam 
using assumed mode method with coupling effect [11] Dynamics of a cantilever beam 
attached to a moving base [12] Dynamics of flexible beams undergoing overall motions [13] 
Modal analysis of a rotating multi-packet blade system [14] The coupled vibration in a 
rotating multi-disk rotor system [15] Dynamics, vibration and control of rotating composite 
beams and blades: A critical review

In this study, effect of shroud on dynamic characteristics of a rotating multi blade system is 
investigated. The main aim of this study is to investigate the effect of shroud stiffness and shroud 
configuration on the system natural frequency. For this purpose, natural frequencies of various 
systems (in terms of the position, where the blade is connected to the shroud and number of 
blades, which are connected together with a shroud) via different degrees of shroud stiffness 
and different configurations of shroud have been compared to show how this parameters affect 
the natural frequencies of the system. In this study, the shrouds have been considered as the 
discrete springs with corresponding stiffness values. The vibration frequency characteristics 
have been analyzed, using assumed mode method along with Hamilton’s law. Since in multi 
blade systems such as turbines it is crusial to keep the system working frequencies far away 
from natural frequencies (in order to prevent the resonance phenomenon), based on the results 
of this paper, it is shown how the parameters of shroud can remove the natural frequencies 
associated with some of the modes of the system from the work area.
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 ستمیس یعیطب یها اثر شرود در فرکانس یبررس
 چرخان یا چندپره
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 چکيده
 چرخان ای چندپره سیستم یک دینامیکی مشخصات در شرود اثر مقاله این در

 شرود موقعیت و سفتی اثر تشخیص مقاله، این اصلی هدف. شود می بررسی
 طبیعی های فرکانس منظور همین به. است سیستم طبیعی های فرکانس روی

مختلف (چه از نظر محل اتصال  های موقعیت با شرود شامل سیستم چندین
 و کند) هایی که یک شرود به هم متصل می شرود به پره و چه از نظر تعداد پره

 این که شود مشخص تا اند شده مقایسه های متفاوت سفتی با همچنین
 مطالعه این در. گذارد می اثر سیستم های طبیعی فرکانس روی چگونه پارامترها

 دینامیکی معادلات. است شده گرفته نظر در ها پره بین فنر صورت به شرود اثر
 شده هامیلتون حل قانون کمک با فرضی و مدهای روش از استفاده با سیستم

 این بر ترجیح ها، توربین همچون ای چندپرههای  سیستم در که آنجایی از. است
 جلوگیری برای( گیرند قرار کاری محدوده از خارج طبیعیهای  فرکانس که است

 که شود می داده نشان مقاله این در آمده دست به نتایج براساس )تشدید پدیده از
 بعضی به مربوط طبیعی های فرکانس تواند می شرود به مربوط پارامترهای چگونه

 .کند خارج کاری محدوده از را سیستم مدهای از
 یشرود، روش مد فرض ،یا چندپره ستمیس ،یعیفرکانس طب ها: کلیدواژه

 
 ۲۶/۱۲/۱۳۹۶ تاريخ دريافت:
 ۰۳/۱۱/۱۳۹۷ تاريخ پذيرش:
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 مقدمه  -۱

 ها، توربین مانند صنعتی و غیرصنعتی تجهیزات از زیادی موارد
 هواپیماها، ها یا های کشتی پروانه روتورهلکوپترها، کمپرسورها،

 از فضایی پیمایش برای ساختارهایی ها و روباتکننده  کنترل
 عملکرد هایی با سازه ایجاد برای. اند شده تشکیل چرخان تیرهای
 های طبیعی فرکانس شاملآنها  ارتعاش مشخصات تحلیل مناسب،

 ارتعاش درای  عمدههای  تفاوت. هستند مهم بسیار مدها شکل و
 . دارد وجود های غیرچرخان سازه با های چرخان سازه

سرگیردار چرخان،  یک منظور محاسبه فرکانس طبیعی یک تیر به
مدلی ارائه کردند که در این مدل براساس تئوری انرژی  گوو  ساتول

تواند توسط یک معادله ساده  طبیعی میهای  ریلی، فرکانس
های  بعد از آن برای افزایش دقت فرکانس .[1]محاسبه شوند

یک معادله خطی نسبتاً متفاوت معرفی کرد که  شیلهانسلطبیعی، 
. از آن [2]استدر آن تنها حرکات خمشی تیر در نظر گرفته شده 

تیر  پس، در بسیاری از مطالعات برای تعیین فرکانس طبیعی
در شرایط مختلف، روش حل ذکرشده توسعه داده شده  چرخان

. در یکی از این تحقیقات، یک روش تحلیل دینامیکی با [9-3]است
درنظرگرفتن تعداد زیادی از متغیرهای تغییر شکل هیبریدی برای 

بودن معادلات  علت خطی . به[10]ارائه شد دستیابی به معادله حرکت
موجود در این روش، هیچ جایگزینی برای تحلیل ارتعاش نیاز 

توانند استفاده شوند. در مقایسه با  نیست و معادلات مستقیماً می
قبلی، این روش پیچیدگی کمتری داشته و  تحلیل های روش

 . [12 ,11]تر است سازگارتر و دقیق
 برای بسیاری مطالعات چرخان، تیر یک ارتعاش بررسی ورای

 گسترش با چرخان ای های چندپره سیستم دینامیکی تحلیل
 شده ها انجام توربین مانند حیاتی صنعتی تجهیزات از استفاده

 خلأ زمینه، این در گرفته صورت تحقیقات به نگاه با. [15-13]است

 شرود در جمله ها از پره به متصل تجهیزات نقش بررسی وجود
 ممکن که بوده حالی در این. خورد می چشم به سیستم ارتعاشات

 سفتی و موقعیت جمله از پارامترهایی در تغییر گونه هر است
 های طبیعی، فرکانس همپنین و سیستم دینامیکی رفتار در شرود
 این بر ها ترجیح سیستم این در که آنجایی از. ایجاد کند تغییر
 اطلاع باشند، کاری محدوده از خارج طبیعی های فرکانس که است

 در تغییر اثر در سیستم طبیعی های فرکانس در تغییر چگونگی از
 مقایسه با مقاله، این در. است لازم شرود به مربوط پارامترهای

 موقعیت با شرودهایی های شامل سیستم های طبیعی فرکانس
 همبه  شرود یک طریق از کههایی پره تعداد در تفاوت( مختلف

 متفاوت،) سفتی( مکانیکی خواص همچنین و) اند شده وصل
 .شد خواهد بررسی سیستم های طبیعی فرکانس در تغییر چگونگی

 
 حرکت معادلات -۲
 برای حرکت معادلات پرخان، پره یک آزاد ارتعاش بررسی منظور به

 مدل، این در .است شده گرفته نظر در ۱ شکل در شده داده نشان مدل
 همچنیناست.  ایزوتروپ و همگن ماده دارای پره که شده فرض
 مقطع سطح با باریک و بلند سرگیردار تیر یک یک صورت به پره مدل

 باریک و بلند تیر اینکه دلیل بهاست.  شکل مستطیلی و مخروطی
همان . است شده نظر صرف چرخشی و برشی اینرسی اثرات از بوده،
 ابعاد در تغییرات نرخ شده است، داده نشان ۱ شکل در که گونه

 فرض با. شود می بیان βو  α بعد بی پارامتر دو توسط مقطع سطح
 زیاد بسیار صفحه پره از خارج راستای در تیر سفتی ضریب اینکه
 حرکت تنها است و شده نظر صرف صفحه از خارج حرکت از بوده،
 و تیر، قبل شماتیک ۲ شکل در. گیرد می قرار نظر ای در صفحه درون

 گرفته نظر در l تیر طول. است شده داده نشان شکل تغییر از بعد
 هنگامی. است شده ثابت r شعاع با دیسک بهای  نقطه در که شده

. شود می منتقل P نقطه به P0 نقطه یابد، می شکل تغییر تیر که
 برای تواند می v عمودی جایی جابه و u محوری جایی جابه بنابراین،

 . شود گرفته نظر تیر در شکل تغییر
 

 
 مخروطی تیر مقطع متغیرهای )۱ شکل

 

 
 چرخان سرگیردار یک تیر شکل تغییر )۲ شکل

 
 u، (s) تیر کشیدگی بین ارتباط که شده داده نشان [5]پژوهشی در
 :است زیر صورت به v و

)١( 𝑠 = 𝑢 +
1
2
� �

𝜕𝑣
𝜕𝜎
�
2𝑥

0
𝑑𝜎 

 مورد انتگرال برای که است ساختگی متغیر σ بالا رابطه در که
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 شده تعریف شکل تغییر عبارت از استفاده با. گیرد می قرار استفاده
های  انرژی ،)Ω=۰( است ثابت Ω دورانی سرعت اینکه فرض و

 :شود بیان زیر صورت به تواند می تیر کرنشی و جنبشی

)٢( 𝑇 =
1
2
� 𝜌𝐴(𝑥){(𝑢. − Ω𝑣)2
𝑙

0
+ (𝑣. + Ω(𝑟 + 𝑥 + 𝑢))2}𝑑𝑥 

)٣( 
𝑈 =

1
2
� 𝐸𝐴(𝑥) �

𝜕𝑠
𝜕𝑥
�
2

𝑑𝑥
𝑙

0

+
1
2
� 𝐸𝐼(𝑥) �

𝜕2𝑣
𝜕𝑥2

�
2

𝑑𝑥
𝐿

0
 

 دوم اینرسی ممان I(x). است یانگ مدول E رابطه این در که
 x از توابعی که است مقطع سطح مساحت A(x) و مساحت
 اضافی های انرژی ترم ایجاد به منجر دیسک و شرود سفتی. هستند

 گسسته فنرهای صورت به شرود و دیسک مطالعه، این در. شوند می
 بنابراین،. اند شده گرفته نظر در خود به مربوط سفتی مقادیر با

 صورت به انرژی های عبارت شرود، و دیسک پذیری انعطاف براساس
 :شوند می نوشته زیر

)٤(  
𝑈𝐷 =

1
2𝐾𝐷(𝑣𝑘(𝑎𝐷) − 𝑣𝑘−1(𝑎𝐷))2

+
1
2𝐾𝐷(𝑣𝑘+1(𝑎𝐷)

− 𝑣𝑘(𝑎𝐷))2 
 و

)۵( 
𝑈𝑆 =

1
2𝐾𝑆(𝑣𝑘(𝑎𝑆) − 𝑣𝑘−1(𝑎𝑆))2

+
1
2𝐾𝑆(𝑣𝑘+1(𝑎𝑆) − 𝑣𝑘(𝑎𝑆))2 

 که بوده سیستم امk پره های انرژی عبارت US و UD بالا، معادله در
 as و aD. هستند شرود و دیسک پذیری انعطاف از ناشی
 متصل تیر به ترتیب به شرود و دیسک که هایی هستند مکان
. هستندآنها  به مربوط سختی مقادیر KS و KD اند و شده

شماره  جایی جابه عبارت بالای در k-1 و k، k+1 های بالانویس
 در فشاری و جنبشی انرژی های عبارت که هنگامی. هستند ها پره

 :شود نتیجه تواند می حرکت معادله شود، گذاری جای ۶ معادله

)٦( �𝛿(𝑇 − 𝑈)𝑑𝑡 = 0 

 گروهی به توان می ریتز -ریلی روش و فرضی مدهای از استفاده با
 توابع توسط خمشی جایی جابه. یافت دست شکل های تغییر ترم از

 :شود می زده تقریب زیر صورت به فرضی مد

)٧( 𝑣(𝑥, 𝑡) = �𝜑𝑖(𝑥)𝑞𝑖(𝑡)
𝜇

𝑖=1

 

 μ و مربوطه مختصات qi تیر، خمشی مد تابع φi بالا رابطه در
 شده است داده نشان این از پیش. است qiهای  مختصات تعداد

 روی ضعیفی تاثیر محوری و خمشی جایی جابه بین متقابل اثر که
 به مربوطه های عبارت بنابراین،. [13]دارد های چرخان پره ارتعاشات

 عبارت از استفاده با. است شده نظر صرف مقاله این در متقابل اثر
ام  k پره خمشی حرکت معادله خمشی، جایی جابه برای ۷ معادله

 شده حذف تقابل به مربوط عبارت( شود می نتیجه زیر صورت به
 ):است

)٨( 

��𝑚𝑖𝑗𝑞̈𝑗𝑘 + �𝑘𝑖𝑗𝐵 + Ω2�𝑘𝑖𝑗𝐺 −𝑚𝑖𝑗�� 𝑞𝑗𝑘�
𝜇

𝑗=1

− 𝑘𝑖𝑗𝐷�𝑞𝑗𝑘−1 − 2𝑞𝑗𝑘 + 𝑞𝑗𝑘+1�
− 𝑘𝑖𝑗𝐶 �𝑞𝑗𝑘−1 − 2𝑞𝑗𝑘 + 𝑞𝑗𝑘+1�
= 0  𝑖 = 1, 2, 3, …  

 که

)٩( 𝑚𝑖𝑗 = � 𝜌(𝑥)𝜑𝑖(𝑥)𝜑𝑗(𝑥)𝑑𝑥
𝑙

0
 

)١٠(  𝑘𝑖𝑗𝐵 = � 𝐸𝐼(𝑥)𝜑𝑖,𝑥𝑥(𝑥)𝜑𝑗,𝑥𝑥(𝑥)𝑑𝑥
𝑙

0
 

)١١(  𝑘𝑖𝑗𝐺 = � 𝑔(𝑥)𝜑𝑖,𝑥(𝑥)𝜑𝑗,𝑥(𝑥)𝑑𝑥
𝑙

0
 

)١٢(  𝑘𝑖𝑗𝐷 = 𝐾𝐷𝜑𝑖(𝑎𝐷)𝜑𝑗(𝑎𝐷) 

)١٣(  𝑘𝑖𝑗𝑆 = 𝐾𝑆𝜑𝑖(𝑎𝑆)𝜑𝑗(𝑎𝑆) 

)١٤(  

𝑔(𝑥) = 𝜌 �𝑟(𝑙 − 𝑥) +
1
2𝑙

(𝑙 − (𝛼 + 𝛽)𝑟)(𝑙2 − 𝑥2)

+
1
3𝑙

(𝛼𝛽𝑟 − 𝛼𝑙 − 𝛽𝑙)(𝑙3 − 𝑥3)

+
1

4𝑙2 𝛼𝛽
(𝑙4 − 𝑥4)� 

 از مختلف موارد بعد در بی صورت به معادلات بررسی که آنجایی از
 حرکت معادلات تبدیل شود، می داده ترجیح سیستم طراحی جمله

 متغیرهای کارگیری به با بنابراین. بود خواهد مفید بعد بی شکل به
 نوشته ۱۶ معادله صورت به بعد بی شکل به حرکت معادله ،۱۵ معادله

 :شود می

)١٥( 𝜏 =
𝑡
𝑇 , 𝜉 =

𝑥
𝑙 , 𝜃 =

𝑞
𝑙 , 𝑇 = �

𝜌𝑙4

𝐸𝐼0
 

)١٦(  

��𝑀𝑖𝑗𝜃̈𝑗𝑘 + �𝐾𝑖𝑗𝐵 + γ2�𝐾𝑖𝑗𝐺 −𝑀𝑖𝑗��𝜃𝑗𝑘�
𝜇

𝑗=1

− 𝐾𝑖𝑗𝐷�𝜃𝑗𝑘−1 − 2𝜃𝑗𝑘 + 𝜃𝑗𝑘+1�
− 𝐾𝑖𝑗𝐶�𝜃𝑗𝑘−1 − 2𝜃𝑗𝑘 + 𝜃𝑗𝑘+1�
= 0  𝑖 = 1, 2, 3, … 

 :معادله این در که

)١٧( 𝑀𝑖𝑗 = � (1 − 𝛼𝜉)(1 − 𝛽𝜉)𝜑𝑖(𝜉)𝜑𝑗(𝜉)𝑑𝜉
1

0
 

)١٨(  𝐾𝑖𝑗𝐵 = � (1− 𝛼𝜉)3(1− 𝛽𝜉)𝜑𝑖,𝜉𝜉(𝜉)𝜑𝑗,𝜉𝜉(𝜉)𝑑𝜉
1

0
 

)١٩(  𝐾𝑖𝑗𝐺 = � 𝐺(𝜉)𝜑𝑖,𝜉(𝜉)𝜑𝑗,𝜉(𝜉)𝑑𝜉
1

0
 

)٢٠(  𝐾𝑖𝑗𝐷 = 𝛽𝐷𝜑𝑖(𝜉𝐷)𝜑𝑗(𝜉𝐷) 



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ سعیده کوهستانی ۱۸۹۲

 ۱۳۹۸ مرداد، ۸، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                                                   پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس -ماهنامه علمی

)٢١(  𝐾𝑖𝑗𝑆 = 𝛽𝑆𝜑𝑖(𝜉𝑆)𝜑𝑗(𝜉𝑆) 

)٢٢(  
𝛾 = Ω𝑇, 𝛿 =

𝑟
𝑙 , 𝛽𝐷 =

𝐾𝐷𝑙3

𝐸𝐼0
, 𝛽𝑠 =

𝐾𝑠𝑙3

𝐸𝐼0
, 𝜉𝐷

=
𝑎𝐷
𝑙 , 𝜉𝑆 =

𝑎𝑆
𝑙  

)٢٣(  

𝐺(𝜉) = 𝛿(1 − 𝜉) +
1
2

(1 − (𝛼 + 𝛽)𝛿)(1 − 𝜉2)

+
1
3

(𝛼𝛽𝛿 − 𝛼 − 𝛽)(1 − 𝜉3)

+
1
4𝛼𝛽

(1 − 𝜉4) 

 حرکت معادلات دسته) ها پره کل تعداد( n گذاشتن همکنار  با
 صورت به توانند می معادلات همه پره، n به مربوط) ۱۶ معادله(

 :شوند نوشته ۲۴ معادله

)٢٤(  [𝑀]�𝜃̈� + �[𝐾] + 𝛾2([𝐾𝐺] − [𝑀])�{𝜃} = 0 

 زیر صورت به تواند می {𝜃} ماتریس سیستم، مودال تحلیل منظور به
 :شود فرض

)٢٥(  {𝜃} = 𝑒−𝑗𝜔𝜏{𝜂} 

 کارگیری به با. است سیستم بعد بدون طبیعی فرکانس ω اینجا در
 که شود نوشته ۲۶ صورت معادله به تواند می ۲۴ معادله ،۲۵ معادله

 .شود می ای استفاده چندپره سیستم مودال تحلیل برای

)٢٦(  𝜔2[𝑀]{𝜂} = �[𝐾] + 𝛾2([𝐾𝐺] − [𝑀])�{𝜃} 

 
 نتایج و بحث -۳
افزار  نرم توسط کد یک سیستم، طبیعی فرکانس تعیین منظور به

MATLAB مد ۵ ها، پره فرضیهای  مد برای کد این در. شد تهیه 
 برای. است شده گرفته نظر در سرگیردار یک تیر خمشی اول

 با چرخان تیر یک بعد بی طبیعی فرکانس کد، اینسنجی   اعتبار
 که متناظر مقادیر با و شد محاسبه) α=β=0( یکنواخت مقطع
 طبیعی فرکانس. شد مقایسه است، شده ارائه [10]پژوهشی توسط

 مقادیر. است شده محاسبه γ مختلف مقادیر در δ=۱ برای
 در که طور همان منبع به مربوط متناظر مقادیر و کد از آمده دست به

 .دارند قرار خوبی تطابق در است، شده داده نشان ۱ جدول
 

بعد برای ارتعاش خمشی یک تیر  مقایسه مقادیر فرکانس طبیعی بی )۱جدول 
 [10]شده در مرجع چرخان حاصل از کد و مقادیر متناظر گزارش

γ آمده دست نتایج به [10]یانو  چنگ 
۱ ۸۸۹/۳ ۸۸۹/۳ 
۲ ۸۳۴/۴ ۸۳۴/۴ 
۳ ۰۸۴/۶ ۰۸۲/۶ 
۴ ۴۸۱/۷ ۴۷۶/۷ 
۵ ۹۵۱/۸ ۹۴۲/۸ 

 
ای  چندپرههای  سیستم برای طبیعیهای  فرکانس مقاله، این در

 برای همچنین و شرود متفاوتهای  موقعیت با مختلف
 محاسبه شرود مختلف) سفتی( مکانیکی خواص باهایی  سیستم

 مقادیر با ای چندپرههای  سیستم به مربوط نتایج ابتدا در. است شده

 دارای ای که های چندپره سیستم. شود می ارائه شرود سفتی مختلف
 در شده داده نشان صورت به هستند، متفاوت سفتی باهای  شرود
 این شود، می مشاهده که طور همان. اند شده گرفته نظر در ۳ شکل

 قرار دسته ۸ در که است شده تشکیل پره ۴۸ ها از سیستم
 از استفاده با کهاست  پره ۶ ها دارای دسته این از کدام هر. اند گرفته
 برای که بعد بی های پارامترمقادیر . اند شده متصل به هم شرود

 ۲جدول  اند، در شده گرفته نظر در سیستم این دینامیکی تحلیل
که با * در  βS=10 مقدار لازم به ذکر است که .[13]شده است ارائه

 اثر بررسی برای کههایی  سیستم مشخص شده است برای ۲جدول 
 همچنین مقدار ،ستین معتبر شدند، گرفته نظر در شرود سفتی
ξS=1  نشان داده شده است، برای ۲که با ** در جدول 

 نظر در پره به شرود اتصال محل اثر بررسی برای کههایی  سیستم
 ست.ین معتبر شدند، گرفته

 

 
شده برای بررسی تاثیر سفتی شرود بر  ای درنظرگرفته سیستم چندپره) ۳شکل 

 فركانس طبیعی سیستم

 
 شده برای تحلیل دینامیكی سیستم بعد استفاده مقادیر پارامترهای بی )۲جدول 
α β δ βD βS

* ξD ξS
** 

۳/۰  ۳/۰  ۴ ۶e۲ ۱۰ ۱/۰  ۱ 

 
 به مربوط بعد های بی ترم ترتیب به ξS و ξD مقادیر که شود دقت
 پارامتر βD همچنین. هستند شرود و دیسک به پره اتصال محل

 به دیسک شعاع نسبت δ و دیسک سفتی مقدار به مربوط بعد بی
کنار  مرحله در که است ذکر شایان). ۲۲ معادله( است پره طول
 که شود دقت باید های مختلف، پره به مربوط معادلات گذاشتن هم
 در نبایدها  دسته های انتهای پره برای شرود سفتی به مربوط ترم
 .است نگرفته قرار شرودیآنها  بین چرا که شود، گرفته نظر

 طبیعی فرکانس بر (βS) شرود سفتی پارامتر تاثیر بررسی منظور به 
 سفتی برای مختلف مقادیر ،۳ شکل در شده داده نشان سیستم

. اند آمده به دست طبیعیهای  فرکانس و شده گرفته نظر در شرود
 بعد بدون دورانی سرعت مختلف مقادیر برای طبیعیهای  فرکانس

 فرکانس به مربوط ۱-۳نمودارهای . اند شده محاسبه ۱۰ و ۵ ،۰
 مختلف مقادیر برای ۳ شکل در شده داده نشان سیستم طبیعی
 بعد بی دورانی سرعت مختلف مقدار سه در را شرود سفتی

)۱۰،۰،۵=γ (دهد می نشان. 
 



 ۱۸۹۳ ای چرخان های طبیعی سیستم چندپره بررسی اثر شرود در فرکانســـ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 ۳شده در شكل  داده ای نشان نمودار فركانس طبیعی سیستم چندپره )۱نمودار 

 )γ=۰( ۰برحسب مقادیر مختلف سفتی شرود برای مقدار سرعت دورانی 
 

 
 ۳شده در شكل  داده ای نشان نمودار فركانس طبیعی سیستم چندپره) ۲نمودار 

 )γ=۵( ۵بعد  برحسب مقادیر مختلف سفتی شرود برای مقدار سرعت دورانی بی
 

 
 ۳شده در شكل  داده ای نشان نمودار فركانس طبیعی سیستم چندپره )۳نمودار 

 )γ=۱۰( ۱۰بعد  برحسب مقادیر مختلف سفتی شرود برای مقدار سرعت دورانی بی

 بعد بی طبیعی فرکانس عمودی، محورها   نمودار این تمامی در
 طور همان است. شرود سفتی بعد بی پارامتر افقی، محور و سیستم

 به مربوط طبیعی فرکانس مقادیر شود، می مشاهده ۱نمودار  در که
 نشان امر این. اند نکرده تغییر شرود سفتی تغییر با اول، مد ۸

 اول مد ۸ طبیعی فرکانس تعیین در شرود سفتی که دهد می
 عوض، در. است نداشته نقشی ،)γ=۰( کند نمی دوران که سیستمی

 با ام۸ مد از بالاترهای  مد طبیعیهای  فرکانس به مربوط مقادیر
 فرکانس افزایش نسبت. اند داشته افزایش شرود سفتی افزایش
 نمایی رابطه تقریبی طور به شرود، سفتی در افزایش به طبیعی
 طبیعی فرکانس افزایش نرخ ابتدا در که معنی بدین. است داشته
. شود می تر ملایم افزایش نرخ ادامه در ولی است، زیاد بسیار

 تمامی به مربوط طبیعی فرکانس مقادیر شود می مشاهده همچنین
 ثابت مقدار یک به) ۱۰۰۰ به نزدیک( زیاد سفتی مقادیر در مدها

 تا شرود سفتی افزایش که دهد می نشان امر این. شوند می همگرا
 و است شده طبیعی فرکانس در افزایش موجب مشخص میزان یک

 فرکانس در چندانی تغییر شرود، سفتی افزایش با بعد به آن از
 .گیرد نمی صورت سیستم طبیعی

 مربوط طبیعیهای  فرکانس که شود می مشاهده ۱ نمودار به توجه با
 در( ۴۸ تا ۴۱ و ۴۰ تا ۳۳ ،۳۲ تا ۲۵ ،۲۴ تا ۱۷ ،۱۶ تا ۹ مدهای به

 منطبق همروی ) است شده ارائه اول مد ۴۸ به مربوط مقادیر اینجا
). اند بوده برابر کاملاً  یا نزدیک بسیار همبه  متناظر مقادیراند ( شده

 کهاست  پره دسته ۸ شامل ۳ شکل ای چندپره از آنجایی که سیستم
 ۸ مجموع در اند، شده متصل به هم شرود توسط پره ۶ دسته هر در

 هندسی تقارن این. دارد وجود شده داده نشان شکل در تقارن محور
 مربوط طبیعیهای  فرکانس تکرار به منجر شده داده نشان سیستم در
 درجات مثال، عنوان به. شود می دسته هر در متناظرهای  پره به

 دلیل به) پره ۸ تعداد(دسته  هر از دومهای  پره به مربوط آزادی
 طبیعی فرکانس به منجر ها پره سیستم شکل در هندسی تقارن

 ابتدایی طبیعی فرکانس ۴۸ که بوده به ذکر لازم. شوند می یکسان
 ۴۸ آزادی درجه با متناظر است، شده رسم ۱نمودار  در که سیستم

 فرکانس ۴۸ این برای که رود می انتظار پسهستند.  سیستم پره
 هر در که باشد داشته وجود متفاوت فرکانس دسته ۶ طبیعی،

 که آنجایی از البته. شود دیده تکرارشونده طبیعی فرکانس ۸ دسته،
 دیگرهای  فرکانس با سیستم اول طبیعی فرکانس سیستم، هر در

 نسبت اندکی اول طبیعی فرکانس نیز سیستم این در دارد، اختلاف
 .دارد اختلافتر  پایین طبیعی فرکانس دسته در دیگر فرکانس ۷ به

 مربوط که ۲نمودار  در  ،۱نمودار  برای ذکرشده مشاهدات با مشابه
 طبیعی فرکانس ،) استγ=۵( ۵ بعد بی دورانی سرعت با سیستم به

 فرکانس و نکرده تغییر شرود سفتی تغییر با اول مد ۸ به مربوط
 نمایی تقریباً  نسبت با شرود، سفتی افزایش با بالاتر مدهای طبیعی
 تا ۲۵ ،۲۴ تا ۱۷ ،۱۶ تا ۹ مدهای نیز نمودار این در. اند یافته افزایش

 ذکرشده موارد تمام. اند منطبق همروی  ۴۸ تا ۴۱ و ۴۰ تا ۳۳ ،۳۲
 ۱۰ بعد بی دورانی سرعت با سیستم به مربوط که ۳ نمودار مورد در
)۱۰=γ (،به مربوطهای   نمودار در تفاوت تنها. است صادق نیز بوده 

 و متناظر نمودارهای شیب در تفاوت مختلف،های  دورانی سرعت
 در که شود می مشاهده. است طبیعی فرکانس مقادیر همچنین
 دو با مقایسه در ،)۱نمودار ( دارد صفر دورانی سرعت که سیستمی

 در طبیعی فرکانس افزایش نرخ ،)۳و  ۲نمودارهای ( دیگر حالت
 طبیعی فرکانس مقادیر و شده ملایم شرود سفتی کمتر مقادیر
 . اند شده همگرا زودتر
 سفتی از سیستم طبیعی فرکانس تاثیرپذیری نحوه بررسی از پس

 بررسی سیستم طبیعی فرکانس در شرود موقعیت تاثیر شرود،

   ۲  
   ۴  
   ۶  
   ۸  
   ۱۰  
   ۱۲  
   ۱۴  
   ۱۶  
   ۱۸  

   ۰     ۲۰۰     ۴۰۰     ۶۰۰     ۸۰۰     ۱۰۰۰  

عد
ی ب

ی ب
یع

طب
س 

کان
فر

 

 پارامتر بی بعد شده مربوط به سفتی شرود
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 پارامتر بی بعد شده مربوط به سفتی شرود
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 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ سعیده کوهستانی ۱۸۹۴

 ۱۳۹۸ مرداد، ۸، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                                                   پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس -ماهنامه علمی

. شود بررسی تواند می منظر دو از شرود موقعیت تغییر. شود می
 تعداد دیگری و (ξS)ها  پره به شرود اتصال محل در تغییر یکی،
 شرود با که دسته هرهای  پره تعداد آن تبع به و سیستمهای  دسته

 بررسی دو هر در تغییر تاثیر مقاله این در. اند شده متصل همبه 
 به شرود اتصال محل در تغییر تاثیر بررسی به ابتدا. است شده
 طبیعی فرکانس همباز  منظور، این برای. شود می پرداخته ها پره

 دسته ۸ در پره ۴۸ دارای که ۳ شکل در شده  داد نشان سیستم برای
 پارامتر بار این که تفاوت این با. است شده محاسبه ،هستند تایی۶

 نظر در متغیر ،(ξS) پره به شرود اتصال محل به مربوط بعد بی
 گرفته نظر در ۱۰ شرود، سفتی بعد بی پارامتر مقدار و شده گرفته
 فرکانس بعد بی مقادیر ،۴-۶نمودارهای  در). βS=۱۰( است شده

 مقدار سه در پره به شرود مختلف اتصال محل برای سیستم طبیعی
 این در. است شده ارائه ۱۰ و ۵ ،۰ بعد بی دورانی سرعت مختلف

 و سیستم بعد بی طبیعی فرکانس مقادیر عمودی، محور نمودارها
 شود دقت) است. مد شماره( طبیعی فرکانس شماره افقی، محور

 نسبت (ξS) پره به شرود اتصال محل به مربوط بعد بی پارامتر که
 تا صفر بین تواند می که است پره طول به شرود اتصال محل فاصله

 در پره به شرود اتصال محل باشد، ξS=۱ که صورتی در. باشد یک
 ) است.پره آزاد سر( پره انتهای

 

 
 ۳شده در شكل  داده ای نشان نمودار فركانس طبیعی سیستم چندپره )۴نمودار 

 )γ=۰( ۰های مختلف اتصال شرود به پره در سرعت دورانی  برای محل
 

 
 ۳شده در شكل  داده ای نشان نمودار فركانس طبیعی سیستم چندپره )۵نمودار 

 )γ=۵( ۵بعد  برای محل های مختلف اتصال شرود به پره در سرعت دورانی بی

 
 ۳شده در شكل  داده ای نشان نمودار فركانس طبیعی سیستم چندپره )۶نمودار 

 )γ=۱۰( ۱۰بعد  های مختلف اتصال شرود به پره در سرعت دورانی بی برای محل
 

 دورانیهای  سرعت به مربوط ترتیب به که ۴-۶های   نمودار تمامی در
(γ) ۰ ،۵ به مربوط مقادیر که شود می مشاهده همباز  ،هستند ۱۰ و 

 اتصال موقعیت تغییر با سیستم اول مد ۸ طبیعیهای  فرکانس
های  فرکانس برای که حالی در. کنند نمی تغییری پره به شرود

 محلشدن  نزدیک( ξS مقدار در افزایش بالا، بهام  ۸ مد طبیعی
 افزایش طبیعی فرکانس مقادیر ،)پره آزاد انتهای به شرود اتصال
 آن از بعد و ملایم بسیار ξS=۴/۰ مقدار تا افزایش این. اند یافته

 که طور همان. شود می چشمگیر طبیعی، فرکانس مقدار در افزایش
 ۳۳ ،۳۲ تا ۲۵ ،۲۴ تا ۱۷ ،۱۶ تا ۹ مدهای همباز  شود، می مشاهده

 طبیعی فرکانس افزایش نرخ. اند منطبق همبر  ۴۸ تا ۴۱ و ۴۰ تا
 تغییر نحوه در البته. رسد می نظر به بیشتر تر بالاهای  مد برای

 یک ،۴نمودار  در ۹/۰ از بیشتر ξS مقادیر برای طبیعی فرکانس
 شود، می مشاهده نمودار این در که طور همان. است داده رخ استثنا

 ξS=۹/۰ به نسبت ξS=۱ در طبیعی فرکانس ،۴۸ تا ۳۳ مدهای برای
 طبیعی فرکانش موارد، بقیه در این، از غیر به. است یافته کاهش

 از ،۴-۶های   نمودار بین. است یافته افرایش ξS افزایش با سیستم
 شود، نمی مشاهده تفاوتی پره، به شرود اتصال محل تاثیر نحوه نظر
 سه این برای) طبیعی فرکانس تغییر نرخ( نمودارها شیب اینکه جز

به  این بر علاوه. است متفاوت ،)مختلفهای  دورانی سرعت( نمودار
های  فرکانس در شرود اتصال محل تاثیر میزان که رسد می نظر

 از کمتر ،)۶نمودار ( بالاتر دورانی سرعت با سیستم طبیعی
 سرعت بدون یا) ۵نمودار ( کمتر دورانی سرعت باهای  سیستم
 . است) ۶نمودار ( دورانی

 همبه  شرود هایی که پره تعداد در تفاوت تاثیر نحوه ادامه، در
 که شود می فرض منظور، این برای. شود می بررسی کند، می متصل
 داده نشان ۳ شکل در آنچه با مطابق سیستمهای  پره کل تعداد
 در تغییر با. شود می گرفته نظر در ثابت کهاست  عدد ۴۸ شده،
 شوند می متصل همبه  دسته یک در شرود توسط کههایی  پره تعداد

(n)، تعداد تاثیر بررسی منظور به. کنند می تغییر نیزها  دسته تعداد 
 طبیعی، فرکانس در شوند می متصل همبه  شرود توسط کههایی  پره
 داده نشان ۴ شکل در آنچه با مطابق ای مختلف چندپره سیستم ۴

 .شود می گرفته نظر در شده است،
 در شده داده نشانهای  سیستم طبیعی فرکانس به مربوط نتایج
 در ۱۰ و ۰ ،۵ (γ) دورانی سرعت مختلف مقدار سه برای ۴ شکل

 .شده است ارائه ۳ جداول
 اول طبیعی فرکانس شود، می مشاهده ۳ جدول در که طور همان
 ولی. مانده است ثابت و نکرده ها تغییر سیستم تمام برای
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 )بی بعد شده(مکان اتصال شرود به تیر  
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کرده  تغییر های مختلف سیستم برای بالاتر های طبیعی فرکانس
های  فرکانس موارد، اکثر در که شود می مشاهده همچنین. است

 با مساوی یا بیشتر) n=۱۲( دسته یک در پره ۱۲ با سیستم طبیعی
 کلی، طور به. است های دیگر سیستم در متناظر های طبیعی فرکانس
 n( دسته یک در بیشتر پره تعداد با سیستم های طبیعی فرکانس

 یک در کمتر پره تعداد با سیستم های طبیعی فرکانس از) بیشتر

های  فرکانس برای افزایش این. است مساوییا بیشتر  دسته،
 تغییر در خاصی رفتار مجموع، در. است مشهودتر بالاتر طبیعی
 دسته یک در موجود پره تعداد در تغییر با طبیعیهای   فرکانس
 محل و شرود سفتی در تغییر اثر برخلاف ولی،. شود نمی مشاهده

 توان می دسته های یک پره تعداد در تغییر با ها، پره به شرود اتصال
 .داد تغییر نیز را ۸ تا ۲ مدهای به مربوط های طبیعی فرکانس

  

        ۱ (n=۴       ۲( n =۶ 

      ۳ (n=۸         ۴ ( n=۱۲ 
دسته  ۱۲سیستم شامل  -۱در فرکانس طبیعی سیستم: ؛ کند هایی که شرود به هم متصل می شده برای بررسی تاثیر تعداد پره ای درنظرگرفته های چندپره سیستم )۴شکل 

 ای پره۱۲دسته  ۴سیستم شامل  -۴ای،  پره۸دسته  ۶سیستم شامل  -۳ای،  پره۶دسته  ۸سیستم شامل  -۲ای،  پره۴
 

 ۱۰ و ۰ ،۵ (γ) دورانی سرعت در ۴ شکل در شده داده نشان ای چندپره سیستم های برای بعد بی طبیعی فرکانس مقادیر )۳ جدول

 γ ۵=γ=۵ γ=۱۰=۰ شماره مد
٤=n ٦=n ٨=n ١٢=n ٤=n ٦=n ٨=n ١٢=n ٤=n ٦=n ٨=n ١٢=n 

٧٤٨/٢٥ ٧٤٨/٢٥ ٧٤٨/٢٥ ٧٤٨/٢٥ ٥٠٥/١٣ ٥٠٥/١٣ ٥٠٥/١٣ ٥٠٥/١٣ ٠٦٧/٤ ٠٦٧/٤ ٠٦٧/٤ ٠٦٧/٤ ١ 
 ١٠١/٢٧ ٠٩٨/٢٧ ٠٩٥/٢٧ ٠٩١/٢٧ ٣٤٩/١٤ ٣٤٣/١٤ ٣٣٩/١٤ ٣٣٦/١٤ ٦٤٥/٤ ٦٣٩/٤ ٦٣٧/٤ ٦٣٥/٤ ٣و  ٢
٤٦٩/٢٧ ٤٧٨/٢٧ ٤٦٩/٢٧ ٤٥٩/٢٧ ٤٥٩/١٤ ٤٦٣/١٤ ٤٥٩/١٤ ٤٥٥/١٤ ٦٨٥/٤ ٦٨٧/٤ ٦٨٥/٤ ٦٨٤/٤ ٤ 
٥٣٨/٢٧ ٤٧٨/٢٧ ٤٦٩/٢٧ ٤٥٩/٢٧ ٦٢٨/١٤ ٤٦٣/١٤ ٤٥٩/١٤ ٤٥٥/١٤ ٢٣٨/٥ ٦٨٧/٤ ٦٨٥/٤ ٦٨٤/٤ ٥ 
٦٣٢/٢٧ ٥٥٠/٢٧ ٥٥٩/٢٧ ٥٥٠/٢٧ ٦٤٣/١٤ ٤٨١/١٤ ٤٨٣/١٤ ٤٨١/١٤ ٢٤٠/٥ ٦٩٣/٤ ٦٩٤/٤ ٦٩٣/٤ ٦ 
٦٣٢/٢٧ ٧٣٨/٢٧ ٥٥٩/٢٧ ٥٥٠/٢٧ ٦٤٣/١٤ ٨٦٥/١٤ ٤٨٣/١٤ ٤٨١/١٤ ٢٤٠/٥ ٨٤٤/٥ ٦٩٤/٤ ٦٩٣/٤ ٧ 
٦٧٢/٢٧ ٧٥٤/٢٧ ٥٧٩/٢٧ ٥٨٣/٢٧ ٦٦٦/١٤ ٨٦٦/١٤ ٤٨٨/١٤ ٤٨٩/١٤ ٢٥٢/٥ ٨٤٤/٥ ٦٩٦/٤ ٦٩٧/٤ ٨ 
٩٢٢/٢٧ ٧٥٤/٢٧ ٩٢٢/٢٧ ٥٨٣/٢٧ ١٥٦/١٥ ٨٦٦/١٤ ١٥٦/١٥ ٤٨٩/١٤ ٥٥٣/٦ ٨٤٤/٥ ٥٥٣/٦ ٦٩٧/٤ ٩ 
 ٩٢٨/٢٧ ٧٨٤/٢٧ ٩٢٤/٢٧ ٥٩٦/٢٧ ١٥٦/١٥ ٨٧٢/١٤ ١٥٦/١٥ ٤٩٣/١٤ ٥٥٣/٦ ٨٤٥/٥ ٥٥٣/٦ ٦٩٨/٤ ١١و  ١٠
٩٣٢/٢٧ ٨٠١/٢٧ ٩٣٢/٢٧ ٥٩٩/٢٧ ١٥٧/١٥ ٨٨٣/١٤ ١٥٧/١٥ ٤٩٤/١٤ ٥٥٣/٦ ٨٥٠/٥ ٥٥٣/٦ ٦٩٨/٤ ١٢ 
٣٤٧/٢٨ ٣٤٧/٢٨ ٩٣٢/٢٧ ٣٤٧/٢٨ ٨٧٩/١٥ ٨٧٩/١٥ ١٥٧/١٥ ٨٧٩/١٥ ٠٦٠/٨ ٠٦٠/٨ ٥٥٣/٦ ٠٦٠/٨ ١٣ 
 ٣٤٧/٢٨ ٣٤٧/٢٨ ٩٤٦/٢٧ ٣٤٧/٢٨ ٨٧٩/١٥ ٨٧٩/١٥ ١٥٩/١٥ ٨٧٩/١٥ ٠٦٠/٨ ٠٦٠/٨ ٥٥٣/٦ ٠٦٠/٨ ١٥و  ١٤
٣٤٧/٢٨ ٣٤٨/٢٨ ٩٥٨/٢٧ ٣٤٧/٢٨ ٨٧٩/١٥ ٨٧٩/١٥ ١٦٦/١٥ ٨٧٩/١٥ ٠٦٠/٨ ٠٦١/٨ ٥٥٦/٦ ٠٦٠/٨ ١٦ 
٨٥٢/٢٨ ٣٤٨/٢٨ ٨٥٢/٢٨ ٣٤٧/٢٨ ٧٠٦/١٦ ٨٧٩/١٥ ٧٠٦/١٦ ٨٧٩/١٥ ٤٦٤/٩ ٠٦١/٨ ٤٦٤/٩ ٠٦٠/٨ ١٧ 
٨٥٢/٢٨ ٣٤٨/٢٨ ٨٥٣/٢٨ ٣٤٨/٢٨ ٧٠٦/١٦ ٨٧٩/١٥ ٧٠٦/١٦ ٨٧٩/١٥ ٤٦٤/٩ ٠٦١/٨ ٤٦٤/٩ ٠٦١/٨ ١٨ 
٨٥٢/٢٨ ١٢٥/٢٩ ٨٥٣/٢٨ ٣٤٨/٢٨ ٧٠٦/١٦ ١٢٨/١٧ ٧٠٦/١٦ ٨٧٩/١٥ ٤٦٤/٩ ٠٨٣/١٠ ٤٦٤/٩ ٠٦١/٨ ١٩ 
٨٥٢/٢٨ ١٢٥/٢٩ ٨٥٣/٢٨ ٣٥٠/٢٨ ٧٠٦/١٦ ١٢٨/١٧ ٧٠٦/١٦ ٨٧٩/١٥ ٤٦٤/٩ ٠٨٣/١٠ ٤٦٤/٩ ٠٦١/٨ ٢٠ 
٤٠٣/٢٩ ١٢٥/٢٩ ٨٥٣/٢٨ ٣٥٠/٢٨ ٥٤٢/١٧ ١٢٨/١٧ ٧٠٦/١٦ ٨٧٩/١٥ ٦٣٩/١٠ ٠٨٣/١٠ ٤٦٤/٩ ٠٦١/٨ ٢١ 
 ٤٠٣/٢٩ ١٢٥/٢٩ ٨٥٣/٢٨ ٣٥٥/٢٨ ٥٤٢/١٧ ١٢٨/١٧ ٧٠٦/١٦ ٨٨٠/١٥ ٦٣٩/١٠ ٠٨٣/١٠ ٤٦٤/٩ ٠٦١/٨ ٢٣و٢٢
٤٠٣/٢٩ ١٢٥/٢٩ ٨٥٣/٢٨ ٣٦٢/٢٨ ٥٤٢/١٧ ١٢٨/١٧ ٧٠٦/١٦ ٨٨٣/١٥ ٦٣٩/١٠ ٠٨٣/١٠ ٤٦٤/٩ ٠٦٢/٨ ٢٤ 
 ٩٥٧/٢٩ ٩٥٧/٢٩ ٩٥٧/٢٩ ٩٥٧/٢٩ ٣١٦/١٨ ٣١٦/١٨ ٣١٦/١٨ ٣١٦/١٨ ٥٦١/١١ ٥٦١/١١ ٥٦١/١١ ٥٦١/١١ ٢٨تا  ٢٥
 ٤٧٧/٣٠ ٩٥٧/٢٩ ٩٥٧/٢٩ ٩٥٧/٢٩ ٩٨٥/١٨ ٣١٦/١٨ ٣١٦/١٨ ٣١٦/١٨ ٢٥٤/١٢ ٥٦١/١١ ٥٦١/١١ ٥٦١/١١ ٣٠و  ٢٩
 ٤٧٧/٣٠ ٧١٥/٣٠ ٩٥٧/٢٩ ٩٥٧/٢٩ ٩٨٥/١٨ ٢٧٤/١٩ ٣١٦/١٨ ٣١٦/١٨ ٢٥٤/١٢ ٥٢٧/١٢ ٥٦١/١١ ٥٦١/١١ ٣٢و  ٣١

 ٩٣٣/٣٠ ٧١٥/٣٠ ٩٣٣/٣٠ ٩٥٧/٢٩ ٥٣١/١٩ ٢٧٤/١٩ ٥٣١/١٩ ٣١٦/١٨ ٧٥٧/١٢ ٥٢٧/١٢ ٧٥٧/١٢ ٥٦١/١١ ٣٦تا  ٣٣
 ٣٠٥/٣١ ٣٠٥/٣١ ٩٣٣/٣٠ ٣٠٥/٣١ ٩٥٠/١٩ ٩٥٠/١٩ ٥٣١/١٩ ٩٥٠/١٩ ١١٠/١٣ ١١٠/١٣ ٧٥٧/١٢ ١١٠/١٣ ٤٠تا  ٣٧
 ٥٧٩/٣١ ٣٠٥/٣١ ٣٥٧٩/١ ٣٠٥/٣١ ٢٢٤٣/٠ ٩٥٠/١٩ ٢٤٣/٢٠ ٩٥٠/١٩ ٣٤١/١٣ ١١٠/١٣ ٣٤١/١٣ ١١٠/١٣ ٤٢و  ٤١

 ٥٧٩/٣١ ٦٧٦/٣١ ٥٧٩/٣١ ٣٠٥/٣١ ٢٤٣/٢٠ ٣٤٥/٢٠ ٢٤٣/٢٠ ٩٥٠/١٩ ٣٤١/١٣ ٤١٨/١٣ ٣٤١/١٣ ١١٠/١٣ ٤٤و  ٤٣
 ٧٤٦/٣١ ٦٧٦/٣١ ٥٧٩/٣١ ٣٠٥/٣١ ٤١٧/٢٠ ٣٤٥/٢٠ ٢٤٣/٢٠ ٩٥٠/١٩ ٤٧٢/١٣ ٤١٨/١٣ ٣٤١/١٣ ١١٠/١٣ ٤٨تا  ٤٥
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 گیری نتیجه -۴
 دینامیکی مشخصات بر شرود پارامترهای تاثیر مقاله این در

 بررسی، مورد پارامترهای. شد بررسی چرخانای  چندپرههای  سیستم
هایی بوده است  پره تعداد و پره و شرود اتصال محل شرود، سفتی

 این برای. شوند می متصل به هم شرود توسط دسته یک در که
 مذکور پارامترهای که های مختلف سیستم طبیعی فرکانس منظور،

 ۱۰ و ۵ ،۰ بعد بی دورانی سرعت مقدار سه در اند، بوده متفاوت آنها در
 مقادیر مقایسه نتایج براساس. شدند مقایسه همبا  و شده محاسبه
 با اول مد ۸ های طبیعی فرکانس که شد مشاهده طبیعی فرکانس

 تغییر پره، به شرود اتصال محل در تغییریا شرود  سفتی در تغییر
 یک در که هایی پره تعداد در تغییر با که است حالی در این. نکردند
 طبیعیهای  فرکانس شوند، می متصل همبه  شرود توسط دسته
 فرکانس موارد، تمامی در ولی. کردند تغییر نیز هشتم تا دوم

 در افزایش بالا، به ۸ مدهای برای. ماند باقی ثابت اول طبیعی
 انتهای به شرود اتصال محلکردن  نزدیک همچنین و شرود سفتی

 از استفاده با. شد طبیعی فرکانس مقدار افزایش موجب پره آزاد
 بر شرود پارامترهای در تغییر تاثیر مورد در مطالعه این نتایج

 شد آن از مانع توان می چرخان، ای چندپره سیستم طبیعی فرکانس
 که گیرند قرار کاری محدوده درون سیستم، طبیعیهای  فرکانس که

 است.ها  سیستم این دیدن آسیب عوامل ترین مهم از یکی
 

 .موردی توسط نویسنده بیان نشدتشکر و قدردانی: 
 .موردی توسط نویسنده بیان نشد تاییدیه اخلاقی:
 .موردی توسط نویسنده بیان نشدتعارض منافع: 

 .موردی توسط نویسنده بیان نشد منابع مالی:
 

 نوشت پی -۵
 علایم

h مقطع سطح ارتفاع 
b مقطع سطح پهنای 
l پره طول 
α مقطع سطح ارتفاع در تغییرات نسبت 
Β مقطع سطح پهنای در تغییرات نسبت 
r دیسک شعاع 
s در پره کشیدگی 
u پره محوری جایی جابه 
v پره عمودی جایی جابه 
Ω دورانی سرعت 
T جنبشی انرژی 
ρ چگالی 
A مقطع سطح مساحت 
U کشش انرژی 
E یانگ مدول 
I مساحت دوم اینرسی ممان 

UD دیسک پذیری انعطاف از ناشی سیستم انرژی ترم 
US شرود پذیری انعطاف از ناشی انرژی ترم 
aD پره به دیسک اتصال مکان 
aS پره به شرود اتصال مکان 
kD دیسک متغیرسفتی 

kS شرود سفتی مقدار 
φ تیر خمشی مد تابع 
q ویژه مختصات 
µ ها مختصات تعداد 
I0 پره ثابت انتهای در مقطع سطح مساحت دوم اینرسی ممان 
n شوند. می متصل دسته یک در شرود توسط که هایی پره تعداد 
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