
ISSN: 2476-6909; Modares Mechanical Engineering. 2019;19(8):1907-1916

C I T A T I O N    L I N K S

Copyright© 2019, TMU Press. This open-access article is published under the terms of the Creative Commons Attribution-NonCommercial 
4.0 International License which permits Share (copy and redistribute the material in any medium or format) and Adapt (remix, transform, 
and build upon the material) under the Attribution-NonCommercial terms.

Effects of the Disk Flexibility on the Flutter and Aeroelastic 
Response of Mistuned Bladed Disks

[1] The worst response of mistuned bladed disk system using genetic algorithm [2] 
Localization phenomena in mistuned assemblies with cyclic symmetry part I: Free 
vibrations [3] Influence of mistuning on blade torsional flutter [4] Discrete frequency sound 
generation in axial flow turbomachines [5] Flutter and response of a mistuned cascade in 
incompressible flow [6] Flutter of turbofan rotors with mistuned blades [7] Vibration and 
flutter of mistuned bladed-disk assemblies [8] Suppression of bending-torsion flutter 
through displacement-dependent dry friction damping [9] Transonic aeroelasticity analysis 
using state-space unsteady aerodynamic modeling [10] A state-space model of unsteady 
aerodynamics in a compressible flow for flutter analyses [11] Aeroelastic modal 
characteristics of mistuned blade assemblies-mode localization and loss of eigenstructure 
[12] Localization of aeroelastic modes in mistuned high-energy turbines [13] Force and 
moment coefficients for vibrating airfoils in cascade [14] Effect of mistuning on the vibration 
of turbo-machine blades induced by wakes [15] Coupled bending-torsion flutter in cascades 
[16] Unsteady flow in a supersonic cascade with subsonic leading-edge locus [17] Quasi-
steady prediction of coupled bending-torsion flutter under rotating stall [18] Modeling and 
analysis of mistuned bladed disk vibration: Current status and emerging directions [19] A 
reduced-order model of mistuning using a subset of nominal system modes [20] Circulant 
matrices and their application to vibration analysis

In the present study, the flutter and aeroelastic response of mistuned bladed disks to the 
engine order excitation are studied with the aim of determining the effects of disk structural 
properties and also establishing an efficient method of analysis. For modeling the solid-fluid 
interaction, the Whitehead’s incompressible, two dimensional cascade theory is used. The 
structure is also modeled, using a 4 degrees of freedom lumped mass-spring system, which 
accounts for the bending and torsional deformation of the blade and the disk. This model 
would enable us to study the effect of structural coupling of adjacent sections as well as the 
disk flexibility. The solution is based on expansion of the mistuned-blade response in terms of 
the traveling-wave modes of a tuned bladed disk. The adopted method would be appropriate 
for determining the aeroelastic response, since the aerodynamic loads are available only for 
each individual traveling-wave mode. The obtained solution is used to study the effects of disk 
flexibility on the aeroelastic instability, variations of natural frequencies with different numbers 
of nodal diameters, and the sensitivity of the vibration amplitude response to the mistuning. 
Furthermore, the effects of mistuning in blades torsional frequencies and the mistuning in 
engine order excitation is considered. Parametric studies show that for disks with a lower 
bending stiffness, the mistuning can significantly influence the aeroelastic behavior such that 
the for a certain amount of the natural frequency, the disk response could be increased more 
than 8 times due to the presence of mistuning.
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 چکيده
و  یزانیدر حضور نام پره سکیسازه د کیروالاستیمقاله فلاتر و پاسخ آ نیدر ا

 نیو تدو سکید یا اثر خواص سازه یمرتبه موتور، با هدف بررس کیتحت تحر
 یساز مدل یمساله مورد مطالعه قرار گرفته است. برا یکارآ لیروش تحل

 یو برا تهدیوا ریناپذ تراکم یدوبُعد انیجر هیاز نظر الیاندرکنش سازه و س
در  چشیجرم و فنر شامل خمش و پ یاز مدل چهاردرجه آزاد زیسازه ن یساز مدل

استفاده شد که قادر به احتساب  سکیدر د چشیپپره و خمش و  یمقطع فرض
 سکید یریپذ انعطاف نیمجاور و همچن یها حرکت قطاع یا سازه یاثر وابستگ

بدون  پره سکیسازه د کموج متحر یحل از شکل مودها یخواهد بود. برا
به محاسبه  ازیعلت ن استفاده شد که به زانینام ستمیبسط پاسخ س یبرا یزانینام

 یهر مود موج متحرک، روش مناسب یطور جداگانه برا به کینامیرودیآ یروهاین
اثر  نییتع یآمده برا دست از حل به تیاست. در نها کیروالاستیآ لیتحل یبرا

 یمودها یعیطب یها فرکانس راتییتغ ،یداریاپان یرو سکید یریپذ انعطاف
دامنه  شیافزا زانیم نیو همچن یقطر یها با تعداد گره یو خمش یچشیپ

شامل  یزانیاثر دو نوع نام نیاستفاده شد. همچن یزانیارتعاش تحت اثر نام
مرتبه موتور مورد توجه  کیدر تحر یزانیها و نام پره یچشیدر فرکانس پ یزانینام

قابل توجه در رفتار  راتییامکان وقوع تغ ک،یقرار گرفت. مطالعات پارامتر
 یبا سفت سکید یبرا یزانیرا در حضور نام ستمیس کیروالاستیو رفتار آ یارتعاش
 یعیاز فرکانس طب یمقدار خاص یازا که به یطور به داد، ینشان م نییپا یخمش

تا حدود  زانینسبت به حالت م زانیدر حالت نام ستمیس نهیشیپاسخ ب سکید
 .افتی یم شیبرابر افزا۸
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 مقدمه- ۱
های  خستگی دوربالا یکی از عوامل شایع در شکست پره توربین

گازی است که در نتیجه اعمال بارهای دینامیکی به سازه رخ 
طور عمده ناشی از جریان سیال حول سازه  دهد. این بارها به می

هارمونیک خارجی موج شکل تحریک  پره دوار هستند که به دیسک
یا از طریق اندرکنش سازه و سیال و ایجاد  متحرک و ایجاد تشدید

پره  ناپایداری فلاتر موجب ایجاد ارتعاشات مداوم در سازه دیسک
شوند. روش معمول برای بررسی رفتار سازه تحت اثر هر یک از  می

 ای در هندسه سازه گیری از خاصیت تقارن چرخه دو پدیده بالا، بهره
سازی یک قطاع  است که امکان مطالعه رفتار کل سازه را تنها با مدل

کند و از این راه، زمان محاسباتی لازم را به مقدار قابل  پذیر می امکان
دهد. اما باید توجه داشت که ویژگی تقارن  توجهی کاهش می

طور کامل منطبق با واقعیت نبوده و  ها به ای در این سیستم چرخه
یل وجود انحراف در خواص یا توزیع نیروی وارده بر دل در عمل به

ها که ناشی از عواملی چون فرآیندهای ساخت قطعات و  پره
سائیدگی در اثر کارکرد زیاد است، همواره مقادیری از انحراف از 

ای وجود خواهد داشت که بدان نامیزانی گفته  شرایط تقارن چرخه
زانی حتی در صورت . نکته قابل توجه اینکه نامی[2 ,1]شود می

ها به  بودن، موجب تغییرات قابل توجه در دامنه پاسخ پره کوچک
شود. این  تحریک هارمونیک و همچنین تغییر سرعت فلاتر می

های متعدد مورد بررسی و تأیید قرار گرفته  موضوع در پژوهش
 زمینه این در شده انجام های پژوهش اولین جمله ازاست. 
با استفاده از مدل تحلیلی جرم و فنر  ۱۹۸۰در سال  [3]واسان سرینی

به بررسی  [4]اسمیتبا یک درجه آزادی و مدل آیرودینامیک ناپایای 
 .پره پرداخت تأثیر نامیزانی بر مود پیچشی فلاتر در سیستم دیسک

و  کازاهای  توان به پژوهش دیگر مطالعات در این زمینه می از
ده از مدل ایرفویل دودرجه آزادی اشاره نمود که با استفا [5]کیلب

همراه فنر کششی و پیچشی و نظریه آیرودینامیک دوبعدی  به
ناپذیر، به بررسی ارتعاشات و فلاتر سیستم  جریان پتانسیل تراکم

تر  های کامل دیسک و پره نامیزان در جریان زیرصوت پرداختند. مدل
استفاده قرار مورد  [7 ,6]کیلبو  کازاای نیز در مطالعات دیگر  سازه

بودن  گیر و فرض صلب  سر از مدل تیر یک [6]گرفت که در پژوهشی
کمک  نیز دیسک به [7]دیسک استفاده شده و در پژوهش دیگری

 سازی شد. ای مدل مدل ورق دایره
، امکان بررسی [7]پذیری دیسک در یک پژوهش احتساب اثر انعطاف

بر پاسخ و ای و همچنین اثر سفتی دیسک را   اثر درگیری سازه
کرد. با این حال اما، مطالعه پارامتریک  سرعت فلاتر ایجاد می

پذیری دیسک انجام  جامعی در این مطالعه برای بررسی اثر انعطاف
نیز با استفاده از مدل  [8]همچنین در پژوهش دیگری نشده است.

ایرفویل دودرجه آزادی و با استفاده از تئوری آیرودینامیک خطی 
به  [10]لیشمنو  گوردونو همچنین  [9]لیشمنو  کروسجریان 

پره  بررسی اثر میرایی اصطکاکی  بر کاهش فلاتر سیستم دیسک
مطالعه آیروالاستیک روی رفتار سیستم نامیزان نامیزان پرداختند. 

های آیرودینامیک دوبعدی جریان پتانسیل در  بر مبنای مدل
ها از  پژوهش نیز انجام شده است. در این [12 ,11]مطالعات دیگری

تئوری اغتشاشات کوچک برای بررسی تحلیلی اثر درگیری 
 ها بر افزایش دامنه سازه نامیزان استفاده شد.  آیرودینامیک پره

با بسط نظریه  [5]ای مدل آیرودینامیک مورد استفاده در مطالعه
برای ایرفویل مجزا و منفرد به مجموعه  تئودورسونآیرودینامیک 

ترین  و از کامل [13]های مجاور هم، توسعه داده شده ایرفویل
ناپذیر  شده برای جریان زیرصوت تراکم تحلیلی ارائه های نیمه  نظریه

شده  رود که در بسیاری دیگر از مطالعات اولیه انجام شمار می به
ته است. از جمله پره مورد استفاده قرار گرف روی سازه دیسک

که به بررسی اثر نامیزانی بر ارتعاشات به وجود آمده  [14]پژوهشی
های توربوماشین پرداخت.  ای در پره های گردابه در اثر جریان

با استفاده از مدل ایرفویل  [15]فریدمن و بندیکسن همچنین
ناپذیر ناپایای  و نظریه آیرودینامیک جریان تراکم دودرجه آزادی

پیچشی را در  -پدیده فلاتر ناشی از درگیری خمشی، وایتهد
های آیرودینامیک دوبعدی  پره میزان بررسی نمودند. مدل دیسک

پذیری برای جریان زیرصوت و  جریان پتانسیل با احتساب تراکم
و  آدامزیکو  [4]اسمیتترتیب توسط  صوت نیز به مافوق

مورد  [11 ,7 ,6]توسعه داده شده که در برخی مطالعات [16]گلدستین
نیز با استفاده از نظریه  [17]استفاده قرار گرفته است. در پژوهشی

، پدیده فلاتر را برای پدیده واماندگی وایتهدآیرودینامیک خطی 
پایا بررسی نموده و مودهای فلاتر سیستم را در  چرخشی جریان شبه

 .[17]بینی نمودند ها پیش اثر این پدیده
آیرودینامیک دوبعدی جریان پتانسیل و باید توجه داشت که مدل 

های تیر و ورق،  یا مدل ای جرم گسسته های سازه همچنین مدل
بینی رفتار سازه دیسک و پره  ای قادر به پیش همگی تنها تا اندازه
سازی اجزای محدود  تر، نیاز به شبیه سازی دقیق هستند و برای مدل

حال  بود. با این بعدی خواهد سازه با استفاده از المان جامد سه
شده در بالا همچنان برای دستیابی به  های ساده اشاره مدل
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سازی در طراحی اولیه مفید  های سریع از رفتار و بهینه تخمین
توان برای انجام مطالعات  ها می هستند. همچنین از این مدل

ای و آیرودینامیک  پارامتریک و بررسی تحلیلی اثر عوامل سازه
یروالاستیک استفاده کرد. اهمیت این موضوع مختلف بر رفتار آ

دلیل  های آیروالاستیک به ویژه در صورت نیاز به انجام بررسی به
زمان قابل توجه مورد نیاز برای انجام محاسبات ناشی از اندرکنش 
سازه و سیال دوچندان خواهد بود. البته باید توجه داشت که 

پایه  اسبات برهای متعددی برای افزایش سرعت مح تاکنون روش
سازی اجزای محدود و دینامیک سیالات محاسباتی از طریق  مدل

کننده برای  و اتخاذ برخی فرضیات ساده های کاهش مرتبه روش
تاکنون احتساب اثر اندرکنش سازه و سیال ارائه شده است. 

های دیسک پره ارائه  های متعددی برای کاهش مرتبه سیستم روش
انجام شده است.  [18]آنها در یک مطالعه شده که مرور کلی برخی از

های بر مبنای استفاده از  توان به روش ها می روشاز جمله این 
و با نام  [19]گریفنو  یانگمودهای سیستم اشاره کرد که توسط 

های  زیربخش مودهای نامی ارائه شده است که برای انجام تحلیل
نیاز به آیروالاستیک مناسب هستند. اگرچه در مطالعه حاضر 

کاهش مرتبه نبوده و از آن استفاده نشده است، اما روش تحلیل 
را با  SNMروش  شده، امکان اعمال کاهش مرتبه شبیه به ارائه

 کند. اعمال تغییرات اندک فراهم می
 تغییرات پارامتریک بررسی اهمیت به توجه با حاضر، مطالعه در

پذیری  انعطافمدل جرم و فنر، برای بررسی اثر  از سیستم، خواص
دیسک روی سرعت فلاتر و پاسخ آیروالاستیک سیستم به تحریک 
مرتبه موتور استفاده شده است. مدل مورد نظر شامل چهاردرجه 
آزادی و شامل پیچش و خمش پره و دیسک است و لذا اثر خواص 

ای حرکت در یک قطاع به حرکت در  مودال دیسک و وابستگی سازه
 در ساده رفته خواهد شد که از این مدلهای مجاور در نظر گ قطاع

 :شد خواهد استفاده زیر اهداف به دستیابی برای رو پیش مطالعه
تبیین روش استفاده از مودهای موج متحرک سیستم متقارن  -۱

ای (سیستم بدون نامیزانی) برای بسط پاسخ سیستم نامیزان  چرخه
 و محاسبه سرعت فلاتر و پاسخ آیروالاستیک

پذیری دیسک در  پارامتریک برای بررسی اثر انعطافمطالعه  -۲
 تغییرات سرعت فلاتر و دامنه پاسخ در حضور نامیزانی

ها روی محیط  گیری یکنواخت پره بررسی اثر نامیزانی در جای -۳
 شود. دیسک که موجب نامیزانی در تحریک مرتبه موتور می

عدی برای پیشبرد این اهداف نیز از نظریه جریان پتانسیل دوب
برای محاسبات آیرودینامیک مورد استفاده قرار  وایتهدناپذیر  تراکم

بودن جریان صرف نظر شده  گرفته که در آن از لزجت و چرخشی
. همچنین برای محاسبه ضرایب آیرودینامیک فرض بر [13]است
طور که در  را همان وایتهدبودن ایرفویل بوده است و لذا نظریه  نازک

یافته نظریه  عنوان شکل بسط توان به یبالا نیز گفته شد م
 های مجاور هم دانست. برای مجموعه پره تئودورسون

لازم به توجه است که استفاده از مودهای سیستم بدون نامیزانی 
برای بسط پاسخ سیستم نامیزان، استفاده مستقیم از نتایج تحلیل 

ای سازد. این امر بدین علت است که باره آیرودینامیک را ممکن می
آیرودینامیک برای هر یک از مودهای موج متحرک مربوط به 

ای (مود با اختلاف فاز ویژه بین ارتعاش  سیستم متقارن چرخه
طور جداگانه قابل محاسبه خواهد بود. علاوه بر  های مجاور) به پره

این، بسط پاسخ سیستم نامیزان برحسب مودهای سیستم بدون 
و  یانگشده توسط  ه ارائههای کاهش مرتب نامیزانی پایه روش

است.  (SNM)یا همان روش زیربخش مودهای نامی  [19]گریفین
ترین موارد  شده، یکی از اصلی در نهایت و با توجه اهداف بیان

توان مربوط به اعمال نظریه آیرودینامیک  نوآورانه کار حاضر را می
پره با امکان احتساب  به مدل چهاردرجه آزادی دیسک وایتهد

پذیری دیسک و نامیزانی و همچنین نتایج  زمان اثر انعطاف هم
حاصل از مطالعات پارامتریک دانست. نوشتار ریاضیاتی 

شده در کار حاضر برای استفاده از مودهای موج متحرک  استفاده
لی برای ای نیز اگرچه در مطالعات قب سیستم با تقارن چرخه

پره ارائه شده، اما تعمیم آن به آیروالاستیسیته  ارتعاشات دیسک
های آیرودینامیک به روابط موجود نیز برای   پره با معرفی ترم دیسک

علاوه در این مطالعه  به اولین بار در این مطالعه صورت گرفته است.
اثر نامیزانی در تحریک مرتبه موتور نیز بررسی شد که در مطالعات 

 نگرفته است. طور ویژه مورد توجه قرار وجود بهم
 
 معادلات حرکت -۲

سازی  شده برای مدل ، مدل چهاردرجه آزادی درنظرگرفته۱در شکل 
طور که  پره نشان داده شده است. همان هر قطاع از مجموعه دیسک

 dmو  bmترتیب با نمادهای  مشخص بوده جرم پره و دیسک به
سازی سفتی خمشی پره و  مشخص شده است. همچنین، برای مدل

و برای سفتی  dkو  bkترتیب از فنرهای با سفتی  دیسک به
استفاده شده است. فنرهای  tdkو  tbkپیچشی از فنرهای با سفتی 

پیچشی و خمشی نماینده وابستگی حرکت قطاع به حرکت 
در شکل مشخص  ckو  tckهای مجاور نیز با نمادهای  قطاع
 (N)ها  پره به تعداد پره سازی کل مجموعه دیسک اند. برای مدل شده

 گیرند. در کنار هم قرار می ۱شده در شکل  داده از مدل نشان
 

 
شده برای هر قطاع از  شماتیک مدل چهاردرجه آزادی درنظرگرفته) ۱شکل 
 پره دیسک

 
ام با استفاده از iطبق این شکل، معادلات حرکت حاکم بر قطاع 

 روابط لاگرانژ قابل استخراج خواهد بود که مطابق رابطه زیر است:

mb )الف -۱(
d2hi

dt2 +mbd
d2αi

dt2 +kbhi+kbyi=Li 

(Ib+mbd2) )ب -۱(
d2αi

dt2 +mbd
d2hi

dt2 +ktbαi+ktbθi=M   

md )ج -۱(
d2yi

dt2 +kdyi+2kcyi-kcyi-1-kcyi+1-kbhi +kb  

Id )د -۱(
d2θi

dt2 +2ktcθi-ktcθi-1-ktcθi+1+ktdθi -ktbαi+  

دهنده ممان اینرسی  ترتیب نشان به Idو  Ibکه در معادلات بالا 
دهنده فاصله  نشان dحول مرکز جرم مقطع فرضی پره و دیسک و 
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بین مرکز جرم و محور الاستیک بوده و درجات آزادی پیچشی و 
و درجات آزادی  αiو hiترتیب با  ام بهiخمشی مقطع فرضی پره 

 Miو  Liمشخص شده است. همچنین  θiو  yiمربوط به دیسک با 
این رابطه نماینده نیروی برآ و ممان آیرودینامیک اعمالی حول در 

بعدسازی روابط  محور الاستیک مقطع فرضی پره هستند. برای بی
 اند: بعد زیر تعریف شده های بی بالا، کمیت

)٢( 
τ=ωfbt, h�=

h
b , y�=

y
b ,  xα=

d
b 

 

rα2=
Ib+mbd2

mbb2 , afc=
 kc

kd
, atc=

ktc

ktd
 

طول مرجع ایرفویل را  bفرکانس طبیعی خمشی پره و  ωfbکه 
های سفتی موجود در روابط بالا،  دهند. همچنین کمیت نشان می

های  های مربوط به فرکانس مطابق با رابطه زیر برحسب کمیت
 طبیعی قطاع و پره مجزا نوشته خواهد شد:

)۳( 

ktb=mbb2rα2ωtb
2 ωfb

2  
 
kd=mbωfd

2 ωfb
2  

 
ktd=Idωtd

2 ωfb
2  

بعدشده  های طبیعی بی ترتیب فرکانس به ωfdو  ωtb ،ωtdکه 
 مربوط به پیچش پره، پیچش در دیسک و خمش در دیسک هستند.

 
 های طبیعی و شکل مودهای موج متحرک محاسبه فرکانس -۲-۱

 ۱برای تعیین مودهای موج متحرک سیستم مورد نظر، پاسخ رابطه 
زیر در نظر گرفته با حذف عبارات مربوط به تحریک خارجی مطابق 

 شود: می

)۴( 
h�i=h�ieIωτ,y�i=y�ieIωτ 
 
θi=θ�ieIωτ,αi=α�ieIωτ  (I=√-1) 

ام که در آن اختلاف فاز بین  jهمچنین برای مود هارمونیک فضایی 
است، درجات  2π(j-1)/Nحرکت هر قطاع با قطاع مجاور برابر با 
 آزادی اعضای مجاور برابر خواهند بود با:

)۵( 
y�i+1=y�ie

2πI(j-1)
N , y�i-1=y�ie-2πI(j-1)

N  
 

θ�i+1=θ�ie
2πI(j-1)

N , θ�i-1=θ�ie-2πI(j-1)
N  

، رابطه زیر ۱ در معادلات حرکت ۵تا  ۲گذاری روابط  در نهایت با جای
 آید: دست می به

)۶( (-ω2M(j)+K(j))z=0 

صورت زیر  و ماتریس جرم و سختی به z=[h�i,αi,y�i,θi]Tکه 
 خواهند بود:

=M(j) الف) -۷(

⎣
⎢
⎢
⎡

1 xα 0 0
xα rα2 0 0
0 0 mrf 0
0 0 0 mrtrα2⎦

⎥
⎥
⎤
 

=K(j) )ب -۷(

⎣
⎢
⎢
⎡

1 0 -1 0
0 rα2ωtb

2 0 -rα2ωtb
2

-1 0 C1 0
0 ωtb

2 0 C2 ⎦
⎥
⎥
⎤
 

. همچنین در روابط است mrt=Id/mbb2rα2و  mrf=md/mbکه 
 صورت زیر هستند: به C2و  C1های  بالا ثابت

 الف) -۸(
C1=-2cos(

2π(j-1)
N )ωfd

2 afcmrf+ 
 

2ωfd
2 afcmrf+ωfd

2 mrf+1 

)C2=-rα2cos )ب -۸( 2π(j-1)
N

)ωtd
2 atcmrt-2mrtatcωtd

2 +mrtω2-ωtb
2   

  تعداد چهار فرکانس ۶آمده در رابطه  دست حل معادله مقدار ویژه به
خواهد داد. لازم به  jازای مقادیر مختلف  طبیعی و شکل مود را به 

آمده از این طریق،  دست توجه است که هر یک از چهار مود به
ازای  مودهای با حرکت غالب پیچشی و خمشی در پره و دیسک را به

دهند. ماتریس مودال مربوط  م نشان میاjمود هارمونیک فضایی 
نشان داده خواهد  U�jبه هر مود فضایی هارمونیک در ادامه با نماد 

 jآمده برای  دست هر ستون آن مربوط به یکی از چهار مود بهشد که 
مود هارمونیک فضایی نیز  Nاست. ماتریس مودال مربوط به تمام 

 شکل زیر تعریف خواهد شد: به

)۹( U=

⎣
⎢
⎢
⎡U
�1

 U�2
⋱

U�N⎦
⎥
⎥
⎤
 

ام مربوط به هر مقدار از مود فضایی iطبیعی مود   همچنین فرکانس
 شود. مشخص می ωj,iنیز با نماد  (j)هارمونیک 

 
محاسبه سرعت فلاتر و پاسخ آیروالاستیک سیستم حاوی  -۲-۲

 نامیزانی با استفاده از شکل مودهای موج متحرک
آمده در بخش  دست در این بخش از مودهای موج متحرک به

پیشین برای بررسی سیستم آیروالاستیک نامیزان استفاده خواهد 
برای حالت نامیزان  ۱رابطه شده در  شد. بدین منظور معادلات ارائه

 شکل کلی زیر بازنویسی شده است: به

)۱۰( (M+ΔM)q̈+Cq̇+(K+ΔK)q=F 

�q=[hکه  α y� θ]T  وF  نیروهای آیرودینامیک را نشان
و  q̈های  نیز مربوط به ضرایب مولفه Kو  Mهای  دهد. ماتریس می

q  و با درنظرگرفتن  ۱برای سازه بدون نامیزانی است که از رابطه
ها در کنار هم قابل تعیین هستند و ماتریس میرایی  تمام قطاع

در  ΔKو  ΔMنیز در ادامه تعیین خواهد شد. همچنین،  Cای  سازه
این رابطه ماتریس جرم و سفتی ناشی از حضور نامیزانی در سیستم 

های موجود در رابطه بالا، ماتریس  تریسهستند که برخلاف سایر ما
با استفاده از رابطه زیر برحسب مودهای  qای نیستند. سپس   چرخه

 :[20]شود هارمونیک فضایی بسط داده می

)١١( q=(E⊗I)Ua 

 که: 

)١٢( Eij=e
2πI
N (i-1)(j-1( 
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 ،١٠ در رابطه ١١گذاری رابطه  نماد ضرب کرونکر است. با جای ⊗و 
در طرفین تساوی و فرض ارتعاش  UT(E*⊗I)ضرب  پیش

 هارمونیک، رابطه زیر حاصل خواهد شد:
)١٣( 

-ω2(I4N+ΔM�)a�+IωC�a�+(diag[ωi,j
2 ]+ΔK�)a�=ω2Aa�+Fe 

آن طبق ام  iماتریس قطری بلوکی است که قطرهای بلوکی  Aکه 
 شود: زیر تعیین می

 
)١٤( 

A�i=U�i
T

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ L�i

ωfb
2 mbb
M� i

ωfb
2 mbb2

0
0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

   =eIωτU� i
T 1
µs

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

2I
k

CFq
i 2

k2 CFα
i 0 0

4I
k

CMq
i 4

k2 CMα
i 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

U� i 

 و

 )١٥( Fe=

⎣
⎢
⎢
⎡U
�1

TF�1

U�2
TF�2
⋮

U�N
TF�N⎦

⎥
⎥
⎤

 , F�i=
-2ω2wi

U∞k2µs
�

CFw
i

2CMw
i

0
0

� 

CFqکه 
i ،CFα

i ،CMq
i ،CMα

i ،CFw
i  وCMw

i  مقادیر ضرایب
دهند که  ام نشان میiآیرودینامیک را برای مود هارمونیک فضایی 

محاسبه خواهند شد. دیگر  وایتهدبا استفاده از نظریه آیرودینامیک 
 شوند: نیز طبق زیر تعریف می ١٥های حاضر در رابطه  کمیت

)۱۶( k=
ωb
U∞

ωfb,µs=
mb

πρ∞b2  

مربوط به سرعت القاشده توسط موانع  ۱۵در رابطه  wi همچنین
دهنده سهم هر مود موج متحرک از  بالادست جریان است که نشان

سرعت القاشده  سرعت القاشده است. برای توضیح بیشتر درباره
 شکل سرعت القایی روی هر پره در نظر گرفت که در را به توان آن می

است که طبق  Wiام برابر با iاین حالت، سرعت القایی وارد بر پره 
 مرتبط است: wiرابطه زیر با 

)۱۷( 𝑊𝑖  = 𝐸 �

𝑤1
𝑤2
⋮
𝑤𝑁

� 

به اینکه سرعت القایی مرتبط به مرتبه موتور بوده و ناشی با توجه 
مانع در جریان بالادست است، بردار سرعت القایی بر پره  nاز تعداد 

iم طبق رابطه زیر قابل بیان خواهد بود:ا 

)۱۸( Wi=f0eInωteIn2π(i-1)
N  

توان نتیجه گرفت که برای تحریک  می ۱۸و  ۱۷با توجه به روابط 
معنی  غیرصفر خواهد بود. این بدین wn+1، تنها nمرتبه موتور 

تنها مود موج متحرک با شماره  nاست که تحت تحریک مرتبه 
تحت تحریک مستقیم جریان آیرودینامیک خواهد  n+1هارمونیک 

 .[20]بود

2πها  در روابط بالا، اختلاف فاز بین پره
N

در نظر گرفته شده که ناشی  
ها حول دیسک است. نکته دیگری که باید  از پراکندگی یکنواخت پره

ها  ، اختلاف فاز نیروی اعمالی به پره۱۸توجه داشت اینکه در رابطه 
۲πضریبی از 

N
نظر گرفته شده که این مقدار ناشی از پراکندگی  در 
ها روی محیط دیسک است. در صورتی که مقداری  یکنواخت پره

ته باشد، اختلاف ها روی دیسک وجود داش نامیزانی در جایگیری پره
۲πهای مختلف به  زاویه بین پره

N
+δi  تغییر خواهد کرد کهδi  ها

ام iدارای میانگین صفر هستند. در این حالت سرعت القایی به پره 
 شکل رابطه زیر در خواهد آمد: به

)۱۹( Wi=f0eInωte(In)2π(i-1)
N +δi  

نامیزانی در توان نشان داد که در اثر وجود  می ۱۹با استفاده از رابطه 
ازای مرتبه موتور  شده به ها، تنها یک مود مشخص گیری پره جای

خاص تحریک نشده است و مجموعی از مودهای سیستم تحریک 
 خواهند شد.

، ۱۳در رابطه  Aو  �ΔM� ،ΔKهای  بودن ماتریس با توجه به نامتقارن
برای حل این معادله با استفاده از روش بسط مودال، ابتدا معادلات 

 شوند که منتج به رابطه زیر خواهد شد: فضای حالت منتقل میبه 
)۲۰( ((ωI)I-B)v=FB 

 و: v=[a,ωIa]Tکه 
)۲۱( 

B = �
04N×4N           I4N×4N

-(I+A+ΔM�)-1(diag[ωi,j
2 ]+ΔK�)         -(I+A+ΔM�)-1C�� 

 ξtdو  ξfb ،ξtb ،ξfdبا فرض ضرایب میرایی مودال  �Cکه ماتریس 
شکل زیر در نظر  برای مودهای خمش و پیچش پره و دیسک، به

 گرفته شده است:
)۲۲( C�=diag(2ξfb,2ωtbξtb,2ωfdξfd,2ωtdξtd) 

 دست خواهد آمد: شکل زیر به به FB، ۲۰همچنین در رابطه 

)۲۳( FB=� 0
(I+A+ΔM�)-1Fe

� 

کمک روش  به ۲۰را با حل رابطه  vتوان بردار پاسخ  در نهایت می
شکل زیر در نظر  آورد. برای این منظور پاسخ به دست بهبسط مودال 

 شود: گرفته می
)۲۴( v=Pd 

های  ، ستونBکه در رابطه بالا بردارهای ویژه مربوط به ماتریس 
 ۲۰در رابطه  ۲۴گذاری رابطه  دهند. با جای را تشکیل می Pماتریس 

 رابطه زیر حاصل خواهد شد: P-1ضرب طرفین تساوی در  و پیش
)۲۵( diag[ω𝐼-sj]d=P-1FB 

 دست آورد:  شکل زیر به را به dتوان مقدار  و از رابطه بالا می

)۲۶( d=diag[
1

ω𝐼-sj
]P-1FB 

، پاسخ dاست. با محاسبه بردار  Bمقادیر ویژه ماتریس  sjکه 
دست  به ۱۱و سپس  ۲۴با استفاده از روابط  (q)ارتعاشی سیستم 

 خواهد آمد.
 
 نتایج عددی -۳

های قبلی، تغییرات  شده در بخش در این بخش، بر مبنای روش ارائه
سرعت فلاتر و پاسخ آیروالاستیک سازه با خواص دیسک مورد 
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مطالعه قرار گرفته است. قبل از ارائه نتایج اصلی، کد 
برای سرعت فلاتر پره با  [5]شده با مقایسه با نتایج مرجع داده توسعه

 رصد مورد ارزیابی قرار گرفته است.د احتساب نامیزانی متناوب یک
شکل مدل ایرفویل دودرجه  شده در این مرجع به مدل سازه استفاده

شکل صلب و  همراه فنر کششی و پیچشی بوده و دیسک به آزادی به
بدون حرکت در نظر گرفته شده است. همچنین در این مرجع برای 

سازی آیرودینامیک از نظریه دوبعدی جریان پتانسیل  مدل
 استفاده شده است. وایتهدناپذیر  تراکم

آمده برای  دست ارائه شده که طبق آن مقادیر به ۱نتایج در نمودار 
سرعت فلاتر تا حد قابل قبولی نزدیک به هم هستند و همین امر 

کند. لازم به  شده در مطالعه حاضر را تأیید می داده درستی کد توسعه
، مقادیر [5]دیسک در مرجعنمودن  دلیل صلب فرض ذکر است که به

در نظر  ۲۰۰ فرکانس طبیعی دیسک برای مقایسه در کار حاضر برابر با
اند که مقداری بزرگ است و اثر ارتعاش دیسک را در  گرفته شده

کند. همچنین باید توجه داشت که مدل چهاردرجه  پاسخ محو می
 شده در مطالعه حاضر در مطالعات منتشرشده موجود آزادی استفاده

استفاده نشده است و لذا امکان مقایسه برای ارزیابی کد در حالت 
پذیر وجود ندارد. با این حال، نمودارهای تغییرات  دیسک انعطاف

ارائه  ۳و  ۲در نمودارهای  فرکانس با تعداد قطرهای گرهی که
شده  های مدل پره خواهد شد، مشابه با تغییراتی است که در دیسک

 شود. می با اجزای محدود مشاهده
های طبیعی دیسک  در ادامه نیز به بررسی تأثیر مقادیر فرکانس

پذیری دیسک) بر ناپایداری دینامیکی و  عنوان نماینده انعطاف (به
پاسخ تحریک موتور سیستم در حالات بدون نامیزانی و همراه با 

با ثابت درنظرگرفتن  ۴نامیزانی پرداخته شده است. در نمودار 
چشی دیسک، تأثیر تغییرات مقدار فرکانس فرکانس طبیعی پی
بر مرز فلاتر مورد بررسی قرار  (ωdf)بعد دیسک  طبیعی خمشی بی

شده برای رسم این  گرفته است. مقادیر پارامترهای درنظرگرفته
و  ωtb=2 ،ωtd=1.5ωtb ،afc=atc=0.2نمودار عبارت از 

mrf=mrt=1.5 ها و جریان سیال  هستند. همچنین برای پره
و  µs=150 kg/m ،N=24 ،xα=0.5خواص مرتبط عبارت از 

rα=0.5  ،و همچنین عدد ماخM=0.1  بوده وs/c=0.8  که در
طول وتر مقطع ایرفویل مجازی  cها از یکدیگر و  فاصله پره sآن 

فاصله محور الاستیک تا مرکز  bضرب آن در  که حاصل a=0است و 
برابر با  دهد و زاویه نصب پره وتر مقطع فرضی ایرفویل را نشان می

درجه است. همچنین برای سایر نتایج نیز مقادیر بالا صادق ۶۰
هستند، مگر آنکه مجدداً تعریف شده باشند. برای احتساب 

های مختلف با ضرب مقدار  نامیزانی نیز تنها فرکانس پیچشی پره
در توزیع تصادفی نرمال با میانگین یک و  ωtb=2نامی 
اند. مقادیر میرایی مودال مربوط به  تعیین شده ۰۱/۰معیار  انحراف

در نظر گرفته  ۰۰۲/۰نیز برابر با  (ξfb,ξtb,ξfd,ξtd)مودهای مختلف 
بعد فلاتر در هر  شود، سرعت بی طور که مشاهده می اند. همان شده

 ۲/۱از یک به  ωdfر نامیزانی با افزایش دو حالت حضور و عدم حضو
، افزایش ناگهانی و قابل ۲/۱کند. اما با عبور از مرز  تغییر جزئی می

، فرکانس رتبه b -۴شود. نمودار  توجهی در سرعت فلاتر حاصل می
دهد.  کاسته روند تغییرات عکس را نسبت به سرعت فلاتر نشان می

، شماره مودهای فضایی هارمونیک و c -۴همچنین در نمودار 
همچنین شماره مود محلی قطاع در نقطه فلاتر برای سازه بدون 

متناظر  ۱نامیزانی نشان داده شده است. در این نمودار، شماره مود 
های  متناظر با مود پیچشی پره و شماره ۲با مود خمشی پره، شماره 

ک هستند. ترتیب متناظر با مود خمشی و پیچشی دیس به ۴و  ۳
تر  نکته جالب اینکه طبق این نمودار، مود فلاتر برای مقادیر پایین

فرکانس خمشی دیسک، مربوط به مود خمشی دیسک است و با 
افزایش فرکانس خمشی دیسک، مود فلاتر به مود پیچشی پره 

یابد. در رابطه با مود فضایی هارمونیک، مود فلاتر در  تغییر می
است و تغییرات چندانی با تغییر فرکانس  ۶بیشتر نقاط برابر با 

 شود. دیسک در آن مشاهده نمی
 

 
مقایسه تغییرات سرعت فلاتر با نسبت فرکانس مود پیچشی به خمشی  )۱نمودار 

 a=۵/۰% و با فرض ۱برای نامیزانی متناوب  [5]با مرجع
 

  (الف)

  (ب)
ازای تعداد خطوط  های طبیعی مودهای محلی به تغییرات فرکانس) ۲نمودار 

؛ ωdf=1.2، ب) ωdf=1الف) ؛ ωdf=1.2و  ωdf=1گرهی مختلف برای 
شکل: مودهای خمشی، نمادهای مثلثی: مودهای پیچشی،  نمادهای دایره

های با فرکانس کمتر مربوط به پره و با مقدار فرکانس بیشتر مربوط به  شاخه
 دیسک هستند.

Bending to torsion frequency ratio
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  (الف) 

  (ب) 
ازای تعداد خطوط  های طبیعی مودهای محلی به تغییرات فرکانس) ۳نمودار 

؛ ωdf=1.4، ب) ωdf=1.3الف) ؛ ωdf=1.4و  ωdf=1.3گرهی مختلف برای 
 است. ۲توضیحات اضافی مربوط به شکل مطابق با نمودار 

 

 
تأثیر مقادیر فرکانس طبیعی خمشی دیسک بر سرعت فلاتر ) ۴نمودار 

 بعدشده،  فرکانس رتبه کاسته و شماره مود فلاتر برای حالت بدون نامیزانی  بی
(a شده،  بعد یسرعت فلاتر ب(b فرکانس رتبه کاسته، (c یشماره مود فلاتر برا 

  ینچ خطوط خط یزانی،ممتد: در حضور نام یخطوط مشک؛ یزانیحالت بدون نام
 یزانیقرمز: بدون نام

 
برای بررسی بیشتر علت تغییر ناگهانی مرز فلاتر با افزایش فرکانس 

های  ، نمودار تغییرات فرکانسωdf=1.3خمشی دیسک در نزدیکی 

مختلف دیسک بدون نامیزانی با تغییرات تعداد قطرهای گرهی در 
رسم شده است.  ωdf=1, 1.2, 1.3, 1.4 برای ۳و  ۲نمودارهای 

طور که مشخص است فرکانس دو مود پیچشی پره و خمشی  همان
بسیار به هم نزدیک بوده و در  ۳/۱تر از  ازای مقادیر کوچک دیسک به
ωdf=1.3 هارمونیک  ۵تر از  ازای تعداد قطرهای گرهی پایین به)

شوند. با گذر از این نقطه،  می منطبق هم بر باً یتقرفضایی ششم) 
، افزایش قابل توجه فرکانس ωdf=1.4ب برای  -۳ر طبق نمودا

شود  خمشی دیسک در مقایسه با فرکانس پیچشی پره مشاهده می
 که در واقع علت اصلی افزایش ناگهانی سرعت فلاتر است. 

در مطالعه عددی دیگر، افزایش پاسخ نقطه جلوی پره با بیشترین 
جایی به تحریک مرتبه موتور ناشی از موانع بالادست جریان در  جابه

حضور نامیزانی نسبت به مقدار بیشنیه پاسخ سیستم بدون 
نامیزانی ارائه شده است. این نتایج با احتساب میرایی ناشی از 

آمده و  دست به ωdfمقادیر مختلف  اندرکنش سازه و سیال و برای
های مختلف نیز  برای احتساب نامیزانی فرکانس پیچشی پره

اند.  نشان داده شده ۵که در نمودار   شده  تعیین ۰۰۵/۰معیار  انحراف
در  BNشود نیز با  ای که دچار تشدید می پره  همچنین شماره

، نتایج ۵است. با توجه به نمودار   های مربوطه مشخص شده نمودار
پره  قابل توجه نامیزانی در پاسخ سیستم دیسک ریتأثدهنده  نشان

که در محدوده فرکانسی مورد بررسی برخلاف سازه  طوری بوده، به
، ωdf=1بدون نامیزانی، دو نقطه تشدید برای حالتی که مقادیر 

ωdf=1.2  وωdf=1.4 شود  گرفته شده است، مشاهده می نظر در
تر از  که دامنه نقطه تشدید دوم نیز به مقدار قابل توجهی بزرگ
علاوه  دامنه مربوط نقطه تشدید سیستم بدون نامیزانی است. به

دهنده اثر بیشتر  نشان ۵در نمودار  آمده دست بهمقایسه نتایج 
های  انسبوده که علت این امر نزدیکی فرک ωdf=1.2نامیزانی برای 

پیچشی پره و فرکانس خمشی تیر در این شرایط است. در رابطه با 
در علت افزایش نقاط تشدید در اثر نامیزانی باید توجه داشت که 

در کار حاضر در نظر گرفته که  nواقع، تحریک مرتبه موتور با مرتبه 
سازه بدون  طور کامل شبیه به شکل مود موج متحرک شده، به

 ۱۸است که در مورد آن زیر رابطه  n+1 ره هارمونیکنامیزانی با شما
توضیحاتی ارائه شده است. بر این اساس، این تحریک تنها قادر به 
تحریک یکی از مودهای سازه است و لذا تنها یک نقطه تشدید در 

شود. در مقابل، وجود نامیزانی موجب  حالت نبود نامیزانی ایجاد می
است که در نتیجه آن، شکل شدن شکل مودهای سازه شده  عوض

طور کامل منطبق بر هیچ یک از شکل  تحریک مرتبه موتور دیگر به
شود که در این  مودهای سازه نخواهد بود. همین امر موجب می

حالت بیش از یک مود سازه تحریک شوند و لذا بیش از یک نقطه 
 شود. تشدید ظاهر می

نسبت  کاهش چشمگیر نقطه تشدید دوم ωdf=1.4همچنین در 
دهنده  شود که نشان به نقطه تشدید اول در نمودار مشاهده می

های مورد نظر بوده و علت این امر  کاهش اثر نامیزانی در فرکانس
نیز ایجاد فاصله بین مودهای خمشی دیسک و پیچشی پره است 

 که در بخش قبل مورد بررسی قرار گرفت.
بر پاسخ سیستم، اثر  برای بررسی بیشتر درباره تأثیر پارامترهای مؤثر

تغییرات مرتبه تحریک موتور بر پاسخ سیستم در حالت میزان و 
نامیزان مورد بررسی قرار گرفته است. در این مورد با تغییر مرتبه 

، نمودار مربوط به پاسخ میزان و نامیزان برای ۵تحریک موتور به 
ωdf=1.2  ۲رسم و با مقدار مرتبه تحریک موتور  ۶در نمودار 

رنگ مربوط به مرتبه تحریک موتور  مقایسه شده است که خطوط کم
هستند و  ۵ و خطوط پررنگ مربوط به مرتبه تحریک موتور ۲
افزایش دامنه پاسخ سیستم  ،۵ازای مقدار مرتبه تحریک موتور  به
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آشکار است. به  ۲ر در حالت نامیزان نسبت به مرتبه تحریک موتو
رسد علت این امر نزدیکی مود هارمونیک فلاتر که در نمودار  نظر می

نشان داده شد، به مرتبه تحریک موتور مورد نظر باشد که باعث  ۴
 ۵ازای مرتبه تحریک موتور  به ۶تحریک بیشتر مود هارمونیک فلاتر 

شود. در نتیجه در این مرتبه تحریک خاص، افزایش چشمگیر  می
 شود. قطه تشدید در سیستم نامیزان مشاهده مین
 

  (الف) 

  (ب) 

  )ج( 
) n=۲( ۲اثر نامیزانی در پاسخ آیروالاستیک تحت تحریک مرتبه موتور  )۵نمودار 

 ωdf=1.4، ج) ωdf=1.2ب)  ،ωdf=1الف) ؛ k=1برای 

 
 و k=1اثر تغییرات مرتبه تحریک موتور بر پاسخ آیروالاستیک برای  )۶نمودار 

ωdf=1.2 

 

  (الف) 

  (ب) 
شده بر پاسخ آیروالاستیک تحت  اثر تغییرات فرکانس فروکاسته )۷نمودار 

 k=1.5ب)  ، k=0.5الف)؛  ωdf=1.2 ) برایn=۲( ۲تحریک مرتبه موتور 
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  (الف) 

  (ب) 

  )ج( 
 ۲اثر نامیزانی در نیرو بر پاسخ آیروالاستیک تحت تحریک مرتبه موتور  )۸نمودار 

)۲=n برای (k=1  الف) ؛ωdf=1،  (بωdf=1.2 (ج ،ωdf=1.4 

 
شده بر پاسخ سیستم  در ادامه نیز به تأثیر فرکانس فروکاسته

شده است که در این قسمت نمودارهای پاسخ سیستم در پرداخته 
 و ۵/۰شده  ازای مقادیر فرکانس فروکاسته بهحالات میزان و نامیزان 

  اند. رسم شده ۷در نمودار  ۵/۱
ازای فرکانس  شود، به مشاهده می ۷که در نمودار طور  همان

، پاسخ سیستم در حالت نامیزان و نقطه تشدید ۵/۰شده  فروکاسته
در نظر گرفته  ۵/۱شده  کمتر از زمانی است که فرکانس فروکاسته

ب  -۷مطابق نمودار  ۵/۱ی با افزایش مقدار آن به شده است. از طرف
کاهش پاسخ حالت نامیزان در نقطه تشدید مشاهده  مجدداً 

 شود. می
گیری  در نهایت نیز به بررسی اثر نامیزانی در نیرو که ناشی از جای

ها بوده، پرداخته شده است که این پدیده باعث ایجاد تغییر در  پره
های مختلف  ودینامیک اعمالی به پرهاختلاف فاز بین نیروهای آیر

ها خواهد شد. در نتیجه در یک  نسبت به اختلاف فاز بین حرکت پره
مرتبه موتور خاص، نیروی ناشی از فشار آیرودینامیک ایستای 

کند و بر  جریان بالادست دیگر، یک مود مشخص را تحریک نمی
این  در مطالعه عددی مربوط بهگذارد.  همه مودهای سیستم اثر می

های مختلف  بخش، با درنظرگرفتن نامیزانی اتفاقی در زاویه بین پره
و میانگین صفر، نتایج مورد نظر برای مقادیر  ۰۰۵/۰معیار  با انحراف
 اند. نشان داده شده ۸در نمودار  ωdfمختلف 

قابل توجه نامیزانی در پاسخ سیستم  ریتأثدهنده  نتایج نشان
های  ناشی از نزدیکی فرکانسبوده که  ωdf=1.2پره در  دیسک

پیچشی پره و فرکانس خمشی تیر در این شرایط است و در سایر 
پره کاهش یافته  تأثیر نامیزانی در پاسخ سیستم دیسک ωdfمقادیر  

پاسخ حالت میزان و  ωdf=1.4 و ωdf=1که در  طوری است، به
 بر یکدیگر منطبق هستند. باً یتقرنامیزان 

 
 گیری  نتیجه -۴

فلاتر و پاسخ پره به تحریک مرتبه موتور در حضور میرایی سرعت 
ناشی از رفتار آیروالاستیک و همچنین نامیزانی پره با استفاده از 

ای حرکت هر  ی و احتساب اثر وابستگی سازهآزاد درجهمدل چهار
دلیل  . بهگرفت قرارهای مجاور مورد مطالعه  قطاع به حرکت قطاع

های آیرودینامیک برای هر مود موج نیاز به محاسبه جداگانه بار
پره، حل معادلات با بسط پاسخ برحسب مودهای  متحرک دیسک

موج متحرک مربوط به سیستم بدون نامیزانی انجام گرفت. 
همچنین این روش حل با اندکی تغییر، قابل استفاده برای اعمال 
کاهش مرتبه سیستم بر پایه روش زیربخش مودهای نامی 

(SNM) وایتهدسازی اثر جریان سیال از نظریه  است. برای مدل 
های مجاور هم  ناپذیر دوبعدی حول پره برای جریان پتانسیل تراکم

پذیری  برای بررسی اثر انعطاف آمده دست بهاستفاده شد. از حل 
دیسک روی سرعت ناپایداری و همچنین پاسخ آیروالاستیک 

ازای  اگهانی سرعت فلاتر بهدهنده افزایش ن استفاده شد. نتایج نشان
علاوه اینکه  مقداری خاص از فرکانس طبیعی دیسک است. به

جای  های طبیعی دیسک، مود فلاتر به ازای مقادیر پایین فرکانس به
افتد. طبق نتایج  مود پیچشی روی مود خمشی دیسک اتفاق می

مربوط به مودهای محلی   برای تغییرات فرکانس آمده دست به
عداد قطرهای گرهی، این رفتار مربوط به نزدیکی زیاد مختلف با ت

مود خمشی دیسک و مود پیچشی پره برای دیسک با 
پذیری بالاست که با کاهش آن (افزایش فرکانس طبیعی  انعطاف

مقدار قابل توجهی  دیسک)، فاصله فرکانس مربوط به این دو مود به 
یابد.  ایش میکند و در نتیجه سرعت فلاتر نیز افز افزایش پیدا می

همچنین همین ویژگی منجر به افزایش قابل توجه اثر نامیزانی در 
ها و نامیزانی در تحریک مرتبه موتور، بر  فرکانس پیچشی پره

شود،  بردن دامنه پاسخ نسبت به سیستم بدون نامیزانی می بالا
طوری که برای مقادیر پایین فرکانس سفتی دیسک، نقطه تشدید  به

ر نقطه تشدید حاصل برای سیستم بدون نامیزانی دیگری علاوه ب
تر است.  بزرگ مراتب به پاسخشود که دارای دامنه  ایجاد می

همچنین این رفتار، در حالتی که مرتبه تحریک موتور سیستم با 
مود هارمونیک فلاتر متناظر برابر باشد نیز باعث افزایش بیشتر 
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 شود. ا در سیستم میه پاسخ در اثر نامیزانی در فرکانس پیچشی پره
 

خود  یمقاله مراتب تشکر و قدردان نیا سندگانینوتشکر و قدردانی: 
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