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Dynamic Instability Analysis of Moderately Thickm 
Rectangular Plates Influenced by an Orbiting Mass Based on 
the First-order Shear Deformation Theory

[1] On the theory of transverse bending of elastic plates [2] Influence of rotary inertia and 
shear on flexural motions of isotropic, elastic plates [3] Three dimensional solution of thick 
rectangular simply supported plates under a moving load [4] Exact nonstationary responses 
of rectangular thin plate on Pasternak foundation excited by stochastic moving loads [5] 
Dynamic response of geometrically nonlinear, elastic rectangular plates under a moving 
mass loading by inclusion of all inertial components [6] Geometrically nonlinear rectangular 
simply supported plates subjected to a moving mass [7] Parametric study of the dynamic 
response of thin rectangular plates traversed by a moving mass [8] Vibration of a thin 
rectangular plate subjected to series of moving inertial loads [9] Parametric resonance 
analysis of rectangular plates subjected to moving inertial loads via IHB method [10] 
Dynamic response of a Mindlin elastic rectangular plate under a distributed moving mass 
[11] Vibration analysis of a Mindlin elastic plate under a moving mass excitation by 
eigenfunction expansion method [12] Stability and bifurcation analysis of a beam-mass-
spring-damper system under primary and one-to-three internal resonances [13] On the 
parametric and external resonances of rectangular plates on an elastic foundation traversed 
by sequential masses [14] Dynamic stability of a beam carrying moving masses [15] 
Instability and resonance analysis of a beam subjected to moving mass loading via 
incremental harmonic balance method [16] On the parametric excitation of a Timoshenko 
beam due to intermittent passage of moving masses: Instability and resonance analysis [17] 
Nonlinear effects on parametric resonance of a beam subjected to periodic mass transition 
[18] Occurrence of parametric resonance in vibrations of rectangular plates resting on 
elastic foundation under passage of continuous series of moving masses [19] Instability 
inspection of parametric vibrating rectangular Mindlin plates lying on Winkler foundations 
under periodic loading of moving masses [20] A variable parameter incrementation method 
for dynamic instability of linear and nonlinear elastic systems

In this paper, the dynamic stability of a moderately thick rectangular plate carrying an orbiting 
mass and lying on a visco-elastic foundation is studied. Considering all inertial terms of the 
moving mass and using plate first-order shear deformation theory, the governing equations 
on the dynamic behavior of the system are derived. The Galerkin’s method on the basis of 
trigonometric shape functions is applied to change the coupled governing partial differential 
equations to a system of ordinary differential equations. Due to the alternative motion of the 
mass along the circular path over the plate’s surface, the governing equations are the equations 
with the periodic constant. Applying the semi-analytical incremental harmonic balance 
method, the influences of the relative thickness of the plate, radius of the motion path, and 
stiffness and damping of the visco-elastic foundation on the instability conditions of the system 
are investigated. A good agreement can be observed by comparing the predicted results of 
the incremental harmonic balance method with the numerical solution results. Based on the 
findings, increasing the radius of the motion path broadens the instability regions. Moreover, 
increasing the stiffness and damping of the foundation cause the system more stable.
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و  دواردر این مقاله، پایداری دینامیکی ورق مستطیلی نسبتاً ضخیم حامل جرم 
 واقع بر بستر ویسکوالاستیک مورد مطالعه قرار گرفته است. برای این منظور با در

های اینرسی جرم متحرک و استفاده از تئوری برشی مرتبه گرفتن همه ترم نظر
رفتار دینامیکی سیستم استخراج شده است. سپس اول ورق، معادلات حاکم بر 

ای کارگیری روش گالرکین به همراه توابع شکل مثلثاتی، معادلات پارهبا به
های ساده، به معادلات گاهاستخراج شده برای ورق نسبتاً ضخیم با تکیه

دیفرانسیل معمولی تبدیل شده است. در اثر حرکت تناوبی جرم در طول مسیری 
روی سطح ورق، معادلات حاکم معادلاتی با ضرایب متناوب هستند. در ای دایره

تحلیلی هارمونیک بالانس نموی، ادامه با حل این معادلات توسط روش نیمه
اثرات پارامترهایی شامل ضخامت نسبی ورق، شعاع مسیر حرکتی و ضرایب 
ار سفتی و استهلاک بستر ویسکوالاستیک بر ناپایداری سیستم مورد تحلیل قر

بینی شده توسط روش هارمونیک بالانس گرفته است. با مقایسه نتایج پیش
نموی در تعیین نواحی پایدار و ناپایدار با نتایج حل عددی، تطابق بسیار خوبی 
مشاهده شده است. نتایج حاکی از این است که با افزایش شعاع مسیر حرکتی، 

کند. به افزایش پیدا می ردواجرم بار  -وسعت ناحیه ناپایدار در صفحه فرکانس
علاوه، با افزایش سفتی و استهلاک بستر، سیستم به سمت پایداری بیشتر میل 
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  مقدمه  - ۱
یند و آهای مهم در ساختارهای مکانیکی به شمار میها از سازهورق

ای، متحمل نیروهای داخل صفحه در كاربردهای مهندسی، گاهی
های مختلفی برای توصیف رفتار شوند. تئورییبرشی و متحرک م

های الاستیک وجود دارد که بسته به ورقدینامیکی و استاتیکی 
، در مسائل مختلف مورد استفاده آنهادهنده هندسه و مواد تشکیل

ها در ها و استفاده از آنبین این تئوریگیرند. درک تفاوت قرار می
های ورق و کاربردهای مرتبط، برای مهندسین شاغل در زمینه سازه

ها، بسیار قابل توجه همچنین محققین فعال در توسعه دانش ورق
 است.

های از اواسط قرن نوزدهم میلادی تاکنون، تحقیق و توسعه تئوری
ورق، همواره در حال انجام بوده است. تئوری ورق کیرشهف 

. بر اساس فرضیات استها ترین تئوری برای بیان رفتار ورق ساده
شکل  این تئوری، خطوط عمود بر سطح میانی ورق بعد از تغییر

 یشوند و همچنین تغییر طول و تغییر شکلرخش نمیدچار چ
های  کنند. اگرچه این تئوری نتایج دقیقی برای ورقتجربه نمی

گرفتن های ضخیم به دلیل نادیدهدهد اما برای ورقنازک ارائه می
دهد، مخصوصاً در های برشی، نتایج مناسبی ارائه نمیشکل تغییر

آمیز هستند. با معرفی اغراقها های طبیعی که جوابمورد فرکانس
 ، اثرات تغییر[2]میندلینو  [1]ریزنرتئوری برشی مرتبه اول توسط 

بندی ورق در نظر گرفته شد. طبق این تئوری شکل برشی در فرمول
شوند که این فرض خطوط عمود بر سطح میانی دچار چرخش می

  .شودمنجر به ایجاد تنش برشی ثابت در راستای ضخامت می
جرم متحرک موضوع  رفتار دینامیکی سازه ورق تحت تاثیری بررس

های اخیر بوده و سعی مورد توجه محققین و مهندسین در طی دهه
های مختلف مورد مطالعه قرار گیرد. در این شده است که از جنبه

نظر از اثرات اینرسی جرم ای از محققین با صرفمطالعات دسته
 یسیستم مزبور در قالب نیرومتحرک، به تحلیل پاسخ دینامیکی 

- . همچنین دینامیک غیرخطی سیستم ورق[4 ,3]متحرک پرداختند
های اینرسی جرم متحرک بر پاسخ ترم تاثیر، [6 ,5]جرم متحرک

، فرضیات مختلف بر چگونگی حرکت جرم (منفرد، [7]سیستم
، [11 ,10]های برشیتغییر شکلو اثرات  [9 ,8]دار)ای و شتاب دسته

بار از  برای اولین [10]داداو  جیبادیانلعه قرار گرفت. مورد مطا
تئوری برشی مرتبه اول برای بررسی پاسخ الاستودینامیکی ورق 
مستطیلی ضخیم تحت عبور جرم متحرک استفاده نمودند. اگرچه 
نتایج آنها محدود به استخراج تعدادی منحنی پاسخ زمانی برای 

گر اهمیت توجه به اینرسی سیستم مذکور بود، اما با این حال بیان
 [11]و همکاران امیری واثقیبرشی ورق است.  تغییر شکلدورانی و 
ای جامع بر پاسخ دینامیکی ورق مستطیلی نسبتاً ضخیم با مطالعه

شرایط مرزی متفاوت تحت عبور جرم متحرک در طول مسیرهای 
ا معادلات دینامیکی حاکم را بر اساس همختلف انجام دادند. آن

ی برشی مرتبه اول استخراج نمودند و با استفاده از روش بسط تئور
و  ناطقی بابگیتوابع ویژه به حل این معادلات پرداختند. 

بعدی حاکم حل دقیقی برای معادلات الاستیسیته سه [3]همکاران
 بر ورق مستطیلی ضخیم حامل نیروی متحرک ارائه نمودند.

شود در حد امکان میامروزه با توجه به ملاحظات اقتصادی سعی 
های حامل اشیاء متحرک کم در نظر گرفته شود و همین وزن سازه

امر موجب شده است تا امکان ایجاد ارتعاشات با دامنه بزرگ در 
ها افزایش یافته و شناخت و کنترل آنها بیش از پیش این سیستم

های مهم این موضوع، تعیین شرایطی اهمیت یابد. یکی از جنبه
های متحرک کننده جرمبب بروز ناپایداری در سازه حملاست که س

گیری از ایجاد این شرایط، امکان بروز . در صورت عدم پیششودمی
های خسارات غیرقابل جبران وجود دارد. ناپایداری دینامیکی سازه

تواند ناشی از انواع مختلف بارهای متحرک می تاثیرالاستیک تحت 
-14]و پارامتریک [13]، خارجی[12]لیتشدید از جمله تشدیدهای داخ باشد. در مقایسه با تشدید خارجی که در اثر هماهنگی فرکانس  [18

تشدید افتد، تحریک خارجی با فرکانس طبیعی سیستم اتفاق می
تواند در اثر تداخل مودهای غیرخطی یک سیستم در داخلی می

های فرکانسی خاصی رخ دهد. از سوی دیگر، تشدید نسبت
افتد که های خود تحریک اتفاق میپارامتریک معمولاً در سیستم

های طبیعی سیستم مضربی از فرکانس آنهاآهنگ ضربان داخلی 
ناپایداری ناشی برای اولین بار به مطالعه  [14]نلسون و کونوور. است

برنولی تحت عبور سری  -از وقوع تشدید پارامتریک در تیرهای اویلر
 پیرمرادیاناخیر،  هایسالمتحرک پرداختند. در های متوالی از جرم
وقوع تشدیدهای پارامتریک و خارجی در تیرهای  و همکاران

های متحرک شده توسط جرمبرنولی و تیموشنکو تحریک اویلر
های ا بر مبنای تئوری فلاکه مرزه. آن[16,15]درپی را تحقیق کردند پی
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سرعت بارهای عبوری استخراج  - نواحی ناپایدار را در صفحه جرم
پایداری تیر حامل  مساله [17]پورپیرمرادیان و کریمنمودند. 

نظر  عنوان یک سیستم جرم متغیر و با درهای متحرک را به  جرم
دهد که گرفتن عوامل غیرخطی بررسی کردند. نتایج آنها نشان می

با ی بر مرز ناپایداری سیستم ندارد، تاثیرهای غیرخطی حضور ترم
این حال به علت مشخصه وابستگی فرکانس به دامنه، پاسخ را در 

شرایط  [18]همکاران و ترکانکند.  نزدیکی تشدید سیستم محدود می
های مستطیلی با وقوع تشدید پارامتریک در ارتعاشات عرضی ورق
های متحرک را شرایط مرزی مختلف تحت عبور متوالی جرم

بر اساس تئوری کیرشهف  جستجو کردند. در این مطالعه ورق
ها لحاظ شد. سازی شد و مسیری مستقیم برای توالی جرم مدل

نتایج آنها حاکی از اهمیت شرایط مرزی ورق در پایداری این قبیل 
  ها است.سیستم

ای از مطالعات مرتبط با شرایط تشدید آنچه در بالا مرور شد گزیده
. استهای الاستیک و جرم متحرک پارامتریک در تعامل بین سازه

عنوان سازه بستر بارگذاری انتخاب شده تیر به وفور به اگرچه سازه
است، با این وجود شرایط تشدید پارامتریک سازه ورق تنها در 

طور که بیان شد، در مرجع  انهم .مدنظر قرار گرفته است [18] مرجع
لذا خلاء  سازی سیستم بر اساس تئوری کیرشهف بوده،مذکور مدل

بررسی شرایط تشدید  در زمینه مرتبه اول استفاده از تئوری برشی
شود. بر این جرم متحرک مشاهده می-پارامتریک سیستم ورق

این مقاله پایداری دینامیکی ورق مستطیلی ضخیم  در اساس
بر اساس تئوری برشی مرتبه اول صورت گرفته  دوارحامل جرم 

  هایگاهاست. شرایط مرزی چهارگوشه ورق به صورت تکیه
  ای برای حرکت ساده در نظر گرفته شده است. مسیری دایره

انتخاب شده است؛ مسیری که دارای  روی سطح ورق جرم
 دوارهای کاربردهای عملی فراوان در طراحی و ساخت سیستم

شونده در صنایع چوب، هارد دیسک ر هدایتی مدوهاههمچون ار
. برای حل معادلات حاکم، استهای خودرو کامپیوتر و دیسک

روش گالرکین به همراه توابع شکل مثلثاتی استفاده شده و 
ای به معادلات دیفرانسیل معمولی  معادلات دیفرانسیل کوپل پاره

  تبدیل شده است. 
های هارمونیک بالانس نموی دیاگرامدر ادامه با استفاده از روش 
  و اثرات ضخامت نسبی ورق،  شدهپایداری سیستم استخراج 

شعاع مسیر حرکتی و ضرایب استهلاک و سفتی بستر 
ویسکوالاستیک بر پایداری سیستم مورد تحلیل قرار گرفته است. 
ای استفاده از تئوری برشی مرتبه اول، در نظر گرفتن مسیر دایره

های این استهلاک بستر از نوآوری تاثیررم و بررسی برای حرکت ج
متمایز  [18] آید و این تحقیق را نسبت به مرجع تحقیق به شمار می

  کند.می
  
  معادلات حاکم - ۲

مورد نظر شامل یک ورق  مسالهسازه در نظر گرفته شده در 
، ضخامت ثابت ܾ، عرض ܽ به طول شکل نسبتاً ضخیممستطیلی ℎ ضریب پواسون ،ܧ، مدول یانگ ν و واقع بر  ߩ، جرم واحد حجم

 است ߤو ضریب استهلاک  ݇بستر ویسکوالاستیک با ضریب سفتی 
است که در طول مسیر  ܯحامل جرم متحرک  ،ورق ).١شکل (

کند. محورهای دوران می ߱ای حول مرکز آن با فرکانس  دایره
منطبق بر سطح  ݕݔشوند که صفحه انتخاب می نحویمختصات به 

  عمود بر آن باشد. ݖ میانی ورق و محور
  

  

 
  جرم دوار حاملشمایی از ورق  )۱شکل 

  
ای کوپل با در نظر گرفتن اینرسی دورانی، معادلات دیفرانسیل پاره

حاکم بر حرکت عرضی ورق مستطیلی بر اساس تئوری برشی مرتبه 
  .[19]شود) بیان می۱اول به صورت معادله (

الف) - ۱(
ℎܩߢ ቆ߲߰ݔ߲ݔ − 2ݔ߲ݓ2߲ + ݕ߲ݕ߲߰ − 2ݕ߲ݓ2߲ ቇ + ℎߩ +2ݐ߲ݓ2߲ ݓ݇ + ߤ ݐݓ߲߲ = ,ݔሺܨ ,ݕ  ሻݐ

ܦ ب) - ۱( ቆ߲ଶ߰௫߲ݔଶ + 1 − 2ߥ ߲ଶ߰௫߲ݕଶ + 1 + 2ߥ ߲ଶ߰௬߲ݕ߲ݔቇ− ℎܩߢ ൬߰௫ − ݔ߲ݓ߲ ൰− ܬߩ ߲ଶ߰௫߲ݐଶ = 0 
ܦ ج) - ۱( ቆ߲ଶ߰௬߲ݕଶ + 1 − 2ߥ ߲ଶ߰௬߲ݔଶ + 1 + 2ߥ ߲ଶ߰௫߲ݕ߲ݔቇ− ℎܩߢ ൬߰௬ − − ൰ݕ߲ݓ߲ ܬߩ ߲ଶ߰௬߲ݐଶ = 0 

,ݔሺݓ)، ۱که در رابطه ( ,ݕ ,ݔ௫ሺ߰جابجایی عرضی ورق،  ሻݐ ,ݕ و  ሻݐ ߰௬ሺݔ, ,ݕ های برشی (چرخش خطوط به ترتیب تغییر شکل ሻݐ
هستند.  ݕو  ݔعمود بر سطح میانی ورق) حول محورهای  ܦ = ℎଷܧ 12ሺ1 − ܩسفتی خمشی ورق و  ⁄ଶሻߥ = ܧ 2ሺ1 + ܬهمچنین مدول برشی ورق است.  ⁄ሻߥ = ℎଷ 12⁄ 

ضریب تصحیح برشی است. تابع بارگذاری  ߢاینرسی دورانی ورق و  ,ݔሺܨ ,ݕ مرتبط با جرم متحرک در طول مسیر دلخواه روی سطح  ሻݐ
  شود.) تعریف می۲ورق به صورت رابطه (

,ݔሺܨ  )٢( ,ݕ ሻݐ = ܯ ቆ݃ − ݀ଶݐ݀ݓଶ ቇ ݔ൫ߜ − −ݕ൫ߜሻ൯ݐெሺݔ  ሻ൯ݐெሺݕ
معرف تابع دلتای دیراک  ߜشتاب گرانشی و  ݃)، ۲که در رابطه (

های اینرسی ناشی از جرم متحرک، است. با در نظر گرفتن همه ترم
  توان به فرم رابطه زیر گسترش داد.تابع بارگذاری را می
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,ݔሺܨ  )٣( ,ݕ ሻݐ = ቈ݃ܯ − ܯ ቆ߲ଶݐ߲ݓଶ + ߲ଶݔ߲ݓଶ ൬݀ݐ݀ݔ൰ଶ
+ ߲ଶݕ߲ݓଶ ൬݀ݐ݀ݕ ൰ଶ + 2 ߲ଶݕ߲ݔ߲ݓ ൬݀ݐ݀ݔ൰ ൬݀ݐ݀ݕ ൰+ 2 ߲ଶݐ߲ݔ߲ݓ ൬݀ݐ݀ݔ൰ + 2 ߲ଶݐ߲ݕ߲ݓ ൬݀ݐ݀ݕ ൰  

  + ݔ߲ݓ߲ ቆ݀ଶݐ݀ݔଶ ቇ + ݕ߲ݓ߲ ቆ݀ଶݐ݀ݕଶ ቇ൱൩ ݔ൫ߜ − ݕ൫ߜሻ൯ݐெሺݔ −  ሻ൯ݐெሺݕ
ای برای حرکت جرم در نظر که ذکر شد، مسیری دایره همان طور

گرفته شده است. بنابراین مکان متغیر با زمان جرم روی سطح ورق 
  ) تعریف نمود.۴توان با استفاده از رابطه (را می

)۴(  
ሻݐெሺݔ = 2ܽ + ݎ cosሺ߱ݐሻ ݕெሺݐሻ = 2ܾ + ݎ sinሺ߱ݐሻ 

شعاع مسیر حرکتی است. با جایگذاری رابطه  ݎکه در رابطه اخیر، 
 با به احتساب دوار)، تابع بارگذاری مرتبط با جرم ۳) در رابطه (۴(

  با:های اینرسی، برابر خواهد شد آوردن همه ترم
,ݔሺܨ  )٥( ,ݕ ሻݐ = ቈ݃ܯ − ܯ ቆ߲ଶݐ߲ݓଶ + ߲ଶݔ߲ݓଶ ሺݎଶ߱ଶ sinଶሺ߱ݐሻሻ+ ߲ଶݕ߲ݓଶ ሺݎଶ߱ଶ cosଶሺ߱ݐሻሻ− 2 ߲ଶݕ߲ݔ߲ݓ ሺݎଶ߱ଶ sinሺ߱ݐሻ cosሺ߱ݐሻሻ  −2 ߲ଶݐ߲ݔ߲ݓ ሺ߱ݎ sinሺ߱ݐሻሻ  + 2 ߲ଶݐ߲ݕ߲ݓ ሺ߱ݎ cosሺ߱ݐሻሻ − ݔ߲ݓ߲ ሺ߱ݎଶ cosሺ߱ݐሻሻ

− ݕ߲ݓ߲ ሺ߱ݎଶ sinሺ߱ݐሻሻ൱൩ ݔ൫ߜ − ݕ൫ߜሻ൯ݐெሺݔ −  ሻ൯ݐெሺݕ
  

ای )، معادلات دیفرانسیل پاره۱) در رابطه (۵رابطه ( یگذاریبا جا
کوپل حاکم بر ارتعاش عرضی ورق مستطیلی ضخیم واقع بر بستر 

) استخراج ۶به صورت رابطه ( دوارویسکوالاستیک و حامل جرم 
ℎܩߢ  .شودمی ቆ߲߰ݔ߲ݔ − 2ݔ߲ݓ2߲ + ݕ߲ݕ߲߰ − 2ݕ߲ݓ2߲ ቇ + ℎߩ 2ݐ߲ݓ2߲ +  ݓ݇

ߤ+ ݐݓ߲߲ = ቈ݃ܯ − ܯ ቆ߲ଶݐ߲ݓଶ + ߲ଶݔ߲ݓଶ ሺݎଶ߱ଶ sinଶሺ߱ݐሻሻ  + ߲ଶݕ߲ݓଶ ሺݎଶ߱ଶ cosଶሺ߱ݐሻሻ− 2 ߲ଶݕ߲ݔ߲ݓ ሺݎଶ߱ଶ sinሺ߱ݐሻ cosሺ߱ݐሻሻ− 2 ߲ଶݐ߲ݔ߲ݓ ሺ߱ݎ sinሺ߱ݐሻሻ + 2 ߲ଶݐ߲ݕ߲ݓ ሺ߱ݎ cosሺ߱ݐሻሻ 

−              الف) - ۶( ݔ߲ݓ߲ ሺ߱ݎଶ cosሺ߱ݐሻሻ− ݕ߲ݓ߲ ሺ߱ݎଶ sinሺ߱ݐሻሻ൱൩ ݔ൫ߜ − −ݕ൫ߜሻ൯ݐெሺݔ  ሻ൯ݐெሺݕ

ܦ ب) - ۶( ቆ߲ଶ߰௫߲ݔଶ + 1 − 2ߥ ߲ଶ߰௫߲ݕଶ + 1 + 2ߥ ߲ଶ߰௬߲ݕ߲ݔቇ− ℎܩߢ ൬߰௫ − ݔ߲ݓ߲ ൰− ܬߩ ߲ଶ߰௫߲ݐଶ = 0 
ܦ ج) - ۶( ቆ߲ଶ߰௬߲ݕଶ + 1 − 2ߥ ߲ଶ߰௬߲ݔଶ + 1 + 2ߥ ߲ଶ߰௫߲ݕ߲ݔቇ− ℎܩߢ ൬߰௬ − − ൰ݕ߲ݓ߲ ܬߩ ߲ଶ߰௬߲ݐଶ = 0 

های ساده گاهدر این تحقیق، شرایط مرزی ورق به صورت تکیه
با استفاده از تئوری برشی مرتبه اول، این شرایط فرض شده است. 

 های ورق خواهد شد:مرزی منجر به اعمال شرایط ذیل بر روی لبه
ݔبرای  = 0, ܽ:  

ݓ )۷( = ߰௬ = 0, ௫௫ܯ   = ܦ− ቆ߲߰௫߲ݔ + ߥ ߲߰௬߲ݕ ቇ = 0 

ݕبرای  = 0, ܾ:  

ݓ )۸( = ߰௫ = 0, ௬௬ܯ   = ܦ− ቆ߲߰௬߲ݕ + ߥ ߲߰௫߲ݔ ቇ = 0 

  
  روند حل - ۳
  روش گالرکین ۱- ۳

 ،ای حرکت، برای حل آنهاپس از استخراج معادلات دیفرانسیل پاره
سازی به های گسستهابتدا این معادلات با استفاده از روش
برای  ،شوند. در این پژوهشمعادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل می

سازی از روش گالرکین استفاده شده است. برای این منظور گسسته
) به صورت ١١) تا (٩مطابق روابط ( ௬߰و  ௫߰، ݓابتدا متغیرهای 

 شوند.ای از توابع پایه بیان میمجموعه
,ݔሺݓ   )۹( ,ݕ ሻݐ = ෍ ߶௜௪ሺݔ, ሻஶݐ௜ሺݓሻݕ

௜ୀଵ  

)۱۰(  ߰௫ሺݔ, ,ݕ ሻݐ = ෍ ߶௜టೣሺݔ, ሻஶݐሻ߰௫௜ሺݕ
௜ୀଵ  

)١١(  ߰௬ሺݔ, ,ݕ ሻݐ = ෍ ߶௜ట೤ሺݔ, ሻஶݐሻ߰௬௜ሺݕ
௜ୀଵ  

- های تعمیممختصه ሻݐ௬௜ሺ߰و  ሻݐሻ ،߰௫௜ሺݐ௜ሺݓدر روابط اخیر، 
,ݔ௜௪ሺ߶یافته وابسته به زمان هستند و همچنین  ,ݔሻ ،߶௜టೣሺݕ  ሻݕ

,ݔ௜ట೤ሺ߶و  ای انتخاب و به گونه هستندتوابع شکل ورق  ሻݕ
)) را ارضا کنند. ۸) و (۷(روابط ( مسالهشوند که شرایط مرزی  می

های ساده به گاهاین توابع شکل برای ورق با شرایط مرزی تکیه
  شوند.) تعریف می۱۴) تا (۱۲صورت روابط (

)۱۲(   ߶௜௪ሺݔ, ሻݕ = sin ቀ݉ܽݔߨ ቁ sin ቀܾ݊ݕߨ ቁ 

)۱۳(  ߶௜టೣሺݔ, ሻݕ = cos ቀ݉ܽݔߨ ቁ sin ቀܾ݊ݕߨ ቁ 

)۱۴(  ߶௜టೣሺݔ, ሻݕ = sin ቀ݉ܽݔߨ ቁ cos ቀܾ݊ݕߨ ቁ 
. با هستندمودهای ارتعاشی ورق  ݊و  ݉که در روابط اخیر، 

)، سپس ضرب طرفین معادلات ۶) در (۱۱) تا (۹جایگذاری روابط (
,ݔ௝௪ሺ߶الف) در  - ۶( ,ݔ௝టೣሺ߶ب) در  -ሻ) ،۶ݕ ج) در  - ۶و ( ሻݕ ߶௝ట೤ሺݔ, گیری از معادلات حاصل روی و در نهایت انتگرال ሻݕ

  شود.سیل معمولی زیر حاصل میسطح ورق، معادلات دیفران
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)١٥( ቎ [M]௪௪ [M]௪టೣ [M]௪ట೤[M]టೣ௪   [M]టೣటೣ   [M]టೣట೤[M]ట೤௪   [M]ట೤టೣ    [M]ట೤ట೤቏ ቐ wሷψሷ ௫ψሷ ௬ቑ
+ ቎ [C]௪௪ [C]௪టೣ [C]௪ట೤[C]టೣ௪   [C]టೣటೣ   [C]టೣట೤[C]ట೤௪   [C]ట೤టೣ    [C]ట೤ట೤቏ ቐ wሶψሶ ௫ψሶ ௬ቑ 

+ ቎ [K]௪௪ [K]௪టೣ [K]௪ట೤[K]టೣ௪   [K]టೣటೣ   [K]టೣట೤[K]ట೤௪   [K]ట೤టೣ    [K]ట೤ట೤ ቏ ൝ wψ௫ψ௬ൡ = ቐ ሼFሽ௪ሼFሽటೣሼFሽట೤ ቑ 
௜௝௪௪[M]  شوند:های غیر صفر به نحو زیر بیان میکه ماتریس = ℎߩ න ߶௜௪ሺݔ, ,ݔሻ߶௝௪ሺݕ  ܣ݀ ሻݕ

஺ ,ሻݐெሺݔ௜௪൫߶ܯ+  ,ሻݐெሺݔሻ൯߶௝௪൫ݐெሺݕ ሻ൯ [M]௜௝టೣటೣݐெሺݕ = ܬߩ න ߶௜టೣሺݔ, ,ݔሻ߶௝టೣሺݕ  ܣሻ݀ݕ
஺  

[M]௜௝ట೤ట೤ = ܬߩ න ߶௜ట೤ሺݔ, ,ݔሻ߶௝ట೤ሺݕ  ܣሻ݀ݕ
஺  [C]௜௝௪௪= ߤ න ߶௜௪ሺݔ, ,ݔሻ߶௝௪ሺݕ  ܣ݀ ሻݕ

஺− ߱ݎܯ2 sinሺ߱ݐሻ ߶௜,௫௪ ൫ݔெሺݐሻ, ,ሻݐெሺݔሻ൯߶௝௪൫ݐெሺݕ ߱ݎܯሻ൯ +2ݐெሺݕ cosሺ߱ݐሻ ߶௜,௬௪ ൫ݔெሺݐሻ, ,ሻݐெሺݔሻ൯߶௝௪൫ݐெሺݕ ሻ൯ [K]௜௝௪௪ݐெሺݕ = ℎܩߢ− ൭න ߶௜,௫௫௪ ሺݔ, ,ݔሻ߶௝௪ሺݕ  ܣ݀ ሻݕ
஺+ න ߶௜,௬௬௪ ሺݔ, ,ݔሻ߶௝௪ሺݕ  ܣ݀ ሻݕ

஺ ൱
+ ݇ න ߶௜௪ሺݔ, ,ݔሻ߶௝௪ሺݕ  ܣ݀ ሻݕ

஺ ଶ߱ଶݎܯ+   sinଶሺ߱ݐሻ߶௜,௫௫௪ ൫ݔெሺݐሻ, ,ሻݐெሺݔሻ൯߶௝௪൫ݐெሺݕ ଶ߱ଶݎܯ+  ሻ൯ݐெሺݕ cosଶሺ߱ݐሻ ߶௜,௬௬௪ ൫ݔெሺݐሻ, ,ሻݐெሺݔሻ൯߶௝௪൫ݐெሺݕ ଶ߱ଶݎܯሻ൯ −2ݐெሺݕ sinሺ߱ݐሻ cosሺ߱ݐሻ ߶௜,௫௬௪ ൫ݔெሺݐሻ, ,ሻݐெሺݔሻ൯  ߶௝௪൫ݐெሺݕ ଶ߱ݎܯ− ሻ൯ݐெሺݕ cosሺ߱ݐሻ ߶௜,௫௪ ൫ݔெሺݐሻ, ,ሻݐெሺݔሻ൯߶௝௪൫ݐெሺݕ −ሻ൯ݐெሺݕ ଶ߱ݎܯ sinሺ߱ݐሻ ߶௜,௬௪ ൫ݔெሺݐሻ, ,ሻݐெሺݔሻ൯߶௝௪൫ݐெሺݕ  ሻ൯ݐெሺݕ

[K]௜௝௪టೣ = ℎܩߢ න ߶௜,௫టೣሺݔ, ,ݔሻ߶௝௪ሺݕ  ܣ݀ ሻݕ
஺  

[K]௜௝௪ట೤ = ℎܩߢ න ߶௜,௫ట೤ሺݔ, ,ݔሻ߶௝௪ሺݕ  ܣ݀ ሻݕ
஺  

)١٦(  [K]௜௝టೣ௪ = ℎܩߢ− න ߶௜,௫௪ ሺݔ, ,ݔሻ߶௝టೣሺݕ  ܣ݀ ሻݕ
஺  

[K]௜௝టೣటೣ = ܦ− ൭න ߶௜,௫௫టೣ ሺݔ, ,ݔሻ߶௝టೣሺݕ  ܣ݀ ሻݕ
஺ + 1 − 2ߥ න ߶௜,௬௬టೣ ሺݔ, ,ݔሻ߶௝టೣሺݕ  ܣ݀ ሻݕ

஺ ൱
+ ℎܩߢ න ߶݅߰ ݔ ሺݔ, ݆߰߶ሻݕ ,ݔሺݔ  ܣ݀ ሻݕ

ܣ  

[K]௜௝టೣట೤ = ܦ− ൭1 + 2ߥ න ߶௜,௫௬ట೤ ሺݔ, ,ݔሻ߶௝టೣሺݕ  ܣ݀ ሻݕ
஺ ൱ 

[K]௜௝ట೤௪ = ℎܩߢ− න ߶௜,௬௪ ሺݔ, ,ݔሻ߶௝ట೤ሺݕ  ܣ݀ ሻݕ
஺  

[K]௜௝ట೤టೣ = ܦ− ൭1 + 2ߥ න ߶௜,௫௬టೣ ሺݔ, ,ݔሻ߶௝ట೤ሺݕ  ܣ݀ ሻݕ
஺ ൱ [K]௜௝ట೤ట೤

= ܦ− ൭න ݈߶௜,௬௬ట೤ ሺݔ, ,ݔሻ߶௝ట೤ሺݕ  ܣ݀ ሻݕ
஺+ 1 − 2ߥ න ߶௜,௫௫ట೤ ሺݔ, ,ݔሻ߶௝ట೤ሺݕ  ܣ݀ ሻݕ
஺ ൱

+ ℎܩߢ න ߶௜ట೤ሺݔ, ,ݔሻ߶௝ట೤ሺݕ  ܣ݀ ሻݕ
஺  ሼFሽ௝௪ = ,ሻݐெሺݔ௝௪൫߶݃ܯ  ሻ൯ݐெሺݕ

اینک، با در نظر گرفتن مود اول ارتعاشی ورق، معادلات دیفرانسیل 
معمولی کوپل حاکم بر ارتعاشات عرضی ورق مستطیلی حامل جرم 

  ) محاسبه خواهد شد.۱۷به صورت رابطه ( دوار
ℎܾܽ4ߩ൭ الف) -۱۷( + ܯ ଵܲሺݐሻ൱ +ሷݓ ൬4ܾܽߤ+ ܯ2 ݎܽߨ ߱ sinሺ߱ݐሻ ଶܲሺݐሻ− ܯ2 ݎܾߨ ߱ cosሺ߱ݐሻ ଷܲሺݐሻ൰ ݓ + ቆܩߢℎ ቆߨଶܽଶ + ଶܾଶ4ܾܽߨ ቇ +ሶ

ܯ−     ଶܽଶݎଶߨ ߱ଶ sinଶሺ߱ݐሻ ଵܲሺݐሻ− ܯ ଶܾଶݎଶߨ ߱ଶ cosଶሺ߱ݐሻ ଵܲሺݐሻ− ܯ2 ଶܾܽݎଶߨ ߱ଶ sinሺ߱ݐሻcosሺ߱ݐሻ ସܲሺݐሻ ହܲሺݐሻ 

  

ܯ+      ݎܽߨ ߱ଶ cosሺ߱ݐሻ ଶܲሺݐሻ+ ܯ ݎܾߨ ߱ଶ sinሺ߱ݐሻ ଷܲሺݐሻቁ ݓ − 4ܾߨℎܩߢ ߰௫− 4ܽߨℎܩߢ ߰௬ = ݃ܯ ହܲሺݐሻ 
4ܾܽܬߩ   ب) -۱۷( ሷ߰௫ + ൭ܩߢℎܾܽ4 + ܦ ቆߨଶܾ4ܽ + 1 − 2ߥ ଶܽ4ܾߨ ቇ൱ ߰௫+ ܦ ቆ1 + 2ߥ ଶ4ߨ ቇ ߰௬ − 4ܾߨℎܩߢ ݓ = 0 
4ܾܽܬߩ   ج) -۱۷( ሷ߰௬ + ൭ܩߢℎܾܽ4 + ܦ ቆߨଶܽ4ܾ + 1 − 2ߥ ଶܾ4ܽߨ ቇ൱ ߰௬+ ܦ ቆ1 + 2ߥ ଶ4ߨ ቇ ߰௫ − 4ܽߨℎܩߢ ݓ = 0 

  که در رابطه اخیر داریم:
 )۱۸(  

ଵܲሺݐሻ = cosଶ ቀݎܽߨ cosሺ߱ݐሻቁ cosଶ ቀݎܾߨ sinሺ߱ݐሻቁ 



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــو همکاران احسان ترکان  ۲۲۰۸
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ଶܲሺݐሻ = cos ቀݎܽߨ cosሺ߱ݐሻቁ sin ቀݎܽߨ cosሺ߱ݐሻቁ cosଶ ቀݎܾߨ sinሺ߱ݐሻቁ 

ଷܲሺݐሻ = cosଶ ቀݎܽߨ cosሺ߱ݐሻቁ cos ቀݎܾߨ sinሺ߱ݐሻቁ sin ቀݎܾߨ sinሺ߱ݐሻቁ 

ସܲሺݐሻ = sin ቀݎܽߨ cosሺ߱ݐሻቁ sin ቀݎܾߨ sinሺ߱ݐሻቁ 

ହܲሺݐሻ = cos ቀݎܽߨ cosሺ߱ݐሻቁ cos ቀݎܾߨ sinሺ߱ݐሻቁ 

، پارامترهای آنهابخشیدن به معادلات و تحلیل عمومیت منظور به
ߙ  شوند:بعد زیر معرفی میبی ≜   ,ℎܾܽߩܯ
  Ω ≜ ߱ܽଶܾଶߨଶሺܽଶ + ܾଶሻ ඨߩℎܦ ߣ       , ≜ ߨ1 ඨܧܩߢ ,     ߬ ≜ ωt, 
  W ≜ ∗݇       ,ܾܽ√ݓ ≜ ݇ܽସܾସߨସܦሺܽଶ + ܾଶሻଶ,        Ψ௫ ≜ ߰௫,           Ψ௬ ≜ ߰௬ 

)۱۹( 

∗ߤ  ≜ ሺܽଶܦℎߩଶඥߨଶܾଶܽߤ + ܾଶሻ,    ܽ௥ ≜ ௔ݎ    ,ܾܽ ≜ ℎܽ,    ݎ௕ ≜ ℎܾ,      ݃∗ ≜ ሺܽଶܾܽ√ܦସߨℎܽସܾସߩ݃ + ܾଶሻଶ,         ߞ ≜ ߟ      ,ݎܽ ≜  ݎܾ
قاعده مشتق  شده وبعد تعریفبا استفاده از پارامترهای بی

) ٢٠بعد به صورت رابطه (ای، معادلات حاکم در فرم بی زنجیره
  آیند.می دست به
Ωଶ൫1 الف) - ۲۰( + ߙ4 ଵܲሺ߬ሻ൯Wᇱᇱ+ ሺΩߤ∗+ ߞߨΩଶߙ8 sinሺ߬ሻ ଶܲሺ߬ሻ −8ߙΩଶߟߨ cosሺ߬ሻ ଷܲሺ߬ሻሻWᇱ+ ଶߣ] 12ሺ1 − ଶሻߥ ሺݎ௔ଶ + ⁄௕ଶሻݎ + ݇∗ 

ଶߞଶߨΩଶሺߙ4−  sinଶሺ߬ሻ ଵܲሺ߬ሻ + ଶߟଶߨ cosଶሺ߬ሻ ଵܲሺ߬ሻ+ ଶ߱ߟߞଶߨ2 sinሺ߬ሻcosሺ߬ሻ ସܲሺ߬ሻ ହܲሺ߬ሻ− ߟߨ−  cosሺ߬ሻ ଶܲሺ߬ሻߞߨ ሺ߬ሻ݊݅ݏ ଷܲሺ߬ሻሻ]W − ଶߣ 12ሺ1 − ௔ଶݎߨଶሻߥ ቆ ට1 ܽ௥ൗర + ඥܽ௥଻ర ቇଶ Ψ௫ 

ଶߣ− 12ሺ1 − ௔ଶݎߨଶሻߥ ൬ ට1 ܽ௥ଷൗర + ඥܽ௥ହర ൰ଶ Ψ௬ = ∗݃ߙ4 ହܲሺ߬ሻ 
ΩଶΨ௫ᇱᇱ + ቆߣଶ 144ሺ1 − ௔ݎ௔ଶሺݎଶߨଶሻߥ + ܽ௥ݎ௕ሻଶ + ௔ݎଶሺߨ12 + ܽ௥ݎ௕ሻଶ+ 6ܽ௥ଶሺ1 − ௔ݎଶሺߨሻߥ + ܽ௥ݎ௕ሻଶቇ Ψ௫+ 6ܽ௥ሺ1 + ௔ݎଶሺߨሻߥ + ܽ௥ݎ௕ሻଶ Ψ௬ 

ଶߣ−  ب) - ۲۰( 144ሺ1 − ௔ଶݎ௥ሺܽ√ߨଶሻߥ + ௕ଶሻଶݎ W = 0 ΩଶΨ௬ᇱᇱ + ቆߣଶ 144ሺ1 − ௔ݎ௔ଶሺݎଶߨଶሻߥ + ܽ௥ݎ௕ሻଶ + ௔ݎଶሺߨ௔ଶݎ12 + ܽ௥ݎ௕ሻଶ+ 6ሺ1 − ௔ݎଶሺߨሻߥ + ܽ௥ݎ௕ሻଶቇ Ψ௬+ 6ܽ௥ሺ1 + ௔ݎଶሺߨሻߥ + ܽ௥ݎ௕ሻଶ Ψ௫ 
ଶߣ−  ج) - ۲۰( 144√ܽ௥ሺ1 − ௔ଶݎሺߨଶሻߥ + ௕ଶሻଶݎ W = 0 
است.  ߬بعد گر مشتق نسبت به زمان بیبالانویس پرایم بیان که

  همچنین در رابطه اخیر داریم:
)۲۱(  ଵܲሺ߬ሻ = cosଶሺߞߨ cosሺ߬ሻሻ cosଶሺߟߨ sinሺ߬ሻሻ ଶܲሺ߬ሻ = cosሺߞߨ cosሺ߬ሻሻ sinሺߞߨ cosሺ߬ሻሻ cosଶሺߟߨ sinሺ߬ሻሻ ଷܲሺ߬ሻ = cosଶሺߞߨ cosሺ߬ሻሻ cosሺߟߨ sinሺ߬ሻሻ sinሺߟߨ sinሺ߬ሻሻ ସܲሺ߬ሻ = sinሺߞߨ cosሺ߬ሻሻ sinሺߟߨ sinሺ߬ሻሻ ହܲሺݐሻ = cosሺߞߨ cosሺ߬ሻሻ cosሺߟߨ sinሺ߬ሻሻ 

عنوان خاصیت ذاتی سیستم از آنجایی که پایداری یا ناپایداری به
الف)، - ۲۰مورد تحقیق است، با حذف عبارت سمت راست رابطه (

ܶمعادله همگن متناوب با دوره تناوب  = Ωଶ൫1  برابر خواهد شد با: ߨ2 + ߙ4 ଵܲሺ߬ሻ൯Wᇱᇱ+ Ωଶሺߤ∗+ ߞߨߙ8 sinሺ߬ሻ ଶܲሺ߬ሻ −8ߟߨߙ cosሺ߬ሻ ଷܲሺ߬ሻሻWᇱ+ ଶߣ] 12ሺ1 − ଶሻߥ ሺݎ௔ଶ + ⁄௕ଶሻݎ       +݇∗− ଶߞଶߨΩଶሺߙ4 sinଶሺ߬ሻ ଵܲሺ߬ሻ + ଶߟଶߨ2 cosଶሺ߬ሻ ଵܲሺ߬ሻ+ ଶ߱ߟߞଶߨ2 sinሺ߬ሻcosሺ߬ሻ ସܲሺ߬ሻ ହܲሺ߬ሻ−  cosሺ߬ሻ ଶܲሺ߬ሻߞߨ
ߟߨ−       )۲۲( sinሺ߬ሻ ଷܲሺ߬ሻ]W− ଶߣ 12ሺ1 − ௔ଶݎߨଶሻߥ ቆ ට1 ܽ௥ൗర + ඥܽ௥଻ర ቇଶ Ψ௫

− ଶߣ 12ሺ1 − ௔ଶݎߨଶሻߥ ൬ ට1 ܽ௥ଷൗర + ඥܽ௥ହర ൰ଶ Ψ௬ = 0 
ج) سه معادله کوپلی هستند که در  -۲۰ب) و ( - ۲۰)، (۲۲روابط (

ادامه توسط روش هارمونیک بالانس نموی مورد تحلیل قرار 
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  گیرند. می
  روش هارمونیک بالانس نموی ۲- ۳

گار تحلیلی، کارآمد و سازروش هارمونیک بالانس نموی روشی نیمه
ارائه  [20]و همکاران لائوکه در ابتدا توسط  استبا اجرای کامپیوتری 

های شد و بعد از آن توسعه پیدا کرد و با موفقیت به سیستم
ارتعاشی خطی و غیرخطی متناوب اعمال شد. در این روش پاسخ 

های فوریه محدودی جایگزین متناوب سیستم دینامیکی با سری
ای از معادلات جبری معادلات حاکم به مجموعهشود و متعاقباً می

شوند. سپس روش گالرکین به این معادلات اعمال نموی تبدیل می
  شوند.شده و در نهایت با استفاده از الگوریتمی بازگشتی حل می

,∗ߙሺگام اول روش هارمونیک بالانس نموی، روند نمو است. اگر  Ω∗ሻ حی پایدار و عنوان نقطه اولیه واقع بر مرز بین نوابه
Q∗ሺ߬ሻ ناپایدار متناظر با پاسخ پریودیک = ൣW∗, Ψ௫∗, Ψ௬∗൧୘  ،باشد

ی صورت رابطهکردن نمو مرتبط بهتوان با اضافهنقطه مجاور را می
  ) در نظر گرفت.٢٣(

)۲۳(
Qሺ߬ሻ = Q∗ሺ߬ሻ + ΔQሺ߬ሻ,   ߙ = ∗ߙ + Δߙ,   Ω = Ω∗ + ΔΩ 

نموهای کوچک هستند. با  ΔQሺ߬ሻو  ΔΩ،  ߙΔکه در رابطه اخیر، 
و ج)  - ۲۰ب) و ( -۲۰)، (۲۲روابط () در ٢٣( هجایگذاری رابط

های غیرخطی نموهای کوچک، معادله نموی سپس حذف ترم
  شود.حاصل می )٢٤خطی در فرم ماتریسی به صورت رابطه (

)۲۴( Ω∗ଶ ቀM෩ ଵ + M෩∗ߙ4 ଶሺ߬ሻቁ ΔQᇱᇱ+ ቀΩ∗C෨ଵ + Ω∗ଶC෨ଶሺ߬ሻቁ∗ߙ8 ΔQᇱ+ ቀK෩ଵ + Ω∗ଶK෩ଶሺ߬ሻቁ∗ߙ4 ΔQ= r − ൣΩ∗ଶ൫4M෩ ଶሺ߬ሻQ∗ᇱᇱ     +8C෨ଶሺ߬ሻQ∗ᇱ + 4K෩ ଶሺ߬ሻQ∗൧Δα− ቂ2Ω∗ ൬ቀM෩ ଵ + M෩∗ߙ4 ଶሺ߬ሻቁ Q∗ᇱᇱ+ ቀC෨ଵ 2Ω∗⁄ + C෨ଵሺ߬ሻቁ∗ߙ8 Q∗ᇱ+ K෩ଶሺ߬ሻQ∗ቃ∗ߙ4 ΔΩ 
به  Q∗ሺ߬ሻمانده است و هنگامی که بردار باقی r)، ۲۴که در رابطه (

ی آن به سمت صفر میل شود، اندازهمقدار دقیق خود نزدیک می
M෩های و همچنین ماتریس rکند. مقدار می ଵ ،M෩ ଶሺ߬ሻ، C෨ଵ، C෨ଶሺ߬ሻ ،K෩ଵ  وK෩ଶሺ߬ሻ .در پیوست ارائه شده است  

های فوریه محدود و اعمال به سری ∗Q∆و  ∗Qاینک با گسترش 
آورده  دست بههای متناوب معادلات حاکم روش گالرکین، پاسخ

توان به را می 2ܶهای متناوب با دوره تناوب شوند. پاسخمی
 ) بیان کرد.۲۵صورت رابطه (

)۲۵(  

Q௜∗ሺ߬ሻ = ෍ ൣܽ௜௣ cosሺ߬݌ሻ + ܾ௜௣ sinሺ߬݌ሻ൧,   ݅௣ୀଵ,ଷ,ହ,… = 1,2,3 ΔQ௜∗ሺ߬ሻ = ෍ ൣΔܽ௜௣ cosሺ߬݌ሻ௣ୀଵ,ଷ,ହ,…+ Δܾ௜௣ sinሺ߬݌ሻ൧,   ݅ = 1,2,3 
توان به فرم را می ΔQ௜∗ሺ߬ሻو  Q௜∗ሺ߬ሻنویسی، توابع اختصار منظور به

 .) نوشت٢٦رابطه (
)۲۶(  Q௜∗ሺ߬ሻ = T௢ௗௗa௜,௢ௗௗ,      ΔQ௜∗ሺ߬ሻ = T௢ௗௗΔa௜,௢ௗௗ 

  عبارتند از:)، ضرایب ۲۶که در رابطه (
  

)۲۷( T௢ௗௗ = [cosሺ߬ሻ, cosሺ3߬ሻ, cosሺ5߬ሻ … , sinሺ߬ሻ, sinሺ3߬ሻ, …] a௜,௢ௗௗ = [ܽ௜ଵ, ܽ௜ଷ, ܽ௜ହ, … , ܾ௜ଵ, ܾ௜ଷ, … ]୘ ∆A௢ௗௗ = [∆ܽ௜ଵ, ∆ܽ௜ଷ, ∆ܽ௜ହ, … , ∆ܾ௜ଵ, ∆ܾ௜ଷ, … ]୘ 
  ) را تعریف نمود.٢٨توان رابطه (بنابراین در حالت کلی می

)۲۸(  Q∗ = YA,     ∆Q∗ = Y∆A 
Y)، ٢٨که در رابطه ( = diagሺTሻ  و همچنین ضرایبA  و∆A 

  عبارتند از:
)۲۹(  A = [ܽଵ୘, ܽଶ୘, ܽଷ୘]୘,     ∆A = [∆ܽଵ୘, ∆ܽଶ୘, ∆ܽଷ୘]୘ 

) برای یک دوره تناوب نتیجه ٢٤با اعمال روش گالرکین به رابطه (
  شود:می

)۳۰( න ሺ∆Qሻ୘ߜ ቂΩ∗ଶ ቀM෩ ଵ + M෩∗ߙ4 ଶሺ߬ሻቁ ΔQᇱᇱଶగ
଴ + ቀΩ∗C෨ଵ + Ω∗ଶC෨ଶሺ߬ሻቁ∗ߙ8 ΔQᇱ+ ቀK෩ଵ + Ω∗ଶK෩ଶሺ߬ሻቁ∗ߙ4 ΔQቃ ݀߬  = න ሺ∆Qሻ୘൛rߜ − ൣΩ∗ଶ൫4M෩ ଶሺ߬ሻQ∗ᇱᇱ + 8C෨ଶሺ߬ሻQ∗ᇱଶగ

଴ + 4K෩ ଶሺ߬ሻQ∗൧Δα − ቂ2Ω∗ ൬ቀM෩ ଵ + M෩∗ߙ4 ଶሺ߬ሻቁ Q∗ᇱᇱ+ ቀC෨ଵ 2Ω∗⁄ + C෨ଵሺ߬ሻቁ∗ߙ8 Q∗ᇱ+ K෩ଶሺ߬ሻQ∗ቁቃ∗ߙ4 ΔΩቅ ݀߬ 
) بر ٣١)، مجموعه معادلات خطی (٣٠) در (٢٨( هبا جایگذاری رابط

  آیند.می دست به ΔΩو  A ،Δα∆حسب پارامترهای 
)۳۱(  S∆஺∆A + S∆ఈ∆ߙ + S∆ஐ∆Ω = R 

  عبارتند از: Rهای ضرایب و بردار )، ماتریس٣١در رابطه (که 

)۳۲(  

S∆஺ = න Y୘ ቂΩ∗ଶ ቀM෩ ଵ + M෩∗ߙ4 ଶሺ߬ሻቁ Yᇱᇱଶగ
଴ + ቀΩ∗C෨ଵ + Ω∗ଶC෨ଶሺ߬ሻቁ∗ߙ8 Yᇱ+ ቀK෩ଵ+ Ω∗ଶK෩ଶሺ߬ሻቁ∗ߙ4 Yቃ ݀߬         S∆ఈ = න Y୘ൣΩ∗ଶ൫4M෩ ଶሺ߬ሻYᇱᇱ + 8C෨ଶሺ߬ሻYᇱଶగ
଴ + 4K෩ ଶሺ߬ሻY൧ َ◌A ݀߬ S∆ஐ = න Y୘ ቂ2Ω∗ ൬ቀM෩ ଵ + M෩∗ߙ4 ଶሺ߬ሻቁ Yᇱᇱଶగ
଴ + ቀC෨ଵ 2Ω∗⁄ + C෨ଵሺ߬ሻቁ∗ߙ8 Yᇱ+ K෩ଶሺ߬ሻYቁቃ∗ߙ4 A݀߬   R = − න Y୘ ቂΩ∗ଶ ቀM෩ ଵ + M෩∗ߙ4 ଶሺ߬ሻቁ Yᇱᇱగ

଴ + ቀΩ∗C෨ଵ + Ω∗ଶC෨ଶሺ߬ሻቁ∗ߙ8 Yᇱ+ ቀK෩ଵ+ Ω∗ଶK෩ଶሺ߬ሻቁ∗ߙ4 Yቃ A ݀߬ 
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آوردن مرزهای دست بهای است که برای ) معادله٣١معادله (
و  ∗ߙ،  Aهای برای ترم دواردر صفحه پارامترهای جرم  ناپایداری Ω∗ شود. از آنجایی که تعداد متغیرهای مجهول از استفاده می

شدن تعداد معادلات و تعداد معادلات دوتا بیشتر است، برای برابر
برابر یک و  A، یک المان مسالهمجهولات، بدون کاهش کلیت حل 

شود. با برابر شدن برابر صفر در نظر گرفته می A∆نمو متناظر آن در 
توان آن را با استفاده از الگوریتمی تعداد معادلات و مجهولات می

شده  ارائه [18]بازگشتی حل کرد. جزییات این الگوریتم در مرجع 
های ) شامل عبارت٣١که رابطه (است. نکته قابل ذکر این است 

,ଵܲሺ߬ሻمتغیر با زمان  … , ହܲሺ߬ሻ به  آنهاگیری از که انتگرال است
پذیر نیست. بنابراین در روش هارمونیک صورت تحلیلی امکان

های منظور اعمال روش گالرکین و انجام انتگرالبالانس نموی، به
شده در رابطه ین توابع با توابع بسل بیانمربوطه، لازم است که ا

ߞߨcosሺ  ) جایگزین شوند.٣٣( cosሺ߬ሻሻ = +ሻߞߨ଴ሺܬ 2 ෍ሺ−1ሻ௜ ܬଶ௜ሺߞߨሻ cosሺ2݅߬ሻஶ
௜ୀଵ  

)۳۳(  

cosሺߟߨ sinሺ߬ሻሻ = +ሻߟߨ଴ሺܬ 2 ෍ ሻߟߨଶ௜ሺܬ  cosሺ2݅߬ሻஶ
௜ୀଵ  sinሺߞߨ cosሺ߬ሻሻ= 2 ෍ሺ−1ሻ௜ ܬଶ௜ାଵሺߞߨሻ cos൫ሺ2݅ + 1ሻ߬൯ஶ

௜ୀ଴  

  sinሺߟߨ sinሺ߬ሻሻ = 2 ෍ ሻߟߨଶ௜ାଵሺܬ  sin൫ሺ2݅ஶ
௜ୀ଴+ 1ሻ߬൯ 

,ሻݔ௡ሺܬدر روابط اخیر، که  ݊ = 0,1,2,  ݊توابع بسل نوع   …
  هستند.

  
 نتایج و بحث - ۴

های نسبی مسیر و در این بخش، اثرات ضخامت نسبی ورق، شعاع
سفتی و استهلاک بستر ویسکوالاستیک بر پایداری دینامیکی ورق 

  گیرد.مورد بررسی قرار می دوارمستطیلی نسبتاً ضخیم حامل جرم 
های متناوب با دوره تناوب های متناظر با پاسخمنحنی ۱نمودار  دهد. ناحیه نمایش می دوارجرم بار  - را در صفحه فرکانس 2ܶ

محصور بین دو منحنی، ناحیه ناپایدار و نواحی دیگر پایدار هستند. 
ی ناپایدار در کاربردهای عملی دارای اهمیت فراوان است ناحیه

متعلق  دواربار  فرکانس جرم و یآن دسته از پارامترها یبراچراکه 
طور پیوسته ی ارتعاشات ورق با گذشت زمان بهبه این ناحیه، دامنه

یابد و موجب ایجاد پیامدهای ناخواسته در سازه تحت  افزایش می
تعداد جملات  تاثیر ١نمودار . علاوه بر این، در شودبارگذاری می

های گذار بررسی شده است. منحنی) بر ٣٣هارمونیک رابطه (
توان ملاحظه نمود که نتایج حاصل از دو و سه جمله هارمونیک  می

حصول نتایج دقیق در  منظور بههمگرا شده است. بنابراین 
) در نظر گرفته ۳۳های آتی، سه جمله هارمونیک از رابطه ( تحلیل
  شود.می

طول و تاثیر ضخامت نسبی ورق (نسبت ضخامت به  ۲در نمودار 
اگر نسبت عرض) بر ناحیه ناپایدار بررسی شده است. در واقع 

باشد،  ٠٢/٠ تر یا مساویضخامت ورق به یکی از ابعاد آن کوچک
و اثرات تغییر  [19]آیدعنوان یک سازه نازک به حساب میورق به

توان استنباط می ۲شوند. از نمودار های برشی، ناچیز فرض میشکل
های تشدید پارامتریک متعلق به ورق ضخیم فرکانسنمود که  ሺݎ௔ = 0.15ሻ های تشدید پارامتریک ورق نازک فرکانس بالاتر از ሺݎ௔ = 0.02ሻ از نقطه نظر دینامیکی، ورق  معنا کهاست؛ بدین

ضخیم حامل بار دوار پایدارتر از ورق نازک است. علت این است که 
امت آن، با ی مستقیم فرکانس طبیعی ورق با ضخبا توجه به رابطه

یابد و به دنبال آن کاهش ضخامت، فرکانس طبیعی نیز کاهش می
ی آن کاهش پایداری شود که نتیجهاز سفتی ورق کاسته می

  سیستم است. 
  

  
௥ܽ؛ دواردیاگرام پایداری ورق مستطیلی نسبتاً ضخیم حامل جرم  ۱نمودار  = 1 ، ௔ݎ = ௕ݎ = ߞ، 0.15 = ߟ = 0.15 ،ν = ߢ، 0.3 = 5 6⁄ ،݇∗ = ∗ߤو  0 = 0  

  

  
௥ܽنسبی بر دیاگرام پایداری؛  ضخامت تاثیر ۲نمودار  = ߞ، 1 = ߟ = 0.15 ،

ν = ߢ، 0.3 = 5 6⁄ ،݇∗ = ∗ߤو  0 = 0  
  

)، متغیرهای دیگری هستند که ߟو  ߞپارامترهای شعاع نسبی (
نمودار در  تاثیرشوند. این بر نواحی پارامتریک بررسی می آنها تاثیر
توان مشاهده نمود که افزایش شعاع مسیر میارائه شده است.  ٣

ناپایدار نداشته بلکه وسعت آن  ی بر مبدأ ناحیهتاثیرحرکتی جرم 
در صفحه پارامترها افزایش یافته است و در نتیجه ارتعاشات ورق 

ناپایدار خواهد شد.  دوارتری از فرکانس جرم به ازای مقادیر وسیع
است که مطابق رابطه  ی ناپایدار ایندلیل افزایش وسعت ناحیه

ضریبی از پارامترهای  ሻݎሺالف)، شعاع مسیر حرکتی جرم  -۱۷(
و لذا  استمتناوب با زمان (پارامترهای متعلق به بارگذاری جرم) 

و  شودتغییر در آن فقط منجر به تغییر در وسعت ناحیه ناپایدار می
این در حالی است که  گذار نیست.تاثیربر مبدأ این ناحیه 
عنوان ضریب ثابت با زمان در معادلات ظاهر پارامترهایی که به

گذار تاثیراند (مانند ضخامت نسبی ورق) بر مبدأ ناحیه ناپایدار شده
  هستند.
تاثیر سفتی بستر ویسکوالاستیک را بر نواحی پارامتریک  ٤نمودار 

شود، با افزایش سفتی دهد. همان طور که ملاحظه مینشان می
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یابد و بعد بالاتری انتقال میهای بیناپایدار به فرکانسبستر، ناحیه 
شود. همان طور که در در نتیجه سیستم دینامیکی پایدارتر می

)) ١٧معادلات دیفرانسیل معمولی حاکم بر سیستم (معادلات (
واضح است، ترم سفتی بستر الاستیک درکنار ترم مربوط به فرکانس 

شود، لذا افزایش ظاهر میعنوان ضرایب سفتی) طبیعی ورق (به
سفتی بستر منجر به افزایش فرکانس طبیعی ورق شده و سفتی 

  یابد و نهایتاً سیستم پایدارتر خواهد شد.ورق افزایش می
تاثیر ضریب استهلاک بستر ویسکوالاستیک بر ناحیه  ۵در نمودار 

ناپایدار صفحه پارامترها مطالعه شده است. از این شکل استنباط 
ه استهلاک بستر اثر مثبت بر توسعه نواحی پایدار داشته شود کمی

 Ωاست؛ به طوری که با افزایش مقدار آن، ناحیه ناپایدار از محور 
یابد و در عین حال این ناحیه جدا شده و به سمت بالا انتقال می

شود. بنابراین افزایش استهلاک بستر، منجر به لاغرتر نیز می
  شود.شدن سیستم میپایدارتر

  

  
௥ܽهای نسبی بر دیاگرام پایداری؛ شعاع تاثیر ۳نمودار  = ௔ݎ، 1 = ௕ݎ = 0.15 ،

ν = ߢ، 0.3 = 5 6⁄ ،݇∗ = ∗ߤو  0 = 0  
  

  
௥ܽسفتی بستر بر دیاگرام پایداری؛  تاثیر )۴نمودار  = ௔ݎ، 1 = ௕ݎ = 0.15 ، ߞ = ߟ = 0.15 ،ν = ߢ، 0.3 = 5 ∗ߤو  ⁄6 = 0  

  

  
௥ܽاستهلاک بستر بر دیاگرام پایداری؛  تاثیر )۵نمودار  = ௔ݎ، 1 = ௕ݎ = 0.15 ، ߞ = ߟ = 0.15 ،ν = ߢ، 0.3 = 5 ∗݇و  ⁄6 = 0.5  

منظور بررسی صحت نتایج اخیر، با حل عددی معادلات حاکم، در به
- تغییرات زمانی دامنه ارتعاشات سیستم ورق ۷و  ٦نمودارهای 

ترسیم  ۵به ازای نقاط متعلق به نواحی مختلف نمودار جرم دوار 
ሺΩشده است. اولین نقطه  = 0.83, ߙ = 0.3ሻ  مجاور مرز از

 ٦زمانی مرتبط با آن در نمودار  ی پایدار انتخاب شده و پاسخناحیه
خاطر وجود جمله بهتوان ملاحظه نمود که ترسیم شده است. می

و  کاهش یافتهدامنه پاسخ سیستم با گذشت زمان استهلاک، 
. از سوی دیگر، پاسخ زمانی سیستم دارای پایداری مجانبی است

ሺΩمرتبط با نقطه  = 0.9, ߙ = 0.3ሻ  برگرفته از ناحیه ناپایدار در
نمایش داده شده است. مطابق این  ٧همسایگی مرز، در نمودار 

رغم وجود جمله استهلاک، دامنه نوسانات عرضی ورق نمودار علی
و فرکانس انتخابی به صورت نوسانی افزایش  برای پارامترهای جرم

کند. در واقع این یافته و در نتیجه ورق رفتاری ناپایدار را تجربه می
خاطر است که به ازای پارامترهای انتخابی، انتقال انرژی از این بدین

گیرد كه منجر به عامل نیرویی به ارتعاش ورق با نرخی انجام می
رویه دامنه ارتعاش ورق ایتاً رشد بیانباشت انرژی در سیستم و نه

رفت، تطابق خوبی شود. همان طور که انتظار میبا گذشت زمان می
شده توسط روش هارمونیک بینیبین نتایج عددی و نتایج پیش

  بالانس نموی وجود دارد.
  

ሺΩبرای نقطه  دوارپاسخ زمانی ورق حامل جرم  )۶نمودار  = 0.83, ߙ = 0.3ሻ 
  متعلق به ناحیه پایدار

  

 
ሺΩبرای نقطه  دوارپاسخ زمانی ورق حامل جرم  )۷نمودار  = 0.9, ߙ = 0.3ሻ 

  متعلق به ناحیه ناپایدار
  
  اعتبارسنجی - ۵
شده، کار گرفته اعتبارسنجی معادلات مستخرج و روش به منظور به

های مرتبط با تشدید خارجی سیستم محاسبه و تعدادی از فرکانس
 .شودمقایسه می [11]و همکاران واثقی امیریبا نتایج 

های متغیر با زمان علاوه بر تشدید پارامتریک، شرایط در سیستم
توان بررسی کرد. در واقع عبارت ناهمگن تشدید خارجی را نیز می
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های مختلف های تحریک با فرکانسالف) شامل ترم - ۲۰رابطه (
معادله همگن ها با فرکانس . هنگامی که این فرکانساست

آید. هماهنگ شوند، شرایط تشدید خارجی در سیستم بوجود می
سازد که روش هارمونیک بالانس نموی این امکان را فراهم می

بتوان پاسخی با فرکانس دلخواه برای معادله همگن طراحی کرد. لذا 
های مشابه هایی با فرکانسمنظور مقایسه، پاسخدر این مطالعه به

الف) برای معادله همگن در نظر گرفته  - ۲۰رابطه (عبارت ناهمگن 
برای  ሺΩ୰ୣୱሻ دوارهای تشدید جرم شده و تعدادی از فرکانس

های جرمی مختلف محاسبه شده های نسبی و نسبتضخامت
ارائه  [11]در کنار نتایج مرجع  ۲و  ۱ هایولجداست. این مقادیر در 

بعد پارامترهای بیها شده است. مشابه مرجع مذکور، در این تحلیل
௥ܽبه صورت  = 1 ،ν = ߢ، 0.3 = ߨ √12⁄ ،݇∗ = ∗ߤو  0 = 0 

، نسبت جرمی و شعاع نسبی ۱در نظر گرفته شده است. در جدول 
ߙمسیر به ترتیب برابر  = ߞو  0.2 = تنظیم شده و مقایسه  0.2

، ۲های نسبی مختلف صورت گرفته است. در جدول برای ضخامت ߞ = ௔ݎو  0.2 = های تشدید در نظر گرفته شده و فرکانس 0.1
که  همان طورهای نسبی مختلف محاسبه شده است. برای جرم
  شود، تطابق بسیار خوبی بین نتایج وجود دارد.ملاحظه می

  
نسبی  هایبرای ضخامت دوارهای تشدید ورق حامل جرم فرکانس )۱جدول 
 مختلف

 [11]مرجع  پژوهش حاضر  ሻࢇሺ࢘  ضخامت نسبی
۰۱/۰ ۲۲۲۳/۰ ۲۲۲/۰ 
۰۶/۰ ۲۱۹۷/۰ ۲۱۸/۰ 
۰۹/۰ ۲۱۶۴/۰ ۲۱۶/۰ 
۱۲/۰ ۲۱۲۲/۰ ۲۱/۰ 

  
های جرمی برای نسبت دوارهای تشدید ورق حامل جرم فرکانس )۲جدول 
 مختلف

 [11]مرجع  پژوهش حاضر  ሻࢻሺ  جرم نسبی
۰۱/۰ ۲۴۱۳/۰ ۲۴/۰ 
۱۵/۰ ۲۱۹۱/۰ ۲۱۵/۰ 
۳/۰ ۲۰۱۵/۰ ۱۹۳/۰ 
۴/۰ ۱۹۲۵/۰ ۱۸/۰ 

  
  گیرینتیجه - ۶

رفتار دینامیکی سازه ورق تحت عبور جرم متحرک دارای کاربردهای 
. از این رو در این تحقیق، استهای مهندسی فراوان در حوزه سازه

بر  دوارپایداری دینامیکی ورق مستطیلی نسبتاً ضخیم حامل جرم 
اساس تئوری برشی مرتبه اول مورد بررسی قرار گرفت. در حقیقت 

های پیشین در زمینه پایداری ننده پژوهشکاین مقاله تکمیل
 :که عبارتند از استجرم متحرک در سه جنبه  -سیستم ورق

سازی سازه تحت کارگیری تئوری برشی مرتبه اول برای مدل به
ای برای حرکت جرم روی سطح ورق استفاده از مسیر دایره ،بارگذاری

استهلاک بستر بر پایداری سیستم. معادلات  تاثیرو بررسی 
ای حاکم بر حرکت سیستم با استفاده از روش دیفرانسیل پاره
تحلیلی سازی شد و متعاقباً توسط روش نیمهگالرکین گسسته

 - هارمونیک بالانس نموی نواحی پایدار و ناپایدار صفحه فرکانس
امت . اثرات شعاع مسیر حرکتی، ضخشدمحاسبه  دوارجرم بار 

نسبی ورق و ضرایب سفتی و استهلاک بستر ویسکوالاستیک بر 
ای از نتایج به شرح ذیل پایداری سیستم مطالعه شد. گزیده

  :هستند
 ای در اثر حرکت تناوبی جرم روی سطح ورق، ناحیه

شود که عدم توجه به آن در ناپایدار در صفحه پارامترها ظاهر می
  طراحی مهندسی منجر به شکست طرح خواهد شد. 

 ی ناپایدار به ورق، ناحیه با کاهش ضخامت نسبی
  . شودمنتقل می دوارتری از جرم های پایینفرکانس

  افزایش شعاع مسیر حرکتی اثر منفی بر توسعه نواحی
پایدار دارد و با افزایش این مقدار سیستم به سمت ناپایداری بیشتر 

  کند.میل می
 ا افزایش سفتی و استهلاک بستر ویسکوالاستیک، ب

یابد. از این رو با انتخاب مقداری وسعت نواحی پایدار افزایش می
توان مناسب برای سفتی و استهلاک بستر در کاربردهای عملی، می

  گیری کرد.تا حدودی از رفتارهای نامناسب سیستم پیش
 های عددی در تطابق با نتایج نتایج تحلیل

 .استشده توسط روش هارمونیک بالانس نموی  نیبی پیش
  

مراتب تشکر  دانند یبر خود لازم م سندگانینوتشکر و قدردانی: 
 نیا یفیکه در انجام و ارتقاء ک یخود را از تمام کسان مانهیصم

  .ندیدادند، اعلام نما یاریپژوهش ما را 
(به طور کامل  یگرید هیمقاله تاکنون در نشر نیا تاییدیه اخلاقی:

و چاپ به  یبررس یبرا نیو همچن دهیاز آن) به چاپ نرس یبخش ای
مقاله  یو ادب یعلم یارسال نشده است. محتوا یگرید هینشر

  است. سندگانینو یعلم تیحاضر مستخرج از فعال
اثر حاصل  نیکه ا کنند یاعلام م سندگانینوتعارض منافع: 

 ایبا اشخاص  یگونه تضاد منافع چیو ه استمستقل  یپژوهش
  ندارد. گرید یها سازمان

 (نویسنده اول)، پژوهشگر احسان ترکان سهم نویسندگان:
 انیرمرادیپ یمصطف %)؛٥٠/تحلیلگر آماری/نگارنده بحث (اصلی

شناس/پژوهشگر اصلی  /روشمقدمه(نویسنده دوم)، نگارنده 
  %)١٠( کمکی)، پژوهشگر سوم(نویسنده  انیمحمد هاشم %)؛٤٠(

شده  نیتأم یصورت شخص  پژوهش به نیا یها نهیهز منابع مالی:
  است.

  

  پیوست - ۷
r  ) عبارتند از:۲۴های ارائه شده در رابطه (مقادیر ماتریس = −Ω∗ଶ ቀM෩ ଵ + M෩∗ߙ4 ଶሺ߬ሻቁ Q∗ᇱᇱ − ቀΩ∗C෨ଵ + Ω∗ଶC෨ଶሺ߬ሻቁ∗ߙ8 Q∗ᇱ − ቀK෩ଵ + Ω∗ଶK෩ଶሺ߬ሻቁ∗ߙ4 Q∗ M෩ ଵ = ൥1 0 00 1 00 0 1൩,    M෩ ଶ = ൥ ଵܲሺ߬ሻ 0 00 0 00 0 0൩,   C෨ଵ = ൥ߤ∗ 0 00 0 00 0 0൩ 

)۳۴(  C෨ଶሺ߬ሻ = ൥ߞߨ sinሺ߬ሻ ଶܲሺ߬ሻ − ߟߨ cosሺ߬ሻ ଷܲሺ߬ሻ 0 00 0 00 0 0൩ 
  K෩ଵ = ൥݇ଵଵ ݇ଵଶ ݇ଵଷ݇ଶଵ ݇ଶଶ ݇ଶଷ݇ଷଵ ݇ଷଶ ݇ଷଷ൩,       K෩ଶሺ߬ሻ = ൥ത݇ଵଵ 0 00 0 00 0 0൩ 

برابر  K෩ଶሺ߬ሻو  K෩ଵهای های ماتریسکه در روابط اخیر، مولفه
ଵଵ݇  هستند با: = ଶ12ሺ1ߣ − ௔ଶݎଶሻሺߥ + ௕ଶሻݎ + ݇∗ ݇ଵଶ = ଶߣ− 12ሺ1 − ௔ଶݎߨଶሻߥ ቆ ට1 ܽ௥ൗర + ඥܽ௥଻ర ቇଶ 

݇ଵଷ = ଶߣ− 12ሺ1 − ௔ଶݎߨଶሻߥ ൬ ට1 ܽ௥ଷൗర + ඥܽ௥ହర ൰ଶ 
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݇ଶଵ = ଶߣ− 144ሺ1 − ௔ଶݎ௥ሺܽ√ߨଶሻߥ +  ௕ଶሻଶݎ

)۳۵(  

݇ଶଶ = ଶߣ 144ሺ1 − ௔ݎ௔ଶሺݎଶߨଶሻߥ + ܽ௥ݎ௕ሻଶ+ ௔ݎଶሺߨ12 + ܽ௥ݎ௕ሻଶ                  + 6ܽ௥ଶሺ1 − ௔ݎଶሺߨሻߥ + ܽ௥ݎ௕ሻଶ ݇ଶଷ = 6ܽ௥ሺ1 + ௔ݎଶሺߨሻߥ + ܽ௥ݎ௕ሻଶ ݇ଷଵ = ଶߣ−  144√ܽ௥ሺ1 − ௔ଶݎሺߨଶሻߥ + ௕ଶሻଶݎ ܹ = 0 ݇ଷଶ = 6ܽ௥ሺ1 + ௔ݎଶሺߨሻߥ + ܽ௥ݎ௕ሻଶ ݇ଷଷ = ଶߣ 144ሺ1 − ௔ݎ௔ଶሺݎଶߨଶሻߥ + ܽ௥ݎ௕ሻଶ + ௔ݎଶሺߨ௔ଶݎ12 + ܽ௥ݎ௕ሻଶ         + 6ሺ1 − ௔ݎଶሺߨሻߥ + ܽ௥ݎ௕ሻଶ ത݇ଵଵ = −ሺߨଶߞଶ sinଶሺ߬ሻ ଵܲሺ߬ሻ + ଶߟଶߨ cosଶሺ߬ሻ ଵܲሺ߬ሻ         +2ߨଶ߱ߟߞଶ sinሺ߬ሻcosሺ߬ሻ ସܲሺ߬ሻ ହܲሺ߬ሻ −ߞߨcosሺ߬ሻ ଶܲሺ߬ሻ  − ߟߨ sinሺ߬ሻ ଷܲሺ߬ሻ 
  

 .Reissner E. On the theory of transverse bending of elastic plates. International Journal of Solids and Structures. 1976;12(8):545-554. 2- Mindlin RD. Influence of rotary inertia and shear on flexural motions of isotropic, elastic plates. Journal of Applied Mechanics. 1951;18:31-38. 3- Nateghi Babagi P, Navayi Neya B, Dehestani M. Three dimensional solution of thick rectangular simply supported plates under a moving load. Meccanica. 2017;52(15):3675-3692. 4- Chen G, Meng Z, Yang D. Exact nonstationary responses of rectangular thin plate on Pasternak foundation excited by stochastic moving loads. Journal of Sound and Vibration. 2018;412:166-183. 5- Rahimzadeh Rofooei F, Enshaeian AR, Nikkhoo A. Dynamic response of geometrically nonlinear, elastic rectangular plates under a moving mass loading by inclusion of all inertial components. Journal of Sound and Vibration. 2017;394:497-514. 6- Enshaeian AR, Rahimzadeh Rofooei F. Geometrically nonlinear rectangular simply supported plates subjected to a moving mass. Acta Mechanica. 2014;225(2):595-608. 7- Nikkhoo A, Rahimzadeh Rofooei F. Parametric study of the dynamic response of thin rectangular plates traversed by a moving mass. Acta Mechanica. 2012;223(1):15-27 -1 منابع

8- Nikkhoo A, Ebrahimzadeh Hassanabadi M, Eftekhar Azam S, Vaseghi Amiri J. Vibration of a thin rectangular plate subjected to series of moving inertial loads. Mechanics Research Communications. 2014;55:105-113. 9- Pirmoradian M, Torkan E, Karimpour H. Parametric resonance analysis of rectangular plates subjected to moving inertial loads via IHB method. International Journal of Mechanical Sciences. 2018;142-143:191-215.10- Gbadeyan JA, Dada MS. Dynamic response of a Mindlin elastic rectangular plate under a distributed moving mass. International Journal of Mechanical Sciences. 2006;48(3):323-340. 11- Vaseghi Amiri J, Nikkhoo A, Davoodi MR, Ebrahimzadeh Hassanabadi M. Vibration analysis of a Mindlin elastic plate under a moving mass excitation by eigenfunction expansion method. Thin Walled Structures. 2013;62:53-64. 12- Homayoun Sadeghi M, Lotfan S. Stability and bifurcation analysis of a beam-mass-spring-damper system under primary and one-to-three internal resonances. Modares Mechanical Engineering. 2017;17(2):166-176. [Persian] 13- Torkan E, Pirmoradian M, Hashemian M. On the parametric and external resonances of rectangular plates on an elastic foundation traversed by sequential masses. Archive of Applied Mechanics. 2018;88(8):1411-1428.14- Nelson HD, Conover RA. Dynamic stability of a beam carrying moving masses. Journal of Applied Mechanics. 1971;38(4):1003-1006. 15- Pirmoradian M, Keshmiri M, Karimpour H. Instability and resonance analysis of a beam subjected to moving mass loading via incremental harmonic balance method. Journal of Vibroengineering. 2014;16(6):2779-2789. 16- Pirmoradian M, Keshmiri M, Karimpour H. On the parametric excitation of a Timoshenko beam due to intermittent passage of moving masses: Instability and resonance analysis. Acta Mechanica. 2015;226(4):1241-1253. 17- Pirmoradian M, Karimpour H. Nonlinear effects on parametric resonance of a beam subjected to periodic mass transition. Modares Mechanical Engineering. 2017;17(1):284-292. [Persian] 18- Torkan E, Pirmoradian M, Hashemian M. Occurrence of parametric resonance in vibrations of rectangular plates resting on elastic foundation under passage of continuous series of moving masses. Modares Mechanical Engineering. 2017;17(9):225-236. [Persian] 19- Torkan E, Pirmoradian M, Hashemian M. Instability inspection of parametric vibrating rectangular Mindlin plates lying on Winkler foundations under periodic loading of moving masses. Acta Mechanica Sinica. 2019;35(1):242-263. 20- Lau SL, Cheung YK, Wu SY. A variable parameter incrementation method for dynamic instability of linear and nonlinear elastic systems. Journal of Applied Mechanics. 1982;49(4):849-853. 


	882
	882-txt



