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Numerical Modeling of Concentric Left Ventricular 
Hypertrophy of the Human Heart

[1] Impact of gender and exercise on cardiac adaptation to pathological situations: Sex 
hormones, exercise and cardiac adaptation [2] Differences in concentric cardiac hypertrophy 
and eccentric hypertrophy [3] Functional adaptation during the development of cardiac 
hypertrophy and heart failure in females [4] Wall stress and patterns of hypertrophy in the 
human left ventricle [5] Robbins & Cotran pathologic basis of disease [6] Cardiac remodeling 
at the population level--risk factors, screening, and outcomes [7] A generic approach 
towards finite growth with examples of athlete’s heart, cardiac dilation, and cardiac wall 
thickening [8] Computational modeling of passive myocardium [9] An orthotropic 
viscoelastic model for the passive myocardium: Continuum basis and numerical treatment 
[10] Modeling the dispersion in electromechanically coupled myocardium [11] Modeling 
athlete’s heart syndrome caused by hypertension in strength training [12] Automatic 
generation of user material subroutines for biomechanical growth analysis [13] Atlas 
construction of cardiac fiber architecture using a multimodal registration approach [14] An 
orthotropic viscoelastic material model for passive myocardium: Theory and algorithmic 
treatment [15] Computational modeling of growth: Systemic and pulmonary hypertension 
in the heart [16] Computational modeling of growth

Cardiovascular diseases are the major cause of death in industrialized countries. Recent 
attempts in computational modeling of the human heart in normal and diseased conditions 
made it possible to find a way to predict the behavior and test the cures virtually with less 
harm for the human body. Ventricular hypertrophy that occurs in response to blood pressure 
and volume overload in ventricles can change its property and function and finally lead to 
heart failure. In this research, concentric left ventricular hypertrophy of the human heart was 
modeled in silico. The left ventricle (LV) model was implemented into the commercial nonlinear 
finite elements (FE) software ABAQUS/STANDARD through the user-defined subroutine 
UMAT based on continuum mechanics. We tried to determine the fibers distribution with 
more accuracy and considered the fibers and sheets dispersion in the anisotropic hyperelastic 
growing model. When the ventricular pressure and the resultant wall stress increased, the 
sheet growth multiplier started to increase from the endocardium to the epicardium and the 
ventricular wall became thicker. Residual stresses were observed in the model after unloading. 
Sheet growth multiplier changes versus stress showed that sheet growth multiplier increased 
dramatically near the maximum pressure while the stress remained almost constant.
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  دهیچک

 های بیماریومیر در کشورهای پیشرفته صنعتی در اثر  بیشترین میزان مرگ
 سازی مدلاخیر در راستای  های تلاش. افتد میعروقی اتفاق  -دستگاه قلبی
مختلف  های بیماریقلب انسان در حالت عادی و در صورت وقوع  عددی رفتار

 های راهاند تا بتوان راهی برای مطالعه رفتار و آزمایش  این امکان را فراهم ساخته
 بدن انسان حداقل شوند. به های وارده مجازی پیدا کرد تا آسیبصورت  بهدرمان 

که در اثر افزایش فشار و حجم خون داخل بطن ایجاد  ها بطن هایپرتروفی
نارسایی  به آن شده و منجر و عملکرد تارباعث تغییر در ساخ تواند می ،شود می

در این پژوهش بیماری هایپرتروفی کانسنتریک بطن چپ قلب انسان . قلبی شود
افزار تجاری  سازی شد. مدل بطن چپ قلب در نرم افزار کامپیوتری شبیه در نرم

المان محدود غیرخطی ابکس/استاندارد با استفاده از سابروتین یومت براساس 
کار گرفته شد. سعی شد راستاهای فیبرها با  به پیوسته های محیط علم مکانیک

پراکندگی راستاهای فیبرها و صفحات  جزئیات و دقت بیشتری تعیین گردند و
هایپرالاستیک دارای رشد، مد نظر قرار گیرند. با  گرد همسانقلبی در مدل غیر 

کم از داخل  کم ای صفحهافزایش فشار داخل بطن و تنش دیواره، ضریب رشد 
بطن در ناحیه اندوکاردیوم تا ناحیه اپیکاردیوم افزایش یافت و سرانجام سراسر 

شد. شد. بعد از باربرداری نیز کمی تنش پسماند در بطن مشاهده  تر ضخیمدیواره 
حسب تنش نشان داد که در حوالی فشار ای بر تغییرات ضریب رشد صفحه

گیری  مقدار چشم به ماندن تنش اً ثابتبیشینه داخل بطن، ضریب رشد با تقریب
  افزایش یافت.

، هایپرتروفی کانسنتریک بطن چپ، مکانیک رشد، پراکندگی فیبرهای قلبی :ها کلیدواژه
  های ابکس ، سابروتینمواد هایپرالاستیک

  

  ۸/۲/۱۳۹۷ افت:یخ دریتار
  ۴/۱۲/۱۳۹۷ رش:یخ پذیتار

  daneshmehr@ut.ac.irسنده مسئول: ینو*
  

  مقدمه - ١
در کشورهای پیشرفته صنعتی بیشترین میزان مرگ و میر زنان و 

 عروقی گزارش شده است. - دستگاه قلبی های بیماریمردان در اثر 
رشد و تطابق قلب انسان بالغ بیشتر از طریق هایپرتروفی صورت 

. دهد میندرت در قلب رخ  به همین دلیل سرطان به ،گیرد می
که در اثر افزایش  باشد میقلبی یک فرآیند تطابقی  هایپرتروفی

ناشی از افزایش بیش از حد فشار و حجم خون  -تنش دیواره قلبی
 یابد نمیافزایش  ها سلولو در آن تعداد  افتد میاتفاق  - داخل بطن

. با وجود این که هنگام پیشرفت [1]شوند میو فقط بزرگتر 
نظر  به ،شوند میعال رمونی مختلفی فوه های سیستمهایپرتروفی 

وقوع بازسازی  ،ها بطنتفاوت تنش و کرنش دیواره  رسد می
. [2]کند میکانسنتریک و اکسنتریک و تغییر ساختار قلب را تعیین 

اگرچه این حالت تطابقی برای مدت مشخصی عملکرد قلب را بهبود 
آن مضر بوده و سبب ایجاد  مدت طولانی، اما استمرار بخشد می

 شود میحالتی گفته  به رسایی قلبی خواهد شد. نارساییاختلال و نا
دیگر بدن  های بافت به کافی را دار اکسیژنکه قلب نتواند خون 

سال دیرتر از مردان ١٠نارسایی قلبی در زنان برساند. خطر مرگ در اثر 
که هایپرتروفی و نارسایی قلبی هر دو با  دانیم می. امروزه [3]است

بازسازی در ارتباط هستند. در واقع بازسازی بافت قلب هنگام 
 هایپرتروفی، در نهایت خطر ایجاد نارسایی قلبی خواهد داشت.

بازسازی بطن (هایپرتروفی) و مرگ سلولی (اپوپتسیس) عوامل 
 . [3]دآین میشمار  به بطن چپ اختلال به بخشیدن سرعتاصلی در 
تغییرات میزان هایپرتروفی  [4]و همکاران گروسمن ١٩٧٥در سال 

قلبی بیماران با فشار بیش از حد و حجم بیش از حد بطن چپ را 
فشار بیش از حد  به مورد ارزیابی قرار دادند. در بیماران مبتلا

 به شعاع بطن، در پاسخ به شد که نسبت ضخامت دیوارهمشاهده 
اوج سیستولیک و پایان دیاستولیک بیشتر  یافته افزایش فشارهای

بیش از حد خون داخل  حجم به شد. از طرف دیگر، در بیماران مبتلا
 به بطن، فشار پایان دیاستولیک بیشتر شد و نسبت ضخامت دیواره

شعاع تغییر نکرد. از این مشاهده این فرضیه بیان شد که قلب 
همین دلیل  به و دهد میسیستولیک واکنش نشان  تنش به عمدتاً 

در بیماران با فشار  ای ملاحظهقابل  کننده جبرانبود که بازسازی 
 .افتاد میبیش از حد اتفاق 

 مثلاً افزایش مداوم کار مکانیکی در اثر فشار یا حجم بیش از حد (
 های سیگنالآئورت) یا  دریچهفشار خون سیستمی یا تنگی 

بتا  های ندهگیر شدن فعالکه واسطه  هایی آن مثلاً تروفیک (
مایوسیت بزرگ شوند و  های سلول شود میآدرنرژیک هستند) سبب 

کلی سبب افزایش اندازه و طور  بههایپرتروفی رخ بدهد. این حالت 
شکل  دو به وفی قلبی خود راکلی هایپرترطور  به. شود میجرم قلب 
هایپرتروفی کانسنتریک  های نام به فیزیولوژیکی فرد منحصربه (Concentric Hypertrophy)  و هایپرتروفی اکسنتریک (Eccentric Hypertrophy)  در هایپرتروفی دهد مینشان .

 عمدتاً ناشی از فشار بیش از حد یا کانسنتریک سارکومرهای جدید 
کنار سارکومرهای موجود قرار  ها سلولموازی با محور بزرگ صورت  به
و در  ها بطن های مایوسیتو سبب افزایش سطح مقطع  گیرند می

. در مقابل در گردند مینهایت افزایش کانسنتریک ضخامت دیواره 
هایپرتروفی ناشی از حجم بیش از حد یا اکسنتریک، سارکومرهای 

 غالباً سارکومرهای موجود اضافه گشته و  به سریصورت  بهجدید 
. در نتیجه در حالت اتساع بطن، شوند میباعث اتساع بطن قلب 

. [5]بیشتر یا کمتر از حالت عادی شودضخامت دیواره ممکن است 
هایپرتروفی کانسنتریک و  های وضعیتشماتیک  ١شکل 

اکسنتریک را با حالت عادی در مقیاس میکروسکوپیک و 
  .نماید میماکروسکوپیک با یکدیگر مقایسه 

  

  [6]تریکهایپرتروفی کانسنتریک و اکسن )١ل کش
  

کمک تئوری رشد محدود  به هایپرتروفی کانسنتریک سازی مدل
تجزیه ضربی تانسور گرادیان تغییر شکل نخستین بار  براساس
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انجام شد که تابع انرژی کرنشی  [7]و همکاران گوکتپتوسط 
 گرد همسان شده سادهدر بخش الاستیک آن، مدل  شده استفاده

 این تر دقیق سازی مدل به [8]پژوهشی دیگر درنئوهوکین بود. سپس 
راستای فیبر و صفحه در مدل هایپرالاستیک  نمودن لحاظپدیده، با 

 های پژوهشدر  شده استفادهپرداخت. راستاهای  گرد همساننا
پیشین تقریبی بودند. همچنین پراکندگی فیبرها و صفحات در 

علم  براساسدر این پژوهش،  پیشین لحاظ نشده بود. های مدل
پیوسته پدیده هایپرتروفی کانسنتریک بطن  های محیطمکانیک 

گردید. حل  سازی مدلچپ در اثر افزایش فشار خون داخل بطن 
نیوتن و روش  یابی میانالمان محدود و  های روشبا کمک  مسأله

رشد در ه نحوضمنی اویلر انجام شد. رفتار بطن و توزیع تنش و 
ار گرفتند. خلال یک دوره تناوب بارگذاری مورد بررسی و تحلیل قر

شدن نتایج، راستای فیبرها با دقت بیشتری در هر تر دقیقبرای 
 مجزا تعیین گردید، از طرف دیگر، پراکندگیصورت  بهناحیه از بطن 

بخشیدن ناورداهای استفاده شده راستای فیبرها و صفحات با بهبود
  گرفته شد. درنظردر تعریف تابع انرژی کرنشی، 

  
 رشد محدود سازی مدل - ٢
ط و بیان فرضیات و شرایط رواب معرفی به این بخش در

  .شود میپرداخته  سازی مدلدر  شده استفاده
بخش  دو به با تجزیه ضربی تانسور گرادیان تغییر شکل کلی

 گردد. ) حاصل می١الاستیک و رشد، رابطه (
ܨ  )١( = ܨୣ ⋅  ୥ܨ
  راستاها - ٢- ١

 ها لایهیک ماده کامپوزیت متشکل از صورت  بهساختار دیواره قلب 
شماتیک مدل  ٢ته شد. شکل گرف درنظر(صفحات) و فیبرها 

همراه راستای فیبرها و صفحات  به برای رشد بطن چپ شده استفاده
برای نمایش راستای صفحات از بردار  ٢در شکل  .دهد میرا نشان 

استفاده شده  ଴݂و برای نمایش راستای فیبرها از بردار یکه  ଴ݏیکه 
عمود باشد  ଴݂و  ଴ݏکه بر  شود میانتخاب  ای گونه به ଴݊است. بردار 

  .گردد میضرب خارجی دو بردار مذکور تعریف صورت  بهو 
  

همراه راستای فیبرها و به شکل شماتیک مدل بطن چپ قلب انسان )٢ل کش
   [9]فحاتص
  
  بخش رشد - ٢- ٢

 برای گرادیان تغییر شکل رشد) ٢در هایپرتروفی کانسنتریک رابطه (
دیواره بطن چپ در راستای  شدگی ضخیمشود تا  فرض می ای گونه به

  صورت گیرد. ଴ݏکامپوزیت  های صفحه
୥ܨ  )٢( = ܫ + ( ୱߴ −    ଴ݏ⨂଴ݏ(1

 ٢تانسور یکه مرتبه  ܫو  ای صفحهضریب رشد  ୱߴکه در آن 
کار رفته و نمایش  به برای ضرب دایادیک دو بردار ⨂. نماد باشند می

  .شود میاندیسی آن در قسمت پیوست بیان 

  بخش الاستیک - ٢- ٣
یک ماده هایپرالاستیک کامپوزیتی صورت  بهرفتار بافت قلب انسان 

شکل رابطه  به [10]با تابع انرژی بر مبنای ناورداهای بهبود یافته
  ) فرض شد:٣(
)٣(  ߰ =  ߰୴୭୪(ୣܬ ) +  ߰୧ୱ୭(ܫଵ̅, ∗ସ̅୤ܫ , ∗ସ̅ୱܫ , ܫ ଼̅ ୤ୱ) 

,ଵ̅ܫدترمینان تانسور گرادیان تغییر شکل الاستیک و  ୣܬکه در آن  ∗ସ̅୤ܫ , ∗ସ̅ୱܫ , ܫ ଼̅ ୤ୱ  ناورداهای بخش ایزوکوریک یا حجم ثابت تغییر
) ٤-٧شکل روابط ( به گرین الاستیک بوده و -شکل راست کوشی

حجم ثابت تانسور گرادیان ه تجزیه نحو. در مورد شوند میتعریف 
  توضیح داده خواهد شد. تغییر شکل در قسمت پیوست

ଵ̅ܫ  )٤( = ୣ̅ܥ  :  ܫ
ସ̅୤ܫ  )٥( = ୣ̅ܥ  : ( ଴݂⨂ ଴݂)  ,  ܫସ̅ୱ = ୣ̅ܥ  :  (଴ݏ⨂଴ݏ)
∗ସ̅୤ܫ  )٦( = ଵ̅ܫ୤ߢ + (1 − ∗ସ̅ୱܫ  , ସ̅୤ܫ(୤ߢ3 = ଵ̅ܫୱߢ + (1 −  ସ̅ୱܫ(ୱߢ3
ܫ  )٧( ଼̅ ୤ୱ = ୣ̅ܥ  : sym( ଴݂⨂ݏ଴) = ୣ̅ܥ : 12 [( ଴݂⨂ݏ଴) + ⨂଴ݏ) ଴݂)] 
مقادیر عددی بوده که چگونگی پراکندگی  ୱߢو  ୤ߢکه  طوری به

. در ادامه، قسمت حجم کنند میرا مشخص  ها صفحهفیبرها و 
  :[9]گردد ) فرض می٨شکل رابطه ( به متغیر تابع انرژی

)٨(  ߰୴୭୪(ୣܬ ) = 2ߢ [ln (ୣܬ )]ଶ 
) ٩استفاده شد. رابطه ( ߢبرای نمایش مدول بالک از نماد 

 .[9]باشد میقسمت حجم ثابت تابع انرژی کرنشی قلب ه دهند نشان
)٩(  

߰୧ୱ୭ = 2ܾܽ ሼexp[ܾ(ܫଵ̅ − 3)] − 1ሽ + ෍ ܽ୧2 ୧ܾ ሼexp[ ୧ܾ(ܫସ̅୧∗ − 1)ଶ] − 1ሽ୧ୀ୤,ୱ  + ܽ୤ୱ2 ୤ܾୱ ቄexp ቂ ୤ܾୱܫ ଼̅ ୤ୱଶቃ − 1ቅ 

 گرفتن مشتقبا  ୣܵکیرشف الاستیک برای محاسبه تنش دوم پیولا
 - تغییر شکل راست کوشی تانسور به از تابع انرژی کرنشی نسبت

  .گردد می) حاصل ١٠، رابطه (ୣܥگرین الاستیک 

)١٠(  ܵୣ = 2 ୣܥ߲߲߰ = ܵୣ,୴୭୪ + ܵୣ,୧ୱ୭ 

مرتبط با بخش حجم متغیر و حجم ثابت تانسور تنش  های سهمو 
  دوم پیولاکیرشف الاستیک برابر مقادیر زیر هستند:

)١١(  ܵୣ,୴୭୪ = 2 ߲߰୴୭୪߲ୣܥ =  ଵିୣܥ(ୣܬ) ln ߢ
)١٢(  ܵୣ,୧ୱ୭ = 2 ߲߰୧ୱ୭߲ୣܥ = 2 ߲߰୧ୱ୭߲ୣ̅ܥ : ୣܥ߲ୣ̅ܥ߲ = ܵ̅ୣ : ℙ୲ = ℙ: ܵ̅ୣ  

عنوان تانسور تنش دوم پیولاکیرشف  به ୣ̅ܵ) نماد ١٢که در رابطه (
 ٤تانسوری مرتبه  ℙ اصطلاح ساختگی و به الاستیک حجم ثابت

و در ادامه مشخص  شوند مینام تانسور تصویری شناخته  به
  .گردند می

)١٣(  ܵ̅ୣ = 2 ߲߰୧ୱ୭߲ୣ̅ܥ = 2[߰୧ୱ୭ᇱ ଵܪ(ଵ̅ܫ) + ෍ ߰୧ୱ୭ᇱ ∗ସ̅୧ܫ) +ସ୧୧ୀ୤,ୱܪ( ߰୧ୱ୭ᇱ ܫ) ଼̅ ୤ୱ)଼ܪ୤ୱ] 
)١٤(  ℙ = ୲(ୣܥ߲ୣ̅ܥ߲) = ܫ⨂ܫ)ଶଷିୣܬ − 13  (ୣܥ⨂ଵିୣܥ

در پیوست  ܪ و تانسورهای ساختاری مرتبه دوم ୧ୱ୭ᇱ߰مشتقات 
 های ضربمشخص خواهند گردید. نمایش اندیسی انواع مختلف 

بیان شده است. برای  [11] دایادیک تانسوری در پیوست مرجع
محاسبه تانسور مدول مماس (یا تانسور الاستیسیته) لاگرانژی 

شکل  تغییر به الاستیک از تنش دوم پیولاکیرشف الاستیک نسبت
 )١٥گیری شده و رابطه ( گرین الاستیک مشتق -راست کوشی

  آید. دست می به



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ مهر دانش رضایعلی و تربت دیسع ۲۴۹۴
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)١٥(  ॷୣ = 2 ୣܥ߲ୣ߲ܵ = 4 ߲ଶ߲߰ୣܥ߲⨂ୣܥ = ॷୣ,୴୭୪ + ॷୣ,୧ୱ୭ 

گیری از دو بخش تانسور تنش، دو بخش تانسور مدول  مشتق با
  گردند. مماس لاگرانژی الاستیک محاسبه می

)١٦(  
ॷୣ,୴୭୪ = 2 ߲ܵୣ,୴୭୪߲ୣܥ  ॷୣ,୴୭୪ = ܬୣ) ln ߢ− ଵିୣܥ⨂ଵିୣܥ)( + +(ଵିୣܥ⨂ଵିୣܥ  ଵିୣܥ⨂ଵିୣܥߢ

)١٧(  

ॷୣ,୧ୱ୭ = 2 ߲ܵୣ,୧ୱ୭߲ୣܥ = ℙ: ॷഥୣ: ℙ୲  + 13 :ୣ̅ܵ)ଶଷିୣܬ +ଵିୣܥ⨂ଵିୣܥ)(ୣܥ ଵିୣܥ⨂ଵିୣܥ + 23 −(ଵିୣܥ⨂ଵିୣܥ 23 ୣ̅ܵ⨂ଵିୣܥ)ଶଷିୣܬ + ܵ̅ୣ   (ଵିୣܥ⨂
مدول مماس ساختگی الاستیک است و  ॷഥୣ) ١٧که در رابطه (

  :شود میزیر تعریف صورت  به
)١٨( ॷഥୣ = 2 ୣ̅ܥ߲ୣ߲̅ܵ = 4[߰୧ୱ୭ᇳ ℍଵ(ଵ̅ܫ) + ෍ ߰୧ୱ୭ᇳ ∗ସ̅୧ܫ) )ℍସ୧୧ୀ୤,ୱ  +߰୧ୱ୭ᇳ ܫ) ଼̅ ୤ୱ)ℍ଼୤ୱ] 

در پیوست  ℍو تانسورهای ساختاری مرتبه چهارم  ୧ୱ୭ᇳ߰مشتقات 
  .شوند مینمایش داده 

  محاسبه تانسور تنش کلی - ٢- ٤
) ١٩کیرشف کلی از رابطه (رای محاسبه تانسور تنش دوم پیولاب

  گردد. استفاده می

)١٩(  ܵ = 2 ܥ߲߲߰ = 2 ୣܥ߲߲߰ : ܥ߲ୣܥ߲ = ୥ିଵܨ ⋅ ܵୣ ⋅  ୥ି୲ܨ
عقب با استفاده از تانسور گرادیان تغییر  به که در واقع مفهوم رو

) تانسور تنش ٢٠. در انتها با کمک رابطه (کند میشکل رشد را بیان 
  .شود میکوشی کل حاصل 

ߪ  )٢٠( = ܬ1 ܨ ⋅ ܵ ⋅  ୲ܨ
  محاسبه تانسور الاستیسیته کلی - ٢- ٥

گیری از تانسور تنش دوم پیولاکیرشف کل،  در این بخش با مشتق
  شود. تانسور الاستیسیته کل محاسبه میتانسور مدول مماس یا 

)٢١(  ॷ = 2 ,ܨ)߲ܵ ܥ߲(୥ܨ = ॷଵ + ॷଶ 

عقب تانسور مدول مماس (الاستیسیته)  به مفهوم رو ॷଵکه در آن، 
شکل  به لاگرانژی الاستیک با استفاده از گرادیان تغییر شکل رشد را

  .کند می) بیان ٢٢رابطه (

)٢٢(  ॷଵ = 2 ฬிౝܥ߲߲ܵ = :୥ିଵ൧ܨ⨂୥ିଵܨൣ ॷୣ:  [୥ି୲ܨ⨂୥ି୲ܨ]
)٢٣(  ॷଶ = 2[ ୥ܨ߲߲ܵ : ୥߲ܨ߲ ⨂[ୱߴ ߲ ܥୱ߲ߴ  

  شوند. زیر محاسبه میصورت  به) ٢٣مشتقات رابطه (

)٢٤(  

୥ܨ߲߲ܵ = ܵ⨂୥ିଵܨൣ−  + −୥ିଵ൧ܨ⨂ܵ :୥ିଵ൧ܨ⨂୥ିଵܨൣ 12 ॷୣ: +ୣܥ⨂୥ି୲ܨൣ  ୥ି୲൧ܨ⨂ୣܥ
)٢٥(  

୥߲ܨ߲ ୱߴ =  ଴ݏ⨂଴ݏ

)٢٦(  ߲ ܥୱ߲ߴ =  ߲ ୣܥୱ߲ߴ : ܥ߲ୣܥ߲ = ൤݇ܭோణ ൨ݐ∆ [12 :ܥ ॷଵ + ܵ] 
محلی نیوتن استفاده  یابی میان) از متغیرهای روش ٢٦در رابطه (

شده است که در ادامه معرفی خواهند شد. بعد از محاسبه تانسور 

مطالعه ) در ٢٤) و (٢٣مدول مماس لاگرانژی، با استفاده از روابط (
تانسور الاستیسیته کوروتیشنال یا همان  [11]مهر دانشو  تربتی

 افزار نرمتانسور ژاکوبین مماس مورد نیاز سابروتین یومت در 
  .آید میدست  هب [12]ابکس

  محلی نیوتن یابی میانروش  - ٢- ٦
) ٢٧فرض شد معادله تکاملی رابطه ( ،تجربی مشاهدات به با توجه

 .[7]برای ضریب رشد برقرار باشد
ୱሶߴ  )٢٧( = ݇(  (ୣܯ)∅(ୱߴ

)٢٨(  
݇( (ୱߴ =  1߬ ൬ߴ୫ୟ୶ − ୫ୟ୶ߴୱߴ −  1൰ఊ,   ߲߲݇ ୱߴ =  − ୫ୟ୶ߴߛ − ୱߴ ݇(  (ୱߴ

(ୣܯ)∅ )٢٩( =൏ tr(ୣܯ) − ୡܲ୰୧୲ ൐ 
 ߛو  ߬بیشینه ضریب رشد،  ୫ୟ୶ߴ)، ٢٩) و (٢٨در معادلات (

اثر تانسور تنش مندل  (ୣܯ)trبیانگر پرانتز ماکولی و  ൏൐ میزان فشار بحرانی، ୡܲ୰୧୲ ،در سرعت رشد بافت مؤثر ثابت بیضرا
 باشند. می

محلی  یابی میانبرای حل معادله دیفرانسیل تکاملی رشد از روش 
گردد. ابتدا از  اویلر استفاده می عقب ضمنی به نیوتن و تقریب رو
  شود: جداسازی زمان پرداخته می به روش تفاضل محدود

ୱሶߴ  )٣٠( ൎ ∆ ݐ∆ୱߴ = ୱ,௡ାଵߴ  − ௡ାଵݐୱ,௡ߴ − ௡ݐ = ୱߴ − ݐୱ,௡ߴ − ௡ݐ  

݊بعد از نوشتن زیرنویس  به روابط از این تر سادهبرای نمایش  + 1 
 ோణܭمانده  باقیو مماس  ܴمحلی مانده  باقی صرف نظر خواهد شد.

 گردند: ) تعریف می٣٢) و (٣١( های رابطهشکل  به
)٣١(  ܴ = ∆ ୱߴ − ୱሶߴ ݐ∆ ⟶ 0 

ோణܭ  )٣٢( = ߲ܴ߲ ୱߴ = 1 − ݐ∆݇ ߲∅߲ ୱߴ − ݐ∆∅ ߲߲݇  ୱߴ
 محلی نیوتن یابی میانبعد از آن ضریب رشد با استفاده از روش 

 رسانی خواهد شد.روز به )٣٣شکل رابطه ( به
ୱߴ  )٣٣( − ோణܭܴ ⟶  ୱߴ
  بندی مشهندسه و  - ٢- ٧

 به مشابه ای هندسهبا  گون بیضیشکل یک  به بطن چپ قلب انسان
ساخته شد.  [9]منبع  مدل بطن چپ استفاده شده در ابعاد
وجهی در شکل ٦ های المانمدل بطن چپ با استفاده از  بندی شبکه
  نمایش داده شده است. ٣
  

 بطن چپ قلب سازی مدلبرای  شده بندی مش گون بیضی )٣ل کش



 ۲۴۹۵ بطن چپ قلب انسان کیکانسنتر یپرتروفیها یعدد یساز مدلـــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  تعیین راستای فیبرها و صفحات - ٢- ٨
صفحات قلبی در راستای عمود بر سطح داخلی یا  های لایه

اندوکاردیوم و سطح خارجی یا اپیکاردیوم در طول ضخامت فرض 
 [13]ویو  ژنگ های دادهگردیدند. راستای فیبرها مطابق 

راستای  بعدی سهتوزیع  ٤ای مدل اعمال شد. شکل ه المان به
  .دهد میفیبرهای قلبی را نشان 

  

 
  [13]ترکتوگرافی فیبرها شده نمایی بزرگنمایش  )٤ل کش
  

ها با صفحه  آنه انجام شد که زاوی ای گونه به تعریف زوایای فیبرها
صفر برسد.  به پایین کاهش یافته و در اپکس به از بالا XZافقی 

برای  (MATLAB)متلب  افزار نرمراستاهای مذکور با کدنویسی در 
توزیع راستای فیبرها و صفحات  ٥هر المان تعیین گردیدند. شکل 

  دهد. قلبی در مدل بطن چپ را نمایش می
  

 
 راستاهای فیبرها و صفحات قلبی در بطن چپ )٥ل کش
  
  شرایط مدل و بارگذاری - ٢- ٩

برای صفحه بالایی یا بیس مدل قلب  Yجابجایی در راستای محور 
صفر فرض گردید و همچنین نوار بیرونی صفحه بالای مدل در 

ض شد. تغییرات فشار متناوب بدون جابجایی فر Zو  X های جهت
حسب زمان در بطن چپ در یک سیکل بر اندوکاردیوم به شده اعمال

  شود. نمایش داده می ١نمودار 
به  Zو  Xدر دو راستای  N/mm٠٠١/٠ضریب سختی به  فنرهایی
متصل گشتند. این فنرها برای لحاظ اثر بافت اطراف  اپیکاردیوم

اضافه شدند. از طرف  به مدل ،اند کردهقلب که دور آن را احاطه 
دیگر، اثر بافت قلب بالای بطن چپ توسط فنرهای دارای ضریب 

صفحه بالای بطن اعمال به  Zو  Xدر دو راستای  N/mm١سختی 
  دید.گر

ضرایب ثابت مورد نیاز در حل معادلات با استفاده از نتایج 
تجربی استخراج گردیدند که  های آزمایشهای هندسی و  گیری اندازه

  .شوند میخلاصه  ۱در جدول 
  

  
   [7]یکلس یکبطن چپ قلب در  یحسب زمان برانمودار فشار بر )١نمودار 

  
 سازی مدلدر  شده استفادهپارامترهای  )١جدول 

  یکا  ]مرجع[ مقدار نماد مشخصه

ضرایب هایپرالاستیک

ܽ ٣٠٩/٠ [14]  kPa ܾ ١٩٤/٩ [14] -  ܽୱ ٣٨٣/١ [14] kPa  ܾୱ ٤٧٦/١٩ [14] -  ܽ୤ ٠٩٣/١٢ [14] kPa ܾ୤ ٤١٧/٢٠ [14] - ܽ୤ୱ ٢٧٢/٠ [14] kPa ܾ୤ୱ ٢٦٦/١٢ [14] - 
 -  [9] ٠٨/٠ ୤ߢ - [9] ٠٩/٠ ୱߢ  پراکندگی راستاها
  s/1 [15] ١ ߬  سرعت تطابق

  - [15] ٣ ߛ درجه رشد غیرخطی
  - [7] ٣ ୫ୟ୶ߴ  بیشینه ضریب رشد

  kPa [7] ١٢ ୡܲ୰୧୲ فشار بحرانی
  

ߢمقدار  معمولاً پارامتر پنالتی  ൎ . [9]شود میگرفته  درنظر 1000ܽ
ترهای سرعت انتخاب پارام [15]و همکاران راش های یافتهمطابق 
خطی عمومی است و این دو عدد فقط در و درجه رشد غیر تطابق

خواهند گذاشت و نتیجه نهایی تغییری نخواهد  تأثیرسرعت رشد 
انتخاب شدند تا  ای گونه به کرد. پس برای نمایش بهتر، پارامترها

  رشد با سرعت بیشتری صورت بگیرد.
  روش حل - ٢- ١٠

دو معادله تعادل ممنتوم خطی و معادله تکاملی با روش مبتنی بر 
 (UMAT)یومت  های سابروتینبا استفاده از  [16]گیری انتگرالنقاط 

ابکس  افزار نرمبرای تعیین مقادیر فشار داخل بطن در  (UAMP)برای تعیین چگونگی رفتار ساختار ماده هنگام رشد و یوامپ  (ABAQUS)  بر پایه روش المان محدود حل گردیدند.  ٢٠١٧نسخه
  .هستند [11] الگوریتم کلی حل و استفاده از روابط مشابه

  
 نتایج - ٣

توزیع ه نحوهمراه  به مدل بطن چپ بعد از یک سیکل تپش ٦شکل 
در صورت وجود هاپیرتروفی کانسنتریک را  ای صفحهضریب رشد 

  .دهد مینشان 
رشد  یبکه اختلاف ضر شود میمشاهده  یککانسنتر یپرتروفیها در

وجود دارد.  یکاردیومو اپ یومارتفاع در اندوکارد یدر راستا ای هصفح
که عمود بر  باشد می یصفحات قلب جهتاختلاف، رشد در  ینا یلدل
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از  یکیپژوهش  ین. در ااندوکاردیوم و اپیکاردیوم فرض شدند
قلب  مدل اب پبطن چ یپرتروفیها سازی مدل یاتفرض های تفاوت
 است. پذیری تراکم مسألهدر  [11]ورزشکار

بطن در انتهای یک سیکل بعد از دیواره توزیع تنش پسماند مایزز 
  قابل مشاهده است. ٧شکل هایپرتروفی در 

  

  
  ای صفحهتوزیع ضریب رشد  )٦شکل 

  

 حسب مگاپاسکالتوزیع تنش مایزز بر )٧شکل 
  

تنش  ،یپس از باربردار شود میملاحظه  ٧شکل که در  طور همان
 یخصوص در نقاط بالا به در داخل بطن یکلس یپسماند در انتها

 Yمحور  یهمانند رشد در راستا یزتنش ن یع. توزشود می یجادبطن ا
شده  یجادا یکجهت رشد کانسنتر یلدل به اختلاف است که یدارا

  است.
 یمحور یمتریاست که با وجود س ینقابل توجه ا نکته دیگر

رشد  یجنتا رفت میکه انتظار  طور همانبطن چپ،  شده سادههندسه 

نحوه  یلدل به که یستندن یمحور یمتریس یتخاص یو تنش دارا
 یوارهراستاها در د ینا یو پراکندگ یقلب یبرهایف یراستا یعتوز

متقارن،  سهبطن چپ با وجود هند یبطن است. پس مدل کل
  گرفته و حل شود. درنظر یشکل متقارن محور به تواند نمی

برای  ٢نمودار برای بررسی رابطه میان تنش مایزز و ضریب رشد، 
اول المانی که بیشترین ضریب رشد را داشت،  گیری انتگرالنقطه 

  ترسیم شده است.
تنش  یا یبا بارگذار یککانسنتر یپرتروفیها یزانکامل م یوابستگ

 ینشکل رابطه ب ینقابل مشاهده است. ا ٢نمودار بطن در  یوارهد
 ایش. با افزدهد می یشرا نما ای هرشد صفح یبو ضر یززتنش ما

(حد آن ی حد بحران یزانم به تنش هنوز مقدار که یتنش تا وقت
 یدهنرس بحرانی تنش با خط عمودی در نمودار مشخص شده است.)

شدن تنش از یشتر. بعد از بماند می ییررشد بدون تغ یباست، ضر
 افزایش به ضخامت شروع یجهشد و در نتر یبضر ی،حد بحران

 یبحران یزانکه هنوز تنش از م یتا زمان ی. در مرحله باربردارکنند می
، فشار بطنشدن و بعد از کمتر افتد میاست رشد اتفاق  یشترب
در  ی. از طرفکند نمی ییرتغ یگرو د ماند میرشد ثابت  یبضر

رشد  یبفشار داخل بطن، ضر یشینهب یزانم یمحدوده فشار حوال
 یشافزا گیری چشم دارمق به یشینهمقدار تنش ب یبا نوسان حوال

نمودار متناسب  وخیز افتو  یکه نقاط برآمدگ شود می یده. دیابد می
 یجادحسب زمان انمودار فشار داخل بطن بر های برآمدگیبا همان 

 یبضر ییراتاست که تغ ینا یتحائز اهم یگرشده است. نکته د
بوده و مشتق دوم  یرخطیغ یززحسب تنش مابر ای هرشد صفح

 است. یمنف یمثبت و در باربردار یبارگذار یابتدا درمتوسط آن 
تغییر شکل جداره و توزیع ضریب رشد نحوه برای تجسم بهتر، 

مجزا در پنج موقعیت زمانی صورت  بهو تنش متناظر  ای صفحه
  .گردد میمشخص  ٨شکل مختلف حین یک تپش در 

  

 
  بر حسب تنش مایزز ای صفحهنمودار ضریب رشد  )٢نمودار 

ݐ   = 0.8s ݐ = 0.6550s ݐ = 0.4950s ݐ = 0.2550s ݐ = 0.01s 

     

 ای و تنش مایزز در خلال یک سیکل بارگذاری تغییرات توزیع ضریب رشد صفحه )٨شکل 
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که فشار  یتا زمان یکلس یدر ابتداشود که  مشاهده می ٨شکل در 
شود،  یشترب یاز حد بحران یوارهداخل بطن باعث نشده که تنش د

 یعنی ینبوده و ا یکبرابر عدد  در همه جای دیواره رشد یبضر
 یشاست. با گذر زمان و افزا یافتهن یشهنوز ضخامت جداره افزا

 یاسدر مق ینو ا گردد یم یشترب یوارهضخامت د کم کمفشار خون، 
 یا یموازصورت  بهشدن سارکومرها یشترب ادلمع یکروسکوپیکم

داخل  یشینهفشار ب به که یتا زمان است. یکدیگربا  یککانسنتر
و  یابد می یشافزا یزتنش داخل بافت ن ،شویم می یکبطن نزد

و  شارف یشینه. اما با گذر از بگردد می یزن تر ضخیم زمان هم
 یشرشد در حال افزا یبکه هنوز ضر ینبا وجود اشدن آن، کمتر

 یکمتر شده تا در انتها ی صفحاتدر راستا یدگیکش یگراست، د
  گردد. یکخود نزد یهحالت اول به یکلس

صورت  بهبطن چپ رفتار ماده  یککانسنتر یپرتروفیدر ها
 یلدل ینهم به .گردیدفرض  ناپذیر تراکم تقریباً  یپرالاستیکها
  آغاز شده است. یوماندوکارد یاضخامت از داخل بطن  یشافزا

  
 گیری نتیجهبحث و  - ٤

بیان گردید، بیشترین میزان مرگ و میر در  تر پیشکه  طور همان
- دستگاه قلبی های بیماریکشورهای پیشرفته صنعتی ناشی از 

عروقی است. در این پژوهش، هایپرتروفی کانسنتریک بطن چپ 
قلب انسان در اثر افزایش فشار خون داخل بطن که ممکن است در 

ها یا عوامل دیگر رخ بدهد، با استفاده از علم  اثر تنگی دریچه
پیوسته و روش المان محدود از دیدگاه  های محیطمکانیک 

رفتار  ناپذیربودن تراکم ریباً تقماکروسکوپیک و با فرض 
از موارد نوآورانه این  گردید. سازی شبیه گرد همسانهایپرالاستیک نا

لاگرانژی معادلات الاستیک در رشد،  تعریف به توان میپژوهش 
ه نحو نمودن لحاظراستاهای فیبرها و صفحات و  تر دقیقتعیین 

هایپرتروفی پراکندگی این راستاها در بطن چپ برای بررسی اثر 
  کانسنتریک در این بطن اشاره نمود.

در  شدگی ضخیماز توزیع ضریب رشد مشخص شد که  ٦شکل در 
 شروع هایپرتروفی کانسنتریک، در لایه داخلی یا اندوکاردیوم نسبت

خارجی با اپیکاردیوم بیشتر است و در طول ضخامت بطن  لایه به
یابد.  اپیکاردیوم کاهش می سمت به چپ با پیشروی از اندوکاردیوم

همین توزیع ضریب رشد را در خلال یک سیکل تپش قلب  ٨شکل 
. در ابتدای سیکل تا زمانی که فشار داخل بطن دهد مینمایش 

باعث نشده که تنش دیواره از حد بحرانی بیشتر شود، ضریب رشد 
برابر عدد یک بوده و این یعنی هنوز ضخامت جداره افزایش نیافته 

ضخامت دیواره  کم کمبا گذر زمان و افزایش فشار خون، است. 
شدن ر مقیاس میکروسکوپیک معادل بیشترو این د گردد میبیشتر 

موازی یا کانسنتریک با یکدیگر است. در شکل صورت  بهسارکومرها 
این تعبیر نمایش داده شده است. با افزایش فشار داخل بطن تا  ۱

 زمان همو  یابد مینیز افزایش میزان بیشینه، کشیدگی بافت جداره 
شدن آن، با گذر از بیشینه فشار و کمتر . اما باگردد مینیز  تر ضخیم

وجود این که هنوز ضریب رشد در حال افزایش است، دیگر کشیدگی 
حالت اولیه خود بازگردد.  به کمتر شده تا در انتهای سیکل

ری ملاحظه شد، پس از باربرداری مقدا ٧شکل که در  طور همان
خصوص  به تنش پسماند پس از رشد در انتهای سیکل در داخل بطن

  در نقاط بالای بطن ایجاد شد.
وابستگی کامل میزان هایپرتروفی کانسنتریک با بارگذاری یا فشار 

المانی که بیشینه ضریب رشد در آن  گیری انتگرالبطن برای نقطه 
ترسیم شده است. این شکل رابطه بین  ٢نمودار اتفاق افتاد، در 

. با افزایش دهد میرا نمایش  ای صفحهتنش مایزز و ضریب رشد 

حد بحرانی آن نرسیده بود، ضریب  به تنش تا وقتی که تنش هنوز
رشد بدون تغییر ماند. بعد از بیشترشدن تنش از حد بحرانی، ضریب 

باربرداری  افزایش کرد. در مرحله به رشد و در نتیجه ضخامت شروع
تا زمانی که هنوز تنش از میزان بحرانی بیشتر بود رشد اتفاق افتاد 
و بعد از کمترشدن تنش، ضریب رشد ثابت ماند و دیگر تغییر نکرد. 
از طرفی در محدوده فشار حوالی میزان بیشینه فشار داخل بطن، 

افزایش  گیری چشممقدار  به تنش ماندن ثابت تقریباً ضریب رشد با 
نمودار متناسب با همان  وخیز افتآمدگی و نقاط بر یافت.

. [7]حسب زمان ایجاد گشتل بطن برنمودار فشار داخ های برآمدگی
حل توسط  های گامانتخاب  چگونگی به البته وابستگی این نمودار

نیز وجود دارد. در واقع ماهیت روش مبتنی بر نقاط  افزار نرم
محلی و صورت  بهدو معادله یکی  شدن حلیعنی  گیری انتگرال
 حلبا تغییر نحوه انتخاب گام  شود میکلی، سبب صورت  بهدیگری 

 میزان پاسخ نهایی کمی تغییر داشته باشد که از معایب این روش
شود که  . در انتهای این بخش مجدد تاکید میآید میحساب  به

 نمودن لحاظهای تجربی نیازمند  تطابق دقیق نتایج این مدل با داده
دیگر از جمله عوامل شیمیایی و  مؤثرعوامل ه هم زمان هم

  .[11]باشد میو غیره  الکتریکی و سن و جنسیت
  

 .نشده است یانب یسندگاننو یاز سو یمورد :یتشکر و قدردان
   .نشده است یانب یسندگاننو یاز سو یمورد :یاخلاق تأییدیه
  .نشده است یانب یسندگاننو یاز سو یمورد منافع: تعارض

(نویسنده اول)، نگارنده  یتربت دیسع سهم نویسندگان:
 %)؛٥٠آماری/نگارنده بحث (/تحلیلگر /پژوهشگر اصلیمقدمه
  /مقدمه(نویسنده دوم)، نگارنده  مهر دانش رضایعل

  %)٥٠/تحلیلگر آماری/نگارنده بحث (شناس/پژوهشگر اصلی روش
  نشده است یانب یسندگاننو یاز سو یمورد :یمال منابع

  

  ها پیوست - ٥
 ) استفاده شود،ܾو  ܽ مثلاً در صورتی که بین دو بردار ( ⨂نماد 
. نمایش اندیسی آن بدین باشد میمعنای ضرب دایادیک برداری  به

  صورت است:
)A1(  (ܽ⨂ܾ)௜௝ = ܽ௜ ௝ܾ 

  .اند شدهمعرفی  [11] برخی از انواع دیگر نمادها و عملگرهای تانسوری در پیوست مرجع
دترمینان تانسور گرادیان تغییر شکل بیانگر نسبت حجم محیط 

حجم آن پیش از تغییر شکل است.  به پیوسته پس از تغییر شکل
قسمت ایزوکوریک یا حجم ثابت تانسور گرادیان تغییر شکل 

تا دترمینان آن برابر مقدار  گردد میتعریف  ای گونه به തୣܨالاستیک 
 یک باشد.

)A2(  det (ܨതୣ  ) = 1 
  زیر است:صورت  به തୣܨیک انتخاب مناسب تعریف 

)A3(  ܨതୣ = ܨଵଷୣିୣܬ  
  همان دترمینان تانسور گرادیان تغییر شکل الاستیک است. ୣܬکه 

)A4(  ୣܬ = det (ୣܨ ) 

- بدین صورت قسمت ایزوکوریک تانسور تغییر شکل راست کوشی
  .گردد میگرین الاستیک محاسبه 

)A5(  ୣ̅ܥ = തୣܨ ୲ ⋅ തୣܨ =  ୣܥଶଷିୣܬ
در محاسبه  ناورداها به محاسبه مشتقات تابع انرژی کرنشی نسبت
  تانسورهای تنش و الاستیسیته کاربرد دارد.

)A6(  ߰ᇱ୧ୱ୭(ܫଵ̅) = ߲߰୧ୱ୭߲ܫଵ̅ = 2ܽ exp[ܾ(ܫଵ̅ − 3)] 
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)A7(  ߰ᇱ୧ୱ୭(ܫସ̅୤∗ ) = ߲߰୧ୱ୭߲ܫସ̅୤∗ = ܽ୤ exp[ ୤ܾ(ܫସ̅୤∗ − 1)ଶ] −∗ସ̅୤ܫ) 1) 
)A8(  ߰ᇱ୧ୱ୭(ܫସ̅ୱ∗ ) = ߲߰୧ୱ୭߲ܫସ̅ୱ∗ = ܽୱ exp[ܾୱ(ܫସ̅ୱ∗ − 1)ଶ] −∗ସ̅ୱܫ) 1) 
)A9(  ψᇱ୧ୱ୭(ܫ ଼̅ ୤ୱ) = ߲߰୧ୱ୭߲ܫ ଼̅ ୤ୱ = ܽ୤ୱ exp ቂ ୤ܾୱܫ ଼̅ ୤ୱଶቃ ܫ ଼̅ ୤ୱ 
)A10(  ߰ᇳ୧ୱ୭(ܫଵ̅) = ߲ଶ߰୧ୱ୭߲ܫଵ̅ଶ = ܽ2ܾ exp[ܾ(ܫଵ̅ − 3)] 

)A11(  ߰ᇳ୧ୱ୭(ܫସ̅୤∗ ) = ߲ଶ߰୧ୱ୭߲ܫସ̅୤∗ ଶ    = ܽ୤[1 +2 ୤ܾ(ܫସ̅୤∗ − 1)ଶ] exp[ ୤ܾ(ܫସ̅୤∗ − 1)ଶ] 
)A12(  

߰ᇳ୧ୱ୭(ܫସ̅ୱ∗ ) = ߲ଶ߰୧ୱ୭߲ܫସ̅ୱ∗ ଶ = ܽୱ[1 +2ܾୱ(ܫସ̅ୱ∗ − 1)ଶ] exp[ܾୱ(ܫସ̅ୱ∗ − 1)ଶ] 
)A13(  

߰ᇳ୧ୱ୭(ܫ ଼̅ ୤ୱ) = ߲ଶ߰୧ୱ୭߲ܫ ଼̅ ୤ୱଶ   = ܽ୤ୱ[1 +2 ୤ܾୱܫ ଼̅ ୤ୱଶ] exp ቂ ୤ܾୱܫ ଼̅ ୤ୱଶቃ 
از  ℍو مرتبه چهارم  ܪدر نهایت تانسورهای ساختاری مرتبه دوم 

  .شوند میروابط زیر محاسبه 

)A14(  ܪଵ = ୣ̅ܥଵ߲̅ܫ߲ =  ܫ

)A15(  ܪସ୤ = ୣ̅ܥ߲∗ସ̅୤ܫ߲ = ܫ୤ߢ + (1 − (୤ߢ3 ଴݂⨂ ଴݂ 
)A16(  ܪସୱ = ୣ̅ܥ߲∗ସ̅ୱܫ߲ = ܫୱߢ + (1 −  ଴ݏ⨂଴ݏ(ୱߢ3
)A17(  ଼ܪ୤ୱ = ܫ߲ ଼̅ ୤ୱ߲ୣ̅ܥ = sym( ଴݂⨂ݏ଴) 
)A18(  ℍଵ =  ଵܪ⨂ଵܪ
)A19(  ℍସ୤ =  ସ୤ܪ⨂ସ୤ܪ
)A20(  ℍସୱ =  ସୱܪ⨂ସୱܪ
)A21(  ℍ଼୤ୱ =  ୤ୱ଼ܪ⨂୤ୱ଼ܪ
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