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Effects of Dielectric Film Viscoelasticity on Dynamic Behavior 
of Dielectric Elastomer Minimum Energy Structure

[1] Self-organized minimum-energy structures for dielectric elastomer actuators [2] A soft 
robotic actuator using dielectric minimum energy structures [3] Energy minimization for 
self-organized structure formation and actuation [4] Dielectric elastomer fingers for 
versatile grasping and nimble pinching [5] A compliant translational mechanism based on 
dielectric elastomer actuators [6] Rollable multisegment dielectric elastomer minimum 
energy structures for a deployable microsatellite gripper [7] A rotary joint for a flapping 
wing actuated by dielectric elastomers: Design and experiment [8] A frog-inspired 
swimming robot based on dielectric elastomer actuators [9] A novel variable stiffness 
mechanism for dielectric elastomer actuators [10] A fast rolling soft robot driven by 
dielectric elastomer [11] Entirely soft dielectric elastomer robots [12] Fabrication and 
analysis of dielectric-elastomer minimum-energy structures for highly-deformable soft 
robotic systems [13] Dynamic relaxation study and experimental verification of dielectric-
elastomer minimum-energy structures [14] Analysis, experiment, and correlation of a 
petal-shaped actuator based on dielectric elastomer minimum-energy structures [15] 
Nonlinear oscillation of a dielectric elastomer balloon [16]Resonant behavior of a membrane 
of a dielectric elastomer [17] Electromechanical and dynamic analyses of tunable dielectric 
elastomer resonator [18] Nonlinear dynamic characteristics of a dielectric elastomer 
membrane undergoing in-plane deformation [19] Coupled nonlinear oscillation and 
stability evolution of viscoelastic dielectric elastomers [20] Nonlinear vibration of dielectric 
elastomer incorporating strain stiffening [21] Finite element modelling of dielectric 
elastomer minimum energy structures [22] Phenomena of nonlinear oscillation and special 
resonance of a dielectric elastomer minimum energy structure rotary joint [23] Equivalent 
dynamic model of DEMES rotary joint [24] Catastrophic thinning of dielectric elastomers 
[25] Acta Mechanica Solida Sinica [26] Electromechanical stability of dielectric elastomer 
[27] Voltage control of the resonance frequency of dielectric electroactive polymer (DEAP) 
membranes [28] Dynamic electromechanical instability of a dielectric elastomer balloon 
[29] Nonlinear oscillations [30] Dynamic analysis of dielectric elastomer actuators [31] 
New approach to beating phenomenon in coupled nonlinear oscillatory chains [32] 
Nonlinear dynamics and chaos

In this paper nonlinear dynamic behavior of bending actuators of dielectric elastomer or 
Dielectric Elastomer Minimum Energy Structure (DEMES) is studied and the effects of 
viscoelasticity of dielectric film on system response are investigated. Considering hyper-
elasticity and viscoelasticity of dielectric film, the equation of motion of the actuator is 
extracted using Euler-Lagrange method. The natural frequency of small amplitude oscillations 
around the equilibrium state is calculated by linearizing the original nonlinear equation 
and the effects of dielectric film pre-stretch and excitation amplitude on natural frequency 
is investigated. The numerical simulation of the nonlinear equation of motion for periodic 
excitation shows that the system possesses harmonic resonances as well as sub-harmonic and 
super-harmonic resonances. By increasing the damping ratio of the dielectric film, resonance 
frequency increases for all harmonics and their excitation amplitude decreases. The analytical 
results show that excitation amplitude of harmonic resonance in chaotic behavior changes to a 
quasi-alternate and then an alternative behavior by increasing damping ratio. 
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بر  الکتریک دیمطالعه اثر ویسکوالاستیسیته فیلم 
رفتار دینامیکی عملگر خمشی الاستومر 
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سازه  همانیا  الکتریک دیدر این مقاله رفتار دینامیکی عملگر خمشی الاستومر 
خاصیت  تأثیرمورد مطالعه قرار گرفته و  الکتریک دیمینیمم انرژی 

. ابتدا با شود میبر پاسخ سیستم بررسی  الکتریک دیویسکوالاستیسیته فیلم 
لاگرانژ و با درنظرگرفتن خواص هایپرالاستیسیته و - استفاده از روش اویلر

، شود می، معادله حرکت عملگر استخراج الکتریک دیویسکوالاستیسیته فیلم 
این معادله حول نقطه تعادل، فرکانس طبیعی سیستم  یساز خطیسپس با 

و ولتاژ تحریک بر این فرکانس  الکتریک دیفیلم  کشش پیشاستخراج شده و اثر 
. با استفاده از حل عددی معادله حرکت غیرخطی، نشان داده شود میمطالعه 

سوپرهارمونیک و  رزونانسکه عملگر علاوه بر رزونانس هارمونیک دارای  شود می
، الکتریک دیهارمونیک نیز هست. با افزایش ضریب میرایی فیلم  ساب

. نتایج یابد میرزونانس افزایش یافته و دامنه ارتعاشات کاهش  های فرکانس
این واقعیت است که با افزایش ضریب میرایی،  دهنده نشانتحلیلی همچنین 

متناوب  متناوب و سپس ارتعاشات رزونانس هارمونیک از مود آشوبناک به شبه
  .  کند میتغییر 
 سازی مدل، ویسکوالاستیسیته، عملگر خمشی، الکتریک دیالاستومر ها:  کلیدواژه
  دینامیکی
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هوشمند است که از یک  های سازهنوعی از  (Dielectric Elastomer Actuator; DEA) الکتریک دیعملگر الاستومر 
و دو الکترود  الکتریک دیشده به عنوان  کشش پیشفیلم لاستیکی 

نرم در دو طرف این فیلم تشکیل شده است. مجموعه فیلم 
یک خازن منعطف را به وجود  ،و الکترودهای نرم الکتریک دی
الکترود این خازن،  . در اثر اعمال اختلاف پتانسیل بر دوآورد می

نیروی جاذبه بین بارهای مثبت و منفی روی الکترودها باعث 
. شود میو کاهش ضخامت آن  الکتریک دیافزایش سطح فیلم 

رایج این عملگرها، سازه مینیمم انرژی  های پیکربندییکی از 
که در این مقاله از آن  باشد می (Dielectric Elastomer Minimum Energy Structure; DEMES) الکتریک دیالاستومر 

. شود مییاد  الکتریک دیبه عنوان عملگر خمشی الاستومر 
الف نشان داده شده است، عملگر خمشی  -١ گونه که در شکل همان

 الکتریک دیاز طریق اتصال یک فیلم  الکتریک دیالاستومر 
. با حذف شود میشده به یک قاب منعطف ساخته  کشش پیش

باعث  الکتریک دیدر فیلم  شده ذخیرهرژی الاستیک قیود بیرونی، ان
تا جایی که تعادلی  شود میخمش قاب منعطف به بیرون از صفحه 

 شده ذخیرهدر فیلم و انرژی خمشی  شده ذخیرهبین انرژی الاستیک 
با اتصال ولتاژ بین ب).  - ١ در قاب منعطف به وجود آید (شکل

افزایش یافته و در نتیجه  الکتریک دیالکترودهای نرم، سطح فیلم 
تر زاویه عملگر خمشی کاهش یافته و به حالت تخت نزدیک

عملگر خمشی را در دوحالت آزاد و حالت برقراری  ۲ . شکلشود می
  . دهد میولتاژ، نشان 

  

 
 الف

 
               ب

عملگر خمشی و ترتیب مونتاژ دهنده تشکیلشماتیک قطعات  :الف )١شکل 
 خمشی پس از حذف قیود خارجی عملگر :ب ،آنها
  

  
             الف

 
 ب          

(الف) و در حالت اتصال بار بینمای جانبی عملگر خمشی در حالت  )٢شکل 
 ولتاژ (ب)
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و همکارانش  کافودبرای نخستین بار توسط  DEMES های سازه
و از زمان معرفی در کاربردهای مختلفی مانند گیره  [1]معرفی شدند
، گیره رولی [5]، مکانیزم حرکتی موازی[4 ,3]، گیره نرم[2]دو انگشتی
، زانوی رباتیک برای [7]، مفصل دورانی برای روبات پرنده[6]چند تکه

، ربات غلتشی [9]با سفتی متغیر ای سازه، [8]ای قورباغهیک ربات 
عملگر ، استفاده شده است. [11]پذیر انعطافو ربات  [10]سریع

دارای مزایایی نسبت به سایر  الکتریک دیخمشی الاستومر 
که سادگی مراحل  باشد می الکتریک دیالاستومر  های پیکربندی

مراحل ساخت  رغم علیمبدل نهایی  بعدی سهساخت و شکل 
یک ربات با شکل  [12]وودو  پترالیا. باشد میاز آن جمله  ای صفحه

ارائه کردند و  DEMESمار را با استفاده از اتصال چندین عملگر 
و  سیوروش محاسبه کار خروجی این ربات را استخراج کردند. 

روش تخفیف دینامیکی را جهت محاسبه نقطه تعادل  [13]همکاران
و  لئوبا شکل مثلثی ارائه کردند.  DEMESیک عملگر خمشی 

 الکتریک دیگرفتن الاستیسیته غیرخطی فیلم ربا درنظ [14]همکاران
مدلی ارائه کردند که با محاسبه انرژی پتانسیل فیلم، نقاط تعادل 

. بخش مهمی از سابقه تحقیق در مورد کرد میآن را استخراج 
به مطالعه رفتار  الکتریک دیالاستومر  ای صفحه های مبدل

، ارتعاشات غیرخطی یک [15]و همکاران ژو. پردازد میدینامیکی آنها 
مبدل کروی را مورد مطالعه قرار دادند و رزونانس متعددی شامل 

را گزارش  سوپرهارمونیکو  هارمونیک سابرزونانس هارمونیک، 
، مودهای رزونانس یک عملگر [16]و همکاران ژوکردند. همچنین 

شعاعی و بارگذاری مرکب  کشش پیشرا تحت  ای دایره ای صفحه
توسط آنها مودهای  شده ارائهگزارش کردند. مدل  ولتاژ و فشار

کرد که به دلیل دامنه بسیار کوچک در  گویی پیشبحرانی را 
، [17]و همکاران لیمطالعات تجربی پیش از آن مشاهده نشده بود. 

را تحت  DEAپاسخ دینامیکی یک نوسانگر قابل تنظیم 
ولتاژ  های بازهبرش خالص مورد مطالعه قرار دادند و  کشش پیش

محاسبه نمودند که از حذف ناخواسته  ای گونهتحریک را به 
، اثر [18]و همکاران شنگفیلم جلوگیری به عمل آید.  کشش پیش

 ای صفحهرا بر پاسخ دینامیکی یک مبدل  الکتریک دیمیرایی فیلم 
مستطیلی مورد بررسی قرار داده و مشاهده نمودند که میرایی فیلم 

رتعاشات باعث ظهور ارتعاشات غیرمتناوب علاوه بر کاهش دامنه ا
  . شود مینیز 
 الکتریک دی، ارتعاشات ناپایدار مبدل [19]و همکاران ژانگ
نابرابر در دو جهت عرضی و  کشش پیشرا در حضور نیروی  ای صفحه

 آمده دست بهطولی و تحریک ولتاژ متناوب مطالعه کردند. نتایج 
جهت عرضی  شات در دوشدید ارتعا کنش برهمتوسط آنها نشانگر 

، اثر سفتی تنشی الاستومر [20]و همکاران وانگ. باشد می
را بر پاسخ دینامیکی آن مطالعه کردند. آنها نشان دادند  الکتریک دی

که  شود میکه سفتی تنشی باعث ظهور دو نقطه تعادل نامتقارن 
ارتعاشات حول نقطه تعادل بزرگتر رفتار آشوبناک دارد. در تمامی 

ذکرشده خواص ماده به عنوان تنها عامل بروز رفتار  های پژوهش
. باشد می ای صفحه الکتریک دیدینامیکی غیرخطی مبدل الاستومر 

علاوه  الکتریک دیاین در حالی است که در مبدل خمشی الاستومر 
و قاب منعطف،  الکتریک دیبین فیلم  کنش برهمبر خواص ماده 

که این امر  باشد میغیرخطی عامل دیگر بروز معادلات حرکت 
و مطالعه رفتار دینامیکی این عملگر را با چالش همراه  سازی مدل
 ای صفحه های مبدل. این امر باعث شده است که برخلاف کند می

در مورد رفتار  ای گسترده های پژوهشکه  الکتریک دیالاستومر 
 انجام شده -فوق شده اشاره های پژوهشاز جمله - دینامیکی آنها 

بسیار اندکی در مورد رفتار دینامیکی عملگر  های گزارشاست، 
در دسترس باشد. از جمله مطالعات  الکتریک دیخمشی الاستومر 

و  ابرینبه گزارش  توان میمربوط به رفتار دینامیکی این عملگرها 
 سازی شبیهاشاره کرد که یک مدل المان محدود برای ، [21]همکاران

 شده ارائهشی ارائه کردند. اگرچه مدل عملگر خم استاتیکی شبهرفتار 
خوبی با نتایج تجربی دارد، اما مدل برای ولتاژ متناوب  نسبتاً تطابق 
مورد مطالعه قرار نگرفته است.  ،و رفتار ارتعاشی مبدل نشده حل
تجربی را بر عملگر خمشی  های آزمایش، [22]و همکاران ژائو

آنها با استفاده از سیگنال ولتاژ انجام دادند.  الکتریک دیالاستومر 
مربعی عملگر را تحریک کرده و پاسخ آن را مطالعه کردند. نتایج 

نشان داد که فرکانس تغییر شکل عملگر برابر با  آمده دست به
. همچنین با افزایش جرم متصل به باشد میفرکانس تحریک 

ارد انتهای عملگر، امکان ایجاد زوایای تغییر شکل منفی نیز وجود د
شده و بیشترین جابجایی  تر پیچیدهکه در این حالت حرکت مبدل 

عملگر در فرکانس تحریکی برابر با نصف فرکانس طبیعی آن واقع 
یک مدل نیمه تحلیلی برای ، [23]و همکاران ژائو. همچنین شود می

تجربی  های دادهمعادله حرکت مبدل خمشی اراده کردند. آنها از 
برای محاسبه میرایی و سفتی مبدل خمشی استفاده کردند و با 

  یک مدل جرم متمرکز برای عملگر ارائه کردند.  ها دادهاستفاده از این 
انرژی پتانسیل و جنبشی عملگر  ٢ در این مقاله ابتدا در بخش

گرفتن خواص رایلی با درنظر شده تلفخمشی به همراه توان 
محاسبه  الکتریک دییپرالاستیسیته فیلم ویسکوالاستیسیته و ها

شده و با استفاده از معادله لاگرانژ، معادله حرکت عملگر خمشی به 
. با استفاده از معادله حرکت شود میصورت تحلیلی محاسبه 

. در گیرد میرفتار ارتعاشی عملگر مورد مطالعه قرار شده، استخراج 
رسی شده و ارتعاشات کوچک مبدل حول نقطه تعادل بر ٣ بخش

پارامترهای مبدل بر آن  تأثیرفرکانس طبیعی سیستم خطی شده و 
به مطالعه ارتعاشات اجباری سیستم  ٤. بخش شود میاستخراج 

میرایی فیلم  تأثیرغیرخطی تحت ولتاژ ورودی متناوب و 
 ٥و در نهایت بخش  پردازد میبر رفتار دینامیکی عملگر  الکتریک دی
  . پردازد میاین تحقیق  های یافته بندی جمعبه 

  

  حرکت  معادله - ۲
نشان داده شده است، عملگر خمشی مورد  ٣شکل گونه که در  همان

نظر از یک قاب منعطف مستطیلی به همراه یک حفره مستطیلی 
 wو پهنای آن  cداخل آن تشکیل شده است. طول سوراخ 

طرف سوراخ تشکیل شده  قاب از دو نوار خمشی در دو .باشد می
. همچنین ضخامت قاب باشد می 2b/است که پهنای هریک 

پهنایی برابر  الکتریک دیفیلم  . شود مینشان داده  d منعطف با
دارد و طول اولیه آن قبل و بعد  wبا پهنای سوراخ قاب منعطف 

فرض شده است. بنابراین  cو  0lبه ترتیب  کشش پیشاز اعمال 
. کند میدو طرف قاب منعطف را به یکدیگر وصل  الکتریک دیفیلم 

که  شود می. فرض باشد می 0t الکتریک دیضخامت اولیه فیلم 
به قاب متصل شده است و ضلع آن  y در جهت الکتریک دیفیلم 

. این فرض به همراه فرض باشد میآزاد  xدر جهت محور 
که در آن پهنای فیلم  کششی پیش( برش خالص فیلم کشش پیش

باعث توزیع یکنواخت کشش در سطح ، )ماند میبدون تغییر باقی 
گرفتن حجم ثابت ا توجه به این دو فرض و با درنظر. بشود میفیلم 
جهت اصلی آن  ٣فیلم در  کشش پیش، مقادیر الکتریک دیفیلم 
  با:  شود میبرابر 
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و ابعاد اصلی آن الف) نمای الکتریک دیعملگر خمشی الاستومر  )٣شکل 

 بعدی٣جانبی. ) نمای 
  

، بار الکتریکی الکتریک دیبا اعمال ولتاژ به الکترودهای نرم فیلم 
( )Q t  در نتیجه نیروی جاذبه شود میروی الکترودها ذخیره .

بارهای الکتریکی غیرهمنام در دو الکترود، ضخامت فیلم 
کاهش یافته و طول آن به مقدار  tبه مقدار جدید  الکتریک دی

در  الکتریک دیاما از آنجایی که فیلم  .یابد میافزایش  lجدید 
. تغییر شکل ماند میراستای پهنا مقید شده است، پهنای آن ثابت 

. شود میفیلم در اثر ولتاژ اعمالی باعث کاهش زاویه خمش عملگر 
برحسب زاویه خمش  الکتریک دی، طول فیلم ٣شکل با توجه به 

  عملگر و پارامترهای هندسی به صورت زیر قابل بیان است: 

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 ها آنجهت اصلی و ارتباط  ٣در  الکتریک دیهمچنین کشش فیلم 

  از طریق روابط زیر استخراج کرد:  توان میبا زاویه خمش عملگر را 
2.2.
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عملگر خمشی به همراه مکانیزم اعمال ولتاژ یک سیستم 

 دمای هم. با فرض تغییرات دهد میترمودینامیکی مرکب را تشکیل 
- با استفاده از معادله اویلر توان میسیستم، تغییر شکل عملگر را 

  : [24]لاگرانژ توصیف نمود

( ) 0
  

  
   

d L L R

dt q q q
i i i

 )٤(  
]در این معادله  , ]q D که تابع  باشد می، بردار مختصات تعمیم

. باشد می Dو جابجایی الکتریکی سیستم  زاویه خمش عملگر
همچنین  L K F  که حاصل تفریق انرژی آزاد  باشد میلاگرانژی

، از انرژی جنبشی Fمجموعه عملگر و مدار تغذیه، هولتز هلم
که مربوط  باشد میرایلی  شده تلفتوان  R. باشد می Kسیستم، 
 الکتریک دیدر اثر خاصیت میرایی ویسکوز فیلم  شده تلفبه توان 

  : شود میاز رابطه زیر محاسبه  هولتز هلماست. انرژی آزاد 
)٥(  

 . . . ( ( )) ( ( )) ( ) (( , ) )
0 0

    F l w t f D t f t f V t Q t
ef em frame

D  
fدر این رابطه  ef  هولتز هلمقسمت الکتریکی چگالی انرژی آزاد ،

f em  در اثر تغییر شکل فیلم  هولتز هلمچگالی انرژی آزاد
fچگالی انرژی کرنشی فیلم،  همانیا  الکتریک دی frame  انرژی

)پتانسیل قاب منعطف و  ) ( )V t Q t  توسط مدار  شده انجامکار
 هولتز هلمکه با علامت منفی در معادله انرژی آزاد  باشد میخارجی 

بار الکتریکی  Qولتاژ اعمالی منبع تغذیه و  Vوارد شده است. 
. با فرض فیلم به عنوان باشد میروی الکترودها  شده ذخیره
آن مستقل از تغییر شکل  الکتریک دی، ثابت آل ایده الکتریک دی

و بنابراین قسمت الکتریکی چگالی انرژی آزاد  شود میفیلم 
f هولتز هلم ef  [25]از رابطه زیر محاسبه نمود توان میرا :  
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 Dو  باشد میفیلم الاستومر  الکتریک دیثابت  در این رابطه 

که چگالی سطحی بار  باشد میجابجایی الکتریکی الکترودها 
  روی الکترودها است یعنی:الکتریکی 

2. . .
. . sin

2




 
c w D

Q l w D  )٧(  
امکان استفاده از  الکتریک دیبه منظور محاسبه انرژی کرنشی فیلم 

جود هایپرالاستیک مختلف برای بیان رفتار الاستومر و های مدل
. در حالی باشد میمدل  ترین سادههوک دارد که از بین آنها مدل نئو

هایپر الاستیسیته دیگری نیز در  های مدلکه امکان استفاده از 
معادله  سازی سادهحاضر وجود دارد، به منظور  سازی مدلقالب 

 هوکدل نئوعددی، در این مقاله از م سازی شبیهحرکت و راحتی 
هوک انرژی کرنشی فیلم استفاده شده است. مطابق مدل نئو

  . [26]از رابطه زیر قابل محاسبه است الکتریک دی
2 2 2 3
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 )٨(  
جهت  ٣کشش فیلم در  iمدول برشی فیلم و  در این رابطه 

) در معادله فوق انرژی کرنشی ٣. با جاگذاری رابطه (باشد میاصلی 
به عنوان تابعی از زاویه خمش عملگر به دست  الکتریک دیفیلم 
  : آید می
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محاسبه انرژی پتانسیل خمشی عملگر، قاب منعطف به  منظور به
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 شود میعنوان یک فنر خمشی با ممان خمشی ثابت در نظر گرفته 
  : آید می به دستو انرژی پتانسیل خمشی آن از رابطه زیر 

1 2
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f k
frame b

 )١٠(  
که با استفاده از  باشد میسفتی خمشی قاب  kbدر این رابطه 

Y هندسی و مدول یانگ قابابعاد  f  به شکل زیر قابل محاسبه
  .باشد می

3. .
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Y b d
fk
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 )١١(  

) انرژی آزاد ٥) در رابطه (١٠) و (٩)، (٧)، (٦با جاگذاری روابط (
  .آید می به دستسیستم مطابق رابطه زیر  هولتز هلم

)١٢(  
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به منظور محاسبه انرژی جنبشی عملگر خمشی از جرم فیلم 
. با شود مینظر  در مقایسه با قاب منعطف صرف الکتریک دی
گرفتن قاب منعطف به عنوان یک مفصل دورانی، انرژی درنظر

  با:  شود میجنبشی آن برابر 
1 2( )
2




d
K J

dt
 )١٣(  

که با  باشد میممان اینرسی قطبی قاب منعطف  Jدر این رابطه 
  . باشد میاستفاده از ابعاد هندسی و چگالی آن قابل محاسبه 

به معادله  الکتریک دیجهت واردنمودن اثر ویسکوالاستیسیته فیلم 
با میرایی ویسکوز خطی درنظر  ای مادهحرکت عملگر، فیلم به عنوان 

به رایلی از رابطه زیر  شده تلف. با این فرض توان شود میگرفته 
  .آید می دست

1 2( )
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
dx

R c
d dt

 )١٤(  
جابجایی فیلم در محور  xضریب میرایی و  cdدر این رابطه 
  .باشد میکه از رابطه زیر قابل محاسبه  باشد میمختصات ماده 
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 شده تلفتوان  گیری مشتق) و ١٥) در رابطه (١٤با جاگذاری رابطه (

 به دسترایلی سیستم برحسب مشتق زمانی اول زاویه خمش 
  : آید می
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) و با توجه به ٤) در رابطه (١٦) و (١٣)، (١٢ط (ببا جاگذاری روا
اینکه   t  و Dt  سیستم هستند، دو  یافته تعمیممختصات

 به دستمعادله برای جابجایی الکتریکی و زاویه خمش عملگر 
  : آید می
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) معادله ١٨) و جاگذاری آن در رابطه (١٧از رابطه (Dبا محاسبه 
  . آید می به دستحرکت عملگر خمشی 
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.) ٢٠) و (١٩در روابط ( . .0.
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 ارتعاشات آزاد حول نقطه تعادل - ۳

 eqهنگامی که ولتاژ تحریک مقدار ثابتی باشد، عملگر نقطه تعادل
. در نقطه تعادل معادله حرکت به یک معادله جبری کند میرا اختیار 

  . شود میغیرخطی تبدیل 
)٢١(  

2 24 sin 2. sin .cos cos
2 2 2 2

3 2
3 2 3 34. sin 8.

.

sin
2 2

2 2 24. sin 2.

. .

. .

sin .co. . . . s
2 2 2 0

2
.

3

   
   

  
 

  
 


 

   

   

eq eq eq eq
p p eq eq

eq eqeq eq
p p

eq eq eq
V V

b p b p
k
bb eq

eq eq
  

kbbو Vb ،pمقادیر مشخص  ازای به توان میمعادله فوق را 

گرفتن مبدل را استخراج نمود. با درنظر حل نموده و نقطه تعادل
جابجایی کوچک    از نقطه تعادلeq  زاویه خمش عملگر
  برابر خواهد بود با: 

       
eq

 )٢٢( 
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) و با استفاده از بسط ١٩) در معادله حرکت (٢٢با جاگذاری رابطه (
سری توانی تابع  ( ), ( )  g Vb نسبت به   حول نقطه تعادل

eq  ه دستبمعادله حرکت ارتعاشات کوچک حول نقطه تعادل 
  .آید می

)٢٣(  
2

( , ) 0
2

   

  
   

d d
C g V

b bdd eq

 
) فرکانس طبیعی ارتعاشات کوچک حول ٢٣با توجه به معادله (

  با:  شود مینقطه تعادل برابر 
)٢٤(  

2 212 sin 8 sin .cos
2 2 2 2 2( , )
0 2

2 2 2 2sin .cos 3. .cos12 2 2
2

3

.

2 3 3 3 4 3 24. sin 2. sin

. .cos

4 3

.

. 16. sin 16. sin
2 2 2 2

212

. . .

.. si.
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  
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   
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
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  



 



eq eq eq eq
p p p

g V
b

eq eq eq eq

eq eq eq
p eq eq eq

eq eq eq eqeq
p p p p

V
b p

2 2 2 2 2 2n 8. sin .cos cos sin
2 2 2

. . . . . .

4
2 2

3 2 2

    
  

   
  



eq eq eq eq eq
V V V

b p b p b p

eq eq eq eq

k
bb

0.در این معادله  . . .0
0 




J

c w t
0و  بعد بیفرکانس طبیعی  

. برای باشد میفرکانس طبیعی ارتعاشات کوچک حول نقطه تعادل 
) و ٢٤و با استفاده از روابط ( kbbو Vb ،pمقادیر مشخص 

نقاط تعادل و فرکانس طبیعی ارتعاشات حول نقطه  توان می) ٢١(
منحنی تغییرات فرکانس طبیعی  ١نمودار آورد.  به دستتعادل را 

با  بعد بیو برای مقادیر مختلف ولتاژ  کشش پیشرا بر حسب  بعد بی
  . دهد مینشان  0.1kbbفرض 

  

 
فیلم  کشش پیشنسبت به  بعد بیتغییرات فرکانس طبیعی  )١نمودار 

  مختلف بعد بیبرای مقادیر مختلف ولتاژ  الکتریک دی
  

فیلم  کشش پیشبا افزایش  شود میدیده  ١نمودار گونه که در  همان
در یک مقدار ثابت ولتاژ، فرکانس طبیعی عملگر  الکتریک دی

گونه توجیح کرد که با  این توان می. این رفتار را یابد میافزایش 
به  الکتریک دیپلیمری فیلم  های زنجیرهافزایش کشش، طول 

و در نتیجه مکانیزم  شود میمقدار نهایی بدون کرنش خود نزدیک 
 های زنجیره تنیدگی درهمتغییر طول فیلم الاستومر، از کاهش 

که مکانیزم  شود میپلیمری تبدیل  های زنجیرهپلیمیری به کشش 
تغییر طول دوم به نیروی بیشتری نیاز دارد. این پدیده باعث 

و با  شود میثر افزایش کشش آن افزایش سفتی الاستومر در ا

فرکانس طبیعی آن افزایش  الکتریک دیافزایش سفتی فیلم 
که با افزایش ولتاژ تحریک  شود می. همچنین مشاهده یابد می

 شدگی نرمنتیجه  تواند میکه  یابد میفرکانس طبیعی عملگر کاهش 
در  الکتریک دیدر اثر اعمال ولتاژ باشد. اثر ولتاژ بر سفتی فیلم 

نیز  الکتریک دیفیلم  ای صفحه عملگرهایدیگر بر  های پژوهش
  . [27 ,18]مشاهده شده است

  
 اثر ویسکوالاتیسیته بر ارتعاشات اجباری  - ۴

در این بخش پاسخ عملگر به ولتاژ متناوب مورد بررسی قرار 
  که ولتاژ اعمالی به فرم زیر است:  شود می. فرض گیرد می

sin( . )  V V V t
dc ac

 )٢٥(  
Vدر این رابطه  dc  ولتاژ مستقیم وVac  دامنه ولتاژ متناوب

) ٢٥. با جاگذاری رابطه (باشد میفرکانس تحریک  و  باشد می
معادله حرکت در اثر اعمال ولتاژ متناوب ، در معادله حرکت عملگر

  . شود میاستخراج 
)٢٦(  
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 






  

در این رابطه 
0

 
J

cw t
. باشد می بعد بیفرکانس تحریک  

) مشخص است، معادله حرکت یک ٢٦گونه که از معادله ( همان
. با استفاده از پارامترهای [29 ,28]باشد میمعادله با تحریک پارامتری 

 به صورتمعادله فوق را  توان میتحریک و شرایط اولیه مشخص 
)عددی حل نموده و تغییرات زمانی زاویه خمش عملگر  )   به را

2آورد. با فرض  دست p ،0.1kbb  0.1وVdc نقطه تعادل ،
2.2) برابر ٢١عملگر از رابطه ( eq  و فرکانس طبیعی خطی آن از

3.20) برابر٢٤رابطه (  این شرایط به عنوان آید می به دست .
عددی عملگر در این مقاله مورد  سازی شبیهشرایط اولیه برای 

 0.7Vacاعمال ولتاژ متناوب با دامنه استفاده قرار گرفته است. با 
، 0.001 با نمو  بعد بیفرکانس تحریک  ای پلهو با افزایش 

عددی حل شده و هنگامی که  به صورت) ٢٦معادله حرکت (
) ای زاویهجابجایی  )   به حالت پایدار رسید، میانگین ماکسیمم

)و مینیمم  )   شود میبه عنوان دامنه ارتعاشات درنظر گرفته.  
دامنه ارتعاشات را به عنوان تابعی از فرکانس تحریک  ٢نمودار 
. دهد مینشان  بعدشده بیای سه مقدار مختلف میرایی و بر بعد بی

که عملگر خمشی علاوه بر  شود میبا توجه به این نمودار ملاحظه 
 سوپر هارمونیک در فرکانس رزونانسرزونانس هارمونیک دارای 

2 0  0 های فرکانسدر  هارمونیک سابو
2


   0و

3


 

. با افزایش میرایی سیستم دامنه ارتعاشات در تمامی باشد می
رفتار  .یابد میکاهش یافته و فرکانس آنها افزایش  ها رزونانس

توسط  الکتریک دیالاستومر  ای صفحهمشابهی در مورد عملگرهای 
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گزارش شده  [30]و همکارن خوو همچنین  [18]و همکاران شنگ
  است. 
نسبت دامنه تحریک ولتاژ متناوب به ولتاژ مستقیم  تأثیر ٣نمودار 

Vac
Vdc

گونه  همان. دهد میفرکانس عملگر نشان  - را بر منحنی دامنه 

با افزایش دامنه ولتاژ تحریک،  شود میمشاهده  نمودارکه در این 
افزایش  ها رزونانسدامنه ارتعاشات و فرکانس آن در تمامی 

0. همچنین با افزایش ولتاژ تحریک به یابد می .7
V a c
V d c

دامنه ، 

ارتعاشات شاهد افزایش بسیار سریع در فرکانس رزونانس 
  . باشد میهارمونیک 

منحنی تغییرات زمانی جابجایی زاویه را در رزونانس  ٤نمودار 
,0مقدار مختلف میرایی  ٣هارمونیک و برای  0.0001,0.001Cb  

 0.1 سازی شبیهدر این  بعد بی. گام نمو متغیر زمان دهد مینشان 
0Cbبرای مقدار   .باشد می   حالت غیرمتناوب  ای زاویهجابجایی

. با باشد میدارد و دامنه آن نیز در مقایسه با دو حالت دیگر بزرگتر 
0.0001Cbاعمال میرایی   با کاهش دامنه ارتعاشات،  زمان هم

آمده و رفتار ضربانی را بروز متناوب در شبهارتعاشات به شکل 
در نوسانگرهای کوپل مرتبه دوم  معمولاً . چنین رفتاری دهد می

نتیجه  تواند میو در مورد عملگر خمشی  [31]شود میملاحظه 
باشد. با  الکتریک دیغیرخطی قاب منعطف و فیلم  کنش برهم

0.001Cbافزایش میرایی به    رفتار عملگر به پاسخ متناوب
 دهنده نشانکه  شود میحذف  ای ضربهتر شده و فرکانس نزدیک

  .باشد میغیرخطی  های ترمغلبه اثر میرایی بر 
  

  
دامنه عملگر خمشی برای سه مقدار مختلف میرایی -منحنی فرکانس )٢نمودار 
2 بعد بی p ،0.1kbb ،0.1Vdc ،0.5

Vac
Vdc

و    0.001   

  

  
Vدامنه عملگر خمشی برای سه مقدار مختلف  -منحنی فرکانس )٣نمودار  ac

V dc
 

2 برای p ،0.1kbb ،0.1Vdc ،0Cb 
و    0.001  

  
  الف)

  
  ب) 

  
  ج)

  
) ای زاویهمنحنی تغییرات زمانی جابجایی  )٤نمودار  ) T 0الف)  ،در رزونانس هارمونیکCb   (0.0001بCb 

0.001Cbج)    برای  بعد بیگام نمو متغیر زمان ؛

 ها سازی شبیهتمامی     .باشد می 0.1



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــو همکاران  جو وطنحامد  ۲۵۹۶

   ۱۳۹۸، آبان ۱۱، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                       مدرس                             پژوهشی مهندسی مکانیک  - ماهنامه علمی

 عملگر دینامیکی رفتار بر میرایی تأثیر تر دقیق مطالعه جهت
 منحنی ٥نمودار . نمود استفاده پوانکاره منحنی از توان می خمشی،
 مقدار سه برای و هارمونیک رزونانس در را عملگر پاسخ پوانکاره
 نمودار این در که گونه همان. دهد می نشان میرایی مختلف
 مجموع صفر، میرایی حالت برای پوانکاره منحنی است مشخص
 پاسخ دهنده نشان که باشد می فاز صفحه در پراکنده نقاط

 افزایش با. [32]باشد می حالت این در عملگر) آشوبناک( غیرمتناوب
0.0001Cbبه  میرایی مقدار  0.001سپس  وCb  منحنی 
 تبدیل نقطه یک به سپس و بسته منحنی یک ابتدا پوانکاره
 به غیرمتناوب حالت از عملگر رفتار تغییر دهنده نشان که شود می
  .باشد می متناوب سپس و متناوب شبه

  

             الف

              ب

               ج
منحنی فاز (آبی) و منحنی پوانکاره (قرمز) عملگر خمشی در رزونانس  )٥نمودار 

0Cbهارمونیک الف)    (0.0001بCb   (0.001جCb   

  
 گیری نتیجه - ۵

 الکتریک دیدر این مقاله رفتار دینامیکی عملگر خمشی الاستومر 
بر  الکتریک دیمورد بررسی قرار گرفته و اثر ویسکوالاستیسیته فیلم 

رفتار دینامکی آن مطالعه شد. ابتدا مدل دینامیکی سیستم با 

لاگرانژ استخراج شده و با استفاده از  - استفاده از روش اویلر
چند رزونانسی عملگر نشان داده شده و  عددی خاصیت سازی شبیه

عملگر برای  هارمونیک سابهارمونیک، سوپرهارمونیک و  رزونانس
نشان  آمده دست بهپارامترهای عملگر مختلف استخراج شد. نتایج 

 های هارمونیک، فرکانس الکتریک دیداد که با افزایش میرایی فیلم 
 ها رزونانس رزونانس افزایش یافته و دامنه ارتعاشات در این

. همچنین با افزایش دامنه ولتاژ تحریک، حالتی از یابد میکاهش 
پاسخ سیستم که در آن رفتار عملگر حالت غیرمتناوب داشت 

در این حالت  الکتریک دیملاحظه گردید. با افزایش میرایی فیلم 
مشاهده شد که رفتار عملگر از حالت غیرمتناوب به شبه متناوب و 

در این مقاله به  شده ارائه. مدل دینامیکی شود میمتناوب تبدیل 
به عنوان رهیافتی در  تواند میهمراه روش تحلیل نتایج حل عددی 
در کاربردهایی که  الکتریک دیطراحی عملگرهای خمشی الاستومر 

  عملگر تحت تحریک نوسانی قرار دارد مورد استفاده قرار گیرید. 
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