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Modeling the Collapse of Granular Material on a Rigid Wall 
with Material Point Method (MPM)

[1] Material point method: Basics and applications [2] The particle-in-cell computing 
method for fluid dynamics [3] FLIP: A method for adaptively zoned, particle-in-cell 
calculations of fluid flows in two dimensions [4] A particle method for history-dependent 
materials [5] Axisymmetric form of the material point method with applications to upsetting 
and Taylor impact problems [6] Formulation of a dynamic material point method (MPM) 
for geomechanical problems [Dissertation] [7] A particle‐in‐cell solution to the silo 
discharging problem [8] Impact of dry granular flows on a rigid wall: Discrete and continuum 
approach [9] Axisymmetric collapse of granular columns [10] Numerical simulations for 
large deformation of granular materials using smoothed particle hydrodynamics method 
[11] A constitutive law for dense granular flows 

The material point method (MPM) is a numerical technique to modeling the large deformation 
and interaction between different phases of materials. MPM combines the best aspects of both 
Lagrangian and Eulerian formulations while avoiding some shortcomings of them. In MPM 
a body is modeled with the particles which carry all physical properties of the continuum 
such as mass, momentum, strains and stresses. The background mesh is used to solving the 
momentum equation. In the first phase, information is mapped from particles to nodes. In the 
second phase, momentum equations are solved for the nodes, and then the updated nodes are 
mapped to the particles to updating their positions and velocities. In the third phase the grid is 
reset. In numerical simulation of granular flows, large deformations and interactions between 
grain boundaries and buildings lead to the complexity in the structural behavior of the material 
and, as a result, the complexity of the simulations. From different numerical techniques, the 
material point method is a suitable method for simulating such problems. In this study, the 
problem of the collapse of a column of granular material on a rigid wall was simulated in two 
dimensions through material point method. The surface profile and displacement of the front 
were compared with the laboratory results which a good accordance is observed between them. 
The results show that the ratio of the initial column plays an important role in the development 
of granular mass.
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 دهیچک
بزرگ و  هایشکلکردن تغییر روش نقطه مادی، روش عددی توانمند برای مدل

های اثر متقابل بین فازهای مختلف ماده است. این روش ترکیبی از مزایای روش
. در این روش کندمیمعایب آنها اجتناب اویلری و لاگرانژی است در حالی که از 

جسم با ذراتی که همه خواص فیزیکی از جمله جرم، مومنتوم، تنش و کرنش را 
زمینه برای حل معادلات مومنتوم به کار . شبکه مش پسشودمیداراست، مدل 

. در شودمینگاشته  هاگره. در مرحله اول اطلاعات از ذرات به شودمیگرفته 
روزشده به هایگرهسپس  شودمیحل  هاگرهادلات مومنتوم برای مرحله دوم مع

. در مرحله سوم، شودمیکردن موقعیت و سرعت آنها نگاشته روز به ذرات برای به
عددی  سازیشبیهدر  .شودمیشده و شبکه جدید ایجاد  شبکه دور ریخته

جریان  بین مرزهای هایکنشبزرگ و اندر  هایشکل، تغییر ایدانه هایجریان
و بناها منجر به پیچیدگی در رفتارهای ساختاری ماده و در نتیجه  ایدانه

عددی مختلف، روش  هایتکنیک. از بین شودمی هاسازیشبیهشدن پیچیده
اینگونه مسائل است. در این تحقیق  سازیشبیهنقطه مادی روشی مناسب برای 

در دو بعد با روش  ره صلبدیواروی  ایدانهاز مواد  ایفروریزش ستون استوانه
سازی شده و پروفیل سطح و جابجایی جبهه پیشروی با نتایج نقطه مادی شبیه

 . نتایجشودمیها دیده آزمایشگاهی مقایسه شد که تطابق خوبی بین نتیجه
ایفا  ایدانهدر گسترش توده  ینقش مهم هیکه نسبت ستون اول دهدمینشان 

 .کندمی
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 مقدمه  -۱

و غیره منجر  یکیزیف، یمهندسبسیاری از مسائل  کردنمدلامروزه 
ه بآنها  به معادلات دیفرانسیل معمولی و جزئی می شوند که همگی

تحلیلی قابل حل نیستند. به همین جهت برای  یهاروشراحتی با 
عددی برای  یهاروشحل این گونه مسائل نیاز به استفاده از 

عددی  یهاروشبه جواب مورد نظر هست. در همین رابطه  رسیدن
. مزیت اصلی این اندشدهمختلف ارائه  یهاییکاراگوناگونی با 

مچنین سی در مسائل است. هحذف هرگونه محدودیت هند هاروش
تجربی را ندارند و برای  یهاروش یبرزمانهزینگی و سختی، پر

  هستند. ترراحتبا شرایط واقعی  یسازهیشب
تغییر  کردنمدلروش نقطه مادی، روش عددی توانمند برای 

بزرگ است. در روش نقطه مادی جسم با نقاط لاگرانژی،  یهاشکل
. تغییر شودیم، نشان داده انددهینامکه ذرات یا نقاط مادی 

. گرددیممدل  ،بزرگ با حرکت ذرات درون شبکه ثابت یهاشکل
این ذرات همه خواص فیزیکی جسم از جمله: جرم، مومنتوم، 
پارامترهای ماده، تنش، کرنش و نیروهای خارجی را دارا هستند. در 

ل شروع هر گام زمانی، اطلاعات از ذرات به شبکه محاسباتی منتق
حاکم در مدل لاگرانژی  یهامعادله. این شبکه برای حل شودیم

استفاده گشته و در پایان هر گام زمانی، حل معادلات از شبکه به 
 .شودیماطلاعات، منتقل  یروزرسانبهذرات برای 

در روش نقطه مادی یک جسم پیوسته با مجموعه متناهی از ذرات 
. شودیمنشان داده  tpxبا  tدر زمان  pو موقعیت ذره  p(n(گسسته 

، تانسور PV، سرعت pρ، چگالی pmدارای جرم  pهر نقطه ماده 
 حالت لازم برای مدل ساختاری یرهایمتغو دیگر  pσکوشی  تنش

. بنابراین این مجموعه نقاط یک توصیف لاگرانژی از یک باشدیم
جایی که هر نقطه ماده یک . از آنکندیمجسم پیوسته را فراهم 

ثابت از جرم را داراست، معادله بقای جرم به طور خودکار مقدار 
بدون مش که معادله مومنتوم  یهاروشبرقرار است. برخلاف دیگر 

، در روش نقطه مادی، معادله مومنتوم روی شودیمروی ذرات حل 
. به عبارت دیگر، ذرات در این روش گرددیمشبکه اویلری ثابت حل 

ذرات روی  یهایژگیوندارند، بلکه به طور مستقیم با هم اندرکنش 
به یافتن دامنه پوشش این امر نیاز  .شودیمشبکه تجمیع  یهاگره

را از بین  بدون مش کاربرد دارد یهاروشکه در  برای هر ذره
 .[1]بردیم

یک جسم نشان داده شده است.  یسازگسستهنحوه  ۱در شکل 
د تبدیل شبکه به حالت اولیه خو اغلب بعد از هر گام زمانی

. این مطلب یک تفاوت کلیدی بین روش نقطه مادی و شودیم
روش المان محدود است. به این سبب که نقاط ماده جرم، سرعت و 

، کندیمزمانی را ذخیره  یهاگامدیگر متغیرهای حالت در بین 
، اما این مسئله در کندینممجدد در مسئله ایجاد خطا  یبندمش

بزرگ، باعث ایجاد خطا  یهاشکلر روش المان محدود، در تغیی
تا تغییر  دهدیم. این تفاوت به روش نقطه مادی اجازه شودیم

 یهاانیجربزرگ، پدیده نفوذ، برخورد، انتشار ترک و  یهاشکل
 تواندیم همچنینکند. روش نقطه مادی  سازیمدلرا  یادانه

ز را نی روابط ساختاری مختلف برای هر فازمسائل چند فازی، با 
 مدل کند.

 

 
 روش نقطه مادی یبندشبکهو  یسازگسسته )۱شکل 

 
 ذره در سلول یهاروش نیترافتهیتوسعهیکی از  روش نقطه مادی

(Particle In Cell; PIC)  گسسته فضایی  یهاروش نیترسادهو
اویلری و  یهاروشبرای حل مسائل مکانیک جامدات و ترکیبی از 

 ۱۹۶۰ش ذره در سلول در اوایل دهه . اولین روباشدیملاگرانژی 
توسعه یافت و برای برنامه های کاربردی در مکانیک  ]2[هارلوتوسط 

سیالات مورد استفاده قرار گرفت. در روش ذره در سلول اولیه اتلاف 
با معرفی  ]3[روپلو  براکبیل ۱۹۸۶انرژی بیش از حد بود، در سال 

بر  FLIP (The Fluid Implicit Particle Method) تکنیک
 این معضل غلبه کردند.

در مکانیک  ییکاربردهارا برای  FLIPروش  ]4[و همکاران سالسکی
معادله ساختاری را برای هر ذره حل  آنها. جامدات گسترش دادند

که شامل مواد مختلف با  ییهاالمانکردند. با این روش، مشکل 
ین همچنآنها  مختلف هستند، نیز حل شد. یهایساختارمعادله 

بزرگ پرداختند و نشان دادند  یهاچرخشبه حل مسائل عددی با 
 آنهادر رویکرد  ،که اتلاف انرژی که در روش اویلری وجود دارد

 مشاهده نشد. 
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این روش را روش نقطه مادی  ]5[چرییرو  سالسکی ۱۹۹۶در سال 
روش نقطه مادی را برای آنها  آن را ارائه کردند. یبندفرمولنامیده و 

چنین اثر دما را در بردند. هم کاربهتست برخورد تیلور نیز  مسئله
 .]6[معادله ساختاری لحاظ کردند

روش نقطه مادی را برای  ]7[و همکاران ویکوسکی ۱۹۹۹در سال 
است،  یادانهشبیه سازی مسائل تخلیه سیلو که شامل جریان مواد 

نقطه الگوریتم تماس اصطکاکی روش  یهافرمولآنها  به کار بردند.
 یسازگسستهلثی با توابع شکل خطی برای مث یهاالمانمادی و از 

 مسئله استفاده کردند. 
 یهاکرنشبزرگ، نرخ  یهاشکلبه دلیل تغییر  یادانه یهاانیجر

و بناها و برخورد  یادانهبین مرزهای جریان  یهاکنشبزرگ، اندر
ه و در منجر به پیچیدگی در رفتارهای ساختاری ماد هادانهبین 

 یهاکیتکن. شودیمعددی  یهایسازهیشب شدندهیچیپنتیجه 
 لغزهنیزمکردن شروع و نحوه گسترش عددی مختلف برای آنالیز

روند  همه یسازهیشب، ولی فقط چند روش برای شودیماستفاده 
که یکی از این  جمله برخورد و ضربه مناسب هستند مسئله از

 .]8[روش نقطه مادی است هاروش
روی سطح  یادانهطالعاتی در زمینه فروریزش خاک یا دیگر مواد م

صاف با استفاده از هر دو روش تجربی و عددی انجام شده است. 
نتایج حاصل از آزمایشات تجربی را برای مسئله  ]9[و همکاران لوب
. اندکردهخشک مختلف ارائه  یادانهفروریزش برای مواد  یبعدسه
 ندقرار داد یااستوانهمختلف درون  یهاعمقدر در ابتدا مواد را  آنها

. جرم فرو ریخت و روی سطح ندو استوانه را به طور ناگهانی برداشت
سریع این حرکت را  یهانیدورباز  یامجموعهصاف گسترش یافت. 

ابعاد هندسه نهایی را به  یریگاندازهکه این تصاویر اجازه  ثبت کردند
که هندسه  دهدیمنشان  دهشارائه. نتایج دهدیممحققان 

است و به  )a )0/L0a=hنهایی تابعی از ضریب  شدهنینشته
حاکی  هاافتهی همچنینوابسته نیست.  هادانهسختی سطح و سایز 

از آن است که خواص اصطکاکی محیط فقط در لحظه آخر جریان 
 نقش دارد.

با روش  ]10[کیو و چناین آزمایشات به طور عددی توسط 
امیک ذرات هموار مدل شده است. نتایج عددی هیدرودین

آمده با مشاهدات تجربی منطبق بود که توانایی این روش دستبه
. هدف از دهدیمرا نشان  یادانهدینامیک جریان  یسازهیشببرای 

توانایی روش نقطه مادی برای  دادننشانبیان این مسئله، 
، زمانی که با دینامیکی ناشی از گرانش یادانهجریان  کردنمدل

 .باشدیممعادلات ساختاری مناسبی همراه است، 
بر  یادانهدر این مقاله به بررسی مسئله فروریزش ستونی از مواد 

است، با  یادانه یهاانیجراز  یانمونهسطح صاف صلب که 
استفاده از الگوریتم روش نقطه مادی و همچنین ارائه مدل 

 آمدهدستبه. سپس نتایج ودشیمساختاری مناسب با آن پرداخته 
 .شودیمتجربی مقایسه  سازیمدلبا نتایج 

 
 معادلات حاکم بر روش نقطه مادی -۲

ت بار مکانیکی خالص (بدون برای یک جسم پیوسته تح
گرفتن تغییرات دمایی) معادلات دیفرانسیلی حاکم شامل درنظر

ی قانون تعادل، معادله ساختاری، معادله سینماتیک و شرایط مرز
 از: اندعبارت. این معادلات باشدیمو اولیه 

𝐷𝐷𝐷𝐷 معادله بقای جرم )۱(
𝐷𝐷𝐷𝐷

+ 𝜌𝜌∇ ∙ 𝑣𝑣 = 0    

𝜌𝜌 معادله بقای مومنتوم خطی )۲(
D𝑣𝑣
Dt

= ∇ ∙ 𝜎𝜎 + 𝜌𝜌𝜌𝜌 

𝜌𝜌           معادله بقای انرژی )۳(
𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷

= D: σ 

D نرخ کرنش )۴( =
1
2

(𝐿𝐿 + 𝐿𝐿𝑇𝑇 ) 

∇𝜎𝜎        معادله ساختاری )۵( = 𝑆𝑆𝑡𝑡𝜎𝜎𝜎𝜎(𝐷𝐷, 𝜎𝜎) 
نیروی  bتانسور تنش کوشی،  σسرعت،  𝑣𝑣چگالی،  ρدر این روابط 

اپراتور گرادیان است. نرخ تانسور  ∇و  (Body Force) حجمی
𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖، تانسور گرادیان سرعت با Dتغییر شکل با  = 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖 انرژی ،

 شود.نشان داده می eداخلی بر واحد جرم با 
ضعیف همانند روش المان محدود  یبندفرمولاز  روش نقطه مادی

 :کندیمبه شرح زیر استفاده 

)۶( 
�𝜌𝜌𝜌𝜌𝑢𝑢𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖 𝑑𝑑Ω
Ω

+ � 𝜌𝜌
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠 𝑑𝑑Ω
Ω

 

= � 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑢𝑢𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖 𝑑𝑑Ω + � 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑢𝑢𝑖𝑖𝑡𝑡𝚤𝚤𝑠𝑠�𝑑𝑑Γ
Γ𝑡𝑡Ω

 

مخصوص یعنی  هایتنش 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠پیکربندی جسم،  Ωدر این رابطه 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜌𝜌⁄ ،𝛿𝛿𝑢𝑢   مجازی است. بردار کشش  جاییجابهمیدان
توسط  Ωنشان داده شده است. تمام دامنه ماده  �𝑡𝑡𝚤𝚤𝑠𝑠مخصوص با 

و فرض شده است که همه  سازیگسستهاز مواد  ایمجموعه زیر
ده است. به این مجموعه در ذره متناظر با آن جمع شجرم یک زیر

 :شودمیمعنی که میدان چگالی جرم به صورت زیر بیان 

)۷( 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = �𝑀𝑀𝑝𝑝𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑝𝑝)

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

 

تعداد کل ذرات است. با  𝑛𝑛𝑝𝑝تابع دلتای دیراک و  δکه در آن 
 :خواهیم داشت ۸در رابطه  ۷جایگزینی رابطه 

)۸
( �𝑀𝑀𝑝𝑝𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑝𝑝�𝑎𝑎𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑝𝑝� + �𝑀𝑀𝑝𝑝

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠 �𝑥𝑥𝑝𝑝� 

= �𝑀𝑀𝑝𝑝𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑝𝑝�𝑏𝑏𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑝𝑝�

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

 +  �𝑀𝑀𝑝𝑝𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑝𝑝)𝑡𝑡𝚤𝚤�(𝑥𝑥𝑝𝑝)

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

 

یکسان است.  تا این مرحله، روش نقطه مادی و روش المان محدود
به صورت مش المان محدود با توابع  زمینهپیششبکه اویلری 

𝐼𝐼=1{𝑁𝑁𝐼𝐼}شکل 
𝑛𝑛𝑛𝑛  که در آن𝑛𝑛𝑛𝑛  گرفته  کاربه، هاستگرهتعداد کل

 . به لطف استفاده از شبکه، محاسبه توابع شکل و مشتقاتشودمی
ر که د ت و نیازی به یافتن نقاط همسایگیاس پذیرامکانآنها 
مرسوم است، نیست. موقعیت و  SPHبدون مش مانند  هایروش
 :شودمیطبق روابط زیر محاسبه  pذره  جاییجابه

)۹( 𝑥𝑥𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑝𝑝� = �𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝)𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐼𝐼=1

 

)۱۰( 𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑝𝑝� = �𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝)𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐼𝐼=1

 

ام i مؤلفه 𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖و  Iام بردار موقعیت گره i مؤلفه 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖در روابط قبل، 
نشانگر شماره گره شبکه و  Iاست. زیرنویس  Iگره  جاییجابهبردار 

نشانگر شماره ذره است. برای بردار سرعت و شتاب  p زیرنویس
 روابط زیر وجود دارد:

)۱۱( 𝑣𝑣𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑝𝑝� = �𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝)𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖 

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐼𝐼=1
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)۱۲( 𝑎𝑎𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑝𝑝� = �𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝)𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐼𝐼=1

 

بردارهای سرعت و شتاب ام i مؤلفهبه ترتیب   𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖و  𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖آنها  که در
مجازی  جاییجابههستند. با استفاده از روش گلرکین میدان  Iگره 

 :شودمیبه صورت زیر تقریب زده 

)۱۳( 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑝𝑝� = �𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝)𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐼𝐼=1

 

)۱۴( 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

= �
𝜕𝜕𝑁𝑁𝐼𝐼
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐼𝐼=1

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 

 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖واز آنجایی که  ۸در رابطه  ۱۴و  ۱۳، ۱۲با قرار دادن روابط 
 شود:دلخواه است، معادله زیر ایجاد می

�𝑀𝑀𝑝𝑝𝑁𝑁𝐼𝐼(

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

𝑥𝑥𝑝𝑝)(�𝑁𝑁𝐽𝐽�𝑥𝑥𝑝𝑝�𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 −�𝑀𝑀𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑁𝑁𝐼𝐼
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

|�𝑥𝑥𝑝𝑝�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑠𝑠 �𝑥𝑥𝑝𝑝� 

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

)
𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐽𝐽=1
= 

  �𝑀𝑀𝑝𝑝𝑁𝑁𝐼𝐼�𝑥𝑥𝑝𝑝�𝑏𝑏𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑝𝑝� + �𝑀𝑀𝑝𝑝𝑁𝑁𝐼𝐼�𝑥𝑥𝑝𝑝�

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

𝑡𝑡𝚤𝚤�(𝑥𝑥𝑝𝑝) 

)۱۵( 
 دله بالا را به فرم فشرده زیر نوشت:معا توانیمکه 

)۱۶( 𝑚𝑚𝐼𝐼𝐼𝐼𝑎𝑎𝐽𝐽 = 𝑓𝑓𝐼𝐼𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑓𝑓𝐼𝐼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 
به ترتیب ماتریس جرم ثابت، بردار  𝑓𝑓𝐼𝐼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖و  𝑚𝑚𝐼𝐼𝐼𝐼 ،𝑓𝑓𝐼𝐼𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒که در آن 

 نیروی خارجی و بردار نیروی داخلی هستند. این معادله دقیقاً 
ت. مقدار ماتریس جرم ثابت در مشابه با روش المان محدود اس

 رابطه زیر داده شده است:

)۱۷( 𝑚𝑚𝐼𝐼𝐼𝐼 = �𝑀𝑀𝑝𝑝𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝)𝑁𝑁𝐽𝐽(𝑥𝑥𝑝𝑝)

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

 

و به این علت که  ماندینمماتریس جرم همانند المان محدود ثابت 
، این ماتریس نیز تغییر کنندیمشبکه حرکت  یهاسلولذرات بین 

ن، برای هر گام زمانی، ماتریس معکوس ماتریس . بنابرایکندیم
خاص ذرات  یهایریگیجاجرم باید محاسبه شود. برای برخی 

. در این حالت شود احتمال دارد که ماتریس جرم منفرد
با استفاده از یک ماتریس قطری جرم  صریح معمولاً  یریگانتگرال

 رفتارخوش، (Diagonal Lumped Mass Matrix) یاتوده
 :گرددیمکه به صورت زیر تعریف  ودشیم

𝑚𝑚𝐼𝐼 = �𝑚𝑚𝐼𝐼𝐼𝐼 = ��𝑀𝑀𝑝𝑝𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝)𝑁𝑁𝐽𝐽(𝑥𝑥𝑝𝑝)

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

= �𝑀𝑀𝑝𝑝𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝)

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐽𝐽=1

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐽𝐽=1

 

)۱۸( 
 :شودمیاز رابطه زیر محاسبه  هاگرهمومنتوم 

)۱۹( (𝑚𝑚𝒗𝒗)𝐼𝐼 = �𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝)(𝑀𝑀𝒗𝒗)𝑝𝑝
𝑝𝑝

 

جرم هر ذره است. بردار نیروی خارجی و بردار نیروی  Mکه در آن 
 :شودمیداخلی به شکل زیر نوشته 

)۲۰( 𝑓𝑓𝐼𝐼𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = �𝑀𝑀𝑝𝑝𝑁𝑁𝐼𝐼�𝑥𝑥𝑝𝑝�𝒃𝒃(𝑥𝑥𝑝𝑝)

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

+ �𝑀𝑀𝑝𝑝𝑁𝑁𝐼𝐼 �𝑥𝑥𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑠𝑠� (𝑥𝑥𝑝𝑝)

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

 

)۲۱(   

𝑓𝑓𝐼𝐼𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = −�(𝑀𝑀𝑝𝑝/𝜌𝜌𝑝𝑝)𝜎𝜎𝑝𝑝∇𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝) = −�𝑉𝑉𝑝𝑝𝜎𝜎𝑝𝑝∇𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝)

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝=1

 

𝑁𝑁𝐼𝐼∇که در آن  = (
𝜕𝜕𝑁𝑁𝐼𝐼

𝜕𝜕𝑥𝑥1
,
𝜕𝜕𝑁𝑁𝐼𝐼

𝜕𝜕𝑥𝑥2
,
𝜕𝜕𝑁𝑁𝐼𝐼

𝜕𝜕𝑥𝑥3
)
𝑇𝑇

 pحجم ذره  𝑉𝑉𝑝𝑝گرادیان تابع شکل،  
الی ذرات به صورت نسبت جرم ذره به حجم است. توجه شود که چگ

به  ۱۶استفاده شود، معادله  ایتودهاگر ماتریس جرم . شودمیآن تعریف 
 صورت زیر خواهد بود:

)۲۲( 𝑚𝑚𝐼𝐼
𝑡𝑡𝑎𝑎𝐼𝐼𝑡𝑡 = 𝑓𝑓𝐼𝐼𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑓𝑓𝐼𝐼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ≡ 𝑓𝑓𝐼𝐼𝑡𝑡 

، به جای هاگره شتابکه  دهدمیاستفاده از این معادله اجازه 
از یک سیستم معادلات جبری خطی، گره به گره محاسبه  استفاده

 .]10[شود
𝑎𝑎𝐼𝐼𝑡𝑡 ایگره شتاب آوردندستبهبرای  ۲۲معادله  = 𝑓𝑓𝐼𝐼𝑡𝑡 𝑚𝑚𝐼𝐼

𝑡𝑡⁄ 
 سازیگسستهبا استفاده از  ایگره هایسرعتاستفاده و سپس 

استفاده از  ترینرایج(این  شودمی روزرسانیبهزمانی اویلری صریح 
 .است) MPMزمانی در  گیرینتگرالاروش 

)۲۳( 𝑣𝑣𝐼𝐼𝑡𝑡+∆𝑡𝑡 = 𝑣𝑣𝐼𝐼𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡𝑎𝑎𝐼𝐼𝑡𝑡 
تا موقعیت و  شوندمیبه ذرات نگاشته  هاگره هایشتابو  هاسرعت
 ذرات را به روز رسانی کنند: هایسرعت

)۲۴( 𝑥𝑥𝑝𝑝𝑡𝑡+∆𝑡𝑡 = 𝑥𝑥𝑝𝑝𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡�𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝𝑡𝑡)𝑣𝑣𝐼𝐼𝑡𝑡+∆𝑡𝑡
𝐼𝐼

 

)۲۵( 𝑣𝑣𝑝𝑝𝑡𝑡+∆𝑡𝑡 = 𝑣𝑣𝑝𝑝𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡�𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝𝑡𝑡)𝑎𝑎𝐼𝐼𝑡𝑡+∆𝑡𝑡
𝐼𝐼

 

روی سرعت به جای شتاب اعمال  شرایط مرزی معمولاً  کهآنجاییاز 
𝑎𝑎𝐼𝐼𝑡𝑡 ، بهتر است که از رابطهشوندمی = (1 ∆𝑡𝑡)[𝑣𝑣𝐼𝐼𝑡𝑡+∆𝑡𝑡 − 𝑣𝑣𝐼𝐼𝑡𝑡]⁄ 

قبلی و  هایسرعتسرعت ذرات با استفاده از  آوردندستبهبرای 
 جدید، استفاده شود:

)۲۶( 𝑣𝑣𝑝𝑝𝑡𝑡+∆𝑡𝑡 = 𝑣𝑣𝑝𝑝𝑡𝑡 + �𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝𝑡𝑡)[𝑣𝑣𝐼𝐼𝑡𝑡+∆𝑡𝑡 − 𝑣𝑣𝐼𝐼𝑡𝑡]
𝐼𝐼

 

ذرات که بستگی به مدل ساختاری ماده دارند،  هایتنشدر پایان 
. به عنوان مثال گرادیان سرعت ذرات در صورت شوندمیمحاسبه 

 :آیدمینیاز از معادله زیر به دست 

)۲۷( 𝑳𝑳𝑝𝑝𝑡𝑡+∆𝑡𝑡 ≡ ∇𝑣𝑣𝑝𝑝𝑡𝑡+∆𝑡𝑡 = �∇𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑝𝑝𝑡𝑡)𝑣𝑣𝐼𝐼𝑡𝑡+∆𝑡𝑡
𝐼𝐼

 

𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖 هایمؤلفهبا  ۳×۳یک ماتریس  𝐿𝐿𝑝𝑝که در آن  = 𝑣𝑣𝑖𝑖,𝑗𝑗  در سه)
است. از گرادیان  ۲×۲بعدی این ماتریس بعد) است. در حالت دو

𝐹̇𝐹گرادیان تغییر شکل را از رابطه توانمیسرعت  = 𝐿𝐿𝐿𝐿   محاسبه
 نوشت: توانمینمود. با استفاده از روش اویلر 

)۲۸( 𝐹𝐹𝑡𝑡+∆𝑡𝑡 − 𝐹𝐹𝑡𝑡

∆𝑡𝑡
= 𝐿𝐿𝑡𝑡+∆𝑡𝑡𝐹𝐹𝑡𝑡 

 :و تانسور گرادیان تغییر شکل
)۲۹( 𝐹𝐹𝑝𝑝𝑡𝑡+∆𝑡𝑡 = (𝐼𝐼 + 𝐿𝐿𝑝𝑝𝑡𝑡+∆𝑡𝑡∆𝑡𝑡)𝐹𝐹𝑝𝑝𝑡𝑡 

𝑉𝑉𝑝𝑝𝑡𝑡+∆𝑡𝑡را از  شدهآپدیتحجم ذرات  توانمیکه  = det 𝐹𝐹𝑝𝑝𝑡𝑡+∆𝑡𝑡𝑉𝑉𝑝𝑝0  
ماتریس واحد است. نرخ کرنش را در  Iمحاسبه کرد. در معادله بالا 

 از رابطه زیر محاسبه نمود: توانمیصورت لزوم 
)۳۰( ∆𝑒𝑒𝑝𝑝 = (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝐿𝐿𝑝𝑝𝑡𝑡+∆𝑡𝑡)∆𝑡𝑡 

ذرات  هایتنشاستفاده کرد.  𝜎𝜎𝑝𝑝∆و از آن برای محاسبه نرخ تنش 
 :بابرابر خواهد بود  شدهآپدیت

)۳۱( 𝜎𝜎𝑝𝑝𝑡𝑡+∆𝑡𝑡 = 𝜎𝜎𝑝𝑝𝑡𝑡 + ∆𝜎𝜎𝑝𝑝 
 :شودمیچگالی ذرات از رابطه زیر حساب 

)۳۲( 𝜌𝜌𝑝𝑝𝑡𝑡+∆𝑡𝑡 =
𝜌𝜌𝑝𝑝𝑡𝑡

1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡(∆𝑒𝑒𝑝𝑝)
 

 
 تئوری معادلات ساختاری -۳

در این بخش از علائم استاندارد مکانیک پیوسته  شدهارائهدر روابط 
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، عملگرهای گرادیان و σ  . تنش کوشی با نمادشودیماستفاده 
در بالای  ∙و مشتق زمانی با علامت  ∇و  ∇دیورژانس به ترتیب با 

، tr Aبا  A. تریس تانسوری مانند شوندمیمتغیر نشان داده 
𝐴𝐴0 و تانسور انحرافی آن در سه بعد TAترانهاده آن  = 𝐴𝐴 −

((𝑡𝑡𝑡𝑡 𝐴𝐴)𝐼𝐼)/3 است با: . معادله تعادل مومنتوم برابرباشدمی 
)۳۳( ∇ ∙ σ + ρ𝑏𝑏 = 𝜌𝜌𝑣̇𝑣 

نرخ تغییر سرعت ماده  𝑣̇𝑣نیرو حجمی و  bچگالی،  ρکه در آن 
 :شودمیاست. گرادیان سرعت به صورت زیر تعریف 

)۳۴( 𝐿𝐿 = ∇𝑣𝑣 
تجزیه  Dو تانسور نرخ کرنش  W به تانسور چرخش تواندمیکه 

 شود:

)۳۵( 𝑊𝑊 =
1
2

(𝐿𝐿 − 𝐿𝐿𝑇𝑇) 

)۳۶( 𝐷𝐷 =
1
2

(𝐿𝐿 + 𝐿𝐿𝑇𝑇) 
 به صورت زیر نوشت: توانمیی جرم براساس چگالی را معادله بقا

)۳۷( 𝜌̇𝜌 = −𝜌𝜌 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝐿𝐿 
تا  کنندمیبه صورت الاستیک رفتار  ایدانهمواد  در حالت چگال،

زمانی که وارد فاز پلاستیک شوند. به همین علت گرادیان سرعت به 
𝐿𝐿الاستیک و پلاستیک یعنی  هایقسمت = 𝐿𝐿𝑒𝑒 + 𝐿𝐿𝑝𝑝  گسسته

به  توانندمیالاستیک و پلاستیک هرکدام  هایقسمت. شودمی
، 𝑊𝑊𝑒𝑒و 𝐷𝐷𝑒𝑒 ،𝐷𝐷𝑝𝑝تانسورهای چرخشی و نرخ کرنش خودشان یعنی 

𝑊𝑊𝑝𝑝  .تقسیم شوند 
 :شودمیاز رابطه جریان پلاستیک زیر استفاده 

)۳۸( 𝐿𝐿𝑝𝑝 = 𝐷𝐷𝑝𝑝 = 𝐷𝐷�𝑝𝑝(𝜎𝜎) 
 نوشت: توانیمدر این حالت 

)۳۹( 𝐷𝐷�𝑝𝑝(𝜎𝜎) =
1
√2

𝛾̇̅𝛾𝑝𝑝(𝜎𝜎)
𝜎𝜎0
‖𝜎𝜎0‖

 

معادل نرخ کرنش برشی پلاستیک است. برای فشار،  𝛾̇̅𝛾𝑝𝑝که در آن 
 :شودمیمعادله حالتی به فرم زیر در نظر گرفته 

)۴۰( 𝑝𝑝(𝜌𝜌) = �
0                          𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜌𝜌 < 𝜌𝜌𝑐𝑐   
𝐾𝐾𝑐𝑐
𝜌𝜌

(𝜌𝜌 − 𝜌𝜌𝑐𝑐)     𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜌𝜌 ≥ 𝜌𝜌𝑐𝑐    

، چگالی ماده 𝜌𝜌𝑐𝑐مدول بالک است. چگالی بحرانی  𝐾𝐾𝑐𝑐که در آن 
تماس بین خود  دادنازدستشروع به  هادانهاست زمانی که 

ماده  𝜌𝜌𝑐𝑐کمتر از  هایچگالی(زمانی که فشار صفر است). در  کنندمی
که از مدل  جاییآن. از شودمیپیوسته مدل به صورت غیر

𝜌𝜌پلاستیک برای فاز جریان متراکم  -هایپوالاستیک ≥ 𝜌𝜌𝑐𝑐  استفاده
برای محاسبه نرخ تغییرات تنش از نرخ  ایمعادله، باید شودمی

 :شوداستفاده  (Jaumann) یامن
)۴۱( 𝜎𝜎 ≜ 𝜎̇𝜎 −𝑊𝑊 ∙ 𝜎𝜎 + 𝜎𝜎 ∙ 𝑊𝑊 

زمانی کوچک در مسئله  یهاگامصریح با  یریگانتگرالکه  آنجاییاز 
صورت رابطه بین نرخ کرنش ، رابطه ساختاری به شودیماجرا 

𝐷𝐷𝑒𝑒الاستیک  = 𝐷𝐷 − 𝐷𝐷𝑝𝑝 شود:و نرخ تنش نوشته می 

)۴۲( 
𝜎𝜎 ≜ ℂ:𝐷𝐷𝑒𝑒 ≡

𝐸𝐸
1 + 𝜈𝜈

�(𝐷𝐷 − 𝐷𝐷𝑝𝑝)

+
𝜈𝜈

1 − 2𝜈𝜈
𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐷𝐷 − 𝐷𝐷𝑝𝑝)𝐼𝐼� 

است که به ضریب  ۴تانسور سختی الاستیک از مرتبه  ℂکه در آن 
بستگی دارد. ضریب  𝜈𝜈2-(1cE=3K(و مدول یانگ 𝜈𝜈  پواسون

𝜇𝜇اصطکاک دراکر پراگر  = 𝜏̅𝜏 𝑝𝑝⁄  که در سه بعد  شودمیتعریف
 :شودمیاز تانسور تنش به صورت زیر تعریف  𝑝𝑝و  𝜏𝜏̅مقادیر 

)۴۳( 𝜏𝜏̅ = �1
2

(𝜎𝜎0: 𝜎𝜎0) 

)۴۴( 𝑝𝑝 =
−1
3
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜎𝜎 

از  Iدر مدل خود نشان دادند که عدد اینرسی  ]11[و همکاران جاپ
 :شودمیرابطه زیر حساب 

)۴۵( 𝐼𝐼 = 𝛾̇̅𝛾𝑝𝑝
�𝑑𝑑2𝜌𝜌𝑠𝑠
�𝑝𝑝

 

 برای ضریب اصطکاک:

𝜇𝜇 = 𝜇𝜇(𝐼𝐼) = 𝜇𝜇𝑠𝑠 +
𝜇𝜇2 − 𝜇𝜇𝑠𝑠
𝐼𝐼0 𝐼𝐼⁄ + 1

     𝑖𝑖𝑖𝑖   𝐼𝐼 > 0 , 

    𝜇𝜇 ≤ 𝜇𝜇𝑠𝑠    𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐼𝐼 = 0 
)۴۶( 

اندازه  d جامد و هایدانهچگالی  𝜌𝜌𝑠𝑠ثابت ماده،  𝐼𝐼0 که در آن
 Iبه تنش و  pو  𝜏𝜏̅از طریق  𝜇𝜇که  یآنجایمیانگین ذرات است. از 

معادله تنش برشی را به صورت  توانمی، شوندمیمربوط  𝛾̇̅𝛾𝑝𝑝نیز به 
 زیر نوشت:

𝜏𝜏̅ = 𝜏𝜏̅(𝑝𝑝, 𝛾̇̅𝛾𝑝𝑝) = 𝑝𝑝 �𝜇𝜇𝑠𝑠 +
𝜇𝜇2 − 𝜇𝜇𝑠𝑠

𝜉𝜉�𝑝𝑝 𝛾̇̅𝛾𝑝𝑝 + 1�
�  𝑖𝑖𝑖𝑖 𝛾̇̅𝛾𝑝𝑝 > 0      

)۴۷( 𝜏𝜏̅ ≤ 0    𝑖𝑖𝑖𝑖  𝛾̇̅𝛾𝑝𝑝 = 0   
ξکه در آن  = 𝐼𝐼0/�𝑑𝑑2𝜌𝜌𝑠𝑠 باشدمی .𝜇𝜇𝑠𝑠  ضریب اصطکاک ایستایی

μاست و جریان پلاستیک در  < 𝜇𝜇𝑠𝑠  با توجه به دهدنمیرخ .
از  در فازهای مختلف، اگر چگالی ماده کمتر ایدانهرفتارهای ماده 

پیوسته است و به صورت تنش آزاد چگالی بحرانی باشد، ماده غیر
. در غیر این صورت، ماده متراکم است و دارای فشار ودشمیمدل 

از رابطه الاستو ویسکو پلاستیک استفاده  توانمیو  باشدمیمثبت 
 نوشت: توانمیکرد. در مجموع 

)۴۸( 𝜎𝜎 = �
0                       𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜌𝜌 < 𝜌𝜌𝑐𝑐

ℂ: (𝐷𝐷 − 𝐷𝐷�𝑝𝑝(𝜎𝜎))          𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟                   

. از آنجایی که وقتی آیدمیبه دست  ۳۹از روابط  𝐷𝐷�𝑝𝑝که در آن 
μ < 𝜇𝜇𝑠𝑠 ،𝐷𝐷�𝑝𝑝  رابطه ساختاری  ، روابط بالا اساساً شودمیصفر

بین رفتار شبه جامد الاستیکی، جریان  تواندمیاست که  فازیسه
 .]10[ناپیوسته تغییر کند ایدانهشبه سیال ویسکوپلاستیک و رفتار 

 

 بیان مسئله و ارائه نتایج -۴
با برداشتن تدریجی قیدهای  یادانهفروریزش ستونی از مواد 

. این پدیده شودیماز مواد، ایجاد  شدهلیتشکعمودی روی ستون 
. در فضای شودیمبا شروع در حالت ایستا تحت گرانش آغاز 

روی سطح بدون اصطکاک واقع  یادانهبعدی، مستطیلی از مواد دو
 شده است.

مدل شده  یاصفحهمسئله با شرایط اولیه تنش اولیه صفر و کرنش 
1 ابعاد دامنه محاسباتیاست.  × 0.15 𝑚𝑚2 ۱۵۰۰ که متشکل از 
 ۱نمودار در  ) است.yدر جهت  سلول۱۵و  xدر جهت  سلول۱۰۰سلول (

مختلف آورده شده است.  هایزمانموقعیت ذرات و توزیع فشار در 
0.2 ایدانهابعاد ستون مواد  × 0.14 𝑚𝑚2  ۴است و در هر سلول 

ذره است. خواص  ۱۱۲۰ذره واقع شده که مجموع کل ذرات برابر 
برای مسئله و دیگر پارامترهای روش  شدهگرفتهفیزیکی درنظر 

ارائه شده است. در حل مسائل روش نقطه  ۱نقطه مادی در جدول 
فیزیک مادی انتخاب تعداد ذرات در هر سلول به ابعاد هر سلول و 

ذره انتخابی  ۲یا  ۱مسئله بستگی دارد. برای این مسئله انتخاب 
مواد  تواندنمیبه این سبب که به خوبی  باشدمینامناسب 
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تعداد ذرات بیشتر باشد نتایج به  هکند. هرچ سازیشبیهرا  ایدانه
است اما این افزایش تعداد ذرات منجر به افزایش  ترنزدیکواقعیت 

ذره در هر سلول در این  ۴. به همین سبب مقدار ودشمیزمان اجرا 
 سازیشبیهمسئله در نظر گرفته شده است تا هم مواد به خوبی 

 شوند و هم زمان اجرا بیش از حد طولانی نشود.
 

 

 

 

 
 a=1.4مختلف برای  هایزمانتوزیع فشار و موقعیت ذرات در  )۱نمودار 

 
 سازیشبیهه شده در مقدار پارامترهای مختلف استفاد )۱جدول 

 مقدار پارامتر
 ۲۰×۱۰۶ (𝒑𝒑𝒑𝒑)مدول یانگ 

 ۱۵۰۰ (𝒌𝒌𝒌𝒌/𝒎𝒎𝟑𝟑)چگالی 
۴۲/۰ ضریب پواسون  

𝝁𝝁𝒔𝒔 ۳۸۱۹/۰  
𝝁𝝁𝟐𝟐 ۶۴۳۵/۰  

𝝃𝝃 (𝒎𝒎
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒌𝒌𝒌𝒌−

𝟏𝟏
𝟐𝟐) ۲۳۳/۱۱  

∆𝒕𝒕 (s) ۳×۱۰-۶ 

 تحلیل نتایج -۵
متناسب با که  نددر نتایج تجربی مشاهده کرد ]9[و همکاران لوب

الگوهای مختلف جریان در طول فرآیند  a )0/r0(a=hمقدار 
کوچک  aبا مقدار  یادانه. برای ستونی از مواد دهدیمفروریزش رخ 

(a<0.74)  و  کنندیممواد فقط در ناحیه بیرونی شکل اولیه حرکت
نمایی از که  ماندیمناحیه متقارن استاتیکی بدون تغییر باقی 

 آورده شده است.  ۲شکل در  لوبف در آزمایش پارامترهای مختل
 لوباز آزمایش  بعدیسهکه در تصاویر  شودمی دیده ۲نمودار در 

است که این  ماندهباقیقسمت مرکزی ستون خاک بدون تغییر 
نقطه مادی نیز دیده  سازیشبیهاز  آمدهدستبهحالت در نتایج 

 .شودمی
 

 
 ای ابعادیو تعریف پارامتره لوبآزمایش  )۲شکل 

 

  

  

  
از  آمدهدستبهبا نتایج  MPM یسازهیشبمقایسه نتایج حاصل از  )۲نمودار 

𝑎𝑎 برای مقدار  لوبآزمایش  = 0.55  
 

، باشدیمتمرکز نتایج روی جبهه پیشروی و فرم نهایی جریان ماده 
از نتایج  آمدهدستبهبراساس ملاحظات تحلیل ابعادی  رونیااز 



 ۲۶۳۳ یصلب با روش نقطه ماد وارهیبر د یامواد دانه زشیفرور یسازمدلـــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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شده و نسبت مشخصی بین هندسه نهایی تعریف یاستجربی، مق
 ستون اولیه به فرم زیر تعیین شد:

)۴۹( 
𝑎𝑎 < 1.7
𝑎𝑎 > 1.7 

𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟0
𝑟𝑟0

= �1.24𝑎𝑎  
1.6𝑎𝑎1 2⁄  

)۵۰( 𝑎𝑎 < 1.7
𝑎𝑎 > 1.7 ℎ𝑓𝑓

𝑟𝑟0
= � 𝑎𝑎             

0.88𝑎𝑎1 6 ⁄  

𝑎𝑎که  = ℎ0
𝑟𝑟0

 
. هر ضابطه متناظر با رفتار باشدیماولیه  نسبت ستون

𝑎𝑎 ماده هنگام فروریزش است. در < ، دو ناحیه در ناحیه سطح 1.7
ناحیه جریان خارجی و ناحیه داخلی  :ردیگیمآزاد ماده شکل 

𝑎𝑎که در  در حالی استاتیکی. < بعد از برداشتن  سطح آزاد فوراً  1.7
 .کندیماستوانه محصور شروع به جریان 

نجام هر آزمایش تنها وابسته به ارتفاع ستون اولیه توده ماده زمان ا
 :کندمیبوده و از رابطه زیر تبعیت  ایدانه

)۵۱( 𝑡𝑡𝑓𝑓 = 3.3�
ℎ0
𝑔𝑔

 

وضعیت ذرات را در لحظات مختلف  بیترت به ۴و  ۳نمودارهای 
𝑎𝑎با نسبت ستون اولیه  یسازهیشب = 𝑎𝑎و  0.7 = نشان  2.7

 بسیار خوبی با داده های تجربی دارد.. نتایج مطابقت دهدیم
آزمایشگاهی  هایدادهعددی با  سازیشبیهاز آمده دستبهنتایج 

مقایسه شده است. این شکل  ۵نمودار در  لوبتوسط  شدهارائه
صحیح قابلیت تشریح  طوربهروش نقطه مادی  که دهدمینشان 

 .متراکم دارددر شرایط  ایدانهرفتار جریان 
 

 

 
𝑎𝑎  با ایدانهفروریزش ماده  سازیشبیهموقعیت و فشار ذرات در  )۳ار نمود =
0.7 

 

 

 
 با ایدانهفروریزش ستون ماده  سازیشبیهموقعیت و فشار ذرات در  )۴نمودار 

 𝑎𝑎 = 2.7  
 

 
 شدهارائهآزمایشگاهی  یهادادهبا  یسازهیشبمقایسه نتایج عددی  )۵نمودار 
 لوبتوسط 

 
 یریگجهینت -۶

که روش عددی  یعددی نقطه ماد یسازهیشبدر این تحقیق روش 
بزرگ است،  یهاشکلمسائل با تغییر  کردنمدلتوانمند برای 

هستند که به  یادانه یهاانیجرمعرفی شد. از جمله این مسائل 



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــو همکاران  پوریاحیمهرنوش ر ۲۶۳۴
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 شدندهیچیپبزرگ منجر به  یهاکرنشو نرخ  شکلدلیل تغییر 
 .شوندیمعددی  یهایسازهیشب

از ذرات نشان داده  یامجموعهنقطه مادی جسم با  در روش
ذرات درون شبکه ثابت مدل  ییجاجابهشکل و  . تغییرشودیم
. در مرحله شودینگاشته م هاگرهذرات به  . این اطلاعات ازگرددیم

ها گره نیها حل شده و خواص اگره یبعد معادلات مومنتوم برا
نگاشته آنها  وباره بهو سرعت ذرات د تیموقع کردنتیآپد یبرا
شده و شبکه  ختهیدور ر یشبکه قبل یهر گام زمان انی. در پاشودیم

 .گرددیم جادیا دیجد
بر جسم صلب که  یادانهدر این مقاله، مسئله فروریزش مواد 

است، با روش نقطه مادی  یادانه یهاانیجراز  یانمونه
تفاده برای شد. شرایط و تئوری مدل ساختاری مورد اس یسازهیشب

، با مقایسه نتایج سازیمدلو به بررسی درستی  شد این مسئله ارائه
برای  لوباز این روش عددی با نتایج آزمایش  آمدهدستبه

 aمختلف در مقادیر متفاوت  یهازمانموقعیت ذرات در 
)0/r0(a=h که نتایج مشابهی در هر دو روش دیده  شد پرداخته
 . شودیم

روش نقطه مادی برای  سازیمدلاز  آمدهدستبهبا توجه به نتایج 
نتیجه  توانیمتجربی  یهاحلبا آنها  مسائل مختلف و مقایسه

مسائل  سازیمدلگرفت که روش نقطه مادی روشی قدرتمند برای 
فروریزش است. این روش به  چونهمبزرگ  یهاشکلبا تغییر 

رخ  مش (که در روش المان محدود یدگیچیپدرهمدلیل نداشتن 
(که در دیگر  هادانهآسان برخورد بین  سازیمدل، )دهدیم

آسان شرایط مرزی  سازیمدلدشوار است) و  سازیمدل یهاروش
مسائل مختلف  یسازهیشبروشی مناسب برای  ،و سطوح آزاد

در مسائلی  یسازهیشباز این مدل  توانیم. باشدیممهندسی 
استفاده  داربیشو در سطوح صاف  یادانههمچون سقوط جریان 

 کرد.
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