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Dynamic and Vibration Analysis of Composite Timoshenko 
Beam with Piezoelectric Layers

[1] Size effects in carbon nanotubes [2] Active control of piezo-fgm beams [Internet] [3]
Vibration control of functionally graded material plate patched with piezoelectric actuators 
and sensors under a constant electric charge [4] Free vibration of functionally graded
material beams with surface-bonded piezoelectric layers in thermal environment [5] Free
and forced vibration of functionally graded beam subjected to a concentrated moving
harmonic load [6] Non-linear vibration analysis of a functionally graded Timoshenko beam 
under action of a moving harmonic load [7] A mixed Ritz-DQ method for forced vibration of 
functionally graded beams carrying moving loads [8] Forced vibration of FGM Timoshenko 
beam with piezoelectric layers carrying moving load [9] An analytical solution for free and
forced vibration of a piezoelectric laminated plate coupled with an acoustic enclosure [10]
Static and dynamic analysis of two-layer Timoshenko composite beams by weak-form
quadrature element method [11] Bending and vibration analysis of curved FG nanobeams
via nonlocal Timoshenko model [12] Static analysis of functionally graded beams using
higher order shear deformation theory [13] An analytical method for free vibration analysis 
of functionally graded beams [14] Vibrations of continuous systems [15] Linear Piezoelectric 
Plate Vibration [16] Vibration of laminated shells and plates [17] Free and forced vibrations 
of Timoshenko beams described by single difference equation [18] Vibration analysis of
cross-ply laminated beams with general boundary conditions by Ritz method [19] Recent
advances in composite materials 

Beams are the basic geometries in engineering and many engineering issues are simplified as 
a beam problem. In this paper, the dynamics and vibration analysis of composite Timoshenko 
beam made of epoxy graphite layers with two piezoelectric layers on both sides have been 
investigated. Extraction of motion equations has been conducted based on the first-order 
shear deformation beam theory using the Hamilton principle. The partial differential equations 
were converted to the first-order coupled differential equations and then they were solved by 
fourth-order Runge–Kutta method. The effect of piezoelectric parameters on the vibrational 
and dynamic response of the beam has been investigated. The results show that the natural 
frequency of the beam decreases with increasing the length of the neam. Among piezoelectric 
parameters, the parameter of C11 has a lower effect than the effective transverse coefficient of 
e31 in the frequency response. As the ratio of the length of the beam is lower than the thickness, 
the effect of C11 will be greater on the natural frequency. The effect of the other piezoelectric 
parameters in the frequency response has also been evaluated very small relative to these two 
parameters. 
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  دهیچک
 به مهندسی مسائل از یاریبس و هستند مهندسی در اساسی هایهندسه از تیرها
 تیر ارتعاشاتی و دینامیکی تحلیل مقاله این در .شودمی سازیساده تیر صورت

 لایه دو همراه به اپوکسی گرافیت هایلایه از شدهساخته تیموشینکو
 بر حرکت معادلات استخراج است. شده پرداخته آن طرف دو در پیزوالکتریک

 است. شده انجام همیلتون اصل از استفاده و تیرها برشی اول مرتبه تئوری پایه
 به ابتدا آیند،می دست به جزئی هایمشتق صورتبه که حرکت معادلات
 مرتبه کوتای رانگ روش به سپس و تبدیل اول مرتبه کوپل معمولی معادلات
 ارتعاشاتی پاسخ در پیزوالکتریک پارامترهای تاثیر نهایت در .اندشده حل چهارم

 تیر طول افزایش با که دهندمی نشان نتایج است. شده بررسی تیر دینامیکی و
 پیزوالکتریک پارامترهای میان در .کندمی پیدا کاهش آن طبیعی فرکانس
 فرکانسی پاسخ در 31e عرضی موثر ضریب به نسبت کمتری تاثیر 11C پارامتر

 فرکانس روی 11C تاثیر باشد کمتر تیر ضخامت به طول نسبت هرچه دارد.
 این به نسبت نیز الکتریک پیزو پارامترهای سایر تاثیر بود. خواهد بیشتر طبیعی
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   مقدمه - ۱
 مشخص مهندسی قالب در را خود جایگاه کلی طور به مرکب مواد
 معمولی مواد عنوان به مختلف نقاط در حاضر حال در و نموده

 در امروزه گیرند.می قرار استفاده مورد ایسازه اهداف برای خصوصاً 
 رزشیو وسایل ساخت خودروسازی، هواپیماسازی، نظامی، صنایع

 کاربرد کامپوزیت مواد پزشکی، و مکانیک الکترونیک، سرگرمی، و
  دارند.

 میکروسکوپی ساختار به که است خطیغیرمت یک پیزوالکتریسیته
 دسته دو به پیزوالکتریک مواد شود.می مربوط جامدات

 تقسیم فلوراید) پلیوینیلیدن (مثل پیزوپلیمرها و هاکیزوسرامیپ
 هاسرامیک یبعض هک غیرمعمولی هایویژگی از یکی .شوندمی
 انیجر آن یالفظ تحت لغت ای کیترکزوالیپ پدیده کنندمی رهیذخ
 کیتحر هادوقطبی یخارج یروین اعمال با است. فشار از یناش
 روین اثر ردنک وارون شود.می جادیا یکیترکال دانیم و شوندمی

 رفتار .کندیم وسکمع را دانیم جهت )یفشار به یششک از (مثلاً 
 تهیسیترکال دیتول از است عبارت تهیسیترکزوالیپ ای کیترکزوالیپ
 .تنش اعمال اثر در ستالیرک کی ونیزاسیپلار توسط جادشدهیا

 کیترکزوالیپ ستالیرک کی به یکیترکال دانیم کی هک یزمان
 رفتار را آن اصطلاحاً  هک ردیگیم قرار رنشک تحت شود، اعمال

 کیترکزوالیپ

 خارج و داخل سطح در ترودکال اگر مثال طور به .ندنامیم وسکمع
 انیجر بودنمعکوس ای بودنمیمستق به توجه با رد،یگ قرار استوانه

 اهشک یا شیافزا باعث تواندیم )یکیترکال ولتاژ( یکیترکال
  .[1]شود ضخامت
	 از: اندعبارت خلاصه طور به پیزوالکتریک مواد عمده یکاربردها

 اعمال هنگام در ولتاژ تولید اساس بر :چینگسوئی کاربردهای -۱
	)انگشت فشار برابر در ولت۱۰( فشار
	دیکلصفحه تولید در کاربرد - ۲
	محرک عنوان به هم و حسگر عنوان به هم صوتی: کاربردهای -۳
 از درواقع کاربرد این در :ابیزنده یهاستمیس در کاربرد -۴

 در ولتاژ تولید یعنی فلورایدها، دنیلینیویپل فردمنحصربه خاصیت
 موجود تشخیص برای قرمز مادون اشعه برابر در قرارگرفتن هنگام
	.شودیم استفاده زنده
 نیترمهم از یکی ساختار: سلامت نظارت یهاستمیس در کاربرد -۵

 ساختارها سلامت نظارت در پیزوالکتریک، عناصر یکاربردها
  .باشدیم

 جنس از تیر یک فعال رلکنت ]2[همکاران و یدختیب زادهعباس
FGM کردند. بررسی را عملگر و حسگر پیزوالکتریک هایلایه با 
 با و برنولی -لریاو تئوری پایه بر را حرکت معادلات منظور این برای

 ]3[همکاران و نوین کارگر کردند. راجاستخ همیلتون اصل از استفاده
 هایلایه با FGM جنس از ورق ارتعاشات کنترل بررسی به

 پرداختند. ثابت الکتریکی شارژ تحت حسگر و عملگر پیزوالکتریک
 مفصل دور ورق حرکت معادلات هاورق کلاسیک تئوری پایه بر آنها
 ]4[همکاران و یل کردند. استخراج همیلتون اصل از استفاده با را

 را پیزوالکتریک هایلایه با FGM جنس از تیر یک آزاد ارتعاش
 مقدار گرفتننظردر با هاآن کردند. بررسی اژولت و دما افزایش تحت
 معادلات تیرها کلاسیک تئوری مبنایبر و طولی کشش دقیق
 د.آوردندستبه حرارتی الکتریکی یبارگذار شرایط در را تیر حرکت

 از تیر اجباری و آزاد ارتعاش ۲۰۰۹ سال در ]5[کوچاتورک و شیمشک
 تحقیق این در آنها کردند. بررسی متحرک بار تحت را FGM جنس
 معادلات لاگرانژ، روش از استفاده با و تیرها کلاسیک تئوری پایه بر

 ارتعاش آنالیز ۲۰۱۰ سال در ]6[شیمشک کردند. استخراج را حرکت
 تحریک با متحرک، بار تحت را FGM تیموشینکو تیر یک غیرخطی
 تئوری پایه بر غیرخطی آنالیز نتایج وی کرد. بررسی هارمونیک
 کرد. مقایسه سیککلا تئوری پایه بر خطی تحلیل با را تیموشینکو

 برای را DQM و ریتز ریلی روش از ترکیبی ]7[همکاران و خلیلی
 ارائه متحرک بار تحت FGM جنس از تیر دینامیکی رفتار بررسی
 با و تیرها کلاسیک تئوری پایه بر را حرکت تمعادلا آنها کردند.
 ]8[آبادیفتح و جعفری دند.کر استخراج لاگرانژ روش از استفاده
 هایلایه با FGM جنس از تیموشینکو تیر اجباری ارتعاشات

 کردند. بررسی را ثابت سرعت با متحرک بار تحت پیزوالکتریک
 استفاده با و تیرها برشی اول مرتبه تئوری پایه بر را حرکت معادلات

 به ]9[همکاران و شهرآیینی کردند. استخراج همیلتون اصل از
 لایه۳ ورقه یک آگوستیکی ارتعاشاتی تحلیلی سازیمدل

 آنها کار در پرداختند. صوتی محفظه یک با همراه پیزوالکتریک
 دینامیکی پاسخ و طبیعی یهافرکانس بر حفره عمق و حفره اثرات
 و استاتیکی آنالیز به ]10[هی و هو .است شده بررسی شدهارائه مدل

 و حسینی پرداختند. لایه۲ کامپوزیتی تیموشنکو تیر دینامیکی
 یمنحن تیرهاینانو در خمش و ارتعاشات بررسی به ]11[رحمانی
 و پرداختند تیموشنکو محلیغیر تئوری از استفاده با تابعی

  دادند. قرار بررسی مورد را موثر پارامترهای



 ۲۶۹۱ کیزوالکتریپ یهاهیبا لا یتیکامپوز نکویموشیت ریت یو ارتعاش یکینامید لیتحلـــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 غیره و هاموشک و هواپیماها رفتار تعیین در تیموشینکو تیر
 صنعت در آن ارتعاشی و نامیکیدی تحلیل که شودمی استفاده
 ارتعاشات مبحث همواره که ییآنجا از دارد. کاربرد نظامی و هوایی

 هب مختلف مواد تحلیل در مهم مباحث از طبیعی یهافرکانس و
 از ییهوا یهاسازه در وزن مسئله هکنیا به توجه با و رودیم شمار
   جمله
 تیر اختس در هک است لازم لذا ،دباشیم مهم اریبس کموش

 به امکاستح نسبت تا شود استفاده یتیامپوزک مواد از تیموشینکو
 در ییجوصرفه لحاظ به سازه تا ،باشد بالا انکام حد تا آنها وزن

 پیشینه در که طورهمان .باشد نهیبه نهیهز و یانرژ مواد، مصرف
 گرفته صورت تابعی مواد روی هاپژوهش اکثر شد ملاحظه پژوهش
 به مقرون و ساخت سهولت دلیل به یاهیلا یهاتیکامپوز .است
 نیا از دارند یترگسترده کاربرد تابعی مواد به نسبت تربودنصرفه
 هسته با تیموشینکو تیر ارتعاشات بررسی به پژوهش این در رو
 آن پایین و بالا در پیزو لایه و اپوکسی گرافیک کامپوزیتی یهاهیلا
  است. شده اختهپرد گیرداردوسر مرزی شرایط با و
	

   مسئله هندسه بیان -۲
 و l طول به تیموشینکو تیر هندسه از شماتیکی شمای ۱ شکل
 دلخواه لایه n تعداد میانی لایه که دهدیم نشان را b عرض

 لایه باشد.یم H لایه هر ضخامت و h کل ضخامت به کامپوزیتی
 دارای و حسگر پایینی لایه و ah ضخامت دارای و عملگر بالا
   باشد.یم sh خامتض
  

  
 در حسگر و بالا در عملگر لایه با کامپوزیتی تیموشینکو تیر هندسه )۱ شکل
  کامپوزیتی هاییهلا پایین

  
  حرکت معادلات استخراج - ۳
 ویژه به برشی، کرنش اثر درنظرگرفتن با برشی اول مرتبه تئوری در
 ۲ شکل در شود.یم زده بهتری تخمین ضخیم، تیرهای برای
 کلاسیک یهایتئور برای شکل تغییر از بعد و قبل تیر اتیکسینم
  است. شده داده نشان تیموشینکو و
  

	
  [12]مختلف یهایتئور برای شکل تغییر از بعد و قبل تیر سینماتیک )۲ شکل

  
 درنظر زیر صورت به برشی اول مرتبه تئوری پایه بر جابجایی میدان
  :]13[است شده گرفته

)۱( ,ݔሺݑ  ,ݖ ሻݐ ൌ ,ݔ଴ሺݑ ሻݐ ൅ 	ሻݔሺ߰ݖ
	

ݒ ൌ 0	
ݓ ൌ ,ݔ଴ሺݓ  ሻݐ

 x راستای در ترتیب به تیر میانی لایه جابجایی 0w و 0u آن در که
 همچنین است. تیر مقطع سطح چرخش ψ(x) و باشندمی z و

 زیر صورت به جابجایی -کرنش روابط از استفاده با کرنش میدان
  :]13[آمد خواهد دست به

)۲(  
௫ߝ ൌ

଴ݑ߲
ݔ߲ ൅ ݖ

߲߰ሺݔሻ
ݔ߲ 	

௫௬ߛ ൌ
଴ݓ߲
ݔ߲ ൅ ߰ሺݔሻ	

,௫ߝ ,௭ߝ ,௫௬ߛ ௬௭ߛ ൌ 0 
 است، همیلتون اصل به معروف که )۳( رابطه از استفاده با حال

  :]13[است حصول قابل نیز حرکت معادلات

)۳(  න ሺܷߜ ൅ ܸߜ െ ݐሻ݀ܶߜ ൌ 0
௧మ

௧భ
 

 به ܷ و ܸ و ܶ هستند. دلخواه زمان دو ଶݐ و ଵݐ )،۳( رابطه در که
 که باشندمی خارجی نیروهای کار و پتانسیل جنبشی، انرژی ترتیب
  :]13[شوندیم تعریف زیر صورت به آنها تغییرات اولین

)۴(  

Uߜ ൌමߪ௜௝ߝߜ௜௝݀௫݀௬݀௭	

Tߜ ൌමݑߩሶ ௜ݑߜሶ ௜݀௫݀௬݀௭	

ܸߜ ൌ െܾන ܲሺݔ, ݔ݀ݓߜሻݐ
௧

଴
	

ܲሺݔ,   است. عرضی راستای در تیر بر وارده خارجی نیروی ሻݐ
 بر و جزء به جزء یریگانتگرال و )۳( رابطه در )۴( رابطه دادن قرار با

 و ଴ݑߜ ئبضرا ستیبایم دیفرانسیل حساب اساسی اصل اساس
 نتیجه در شوند، صفر مستقل صورت به کدام هر ψሺxሻߜ	و ଴ݓߜ

  :]13[دیآیم دست به زیر صورت به تیر حرکت معادلات

)۵( 	

߲ ௫ܰ௫

߲௫
ൌ 	 ሷݑଵܫ ଴ሺݔ. ሻݐ ൅ ଶܫ ሷ߰ ሺݔ. 	ሻݐ

௫௫ܯ߲

߲௫
െ	ܳ௫ ൌ 	 ሷݑଶܫ ଴ሺݔ. ሻݐ ൅ ଷܫ ሷ߰ ሺݔ.  ሻݐ

߲ܳ௫
߲௫

	൅ ܲሺݔ. ሻݐ ൌ 	 ሷݓଵܫ ଴ሺݔ.  ሻݐ

 به )۵( معادلات در ଷሻ	௧௢	I௜ሺ௜ୀଵ ضرایب و ممان یهامنتجه که
  شوند:می تعریف زیر صورت

)۶(  

௫ܰ௫ ൌ 	න ௫௫௔ߪ
௭బ

௭భ
ݖ݀	 ൅	න ௫௫௖௢௠ߪ

௭భ

௭మ
ݖ݀	 ൅	න ௫௫௦ߪ

௭మ

௭య
 		ݖ݀	

௫௫ܯ ൌ 	න ௫௫௔ߪ
௭బ

௭భ
ݖ݀	ݖ ൅	න ௫௫௖௢௠ߪ

௭భ

௭మ
ݖ݀	ݖ ൅	න ௫௫௦ߪ

௭మ

௭య
	ݖ݀ݖ

ܳ௫ ൌ 	න ௫௭௖௢௠ߪ
௭భ

௭మ
 ݖ݀	

.ଵܫ) .ଶܫ ׬	=	(ଷܫ ௭ೕߩ
௭೔

ሺ1. .ݖ  ,	ݖଶሻ݀ݖ
 لایه شامل تیر حرکت بر حاکم معادله آوردندستبه برای

 کافیست عملگر و حسگر پیزوالکتریک هایلایه و کامپوزیتی
  کنیم. گذاریجای )۶( رابطه در را تنش مقادیر
  کامپوزیتی لایه روابط - ۱- ۳

 رابطه در موجود Q୶ و M୶୶ و N୶୶ کامپوزیتی بخش محاسبه برای
 درنظر زیر صورت به را ௫௭௖௢௠ߪ و ௫௫௖௢௠ߪ هایتنش باید )۶(

	:]14[بگیریم
)۷( ௫௫௖௢௠ߪ	 ൌ 	 തܳଵଵ	ԑ௫	

௫௭௖௢௠ߪ ൌ 	 തܳହହ	ߛ௫௭ 
 تعریف زیر صورت به کامپوزیتی هایلایه برای Qഥହହ و Qഥଵଵ که
  :]14[شوندمی

  



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــی و همکاران خارستان اصغریعل ۲۶۹۲

   ۱۳۹۸، آبان ۱۱، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                       مدرس                             ی مهندسی مکانیک پژوهش -ماهنامه علمی

)۸(  തܳଵଵ ൌ 	ܳଵଵ	ܿସ ൅ 2ሺܳଵଶ ൅ 2	ܳ଺଺ሻܿଶݏଶ ൅	ܳଶଶ	ݏସ 
തܳହହ ൌ 	ܳହହ	ܿଶ ൅	ܳସସ	ݏଶ 

 تعریف زیر صورت به ارتوتروپیک هایلایه برای Q ضرایب که
  :]14[شودمی

)۹(  

ܳଵଵ ൌ 	
ଵܧ

1 െ	ߥଵଶ	ߥଶଵ
 

Qଵଶ ൌ 	
νଵଶ	Eଶ

1 െ	νଵଶ	νଶଵ
	 

Qଶଶ ൌ 	
Eଶ

1 െ	νଵଶ	νଶଵ
 

Qସସ ൌ 	Gଶଷ 
Qହହ ൌ 	Gଵଷ 
Q଺଺ ൌ 	Gଵଶ, 

 گذاریجای سپس و )۸( رابطه در )۹( رابطه گذاریجای با حال
 رابطه در )۷( رابطه گذاریجای نهایت در و )۷( رابطه در )۸( رابطه

	داریم: )۶(

)۱۰(  

N୶୶ୡ୭୫ ൌ 	Aଵଵ
∂u଴
∂୶

൅	Bଵଵ
∂நሺ୶ሻ
∂୶

		 

M୶୶
ୡ୭୫ ൌ 	Bଵଵ

∂u଴
∂୶

൅	Dଵଵ
∂நሺ୶ሻ
∂୶

		 

Q୶ୡ୭୫ ൌ 	Aହହሺ
∂w଴

∂୶
൅ ψሻ			 

	شوند:یم تعریف زیر صورت به Aହହ و Aଵଵ، Bଵଵ، Dଵଵ ضرایب که

	 )۱۱(  

Aଵଵ ൌ 	෍ሺQഥଵଵሻ୩

୬ାଵ

୩ୀଶ

ሺZ୩ିଵ െ	Z୩ሻ		 

Bଵଵ ൌ 	
1
2	෍

ሺQഥଵଵሻ୩

୬ାଵ

୩ୀଶ

ሺܼ௞ିଵଶ 	െ	ܼ௞ଶሻ		 

Dଵଵ ൌ 	
1
3	෍

ሺQഥଵଵሻ୩

୬ାଵ

୩ୀଶ

ሺZ୩ିଵଷ 	െ	Z୩ଷሻ			 

Aହହ ൌ 	
5
4	෍

ሺQഥହହሻ୩

୬ାଵ

୩ୀଶ

ሺZ୩ିଵ െ	Z୩ሻ		 

  پیزوالکتریک لایه روابط -۲- ۳
	:[15]است شده آورده زیر در اندیسی صورت به پیزوالکتریک روابط

)۱۲( 	σ୧୨ ൌ 	 c୧୨୩୪	ԑ୩୪ െ 	e୩୧୨	E୩		 
D୧ ൌ 	 e୧୩୪	ԑ୩୪ ൅ 	є୧୩	E୩			 

 ماتریسє	 پیزوالکتریک، سختی ماتریس c روابط، این در که
 ماده شارژ ثوابت ماتریس e مطلق، کیالکترید پذیرینفوذ

  .باشدیم الکتریکی میدان E و پیزوالکتریک
 و کرده نظر صرف لایه این در برشی ترم از پیزو، لایه نازکی یللد به
	داشت: خواهیم پیزوالکتریک لایه برای )،۱۲( روابط در نتیجه در

)۱۳( 	
σ୶୶ ൌ 	 cଵଵԑ୶୶ െ	eଷଵ	E୸		 

൜D୶D୸
ൠ ൌ 	 ൬єଵଵ 0

0 єଷଷ
൰	൜E୶E୸

ൠ ൅	൬ 0 eଵହ
eଷଵ 0 ൰	ቄ

ԑ୶୶
ԑ୶୸ቅ		 

 در الکتریکی جابجایی از توانیم پیزوالکتریک لایه نازکی یلدل به
 روابط نهایت در کرد. نظر صرف پیزوالکتریک لایه دیگر راستای دو

  یافت: خواهند تقلیل زیر صورت به هایهلا پیزوالکتریک

)۱۴( 	σ୶୶ ൌ 	 cଵଵԑ୶୶ െ	eଷଵ	E୸		 
D୸ ൌ 	 eଷଵ	ԑ୶୶ ൅	єଷଷ	E୸				

  حسگر لایه روابط - ۳- ۳
 ندارد وجود خارجی الکتریکی شارژ گونهیچه حسگر در کهییآنجا از

 صفر ضخامت راستای در لایه این یکیالکتر جابجایی بنابراین
	داریم: بنابراین شد، خواهد

)۱۵(  
D୸ ൌ 	 eଷଵ	ሺ

଴ݑ߲
߲௫

൅ 	ݖ
߲நሺ୶ሻ
߲௫

ሻ௦ ൅	єଷଷ	E୸ ൌ 0		 

௭௦ܧ 	ൌ 	െ	
݁ଷଵ	
єଷଷ

	ሺ
଴ݑ߲
߲௫

൅ 	ݖ
߲టሺ௫ሻ
߲௫

ሻ௦		 

  آید:یم دست به زیر صورت به حسگر تنش رابطه اساس این بر

)۱۶( ௫௫௦ߪ  ൌ ሺܿଵଵ	 ൅ 	
݁ଷଵ	ଶ

єଷଷ
ሻ	ሺ
଴ݑ߲
߲௫

൅ 	ݖ
߲టሺ௫ሻ
߲௫

ሻ௦			

 و حسگر در الکتریکی میدان شدت دادنقرار برابر با پایه این بر
E୧ تجربی رابطه ൌ 	φ୧	 ]15[ راستای در یریگانتگرال و هم با z 

  داشت: خواهیم

)۱۷(  

ܸ௦ 	ൌ 	න ݖ݀	௭௦ܧ
௭య

௭మ
		 

ܸ௦ 	ൌ 	െ	
݁ଷଵ		݄௦
єଷଷ

	ሺ
଴ݑ߲
߲௫

൅ ݄௠௦ 	
߲టሺ௫ሻ
߲௫

ሻ௦			

݄௠௦ ൌ 	
ଶݖ ൅	ݖଷ

2  
  عملگر لایه روابط - ۴- ۳

 که کرد فرض توانیم عملگر بر حاکم معادلات آوردندستبه برای
 مرتبه تابع یک صورت به عملگر درون الکتریکی پتانسیل توزیع
  است: آمده زیر رابطه در ]3[دوم

)۱۸(  φୟ ൌ φ଴ ൅ z	φଵ ൅ 			φଶ	ଶݖ
 است، الزامی پتانسیل اختلاف عملگر در اینکه به توجه با حال

  شود:یم گرفته نظردر آن برای زیر الکتریکی مرزی شرایط بنابراین

)۱۹( 	
φ ൌ Vୟ	 ݐܽ			 ݖ		 ൌ 	 z଴ ൌ 	

௛
ଶ
൅	hୟ	

φ ൌ 0			 ݐܽ	 ݖ				 ൌ 	 zଵ ൌ 	
௛
ଶ
												

					 

 ،]15[ماکسول رابطه از استفاده و فوق مرزی شرایط از استفاده با
  آمد: خواهد دست به الکتریکی یلپتانس توزیع برای زیر رابطه

)۲۰(  

φୟ ൌ φ଴
ୟ ൅ z	ሺ୚

౗

୦౗
െ h୫ୟ 	

ୣయభ	
	єయయ

	
பಠሺ౮ሻ
ப౮

ሻ ൅ zଶ 	 ୣయభ	
ଶ	єయయ

	
பಠሺ౮ሻ
ப౮

		   

  :]15[داشت خواهیم را زیر رابطه ௭ܧ برای اساس این بر

௭ܧ  )۲۱( ൌ െ	
߲߮
߲ܼ ൌ െ

ܸ௔

݄௔
൅	
݁ଷଵ	௔

	єଷଷ௔
	ሺ݄௠௔ െ ሻݖ

߲టሺ௫ሻ
߲௫

		 

  آمد: خواهد دست به زیر صورت به عملگر تنش رابطه اساس این بر

௫௫௔ߪ ൌ ܿଵଵ	 ቆ
଴ݑ߲
߲௫

൅ 	ݖ
߲టሺ௫ሻ
߲௫

ቇ
௔

൅ ݁ଷଵ	
ܸ௔

݄௔

െ	
݁ଷଵ	ଶ

єଷଷ
	ሺ݄௠௔ െ ሻ௔ݖ 	

߲టሺ௫ሻ
߲௫

 
)۲۲(  

 رابطه با حسگر از خروجی ولتاژ سازه، روی کنترل اثر مشاهده برای
  شود:یم مربوط عملگر ولتاژ به زیر

)۲۳(  ܸ௔ ൌ ௌܸ	ܩ ൌ 	െ
݁ଷଵ	݄ௌ	ܩ	
єଷଷ

	ቆ
଴ݑ߲
߲௫

൅ ݄௠௦ 	
߲టሺ௫ሻ
߲௫

ቇ		 

 تنش برای نهایی رابطه )۲۲( رابطه در )۲۳( رابطه گذاریجای با
  آمد خواهد دست به عملگر

)۲۴(  

௫௫௔ߪ ൌ ܿଵଵ	 ቆ
଴ݑ߲
߲௫

൅ 	ݖ
߲టሺ௫ሻ
߲௫

ቇ
௔

െ
݁ଷଵ	ଶ	݄ௌ	ܩ	
݄௔	єଷଷ

ൈ ቆ
଴ݑ߲
߲௫

൅ ݄௠௦ 	
߲టሺ௫ሻ
߲௫

ቇ

െ	
݁ଷଵ	ଶ

єଷଷ
	ሺ݄௠௔ െ ሻ௔ݖ 	

߲టሺ௫ሻ
߲௫

 
  تیموشینکو تیر حرکت معادلات - ۵- ۳
 سپس و )۶( رابطه در )۲۴( و )۱۶( ،)۱۰( روابط گذاریجای با

 تیموشینکو تیر حرکت معادلات )،۵( رابطه در )۶( رابطه گذاریجای
  :آمد خواهد دست به زیر صورت به
)۲۵(  

ଵܣ
߲ଶݑ଴ሺ.ݔ		ݐሻ

ଶݔ߲ ൅	ܣଶ
߲ଶ߰௫ሺ.ݔ		ݐሻ

ଶݔ߲ 	ൌ 	 ሷݑଵܫ ଴ሺݔ. ሻݐ ൅ ଶܫ ሷ߰ ሺݔ.  ሻݐ



 ۲۶۹۳ کیزوالکتریپ یهاهیبا لا یتیکامپوز نکویموشیت ریت یو ارتعاش یکینامید لیتحلـــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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Aଷ
∂ଶu଴ሺx.		tሻ

∂xଶ ൅	Aସ
∂ଶψ୶ሺx.		tሻ

∂xଶ െ	Aହሺ
∂w଴

∂୶
൅ ψ୶ሻ 	

ൌ 	 Iଶuሷ ଴ሺx. tሻ ൅ Iଷψሷ ሺx. tሻ	
 

Aଷ
∂ଶu଴ሺx.		tሻ

∂xଶ ൅	Aସ
∂ଶψ୶ሺx.		tሻ

∂xଶ െ	Aହሺ
∂w଴

∂୶
൅ ψ୶ሻ 	

ൌ 	 Iଶuሷ ଴ሺx. tሻ ൅ Iଷψሷ ሺx. tሻ 

  شوند:یم تعریف زیر صورت به ଷሻ	୲୭	ሺ୧ୀଵ	I୧ و ହሻ	୲୭	ሺ୧ୀଵ	A୧ ضرایب
)٢٦(  

ଵܣ ൌ ଵଵܣ	 ൅ ቆܥଵଵ ൅	
݁ଷଵ	ଶ

єଷଷ
ቇ ݄ௌ ൅	ቆܥଵଵ െ	

݁ଷଵ	ଶ	݄ௌ	ܩ	
݄௔	єଷଷ

ቇ ݄௔		

ଶܣ

ൌ ଵଵܤ	 ൅ ቆܥଵଵ ൅	
݁ଷଵ	ଶ

єଷଷ
ቇ ቆ

଴ଶݖ 	൅	ݖேାଵଶ െ	ݖଵଶ 	െ	ݖேାଶଶ 		
2 ቇ

െ
݁ଷଵ	ଶ

єଷଷ
	ቆ	
݄௠௦ 	݄ௌ	ܩ	
݄௔	

൅ ݄௠௔ 	ቇ ݄௔			

	

ଷܣ ൌ ଵଵܤ	 ൅ ቆܥଵଵ െ	
݁ଷଵ	ଶ	݄ௌ	ܩ	
݄௔	єଷଷ

ቇ ቆ
଴ଶݖ 	െ	ݖଵଶ		

2 ቇ

൅ ቆܥଵଵ ൅	
݁ଷଵ	ଶ

єଷଷ
ቇ	ቆ

ேାଵଶݖ	 	െ	ݖேାଶଶ 		
2 ቇ	

	
Aସ

ൌ 	Dଵଵ ൅ ቆCଵଵ ൅	
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 زیر تقریب از تیموشینکو تیر ارتعاشی پاسخ آوردندستبه برای

  :]16[کنیمیم استفاده
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 دامنه 	p୫ و 	، w୫	، ψ୫	u୫ و طبیعی فرکانس ω )،۲۷( رواب در
  .هستند توابع
 و مکانی توابع حذف و )۲۵( معادلات در )۲۷( روابط گذاریجای با

  آمد: خواهد دست به زیر صورت به حرکت معادلات طرفین، از زمانی
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 تیموشینکو تیر مود شکل و طبیعی فرکانس )۲۸( رابطه از که
 به اجباری ارتعاش تحت و ساده گاهیهتک طرف دو شرایط تحت
 پاسخ آوردندستبه جهت معادلات حل برای آمد. خواهد دست

  است. شده استفاده ۴ مرتبه کوتارانگ روش از سیستم دینامیکی
  
  بحث و نتایج - ۴
 عددی نتایج سپس و شده بررسی محاسبات انجام صحت ابتدا در

 دو برای مسئله منظور این برای شد. خواهند تحلیل و مطالعه
  است. شده ارزیابی و مقایسه موجود نتایج با مشخص حالت
 تیموشنکو تیر فرکانس برای آمدهدستبه نتایج اول حالت در الف:
 مقایسه [17]مقاله با پیزوالکتریک یهاقسمت نظرنگرفتندر با ابتدا
 تیر .شودیم مشاهده ۲ جدول در مقایسه این نتیجه .است شده
 شدهمدل تیر تمشخصا که است همگن مقاله این در شدهیبررس
  است. آمده ۱ جدول در مقاله این در
 نتایج که دیکنیم مشاهده ۲ جدول در شده ارائه نتایج به توجه با
 با خوبی تطابق پایین یهافرکانس در خصوص هب پژوهش این

  دارد. پیشین یهاپژوهش
  

  یسنجصحت مقاله در تیموشنکو تیر مشخصات )۱ جدول
ʋ h	(m)	b	(m) L	(m) ρ	(kg/m3) G	(Pa) E	(Pa)	
۰٫۳ ۰٫۰۸ ۰٫۰۲ ۱ ۷۸۶۰ ۸٫۱ൈ۱۰۱۰ ۲٫۱ൈ۱۰۱۱	

  
	 تیموشنکو تیر یسنجصحت جهت نتایج مقایسه )٢ جدول

 کار نتایج   [17]مرجع
  حاضر

Frequency	
no  روش  برنولی - یلراو تیر FEM  تحلیلی روش  

۱۱۷۸٫۱  ۱۱۶۰٫۵  ۱۱۵۹٫۴  ۱۱۶۰  ۱  
۴۷۱۲٫۶  ۴۴۴۷٫۴  ۴۴۳۶٫۸  ۴۶۴۰  ۲  
۱۰۶۰۳  ۹٫۳۸۶٫۱  ۹۳۵۷٫۶  ۱۰۴۰۰  ۳  
۱۸۸۵۰  ۱۵۴۳۹  ۱۵۴۱۰  ۱۸۵۰۰  ۴  

  
 رابطه از که تیرکامپوزیتی بعدبی طبیعی فرکانس دوم حالت در ب:

 مشخصات و  0/900(0(aچینی لایه برای دیآیم دست به )۳۰(
=402/E1E، L/h=20، 2=0.6E13=G12G 0.2512= وʋ نتایج با 
  است. شده مقایسه مختلف مرزی شرایط نوع دو برای [18]مقاله

)٣٠(  λ ൌ ሺ߱ 2ܮ ݄⁄ ሻሺߩ ⁄2ܧ ሻ1 2⁄  
 نتایج که شودیم مشاهده ۳ جدول در شده ارائه نتایج به توجه با
 گاههیتک دوسر و (CF) سرگیرداریک مرزی شرایط برای پژوهش این
  دارد. پیشین یهاپژوهش با خوبی بسیار تطابق (SS) ساده

  
 تیر یسنجصحت جهت بعدبی یعیطب فرکانس نتایج مقایسه )٣ جدول

  کامپوزیتی تیموشنکو
 کار نتایج
  حاضر

 شرایط	 [19] مرجع
 روش  مرزی

HSDBT  
 روش
FSDBT  

 روش
ESDBT  

 روش
PSDBT  

۷٫۲۱  ۷٫۲۱  ۷٫۲۱  ۷٫۲۲  ۷٫۲۱  SS	
۲٫۵۷  ۲٫۵۹  ۲٫۵۹  ۲٫۵۹  ۲٫۵۹  CF	

  



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــی و همکاران خارستان اصغریعل ۲۶۹۴
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 کد نتایج صحت از اطمینان و یسنجصحت بخش از پس
 بر مختلف پارامترهای اتتاثیر ژوهشپ این ادامه در شدهنوشته
 و طبیعی یهافرکانس و مودها شکل شامل ارتعاشاتی یهاپاسخ
 از است. گرفته قرار بررسی مورد تیموشنکو تیر دینامیکی پاسخ

 پارامترهای است توجه مورد آن تغییرات که اصلی پارامترهای
  است. پیزوالکتریک ضرایب و تیر مادی خواص هندسی،
 شامل پیزوالکتریک لایه با تیموشنکو کامپوزیتی تیر مشخصات
 در آن نتایج که پیزوالکتریک ضرایب و هندسه و ماده مشخصات

 تغییر صورت در است. آمده ۴ جدول در شد خواهد ارائه بخش این
 شده ذکر آن مقدار گرفتهصورت یهایبررس در مقادیر این از یک هر

  .]19[باشدیم اپوکسی گرافیک نوع از بررسی مورد کامپوزیت است،
  

	تیموشنکو تیر ماده خواص و هندسی مشخصات )۴ جدول
h	(m)  L	(m)  21ʋ	12ʋ  (Pa)	12G  (Pa)	2E  (Pa)	1E	
۱/۰  ۴  ۰۱۷/۰  ۲۸/۰  ۷/۱۷ൈ۱۰۹	۱/۰۳ൈ۱۰۱۰	۱/۸۱ൈ۱۰۱۱	

b	(m)  Nplies  3μ	31e	11C  2θ  1θ  
۰۲۵/۰  ۲  ۵/۶ൈ۱۰۲	۲/۵  ۱/۳۹ൈ۱۰۱۱	۰  ۹۰  

  
 برحسب طبیعی یهافرکانس تتغییرا ،۴ تا ۱ نمودارهای در

 است. شده بررسی تیر مقطع سطح ارتفاع به عرض نسبت تغییرات
 فرکانس تیر طول افزایش با که شودیم مشاهده نمودارها این در

 کاهش با حالت این در واقع در .کندمی پیدا کاهش آن طبیعی
  است. یافته کاهش فرکانس و افزایش جابجایی دامنه تیر سفتی
 این در .باشدیم آن مرزی شرایط یامسئله هر در مهم اتموضوع از

 اما است، سرگیرداریک صورت به مرزی شرایط فرضشیپ مسئله
 در باشد. مفید تواندیم نیز مرزی شرایط سایر در تغییرات بررسی
 یگاههیتک یهاحالت برای اول مود۴ در فرکانس تغییرات ۴ نمودار
   .شودیم مشاهده تیر متفاوت

 دلیل به باشد، مقیدتر مرزی شرایط هرچه ،نمودار به توجه با
  بود. خواهد بیشتر طبیعی فرکانس میزان سازه سفتی افزایش

  

  
  ارتفاع به طول نسبت برحسب طبیعی فرکانس اولین تغییرات )۱ نمودار

  

	
  ارتفاع به طول نسبت برحسب طبیعی فرکانس دومین تغییرات )۲ نمودار

  

	
  ارتفاع به طول نسبت برحسب طبیعی فرکانس سومین تغییرات )۳ نمودار

  

	
  مختلف یگاههیتک یهاحالت در اول مود۴ در فرکانس تغییرات )۴ نمودار

  
 باشدیم هاهیلا الیاف زاویه ،هاتیکامپوز در دیگر مهم غیرمت یک
 تغییرات دارد. کامپوزیت سفتی و مقاومت در بسزایی تاثیر که

 ۵ نمودار در کامپوزیت الیاف زاویه در تغییر با تیر طبیعی فرکانس
 با است مشخص که طورهمان است. گرفته قرار مقایسه مورد

 هب طبیعی فرکانس میزان تیر، طول راستای در سازه سفتی افزایش
   .شودیم بیشتر بالا مودهای در خصوص
 یهاهیلا تاثیر بررسی پژوهش این در اساسی پارامترهای از یکی

 ضرایب برحسب فرکانس تغییرات ۶ نمودار در است. پیزوالکتریک
   است. شده بررسی پیزوالکتریک

 طبیعی فرکانس با 11C مقدار که شودیم مشاهده نمودار به توجه با
 تیر ضخامت به طول نسبت هرچه همچنین و دارد مستقیم رابطه
  .بود خواهد بیشتر طبیعی فرکانس بر 11C تاثیر باشد، کمتر
 شده بررسی ۷ نمودار در الکتریک پیزو موثرعرضی ضریب تاثیر
 مقدار پیزوالکتریک، عرضی موثر ضریب میزان افزایش با .است

  شد. خواهد بیشتر طبیعی فرکانس
  

	
  الیاف زاویه با فرکانس تغییرات )۵ نمودار
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  C11 پیزوالکتریک ضریب به نسبت اصلی فرکانس تغییرات )۶ نمودار

	
  طبیعی فرکانس بر عرضی موثر تریکالک پیزو ضریب تاثیر )۷ نمودار

  
 ناچیز بسیار پیزوالکتریک ضرایب سایر به نسبت فرکانس تغییرات
  است. شده نظر صرف آنها نمودارهای رسم از که بوده
 ۱۱ تا ۸ نمودارهای در یگاههیتک حالت ۳ برای تیر اول مود۴ نمودار
 و مرزی شرایط صحت از اطمینان ضمن تا است. شده رسم
 تغییرات نهایت در و گیرد قرار بررسی مورد آنها تغییرات هی،گاتکیه

 در کامپوزیت چگالی به نسبت اول مود۴ بعدیب فرکانس
 افزایش با نمودارها، مطابق .است شده آورده ۱۳ و ۱۲ نمودارهای
 فرکانس میزان و یافته افزایش تیر جرم مقدار کامپوزیت چگالی
	.ابدییم اهشک مرزی شرایط تمامی برای آنها طبیعی

  

  
	S‐S (ساده) مفصل سر دو یهاگاههیتک حالت برای تیر اول مود٤ )٨ نمودار

  

  
	C‐F آزاد سریک -سرگیرداریک یهاگاههیتک حالت برای تیر اول مود۴ )۹ نمودار

	
  C‐C دوسرگیردار یهاگاههیتک حالت برای تیر اول مود۴ )۱۰ نمودار

  

  
 حالت برای چگالی به نسبت اول بعدیب ودم۴ فرکانس تغییرات )۱۱ نمودار
	S‐S (ساده) مفصل سر دو یهاگاههیتک

  

	
 حالت برای چگالی به نسبت اول بعدیب مود۴ فرکانس تغییرات )۱۲ نمودار
  C‐F آزاد سریک -سرگیرداریک هایگاهتکیه

  

	
 حالت برای چگالی به نسبت اول بعدیب مود۴ فرکانس تغییرات )۱۳ نمودار
  C‐C دوسرگیردار هایگاهتکیه
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	 یریگجهینت - ۵
 تیر ارتعاشاتی پاسخ در هندسی پارامترهای تاثیر مطالعه این در

 گرفت. قرار بررسی مورد پیزو هایلایه با کامپوزیتی تیموشنکوی
 سطح ابعاد تغییر الیاف، زاویه قبیل از هندسی پارامترهای اتتاثیر
 الکتریک پیزو ضرایب ییرتغ همچنین و گاههیتک در تغییر و مقطع
 پیزو پارامترهای میان در که دهدمی نشان نتایج شد. بررسی

 عرضی موثر ضریب به نسبت کمتری تاثیر 11C پارامتر الکتریک
31e الکتریک پیزو پارامترهای سایر تاثیر .دارد فرکانسی پاسخ در 
 شده ارزیابی ناچیز فرکانسی پاسخ در پارامتر دو این به نسبت نیز
 همچنین و دارد مستقیم رابطه طبیعی فرکانس با 11C مقدار ست.ا

 فرکانس بر 11C تاثیر باشد، کمتر تیر ضخامت به طول نسبت هرچه
 عرضی موثر ضریب میزان افزایش با بود. خواهد بیشتر طبیعی

 افزایش با شد. خواهد بیشتر طبیعی فرکانس مقدار پیزوالکتریک،
 خصوص هب طبیعی فرکانس میزان تیر، طول راستای در سازه سفتی
 به باشد، مقیدتر مرزی شرایط هرچه .شودیم بیشتر بالا مودهای در

 بود. خواهد بیشتر طبیعی فرکانس میزان سازه سفتی افزایش دلیل
 فرکانس میزان کامپوزیتی یهاهیلا چگالی افزایش با همچنین
  .ابدییم کاهش طبیعی

  
خود را از  یاتب تشکر و قدردانمقاله مر سندگانینو قدردانی: و تشکر
مدرس اعلام  کیمحترم مجله مکان راستارانیداوران و و ر،یسردب
  .ندینمایم

این مقاله تحت هیچ عنوانی در نشریه دیگری  اخلاقی: تاییدیه
چاپ نشده است و برای بررسی و چاپ در نشریه دیگری نیز اقدامی 

  صورت نگرفته است.
ارض منافعی با هیچ شخصیت در این مقاله تع منافع: تعارض

  حقیقی و حقوقی وجود ندارد.
 پژوهشگر اول)، (نویسنده یخارستان اصغریعل نویسندگان: سهم
 دوم)، (نویسنده یموسو یدعلیس )؛%٢٥( اصلی
 یمیرح رزایم کفاش محمود )؛%٢٥( اصلی شناس/پژوهشگرروش

 مقدس محجوب دیسع )؛%٢٥( کمکی پژوهشگر )،سوم (نویسنده
  )%٢٥( کمکی پژوهشگر )،چهارم ه(نویسند
تمامی منابع مالی این تحقیق توسط نویسندگان مقاله  مالی: منابع

  تامین شده است.
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