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Optimal Landing of Unmanned Aerial Vehicle Using 
Vectorised High Order Expansions Method

[1] An approximate solution technique not dependent on small parameters: A special 
example [2] Comparison between the homotopy analysis method and homotopy 
perturbation method [3] A new spectral-homotopy analysis method for solving a nonlinear 
second order BVP [4] Forced vibration analysis of a nonlinear marine riser using homotopy 
analysis method [5] A novel semi analytical solution for the dynamic and heat transfer 
analysis of stagnation point flow using BK-HAM method [6] Application of high order 
expansions of two-point boundary value problems to astrodynamics [7] Gravity assist 
space pruning based on differential algebra [8] High order optimal control of space 
trajectories with uncertain boundary conditions [9] High order optimal feedback control of 
space trajectories with bounded control [10] A high order method for orbital conjunctions 
analysis: Monte Carlo collision probability computation [11] Long-term density evolution 
through semi-analytical and differential algebra techniques [12] Continuous maneuver of 
unmanned aerial vehicle using high order expansions method for optimal control problem 
[13] Semi-feedback optimal control design for nonlinear problems [14] Minimum landing-
approach distance for a sailplane [15] Approximately optimal manoeuvre strategy for aero-
assisted space mission [16] Chebyshev Polynomials 

In this research, an innovative approach has been proposed to the calculation of high order 
sensitivities and designing its guidance commands for an unmanned aerial vehicle landing 
strategy design. This method, which is called vectorised high order method, has been 
developed based on high order expansions method and its implementation using matrix-
based mathematical calculations. In this research, a method is presented to design and extract 
the acceleration commands for landing maneuvers, by combining the vectorised high order 
expansions method and optimal control theory. Accordingly, the sensitivity variables for 
the given problem are calculated up to the 6th term and then the reference trajectory and 
acceleration command in the simulations are updated based on the initial deviations. In order 
to performance evaluation of the proposed method, 3 landing scenarios with the different 
initial deviations have been considered and the results of simulation of the proposed guidance 
law have been presented.
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  دهیچک
روشی نوآورانه برای محاسبه متغیرهای حساسیت مرتبه بالا و ن پژوهش، یدر ا

طراحی فرامین هدایت بر مبنای آن، به منظور فرود بهینه یک پرنده بدون سرنشین 
، ودشمی ارائه شده است. این روش که اصطلاحاً بسط مرتبه بالای برداری نامیده

آن بر اساس محاسبات  سازیپیادهبر اساس توسعه روش بسط مرتبه بالا و 
مبنا شکل گرفته است. با ترکیب بسط مرتبه بالای برداری با تئوری کنترل -ماتریس

بهینه، در این تحقیق روشی برای طراحی و استخراج فرامین شتاب به منظور مانور 
روش پیشنهادی، متغیرهای حساسیت برای  از مندیبهرهفرود ارائه شده است. با 

میزان انحراف  گیریاندازهام استخراج شده و سپس با ۶مسئله مورد نظر تا مرتبه 
 روزبه هاسازیشبیهمتغیرهای حالت از مقدار اولیه، فرمان شتاب و مسیر مرجع در 

ع متنوسناریوی متفاوت با اغتشاشات اولیه  ۳. به منظور ارزیابی عملکرد، گردندمی
قانون هدایت پیشنهادی به طور کامل ارائه  سازیشبیهدر نظر گرفته شده و نتایج 

  شده است.
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	مقدمه -۱

فیزیکی و طبیعی  یهادهیپدگفت تمامی  توانیمبه طور کلی 
برای برخی مسائل صرفاً با خطی ارائه شده  یهامدلغیرخطی بوده و 

با  .اندشدهو فرضیات مشخص استخراج  هایسازسادهگرفتن درنظر
 توانیماستخراج یک مدل خطی از یک پدیده فیزیکی غیرخطی، 

نتایج  توانیمتخراج کرد. همچنین تقریبی برای مسئله اس یهاپاسخ
حاصل از حل مسئله را به شکل تحلیلی بررسی نمود. با این وجود، 

 ریناپذاجتنابمسئله،  یسازیخطدر نتیجه  هاپاسخکاهش اعتبار 
  است.

، ناگزیر از حل عددی تقریبی هاپاسخبه منظور افزایش دقت و اعتبار 
معادلات دینامیک سیالات  به حل توانیم. از جمله گرددیماستفاده 

ی، به روش عدد هاسازهبا روش دینامیک سیالات محاسباتی، تحلیل 
اشاره  رهغی طیفی و حل مسئله کنترل بهینه به روش عددی مانند شبه

، ندینمایمحل نسبتاً دقیق از مسئله را ارائه  هاروشنمود. اگرچه این 
تیجه بررسی ارائه شده به شکل عددی است و در ن یهاپاسخاما 

تحلیلی مسئله ممکن نخواهد بود. به علاوه، معمولاً پاسخ ارائه شده 
فقط برای شرایط مشخصی از مسئله معتبر است. به طور مثال، با 
استخراج ضریب پسا در یک زاویه حمله مشخص برای یک بال با 
استفاده از دینامیک سیالات محاسباتی، پاسخ استخراجی صرفاً برای 

حمله معتبر است و برای استخراج پاسخ کامل باید روند  همان زاویه
حل برای سایر زوایای حمله تکرار گردد. به طور مشابه، برای حل یک 
مسئله هدایت بهینه غیرخطی به روش عددی، با تغییر شرایط اولیه 
مسئله، روند حل باید تکرار گردد. به دلیل بار محاسباتی بالا، تکرار 

ام بوده و عملاً انج برزمانمختلف به طور کلی محاسبات برای شرایط 
  محاسبات به شکل برخط، در بسیاری از مسائل ناممکن است.

مبتنی بر بسط سری توانی در  یهاروشبرای حل این مشکل، 
از  یامجموعهبا حل  هاروش. این اندشدههای گوناگون ارائه شکل

ه به ک ندینمایممسائل خطی، حلی تقریبی از مسئله غیرخطی ارائه 
 یهاروشرا  هاروششکل تحلیلی قابل ارائه است. عموماً این 

  تحلیلی تقریبی گویند. 
به روش آنالیز هموتوپی  توانیمتحلیلی تقریبی  یهاروشاز جمله 

ارائه شد. در  [1]لیائواشاره کرد. روش آنالیز هموتوپی اولین بار توسط 
شاشی معرفی شد که ادامه روشی دیگر با نام روش هموتوپی اغت

. بر اساس روش آنالیز ]2[ندارد لیائوتفاوتی با روش ارائه شده توسط 
از معادلات  یامجموعههموتوپی، برای یک مسئله غیرخطی، با حل 

پاسخ مسئله غیرخطی را استخراج کرد.  توانیم هاآنخطی و ترکیب 
اضی محاسبات ری یافزارهانرماین روش لزوماً از  یسازادهیپبرای 

 . به منظور حل این مشکل،شودیمگرفته  تحلیلی مانند میپل بهره
طیفی  هموتوپی و روش شبه از ترکیب روش آنالیز ]3[تحقیقی در
 -عددی یهاروشگرفته شده است؛ روش ارائه شده از دسته  بهره

تحلیلی است. با این کار مشکل بار محاسباتی حل تحلیلی دستگاه 
 فیشبه طیاز روش  یریگبهرهاهمگن، با معادلات دیفرانسیل خطی ن

از روش آنالیز هموتوپی  یمندبهرهاز  ییهانمونهمرتفع شده است. 
	,4[در تحقیقات ارائه شده توانیمبرای حل مسائل غیرخطی را  5[ 

  بررسی کرد.
روشی دیگر برای حل این دسته از مسائل، روش بسط مرتبه بالا است. 

میت داده شده روش بسط سری روش بسط مرتبه بالا، نسخه عمو
کاربرد روش بسط مرتبه  ]6[تحقیقی میلادی، در ۲۰۰۸است. در سال 

بالا برای حل دستگاه معادلات دیفرانسیل با مقادیر مرزی بیان شده 
مرتبه بالا در معادلات  یهاتیحساساست. در این تحقیق جریان 

ل بعد، ا. دو سشودیمدیفرانسیل با به کارگیری روش اویلر محاسبه 
برای بیان کاربرد بسط مرتبه بالا ارائه شده است؛  ]7[تحقیق مشابهی در

نظر بوده است. اشاره  در این تحقیق مانور مداری با کمک جاذبه مد
 [8]رجعم مستقیم کاربرد بسط مرتبه بالا در حل مسئله کنترل بهینه در

 هارائه گردید؛ در این پژوهش حل مسئله کنترل بهینه به شکل حلق
باز ارائه شده است. به علاوه حل حلقه بسته مرتبه بالا مسئله کنترل 

مورد بحث و بررسی قرار گرفته است. از مطالعات  ]9[مرجع بهینه در
اشاره کرد که  ]10[پژوهش به توانیمدیگر در زمینه بسط مرتبه بالا 

 یسازهیشببسط مرتبه بالا برای حل مسئله  یانوآورانهدر آن به شکل 
نت کارلوی برخورد اجسام فضایی استفاده شده است. همچنین، مو

از روش بسط مرتبه بالا بر پایه جبر دیفرانسیلی  ]11[تحقیقی اخیراً در
برای بررسی و تحلیل آماری دینامیک مداری بر پایه روابط معمول و 

	استفاده شده است. یریگنیانگیمهمچنین روش 
انند روش آنالیز هموتوپی در حقیقت روش بسط مرتبه بالا نیز هم

یک روش تحلیلی تقریبی است. در این روش، با استفاده از 
 توانیمهایی مانند بسط سری تیلور حول حل نامی مسئله، روش

ه بپاسخ مسئله غیرخطی را نزدیک به حل نامی، به شکل تقریبی 
آورد. برای این منظور یک مسئله خطی ناهمگن مکرراً تا مرتبه  دست

	.گرددیمحل دلخواه 
روش بسط مرتبه بالا، روش آنالیز  یسازادهیپدشواری اصلی در 

 یسازهادیپدیگر مبتنی بر بسط سری، سازوکار  یهاروشهموتوپی و 
ز ا یمندبهرهنیازمند  هاروشمحاسبات تحلیلی است؛ تمامی این 

محاسبات ریاضی تحلیلی هستند. برای رفع این مشکل،  یافزارهانرم
، روشی نو برای محاسبات ]13	,12[منابع روش ارائه شده دربا توسعه 

 یسازدهایپبسط مرتبه بالا در این تحقیق ارائه خواهد شد که در آن با 
مبنا، بار محاسباتی کاهش یافته  -روند محاسبات به شکل ماتریس

. به طور خاص، این گرددیمو روند استخراج پاسخ مسئله تسهیل 
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بسط مرتبه بالای برداری، برای حل مسئله  روش نوآورانه، با عنوان
شده و نتایج  یسازادهیپفرود بهینه یک پرنده بدون سرنشین 

  ها ارائه خواهند شد.سازیشبیه
در ادامه این تحقیق، ابتدا در بخش دوم مسئله فرود یک پرنده بدون 

ر . دشودیمسرنشین تعریف شده و معادلات حرکت در صفحه ارائه 
مرور مختصری بر بسط مرتبه بالا، روش جدید بسط ادامه، پس از 

شرح داده خواهد شد. مرتبه بالای برداری به طور کامل در بخش سوم 
و تحلیل کیفی آن در بخش چهارم بیان  هایسازهیشبنهایتاً نتایج 

  این تحقیق آورده شده است. یآوردهادستشده و در پایان 
	تعریف مسئله و معادلات دینامیک حرکت -۲

در این بخش، پیش از بیان جزئیات، مسئله مورد نظر و ماموریت آن 
و در ادامه معادلات دینامیک حرکت در  گرددیمبه طور کامل تشریح 

  بعد ارائه خواهند شد. دو
  تعریف مسئله -۱-۲

هدف طراحی سازوکاری برای استخراج فرامین شتاب عمود بر بردار 
دون سرنشین برای فرود سرعت به منظور هدایت بهینه یک پرنده ب

است. همچنین زمان فرود نیز  ،در یک نقطه از پیش تعیین شده
ثابت در نظر گرفته شده است. فرامین هدایت باید قابلیت 

رسانی در شروع حرکت، نسبت به انحرافات اولیه در ارتفاع و روزبه
  زاویه مسیر را داشته باشند.

متر، زاویه مسیر نامی ۵۰۰با ارتفاع نامی اولیه برابر  برای این مسئله،
فاصله تا متر بر ثانیه بوده و ۱۷۵درجه، سرعت نامی اولیه -۱۰اولیه 

ثانیه انجام خواهد گرفت ۱۳فرآیند فرود در متر است. ۱۵۰۰نقطه فرود 
در حالی که مجموع مربع فرمان شتاب عمود بر بردار سرعت باید 

تر بر ثانیه و م۹۰چنین سرعت نهایی در لحظه فرود کمینه گردد. هم
  درجه در نظر گرفته شده است.-۵زاویه مسیر در این حالت 

  معادلات حرکت -۲-۲
است. در این  ]14[مرجع مدل استفاده شده در این تحقیق بر گرفته از

جاذبه، چگالی و جرم ثابت است و حرکت پرنده  شودیممدل فرض 
نوعی،  ن. به علاوه پرنده بدون سرنشیافتدیمدر صفحه عمودی اتفاق 

. معادلات ارائه شده در شودیمدر نظر گرفته  یاذرهبه شکل جسم 
  .کندیم) معادلات حرکت این پرنده بدون سرنشین را بیان ۱(

ሶ݄ ൌ ݒ sin ߛ
ሶݔ ൌ ݒ cos ߛ

ሶݒ ൌ െܦᇱ െ ݃ sin ߛ ൅ ܶᇱ cosߙ

ሶߛ ൌ
ܶᇱ sin ߙ ൅ ′ܮ

ݒ
൅
݃ cos ߛ
ݒ

	 )۱( 	

به ترتیب ارتفاع، برد، سرعت و زاویه  ߛو  ݒ، ݔ، ݄)، ۱( در معادله
شتاب در راستای محور اول بردار بدنی  ᇱܶمسیر هستند. به علاوه، 

بر واحد جرم هستند برآ  به ترتیب پسا و ′ܮ، ᇱܦاست. در این رابطه 
این  ۱متر بر مجذور ثانیه است. شکل ۸۱/۹شتاب جاذبه و برابر با  ݃و 

  نماید.رهای حالت را به شکل گرافیکی معرفی میمتغی
  

 
  معرفی متغیرهای حالت )١شکل 

  بهره برد. توانیم) ۲برای محاسبه این پارامترها از معادله (
ᇱܮ ൌ ଶݒ௟ܥߟ

ᇱܦ ൌ ଶݒௗܥߟ

ௗܥ ൌ ௗ଴ܥ ൅ ௟ܥௗଵܥ ൅ ௟ܥௗଶܥ
ଶ

௟ܥ ൌ ߙ௟ఈܥ

	 )۲( 	

سا و پبرآ  به ترتیب ضرایب آیرودینامیکی ௗܥو  ௟ܥ)، ۲در معادله (
و  ௗଶܥ، ௗଵܥ، ௗ଴ܥهستند. برای محاسبه این ضرایب پارامترهای 

ثابت و  ߟهستند و ۵/۰و  ۰۲۵/۰، ۰۱/۰، ۰۵/۰به ترتیب برابر با  ௟ఈܥ
ست. این عبارت برابر با نصف چگالی ضرب در ا ۰۱۹۱۶/۰معادل با 

)، ۲است. در معادله ( یبعدسازیبسطح مشخصه آیرودینامیکی برای 
زاویه حمله است که بر اساس فرمان شتاب درخواستی بر اساس  ߙ

  . گرددیم) محاسبه ۳معادله (

ߙ ൌ
ܽே

ݒ௟ఈܥߟ
ଶ	 )۳( 	

به شکل تقریبی محاسبه در این رابطه که زاویه حمله مطلوب 
فرمان شتاب نرمال بر بردار سرعت است که باید محاسبه  ேܽگردد، می

استفاده  شبه طیفیشود. برای استخراج حل نامی از روش عددی 
از روش بسط مرتبه بالای  ேܽ روزرسانیبهشده است و به منظور 

داده  شرح که در بخش بعدی به طور کامل شودیمگرفته  برداری بهره
  خواهد شد.

  بسط مرتبه بالای برداری -۳
در این بخش ابتدا بسط مرتبه بالا تشریح شده و سپس با توسعه آن 

. با استفاده از روش گرددیمروش بسط مرتبه بالای برداری معرفی 
بسط مرتبه بالای برداری، راهکاری برای حل تحلیلی تقریبی مسائل 

  غیرخطی ارائه خواهد گردید.
	بسط مرتبه بالا -۱-۳

معادله و متغیر  ݊فرض کنید دستگاه معادلات دیفرانسیل شامل 
,ଵݖحالت وابسته  … , متغیر  ݐداده شده است که در آن زمان،  ௡ݖ

مستقل است. دستگاه معادلات به شکل معادلات معمولی غیرخطی 
تگاه دس توانیمگرفتن شرایط اولیه . با درنظرشودیمدر نظر گرفته 
کوتا حل کرد. اگر فرض  -عددی مثل رانگ یهاروشمعادلات را با 

ଵݖشود 
௡ሺݐሻ, … , مقادیر نامی حل مسئله باشد، مسیر  ሻݐ௡௡ሺݖ

به شکل  توانیممغشوش شده در نتیجه انحرافات اولیه را 
ଵݖ
௣ሺݐሻ, … , ௡ݖ

௣ሺݐሻ  نشان داد. حال با فرض اینکه انحرافات برای
…,ଵߙبا  توانیمولیه متغیرهای حالت را شرایط ا , نشان داد در  ௡ߙ

) رابطه بین مقادیر نامی و مغشوش متغیرهای ۴نتیجه معادله (
  کند.حالت را بیان می

௜ݖ
௣ሺݐ; ,ଵߙ	 … , ௡ሻߙ ൌ ௜ݖ

௡ሺݐሻ ൅ ௜ݖ
ௗሺݐ, ,ଵߙ … , 	௡ሻߙ

݅ ൌ 1,2, … , ݊	
)۴( 	

انحرافات را برای متغیرهای حالت نشان  ݀یس در این رابطه بالانو
دید که فرض شده است  توانیم. با بررسی این معادله دهدیم

 .متغیرهای اغتشاشات تابعی نامعین از زمان و انحرافات اولیه است
 به شکل بسط سری تیلور چند متغیره توانیمفرم کلی این متغیر را 
   :ارائه کرد. در نتیجه

)۵(  

௜ݖ
ௗሺݐ, ,ଵߙ … , ௠ሻߙ ൌ෍ܵఈೕ

௜

௡

௝ୀଵ

௝ߙ ൅ ෍ ܵఈೕ,ఈೖ
௜

௡

௝ୀଵ,௞ୀଵ

௞ߙ௝ߙ2

൅⋯	

ఈೕܵکه در آن 
௜  ܵوఈೕ,ఈೖ

௜  به طور عمومی توابعی از زمان هستند که
ایت ه. در نشوندیمباید تعیین گردند؛ این توابع حساسیت نامیده 

) بازنویسی ۶(معادله به شکل ارائه شده در  توانیم) را ۴معادله (
  کرد.
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௜ݖ
௣ሺݐ; ,ଵߙ	 … , ௡ሻߙ ൌ ௜ݖ

௡ሺݐሻ ൅ ܵఈభ
௜ ଵߙ ൅ ⋯

൅ ܵఈ೙
௜ ௡ߙ ൅ ܵఈభమ

௜ ଵଶߙ

൅ ܵఈభ,ఈమ
௜ ଶߙଵߙ2 ൅⋯

൅ .ܱ.ܪ ܶ	

)۶( 	

نکه دستگاه معادلات دیفرانسیل مسئله را برای اکنون با فرض ای
  ) ارائه کرد.۷به شکل رابطه ( توانیممتغیرهای انحرافات 

ሶௗ௜ݖ ൌ ௜݂ሺݖଵ
ௗ, … , ;௡ௗሻݖ ݅ ൌ 1…݊	 )۷( 	

) و با استفاده از بسط سری تیلور حول ۱) در (۶با قرار دادن معادله (
در قالب  توانیم یسازادهسمقادیر نامی، مسئله کلی را پس از 

  ) ارائه کرد.۸ماتریسی به شکل معادله (

൦
ܵఈభ
ଵሶ ⋯ ܵఈభమ

ଵሶ ⋯
⋮

ܵఈభ
௡ሶ ⋯ ܵఈభమ

௡ሶ ⋯
൪ ൌ	

൥
݀ଵଵ ⋯ ݀௡ଵ

⋮ ⋱ ⋮
݀ଵ
௡ ⋯ ݀௡௡

൩ ቎
ܵఈభ
ଵ ⋯ ܵఈభమ

ଵ ⋯

⋮
ܵఈభ
௡ ⋯ ܵఈభమ

௡
⋯
቏

൅ ቎
݀ଵ,ଵଵ ݀ଵ,ଶ

ଵ ⋯ ݀ଶ,ଶ
ଵ ݀ଶ,ଷ

ଵ ⋯ ݀௡,௡ଵ

⋮ ⋮ ⋮
݀ଵ,ଵ
௡ ݀ଵ,ଶ

௡ ⋯ ݀ଶ,ଶ
௡ ݀ଶ,ଷ

௡ ⋯ ݀௡,௡௡
቏

ൈ	

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
0ۍ ⋯ 		ܵఈభ

ଵ ܵఈభ
ଵ ⋯

0 ⋯ 2ܵఈభ
ଵ ܵఈభ

ଶ ⋯
⋮

0 ⋯ 		ܵఈభ
ଶ ܵఈభ

ଶ ⋯

0 ⋯ 2ܵఈభ
ଶ ܵఈభ

ଷ ⋯
⋮

0 ⋯ 		ܵఈభ
௡ ܵఈభ

௡ ے⋯
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

൅ .ܪ ܱ. ܶ	

)۸( 	

) رابطه اصلی برای حل مسئله بسط مرتبه بالا است. در ۸معادله (
حساسیت قرار دارد که هر ستون آن  سمت چپ این معادله ماتریس

به شکل مستقل حل کرد. البته روند حل باید به ترتیب  توانیمرا 
برای ستون اول تا ستون آخر دنبال گردد. با حل هر ستون، مقادیر 

 یهاستون یهاتیحساسمحاسبه شده برای محاسبه  یهاتیحساس
 ௝݀௜ )،۸دله (. در معاگرددیمبعدی، به شکل عبارت ناهمگنی استفاده 

௝݀,௞و 
௜ ) حول مسیر ۷مقادیر مشتقات مرتبه اول و دوم معادله (

  نامی هستند. 
) ۹، در قالب برداری معادله (ترفشردهبه شکل  توانیم) را ۸معادله (

  نوشت:
Ψሶ ௜ ൌ ΔଵΨ௜ ൅ Ω௜; ݅ ൌ 2,… ,  .ݍ

Ω௜ ൌ෍Δ௝Γ௝,௜; ݅ ൐ 1

௜

௝ୀଶ

	
)۹( 	

 Δ௜، ماتریس هاتیحساسدر بردارنده  Ψ௞ر این رابطه ماتریس که د
 Γ௝,௜در بردارنده اطلاعات مشتقات مراتب مختلف، ماتریس 

بیشینه مرتبه  ݍ ،تا مرتبه مورد نظر هاتیحساسهای متفاوت ترکیب
  عبارت ناهمگنی است. Ω௞ و هاتیحساسمحاسبه 

 یافزارهانرماز  یریگبهرهبا  نتوایم) ۹به منظور حل معادله (
محاسبات ریاضی تحلیلی بخش ناهمگنی مسئله را استخراج نمود و 

مرتبه  یهاتیحساسسپس دستگاه معادلات را برای محاسبه 
ه مرتب یهاتیحساسمختلف حل کرد. اما، برای حل مسائل واقعی و 

ار و ب مورد نیاز بوده یهاتیقابلفاقد  ینیچننیا یافزارهانرمبالا، 
محاسباتی بسیار زیادی خواهند داشت. برای حل این مشکل، روش 

که روند استخراج  گرددیمبسط مرتبه بالای برداری در ادامه معرفی 
  .بخشدیمرا تسهیل  هاتیحساسعبارت ناهمگنی و محاسبه 

	طیخبرداری برای حل تقریبی مسائل غیربسط مرتبه بالای  -۲-۳
مرتبه بالا، در این بخش روش بسط  پس از بیان خلاصه روش بسط

. برای این منظور در گام اول گرددیممرتبه بالای برداری معرفی 
 یهانگاشتیک بردار تشریح شده و در ادامه ام ݅مفهوم بسط مرتبه 

  معرفی خواهند شد. هابسطمورد نیاز برای استخراج این  گانهسه
ݒاگر  فرض کنید -۱مثال  ൌ ሾݒଵ ଶݒ در نتیجه بسط  ଷሿ்ݒ

  ارائه است: ) قابل۱۰(معادله مرتبه دوم به شکل برداری آن به شکل 

〈࢜〉ଶ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ଵଶݒ

ଶݒଵݒ2
ଷݒଵݒ2
ଶݒ
ଶ

ଷݒଶݒ2
ଷݒ
ଶ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

.	 )۱۰( 	

ଵݒሺریاضی  عبارت بیان کننده این مثال ൅ ଶݒ ൅ ଷሻଶݒ ൌ ଵଶݒ ൅
ଶݒଵݒ2 ൅ ଷݒଵݒ2 ൅ ଶݒ

ଶ ൅ ଷݒଶݒ2 ൅ ଷݒ
ଶ اری و به شکل برد

 یاهمرتبهو  کوچک بردارهایمختلف است. برای  یهاالمانتفکیک 
به سادگی انجام داد اما برای مقادیر  توانیم، این محاسبات را پایین

، انجام این محاسبات بسیار دشوار و هاتیکمحتی متوسط این 
 توانیم بسط مرتبه بالای برداریشد. با استفاده از  پیچیده خواهد

بیان کننده  ଶ〈ݒ〉)، ۱۰(در معادله  این محاسبات را سهولت بخشید.
بیان کننده بسط  ௜〈ݒ〉است. به طور کلی  ݒبسط برداری مرتبه دوم 

برداری مرتبه  یهابسطخواهد بود. برای محاسبه  ݒام برداری ݅مرتبه 
  .شودیمبهره گرفته  گانهسه یهاتنگاشبالا از 

Φ࢜نگاشت  -۱تعریف 
௜,௝  〈ݒ〉به منظور محاسبه௜ برای رودیمکار ه ب .

محاسبه  ௝〈ݒ〉بردار  یهاالماناین منظور، این نگاشت که بر مبنای 
௜〈ݒ〉با ضرب ماتریسی  .گرددیم ൌ Φ௩

௜,௝〈ݒ〉௜ି௝ بردار بسط مرتبه ،
ሺ݅نتیجه خواهد داد. این نگاشت، بردار مرتبه  ام را݅ െ ݆ሻرا به  ام

ام مرتبط ݅ام به بردار بسط مرتبه ݆بردار مرتبه  یهادادهوسیله 
  .ردیگیمنماید؛ این کار صرفاً با یک ضرب ماتریس انجام می

Φ௩در حقیقت یک الگوی منظم و تکرار شونده برای محاسبه 
௜,௝  وجود

ه در نظر گرفت ک هانگاشتگونه متفاوت برای این  سه توانیمدارد. 
نگاشت  و: نگاشت ساده، نگاشته کاملاً فشرده گونه عبارتند از سهاین 
  .فشردهمهین

Φ௩نگاشت  -۲تعریف 
௜,௝  زمانی که  شودیمیک نگاشت ساده نامیده

݆ ൌ ݆. برای وقتی که باشد 1 ൌ ݅ െ این نگاشت، نگاشت کاملاً  1
ه خواهد شد؛ در غیر این صورت نگاشت مورد نظر از نوع فشرده نامید

  است. فشردهمهیننگاشت 
  با یک مثال نشان داد. توانیمنگاشت ساده را  یریکارگبهدر ادامه 

Φ௩نگاشت ، ۱مثال بر اساس  -۲مثال 
ଶ,ଵ شکل زیر محاسبه  به

  گردد.می

ଶ〈ݒ〉 ൌ Φ௩
ଶ,ଵ〈ݒ〉ଵ →

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ଵଶݒ

ଶݒଵݒ2
ଷݒଵݒ2
ଶݒ
ଶ

ଷݒଶݒ2
ଷݒ
ଶ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
	ଵݒ	 0 		0
ଶݒ	 ଵݒ	 0
ଷݒ			 	0 ଵݒ		
		0 ଶݒ		 0
				0 ଷݒ		 ଶݒ
				0 			0 ےଷݒ	

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

൥
ଵݒ
ଶݒ
ଷݒ
൩.	

)۱۱( 	
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محققان  هانگاشتبرای اطلاع بیشتر در مورد نحوه محاسبات 
مراجعه نمایند. در هر صورت، با  ]15[مرجع به توانندیممند علاقه
را به  )۹(بخش ناهمگن معادله  توانیم، هانگاشتاز این  یمندبهره

سادگی محاسبه کرد. برای این منظور، سمت راست تساوی در عبارت 
  .گرددیمبازنویسی  )۱۲(ناهمگن به شکل معادله 

   

෍Δ௜ 〈෍Ψ௝〈ߙ〉௝
௤

௝ୀଵ

〉௜
௤

௜ୀଶ

≜෍෍Δ௝Γ௝,௜〈ߙ〉௜
௜

௝ୀଶ

൅ .ܪ ܱ. ܶ.

௤

௜ୀଶ

	 )۱۲( 	

ام انحرافات اولیه است. در ݅بسط برداری مرتبه  ௜〈ߙ〉که در آن 
  نتیجه:

Ω௜ ൌ෍Δ௝Γ௝,௜; ݅ ൐ 1

௜

௝ୀଶ

	 )۱۳( 	

ام را ݆تا مرتبه  هاتیحساسبه مربوط  یهاداده Γ௝,௜که در این رابطه، 
 برای محاسبه عبارت )،۱۳) و (۱۲(پس از مقایسه معادله  در بر دارد.
ெ࣠تعریف دو اپراتور نیاز است:  هب Ω௜ناهمگنی 

௜  ࣡وெ
௜,௝.  

ெ࣠اپراتور  -۳تعریف 
௜  را در  ܯامین ستون ماتریس ݆در هر گام

Φெሺ…,ೕሻفرمت داده شده با 

௜,ଵ  یهاستونقرار داده؛ این کار برای تمام 
انجام شده و نتایج به شکل ستونی الحاق شده و خروجی  ܯماتریس 

  .دهدیماپراتور را نتیجه 
ெ࣡اپراتور  -۴تعریف 

௜,௝ ای که بر مبن گرداندیم، ترانهاده ماتریسی را باز
Φ௠
௜,௝  تشکیل شده است. درΦ௠

௜,௝،  اشاره به برداری ستونی  ݉بردار
  است. ܯدارد که هر المان آن یک ردیف از ماتریس 

در  Γ௝,௜گفت که  توانیمبا توجه به تعریف این دو اپراتور، در عمل 
ام است. در نتیجه ݆مختلف تا مرتبه  یهاتیحساسبردارنده اطلاعات 

݅ام، ݅برای بردار انحرافات مرتبه  െ ر علامت سیگما عبارت در زی 1
݅حاصل جمع  Γ௝,௜وجود خواهد داشت و برای محاسبه هر عبارت  െ

݆ ൅ دو اپراتور یاد شده، محاسبه خواهد  یریکارگبهعبارت منتج از  1
  .شودیمبهره گرفته  )۱۴(شد؛ برای این منظور از معادله 

Γ௝,௜ ≜ ෍ ୻࣠భ,ೖ
௝ିଵ

௜ି௝ାଵ

௞ୀଵ

࣡୻ೕషభ,೔షೖ
௜ିଵ,௜ି௞ ;

݅ ൒ 2, ݆ ൒ 2, Γଵ,௟ ൌ Ψ௟	݂ݎ݋	݈ ൌ 1,… , .ݍ

	 )۱۴( 	

)، ترم ناهمگنی برای محاسبه ۱۴بدین ترتیب، با توجه به معادله (
ا ب توانیمبه سادگی محاسبه خواهد شد و پس از آن  هاتیحساس

 )۹(حل معادلات دیفرانسیل خطی ناهمگنی ارائه شده در معادله 
  استخراج نمود. را هاتیحساسمقادیر 

  پرواز و تحلیل نتایج یسازهیشبحل مسئله،  -۴
معادلات دینامیکی مسئله فرود یک پرنده بدون سرنشین  ۲در بخش 

تئوری بسط مرتبه بالای برداری  ۳استخراج شد و پس از آن در بخش 
دلات گرفتن معابخش ابتدا در گام اول با درنظر تبیین گردید. در این
ن تعریف مسئله، مسیر نامی فرود با استفاده از ارائه شده و همچنی

 . برای بررسی بیشتر در موردگرددیمروش عددی شبه طیفی استخراج 
 شبه طیفیاز روش  یریگبهرهنحوه حل معادلات غیرخطی با 

رجوع کنند. در این گام مقادیر  ]16[مرجع به توانندیممندان علاقه
استخراج شده و همچنین  ௗߛو  ௡ݒ، ௡ ،݄௡ݔنامی متغیرهای حالت، 

ேܽمقدار نامی فرمان شتاب 
௡ گردد. محاسبه می  

از روش  یمندبهرهام با ۶تا مرتبه  هاتیحساسدر ادامه، در گام بعدی 
. برای این منظور معادله گرددیمبسط مرتبه بالای برداری استخراج 

ل ی تعیین شده در گام قب) با استفاده از سری تیلور حول مسیر نام۱(
. رددگیمو معادلات دینامیکی انحرافات استخراج  شودیمبسط داده 

یب اضر ܤ و ௜ܣدر حالی که  دهدیم) این رابطه را نشان ۱۵معادله (
…〉سری تیلور بوده و  〉௜  ام است. در استخراج این ݅بسط مرتبه

ا نترل تنها تمعادله فرض شده است که سری تیلور برای متغیر ک
  مرتبه اول بسط داده شده است.

቎
ሶ݄ ௗ

ሶݒ ௗ

ሶߛ ௗ
቏ ൎ ଵܣ 〈൥

݄ௗ

ௗݒ

ௗߛ
൩〉ଵ ൅ ⋯൅ ଺ܣ 〈൥

݄ௗ

ௗݒ

ௗߛ
൩〉଺ ൅ ேܽܤ

ௗ 	
)۱۵
(	

 زیر بیان شد، به شکل ۲چنان که در بخش در ادامه، تابع هزینه آن
  .گرددیمتعریف 

ܬ ൌ
1
2
න ܽே

ௗଶ݀ݐ
௧೑

଴
; ௙ݐ ൌ 	ݏ	13 )۱۶( 	

فرمان  حالت و متغیرهای شبه توانیمنهایتاً با تشکیل همیلتونین 
  شتاب بهینه انحرافی را استخراج کرد.
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  :در نتیجه

௛ߣ ൌ െ
߲࣢
߲݄ௗ

	

௩ߣ ൌ െ
߲࣢
ௗݒ߲

	

ఊߣ ൌ െ
߲࣢
ௗߛ߲

	

߲࣢

߲ܽே
ௗ ൌ 0 → ܽே

ௗ∗ ൌ െ்࡮ ቎
௛ߣ
௩ߣ
ఊߣ
቏	

)۱۸( 	

ேܽبا محاسبه 
ௗ∗ به شکل معادله  یسازهیشب، فرمان شتاب اعمالی در

  .گرددیم یروزرسانبه) محاسبه و ۱۹(
ܽே
∗ ൎ ܽே

௡ ൅ ܽே
ௗ∗	 )۱۹( 	

ேܽدر این رابطه، 
௡  .فرمان شتاب نامی محاسبه شده در گام اول است

باید خاطر نشان کرد که متغیرهای حالت نیز به شکل مشابهی در 
و  )۱۵(قرار دادن معادله  خواهند شد. با یروزرسانبه هایسازهیشب

و  )۹(در قالب ارائه شده با بسط مرتبه بالای برداری در معادله  )۱۸(
 یهاتیحساسبه سادگی  توانیم، هاتیحساساستخراج ماتریس 
ேܽحالت،  متغیرهای شبه

ௗ∗  و متغیرهای حالت را نسبت به انحراف
و مسیر مرجع را  ، فرمان شتابیسازهیشباولیه محاسبه کرده و در 

  کرد. یروزرسانبه
به منظور ارزیابی عملکرد فرمان هدایت بهینه محاسبه شده بر مبنای 

انتخاب شده  یسازهیشبسناریوی مختلف برای  ۳، هاتیحساس
  است:

متر و انحراف اولیه زاویه مسیر -۳۰انحراف اولیه ارتفاع  سناریو اول:
	درجه است.  ۳

 متر، انحراف اولیه زاویه مسیر۳۰ارتفاع انحراف اولیه  سناریو دوم:
متر و انحراف اولیه سرعت ۳۰درجه، انحراف اولیه فاصله افقی -۷
	متر بر ثانیه است.۵

متر، انحراف اولیه زاویه مسیر -۲۰انحراف اولیه ارتفاع  سناریو سوم:
-۱۵متر و انحراف اولیه سرعت -۲۰درجه، انحراف اولیه فاصله افقی ۱۰

	ت.متر بر ثانیه اس
ᇱܶ، هایسازهیشببرای انجام  ൌ െ10ሺݒ െ ௡ሻݒ െ 5ሺݔ െ  	௡ሻݔ

در  ݒو  ݔدر نظر گرفته شده و تاثیر انحرافات اولیه متغیرهای حالت 
 مسیر مرجع به وسیله یروزرسانبهمحاسبه فرمان هدایت جایگزین و 
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این دو متغیر حالت لحاظ نشده است. دلیل این امر، امکان جبران 
انال جا که دو کان است. از آنحرافات با استفاده از شتاب پیشراین ان

(شتاب عمود بر محور اول بدنی و در راستای آن) برای جبران 
انحرافات در دسترس هستند، فرض شده است که قانون هدایت مرتبه 
بالای پیشنهادی مستقیماً با انحرافات در ارتفاع و زاویه مسیر اقدام 

در  انحرافات ن شتاب نرمال نموده و برای جبرانفرامی یروزرسانبهبه 
برد و سرعت نسبت به مقادیر نامی، از شتاب ناشی از نیروی پیشران 

. برای این منظور، فرض شده است که صرفاً از یک شودیمگرفته  بهره
کنترل تناسبی ساده با ضرایب ثابت، برای جبران انحرافات در برد و 

	سرعت استفاده گردد.
و خطاهای محاسباتی  هاینینامعاثر  نه منظور حداقل کردهمچنین ب

عددی، از یک قانون کنترل پیروی از مسیر مرجع بر مبنای تئوری 
LQR  بهره گرفته شده است. برای این منظور،  هایسازهیشبنیز در
انجام شده و ماتریس وزنی  روزشدهبهروی مسیر  یسازیخط

و ماتریس وزنی فرمان  متغیرهای حالت برابر با ماتریس واحد
در نظر گرفته شده است. پس از محاسبه  ۱/۰اصلاحی کنترل برابر با 

و محاسبه فرمان شتاب  روزشدهبهمقادیر انحراف نسبت به مسیر 
مقدار اصلاحی با فرمان شتاب  ،LQRاصلاحی، برای اعمال خروجی 

توسط بسط مرتبه بالا جمع شده و به شکل فرمان شتاب  روزشدهبه
نتایج ، ۵تا  ۱نمودارهای . گرددیمبه پرنده بدون سرنشین اعمال  کل
 ۱۰تا  ۶نمودارهای را برای سناریوی اول، و به طور مشابه  یسازهیشب
ای را برای سناریوه یسازهیشب، به ترتیب نتایج ۱۵تا  ۱۱نمودارهای و 
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  : سناریو سومتاریخچه زمانی زاویه حمله )١٥نمودار 

  
در نمودارهای ارائه شده، مسیر نامی و فرمان شتاب نامی نیز به 
عنوان مرجع مقایسه آورده شده است. در حقیقت، هدف نمایش 

 مسیر نامی و مغشوش بوده و بازگشت به مسیر نامی مد اختلاف دو
، با توجه به اندازه انحرافات یسازهیشبعملاً در شروع  .نظر نیست

س . پگرددیماولیه مسیر مرجع و فرمان شتاب مرجع جدید محاسبه 
در نظر گرفته شده،  LQR، قانون کنترل یسازهیشباز آن در زمان 

با وجود انحرافات  د کرد. در نتیجه،مسیر مرجع جدید را دنبال خواه
اولیه، پرنده بدون سرنشین مسیری بهینه را برای انجام مانور فرود 

که تمامی  گرددیمطی خواهد کرد. با بررسی دقیق نمودارها، مشاهده 
  .دانشدهشرایط نهایی در زمان نهایی از پیش تعیین شده، برآورده 

مونت کارلو بر مبنای  یسازهیشبسه سناریوی فوق، یک  برعلاوه
انحرافات اولیه در مقدار برد و ارتفاع انجام شده که در مجموع مشتمل 

انحرافات اولیه با توزیع  ۱۶نمودار مستقل است.  یسازهیشب ۵۰۰بر 
. ددهنیممونت کارلو را نمایش  یسازهیشبنتایج  ۱۷نمودار نرمال و 

قادیر نهایی برد و که انحراف از م گرددیمبا بررسی نتایج، مشاهده 
ارتفاع بسیار کوچک هستند و قانون هدایت طراحی شده به خوبی 

  .دینمایمانحرافات اولیه را جبران 
  

 
  مونت کارلو سازیشبیهتوزیع انحرافات اولیه در  )١٦نمودار 

  

 
  مونت کارلو سازیشبیهانحرافات نهایی در  )١٧نمودار 

  و سخن پایانی  پژوهش یآوردهادست -۵
یک پرنده  ر این پژوهش، طراحی قانون هدایت بهینه برای فرودد

گرفتن اغتشاشات اولیه مد نظر قرار گرفت. بدون سرنشین با درنظر
بدین منظور پس از استخراج معادلات حرکت، تئوری بسط مرتبه بالا 
شرح داده شد و با توسعه آن روش نوآورانه بسط مرتبه بالای برداری 

ش به منظور حل مسائل بسط مرتبه بالا در قالب معرفی گردید. این رو
محاسبات ماتریسی ارائه شده است و مزیت اصلی آن کاهش بار و 

به روش بسط مرت یسازادهیپزمان محاسبات است. بدین ترتیب، با 
بالای برداری در فرمولاسیون مسئله هدایت بهینه یک پرنده بدون 

ام مسئله استخراج ۶ تا مرتبه هاتیحساسسرنشین به منظور فرود، 
شد؛ در حالی که استخراج این حساسیت به دلیل بار محاسباتی زیاد، 

 ریپذامکانمحاسبات ریاضی تحلیلی  یافزارهانرمبا استفاده از 
 یروزرسانبهبه منظور  هاتیحساساز  یمندبهرهنیست. در ادامه، با 

د ومسیر حرکت و فرمان شتاب بهینه، سه سناریوی مختلف برای فر
، یسازهیبشگردید. با بررسی نتایج  یسازهیشبپرنده بدون سرنشین 

طراحی قانون هدایت  ریگچشم یهاتیقابلو  یریپذانعطاف توانیم
محاسبه شده به وسیله بسط مرتبه بالای  یهاتیحساسبر مبنای 

که، روش بسط  استبرداری را ارزیابی و مشاهده کرد. شایان ذکر 
مسئله مورد بررسی در این تحقیق، در  برعلاوه مرتبه بالای برداری

مونت کارلو، طراحی کنترلر مرتبه بالا با ضرایب ثابت،  یهایسازهیشب
 یریارگکبهو  یسازادهیپقابل  غیره طراحی فیلتر کالمن مرتبه بالا و

  است.
  

کر را از و تش یکمال قدردان سندگانینو لهیوس نیبدتشکر و قدردانی: 
  .ندینمایمجله اعلام م ریداوران و سردب

مقاله، به طور کامل تلاش خود را در  نیا سندگانینو تاییدیه اخلاقی:
  اند.انجام داده یاصول و چارچوب اخلاق علم تیرعا یراستا

 میهافراد س یمشارکت تمام زانینام و م قیتحق نیدر اتعارض منافع: 
 نیده در امراجع مورد استفا نیاست؛ همچن دهیبه طور کامل ذکر گرد

  اند.ذکر شده یبه طور کامل بر اساس چارچوب اخلاق علم ق،یتحق
(نویسنده اول)، پژوهشگر اصلی  انیمقدس یمهد سهم نویسندگان:

  )%٥٠(نویسنده دوم)، پژوهشگر اصلی ( انییجعفر روشن )؛%٥٠(
وده نب یسازمان اینهاد  یتحت پوشش مال قیتحق نیا منابع مالی:

  است.
  
  یم فهرست علا -۶

ܽே فرمان درخواستی شتاب (
୫

ୱమ
)   

௝݀
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݄ௗ   انحرافات ارتفاع (متر)	
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  فاصله تا هدف (متر)	ݎ
௝ݏ
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௜   ام݆مرتبه دوم مربوط به متغیر  یهاتیحساس	
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୫
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)سرعت مغشوش 	௣ݒ
୫
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  برد (متر)	ݔ
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  ام݅انحراف اولیه متغیر 	௜ߙ

  زاویه مسیر (درجه)	ߛ

ߛ
ௗ
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