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Thermal Effects on Free Vibration of Functionally Graded 
Curved Timoshenko Nanobeams Resting on Winkler–
Pasternak Elastic Foundation
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In this paper, the effects of unified temperature loading and Winkler-Pasternak elastic 
foundation on the vibration of functionally graded curved nanobeam have been studied. 
The proposed model is based on the modified couple stress theory and the Timoshenko 
beam model. The continuous distribution of material along the thickness of functionally 
graded curved nanobeam is achieved by changing the gradient index in the volume fraction. 
The governing equations and related boundary conditions are obtained using the Hamilton 
principle. By analyzing the quantitative and qualitative results in the tables and figures, 
influences of geometrical and thermo-physical parameters such as gradient index, aspect ratio, 
unified temperature difference, the ratio of thickness to length scale parameter and arc angle 
of functionally graded curved nanobeam on the natural frequency for different vibration mode 
have been interpreted. There is an excellent agreement between the present results and the 
results of the previous works. Applied temperature loading increases the sensitivity of the 
natural frequency to the changes in the aforementioned parameters and also increases the 
range of its changes. Also, applying the Pasternak elastic foundation changes the behavior of 
the natural frequency to the temperature changes.
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استفاده قرار د مورهای مختلف ای در دستگاهطور گستردهتیرها به
 لهاز جمهای فنی با توجه به نقش اساسی تیرها در سازه .گیرندمی

های در مقیاس میکرو و نانو، پژوهشگران در تلاش هستند دستگاه
های مکانیکی، هوشمندی و دیگر خواص های تولید، قابلیتتا روش

با توسعه صنایع جدید و  .ها را بهبود بخشندنیاز این سازهمورد 
های حرارتی دمابالا ها در محیطاز سازه یهای مدرن بسیارندفرآی

واد به از م یدسته جدید ترتیب این اند و بهاستفاده قرار گرفتهمورد 
مواد تابعی مدرج با توجه به  .دانشده نام مواد تابعی مدرج تولید

خواص متمایزشان در مقیاس میکرو و نانو، یعنی داشتن سختی بالا 
ی بزرگ نسبت به مواد دیگر در گستره وسیعی از و مقاومت حرارت
نوان عجمله هوافضا، پزشکی، دفاعی و مهندسی به صنایع مختلف از

های اخیر، با دسترسی به مواد در سال .مطرح هستند یکاربرد یمواد
در صنعت شکل  یاتحولات عمده ،مواد تابعی مدرج از جملهجدید 

ها ازهوسترده در میکرو و نانطور گسمواد تابعی مدرج به .گرفته است
، [1]های میکرو و نانو الکترومکانیکی، سامانهکهای نازاز قبیل فیلم
و  میکروپیزوعملگرها، نانوبیوحسگرها، هامیکروسوییچ
تئوری تنش  .شوندبرده می کاربه ]3	,2[های نیرویی اتمیمیکروسکوپ
تئوری تنش از  ]4[و همکاران یانگشده اولین بار توسط کوپل اصلاح

تانسور تنش  درنظرگرفتن .استنتاج شده است ]5‐7[کوپل کلاسیک
کوپل متقارن و فقط یک پارامتر مقیاس طولی ماده که برای لحاظ 

 لازم است، منجر به برتری هانانوسازهکردن خواص وابسته به اندازه در 
درنتیجه  .این تئوری نسبت به تئوری تنش کوپل کلاسیک شده است

متنوع از قبیل نانوتیرهای  هاینانوسازهمطالعه و بررسی  اخیراً در
هف و کیرش برنولی و تیموشنکو، میکروصفحات میندلین و -اویلر

اده شده استفاز تئوری تنش کوپل اصلاح نانوتیرهای تابعی مدرج
بر مبنای تئوری  ]8[و همکاران اصغریدر این خصوص  .شده است

و یدی برای تیرهای تیموشنکبندی جدشده، فرمولتنش کوپل اصلاح
قید و م سرگیرداریکهای ارتعاشی تیرهای ارائه کرده و با آن مشخصه

  .دادند مطالعه قرارمورد را 
د و خمش با مطالعه ارتعاشات آزا ]9[و همکاران طلبسلامت

های کلاسیک را در تخمین ضعف مدل تابعی مدرج میکروتیرهای
 ]10[لکسواو  آکگوز .تر ساختنداثرات اندازه در مقیاس میکرو برجسته

شده برنولی و تئوری تنش کوپل اصلاح -اویلربا ترکیب مدل تیر 
های ارتعاشی میکروتیرهای ناهمگن مخروطی را با روش پاسخ
 اثر عوامل مختلف از ]11[ردیو  شیمشک .ریتز ارزیابی کردند -رایلی

جمله پارامتر مقیاس طولی و تغییر شکل برشی را بر خمش 
اده از با استف ،تاتیکی و ارتعاشات آزاد میکروتیرهای تابعی مدرجاس

شده مدل تیرهای مرتبه بالای مختلف و تئوری تنش کوپل اصلاح
 درنظرگرفتنضمن متغیر  ]12[و همکاران البسیونی .تحلیل کردند

پارامتر مقیاس طولی و استفاده از مفهوم تار خنثی، به بررسی رفتار 
  .پرداختندمدرج وتیرهای تابعی دینامیکی و خمش میکر

ی مختلف هافرمهای خاص مواد در مقیاس نانو در یژگیوبا توجه به 
، هاها، نانوصفحات، نانوتیرهای خمیده و نانورشتهنانوورق از جمله

تی زیس -های فضایی، مهندسیینهزماین مواد خواستگاه استفاده در 
ی نانوفناورسکوپی و میکرو یهادستگاه فناوری از جمله ]13[و انرژی
 فناوری ینهزم در یاطور گستردهبه هایمنانوس .هستند
-یا-ال تولید نانوساختارهای الکترونیکی مانندو  ]14[یشنماصفحه
بسیار قوی  یهاسازه نانوتیرها .گیرندیمقرار  استفادهمورد  دی

حسگرها،  توان دریمرا  هاآنی کاربردهایی از هاهستند که نمونه
 ی،نانوالکترومکانیکمیکرو و  هاییستمو س هاعملگر

 .دید ]15[اسپینترونیکی یهادستگاهو 	نیروی اتمی هاییکروسکوپم
 در راستای اغلب نازک، بعدییک هاینانوسازه که است شده مشاهده

دارای خمیدگی، انحنای اولیه و ساختاری  خود مرکزیامتداد محور 
 الزامات انوتیرهای خمیده ازی ناسازهتحلیل  .]16[هستند شکلموجی
تیر  غیرمحلییک مدل  .است مدرن مهندسی یهاسازه طراحی

ها اثرات آن .ارتقا داده شد ]17[ردیو  لیوخمیده تیموشنکو توسط 
اندازه را در خمش و ارتعاشات آزاد تیر خمیده به کمک تئوری تنش 

با بررسی  ]18[و همکاران یانگ .شده نشان دادندکوپل اصلاح
های مختلفی از تیرهای خمیده نشان ای مدلتعاشات داخل صفحهار

اعی های شعتنها به جابجاییها نهها در این سازهدادند که تغییر شکل
ها های مماسی کوپل ناشی از انحنای سازهو دورانی بلکه به جابجایی

بعدی یک مدل دینامیکی سه ]19[و همکاران فانگ .نیز بستگی دارد
و  رحمانی .دورانی ارائه دادندمدرج ای تابعی از میکروتیره

بر ارتعاشات آزاد  )z/R+1( به بررسی اثر پارامتر هندسی ]20[همکاران
ها به کمک مدل تیر آن .پرداختندمدرج تیرهای خمیده تابعی نانو

ت شده نشان دادند که حساسیتیموشنکو و تئوری تنش کوپل اصلاح
های هندسی و فیزیکی با مفرکانس طبیعی به تغییرات اندازه تر

  .یابدافزایش می (z/R+1) پارامتر درنظرگرفتن
 دهش های مختلفی از نحوه ارتباط سازه با بستر در تحقیقات ارائهمدل
قل صورت فنرهای مستسازی بستر بهمدل وینکلر به دلیل مدل .است

 با معرفی یک پسترناکبعدها  .ها استترین مدلیکی از ساده هماز 
کرد، این مدل را تر وابسته که تعاملات فنرهای جدا را لحاظ میپارام

ر آمده، از آن ددستنهایت به دلیل کارایی مدل به در .بهبود بخشید
یک تیر  ]21[و همکاران نجفی .شده است استفادهتحقیقات زیادی 
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 -را تحت ضربه کم پسترناک -وینکلرواقع بر بستر مدرج تابعی 
ضمن اعمال  ]22[و همکاران دنگ .کردندمرکزی آزمایش غیر سرعت
ارتعاشات و کمانش تیر دوبل را مدرج محوری بر دو تیر تابعی  بار

یک  های فرکانسیپاسخ .مطالعه و رفتار دینامیکی آن را بررسی کردند
 پسترناک -وینکلرمیکروتیر خمیده کامپوزیتی واقع بر بستر کشسان 

 و آرانی پورقربانوسط های الکترومغناطیسی تبه انواع بارگذاری
خمش نانوتیرهای دارای  .ارزیابی قرار گرفته استمورد  ]23[همکاران

نای تئوری مب بر پسترناک -ویسکوخواص ویسکوالاستیک بر بستر 
رفتار  .مطالعه شد ]24[زنکورو  سبحیشده، توسط تنش کوپل اصلاح

ا ب شدهتقویتهای نانوکامپوزیتی استاتیک و ارتعاش آزاد ورق
لایه واقع بر بستر کشسان پسترناک توسط های کربنی تکنانولوله
از روش  ایشان مطالعهدر  .تحلیل شد ]25[و همکاران دستجردیمرادی
ها آن .و تئوری مرتبه اول برشی استفاده شده است بندی آزادشبکه

 های کربنی تأثیر بیشترینشان دادند که الگوی قرارگیری نانولوله
  .ها داردمی آن بر رفتار مکانیکی ورقنسبت به کسر حج

کی عنوان یمقاومت حرارتی مواد تابعی مدرج نسبت به مواد دیگر به
در مقیاس میکرو و نانو، سبب  این مواداز خواص متمایز 

رو مطالعه  این از .شدن گستره کاربرد این مواد شده استتروسیع
واع مسائل این ویژگی مواد تابعی مدرج در برخورد با ان ترعمیق

و  بوودربا .توجه پژوهشگران بوده استمورد مختلف مکانیکی 
 های خمشرا روی پاسخ پسترناک -وینکلراثرات بستر  ]26[همکاران

و  زادهزمان .بررسی کردند های تابعی مدرجترمومکانیکی ورق
 سرگیرداریکمدرج ارتعاشات میکروتیرهای تابعی  ]27[همکاران
 .مطالعه قرار دادندمورد عرض تیر لیزر متحرک برنولی را در م -اویلر
ها با بررسی حالت تشدید تحریک، سرعت بحرانی مربوط به منبع آن

به تحلیل  ]28[شفیعیو  قدیری .حرارت متحرک را به دست آوردند
دوار تیموشنکو، تحت انواع مدرج ارتعاشی میکروتیر تابعی 

اثرات تغییر شکل  ]29[سوالکو  آکگوز .های دمایی پرداختندتوزیع
مدرج برشی دمایی را بر پاسخ ارتعاشی میکروتیرهای تابعی 

 نکردلحاظها نشان دادند که آن .کامپوزیتی ضخیم بررسی کردند
عتبرتر تر و مصورت دقیقتواند نتایج را بهضریب تصحیح برشی می

به بررسی ارتعاشات آزاد یک  ]30[و همکاران خورشیدی .ارائه دهد
تابعی مدرج واقع بر بستر پسترناک  دوبعدیی ورق مستطیل

رده، استفاده ک ریتزریلیبرای تحلیل مسئله از روش  هاآن .پرداختند
قیق تحمورد نظر مورد اثرات محیط حرارتی را بر رفتار دینامیکی ورق 

نحوه اثرگذاری تخلخل و حرارت بر ارتعاشات میکروتیرهای  .قرار دادند
 ]31[و همکاران میرجوادیکو توسط دوبعدی تیموشنمدرج تابعی 

کمانش حرارتی و  ]32[و همکاران رحمانی .بررسی و ارائه شد
تیموشنکو با مدرج ارتعاشات آزاد میکروتیرهای خمیده تابعی 

وابسته به دما را تحت بارگذاری دمایی یکنواخت بر اساس  خواص
  .مطالعه قرار دادندمورد تئوری گرادیان کرنش 
وان تدسترسی، می قابلشده و نتایج های انجامبا توجه به بررسی

بررسی اثرات دمایی بر مورد بیان کرد که هیچ مطالعه کاربردی در 
تیر خمیده تابعی مدرج تحت بارگذاری  نانو -میکروارتعاش یک 

 .دشده وجود ندارترمومکانیکی بر اساس تئوری تنش کوپل اصلاح
نانو  -موفیزیکی میکرودرنتیجه هدف این مقاله مطالعه تعاملات تر

رناک پست -تیر خمیده تابعی مدرج واقع بر بستر کشسان وینکلر
   .است

نظر به مورد تیر خمیده تابعی مدرج  نانو -میکرودر مقاله حاضر، 
عی سپس فرکانس طبی .کمک تئوری تیر تیموشنکو مدل شده است

شده آن تحت بارگذاری دمایی یکنواخت بر اساس تنش کوپل اصلاح
همچنین اثرات پارامترهای بستر  .بررسی قرار گرفته استد مور

 آوردندستبهبرای  .آمده استدستکشسان بر فرکانس طبیعی به
معادلات حاکم بر حرکت و شرایط مرزی مربوطه از اصل همیلتون 

ویر معادلات دیفرانسیل ادر ادامه به کمک روش ن .استفاده شده است
ز امؤثر  یر پارامترهاینهایت تأث در .اندصورت تحلیلی حل شدهبه

ان، نسبت طول به ضخامت، میزان اختلاف دما، یشاخص گراد جمله
ر تیر خمیده ب نانو -میکروه کمان یبدون بعد و زاو یطول یپارامترها

طلاع از برای ا .قرار گرفته است یتحلیل و بررسمورد  یعیانس طبکفر
مطالعات یج عددی ها با نتاشده بخشی از دادهصحت مطالعه انجام

  .مقایسه شد گذشته
  
	تئوری و فرمولاسیون -۲

ساس بر ا ،برای بررسی رفتار ارتعاش آزاد نانوتیر خمیده مدرج تابعی
تنش به دست آمده و با  هایمنتجهشده تئوری تنش کوپل اصلاح

استفاده از اصل همیلتون معادلات حاکم حرکت و شرایط مرزی 
	.انددهمربوطه به شرح زیر استنتاج ش

  هندسی پارامترهای -۲-۱
یک نانوتیر خمیده تابعی مدرج متشکل از فلز و سرامیک  ۱در شکل 

در  βو زاویه کمان  L، طول R، شعاع متوسط b، عمق hبا ضخامت 
بدیهی است که مبدأ مختصات در یک طرف  .نظر گرفته شده است

 پسترناک -وینکلرنظر بر بستر کشسان مورد نانوتیر  .نانوتیر قرار دارد
در راستای طول خمیده  sمحور  .گاه ساده مقید شده استو تکیه

 شده واقعای که تیر در آن در راستای عمود بر صفحه yنانوتیر، محور 
  .آن در راستای شعاعی قرار گرفته است zو محور 

  

	

	هندسه نانوتیر خمیده تابعی مدرج )۱شکل 
  
  تیرهای خمیده تابعی مدرجنانو -۲-۲

از ترکیب دو ماده فلزی و سرامیکی تولید  عمدتاً  تابعی مدرج مواد
از  یک توان وابستگی دمایی خواص ترمومکانیکی هریم .شوندیم

) ۱را به کمک رابطه ( دهنده نانوتیر خمیده تابعی مدرجیلتشک یاجزا
  .]33[نشان داد

   1 2 3
0 1 1 2 31      ,iG T G G T G T G T G T i c m

      	
)۱(										

ضرایب درجه حرارت بوده که برای  3Gو  G ،0G ،1G ،2G‐1در اینجا 
این  در .دهنده مواد تابعی مدرج ثابت هستندبعضی از مواد تشکیل

به عنوان مواد سازنده نانوتیر مذکور  4N3Siو  SUS304مقاله از مواد 
آورده شده  ۱در جدول  یادشدهمقادیر ضرایب  .ده شده استااستف
  .است
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  4N3Siو  SUS304مواد ضرایب وابسته به دما برای  )۱جدول 

  خواص  ضرایب	مواد
E	(Pa)  )1	‐(Kα		v	)3(Kg/m	ρ	

SUS304	

G‐1	٠	٠ ٠	٠	
G	0	١٠٩×٢٠١٫٠٤	٦‐١٠×١٢٫٣٣٠	٠٫٢٨	٨١٦٦	
G	1	٤‐١٠×٣٫٠٧٩	٤‐١٠×٨٫٠٨٦	٠	٠ 
G	2	-٧‐١٠×٦٫٥٣	٠	٠	٠	
G	3	٠	٠	٠	٠	

Si3N4	

G‐1	٠	٠	٠	٠	
G	0	١٠٩×٣٤٨٫٤٣	٦‐١٠×٥٫٨٧٢٣	٠٫٢٨	٢١٧٠	
G	1	-٤‐١٠×٣٫٠٧	٤‐١٠×٩٫٠٩٥	٠	٠ 
G	2	٧‐١٠×٢٫١٦	٠	٠	٠	
G	3	-١١‐١٠×٨٫٩٤٦	٠	٠	٠	

  
حال خواص مؤثر ماده در نانوتیر خمیده تابعی مدرج مثل مدول یانگ 

E نسبت پواسون ،v چگالی ،ρ  و ضریب انبساط دمایی، تواند می
  .]32[) مشخص شود۲به شکل رابطه (

       ,         ,i m mc cG z T G T G T V z i c m   	
)۲(	     mc m cG T G T G T  	

به ترتیب بیانگر خواص مربوط به فاز فلز  cو  mکه در آن زیروندهای 
  .و سرامیک است

نشان داده شده است که  fiV استفاده با نمادمورد کسر حجمی مواد 
  .) تعریف شده است۳برای مجموع ترکیب فلز و سرامیک در رابطه (

)۳(	    1fc fmV z V z  	
در کسر حجمی سبب شده  p) شاخص گرادیان ۴با توجه به رابطه (

است که در راستای شعاعی نانوتیر خمیده تابعی مدرج، توزیع ماده 
 تغییر توزیع مواد سازنده به این صورت .به شکل تدریجی تغییر کند

است که سطح درونی و بیرونی آن به ترتیب کاملاً از جنس سرامیک 
دهنده نانوتیر کدام از فازهای تشکیل جمی هرکسر ح .و فلز است

  .شودخمیده تابعی مدرج، به شرح زیر مطرح می

)۴(	   2 2
   1

2 2

p p

fc fm

h z h z
V z V z

h h

         
    	

منفی است که به ازای مقادیر مشخصی از بازهغیر کمیتی pاینجا 
 0 p   مشخصات درصد تغییر ماده را در امتداد ضخامت نانوتیر

ه گفت ک توانمیدر این صورت  .کندتابعی مدرج تعیین میخمیده 
) ۵( صورت رابطهخواص ترمومکانیکی نانوتیر خمیده تابعی مدرج به

  .گرددتعریف می

	الف) -۵(  2

2

p

m mc

h z
E E z E E

h

     
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	ب) -۵(  2
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p
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h z
z
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p

m mc

h z
z

h
         

  	

	د) -۵(  2

2

p

m mc

h z
v v z v v

h

     
  	

به ترتیب راستا  hو  zکه قبلا توضیح داده شد، پارامتر های  طورهمان
  .دهندمیو اندازه ضخامت نانوتیر خمیده را نشان 

بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول بردار تغییر مکان 
دینامیکی که شامل تغییرات مکانی و زمانی نانوتیر خمیده است، در 

  .شده است ) تعریف۶رابطه (

)۶(  
ˆ ˆ ˆu ,s s y y z zu e u e u e    
( , ) ( , ),   0,   ( , )s y zu u t s z t s u u w t s   

	

هستند  uهای بردار جابجایی به ترتیب مؤلفه zuو  su، yuدر اینجا 
 zو  s ،yکه تغییرات مکانی سطح میانگین را در امتداد محورهای 

نیز بیانگر دوران سطح  φپارامتر زمان است،  t .دهندنشان می
  .است yول محور میانگین ح

  شدهاصلاحتئوری تنش کوپل  -۲-۳
لی های خی، حاصل از تغییر شکلɅشده در ناحیه انرژی کرنشی ذخیره

کوچک در یک ماده الاستیک خطی متشکل از تانسور کرنش و تانسور 
 شده به شکل زیر بیانانحنا، منطبق بر تئوری تنش کوپل اصلاح

  .شودمی

)۷(   1
,      , , ,

2m ij ij ij ijU m dV i j s y z  


  
	

  .ج) آمده است -الف۸به ترتیب در رابطه ( ijχ و ijɛکه 

  الف) -۸( 1

2ij j i i j jiu u    
	

  ب) -۸( 1
u

2i i
  

	

  ج) -۸( 1

2
s
ij j i i j    

	
و بردار دوران خیلی  uبه ترتیب بردار جابجایی iو  iuدر رابطه فوق 

و تانسور تغییرات  تانسور کرنش یعلاوه اجزابه .هستند کوچک 

i با نمادهای ،χدورانی متقارن  j و 
s
ij پارامترهای  .اندمعرفی شده

ارامترهای از چگالی انرژی کرنشی با توجه به پ شدهمشتق

 و ijبه ترتیب با نمادهای mو   شدهتعریفسینماتیکی 
s
ijm 

، تانسور تنش کلاسیک و تانسور تنش مرتبه بالا گفته شدهنشان داده 
ها توان آنشوند که برای یک ماده الاستیک خطی همسانگرد میمی

  .کی مؤثر بر مسئله به شرح زیر بیان کردرا با پارامترهای سینماتی
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نشان داده شده که به کمک  lدر اینجا پارامتر مقیاس طولی با علامت 
نیز   .قارن لحاظ شده استتآن اثرات تانسور تغییرات دورانی م

  .تند و به قرار زیرندضرایب لامه هس و   .دلتای کرانکر است

)۱۰(      
       

1 1 2 2 1

vE E

v v v
  

   	
  معادلات حاکم -۲-۴

های ب) مؤلفه -۸الف) و ( -۸های () در رابطه۶گذاری رابطه (یبا جا
در  و بردار دورانی   جابجایی -صفر تانسور کرنشغیر فیزیکی

  .آیند) به دست می۱۲) و (۱۱به شکل روابط (نانوتیر خمیده 
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) فرکانس طبیعی ۳۰آمده در رابطه (دستبا حل مسئله مقدار ویژه به

  .شودآسانی مشخص مینانوتیر خمیده تابعی مدرج به
  
	بحث و نتایج -۴

مدلی از یک نانوتیر خمیده تابعی مدرج، بر  ،پارامتریمطالعه  ایندر 
شده  رائهاشده و مدل تیر تیموشنکو نای تئوری تنش کوپل اصلاحمب

 سترناکپ -وینکلرنانوتیر خمیده مذکور بر یک بستر کشسان  .است
ل برای نی .قرار گرفته و در معرض بارگذاری دمایی یکنواخت قرار دارد

و بارگذاری حرارتی با دمای  b=hشده، با فرض به هدف مشخص
، نسبت h/lبعد پارامتر مقیاس طولی بی اثرات 0T	C°300	=اولیه 
، زاویه کمان نانوتیر ΔT، اختلاف دمای L/hبعد طول به ضخامت بی

و ضرایب مربوط به بستر  p، شاخص گرادیان βخمیده تابعی مدرج 
بر فرکانس طبیعی حاصل از ارتعاش آزاد  پسترناک -وینکلرکشسان 

با  ن برای مقایسهنانوتیر خمیده تابعی مدرج بررسی شده و نتایج آ
  .شده استمطالعات دیگر محققان ارائه



 ۲۸۷۱ پسترناک -نکلریبستر کشسان و یرو موشنکویمدرج ت یتابع دهیخم یرهاینانوتبر ارتعاشات آزاد  ییاثرات دماــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  اعتبارسنجی -۴-۱
تیر مذکور در راستای ضخامت متغیر نانو -میکروخواص مکانیکی 

سنجی نتایج به ترتیب دهنده آن برای اعتبارمواد تشکیلبوده و 
 70GPamE ،3.=0mv ،3=2702Kg/mmρ=آلومینیم با مشخصات 

، 427GPacE=یک با مشخصات و سرام ‐=23×10m	K6‐	1و 
17.=0cv ،3=3100Kg/mcρ  1و	‐K6	‐=4×10c  در نظر گرفته شده
برای نانوتیر همگن ایزوتروپیک در پارامتر مقیاس طولی  .]35[است

به  6.l=17 برابر ]36[	و همکاران لاممقیاس آزمایشگاهی توسط 
ی این پارامتر برای نانوتیر خمیده تابعی ما مقدار کما .دست آمد

برای حل  .که حاصل از تست آزمایشگاهی باشد وجود نداردمدرج 
، مقدار تقریبی پارامتر مقیاس طولی با توجه به آنچه شده زاراح مسئله

طور این فرض را به .فرض شده است l=15 در ادبیات موضوع آمده،
ای هید اعتبار دادهیبرای تا .توان در مراجع دیگر نیز دیدمشابه می

ضمن صرف نظر از اثرات تنش  شدهارائهنتایج عددی  آمده،دستبه
  .مقایسه شدحرارتی و بستر کشسان، با یکی از کارهای قبلی 

بر  h/l بعدتأثیر شمار مدها و پارامتر مقیاس طولی بی ۲در جدول 
یر ددر این جدول مقا .شده است ارائهی صورت کمفرکانس طبیعی به

، l=15m ،L=20h ،p=1.2 ،β=π/4پارامترهای درگیر در مسئله 
R=L/β  5/6=وsK توان جدول میاین توجه به  با .فرض شده است

 [37]و همکاران انصاریآمده با نتایج دستبه هایدید که داده
ارتقا دل که م گفتتوان بر این مبنا می .همپوشانی بسیار خوبی دارند

 راتاث بدونرا مدرج اشی نانوتیر خمیده تابعی شده رفتار ارتع داده
  .کندمی توصیف درستیدمایی و بستر الاستیک، به

  مطالعات پارامتری -۴-۲
، مواد شدهلحاظگذاری در ادامه برای ارائه نتایج فرضیات یبا جا
 SUS304دهنده نانوتیر خمیده تابعی مدرج به ترتیب تشکیل

 .میک در نظر گرفته شده استعنوان سرابه 4N3Siعنوان فلز و به
شده ارائه  ۱برده در جدول خواص مکانیکی وابسته به دما مواد نام

شدن نتایج، در ادامه فرکانس طبیعی ترمنظور ملموس. بهاست
شده داده ) نشان ۳۲که در رابطه (طورینانوتیر خمیده تابعی مدرج به

  .گرددبعد ارائه میصورت بیاست، به
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به ترتیب مساحت و ممان اینرسی سطح مقطع  1Fو  Aکه در اینجا 
به ترتیب  cρو  cEعرضی نانوتیر خمیده تابعی مدرج و همچنین 
  .مدول یانگ و چگالی مربوط به سرامیک است

 بعد به تغییرات اختلاف دمای یکنواختفرکانس طبیعی بی تابعیت
به منظور بررسی اثرات اندازه  نمودارر این د .شده استارائه  ۱نمودار در 

ه بر روند یاد شده، سایر زاویه کمان و پارامتر مقیاس طولی ماد
دسی و فیزیکی ثابت در نظر گرفته شده و مقادیر هر هنهای پارامتر

توان فهمید که افزایش می نموداراز این  .یک مشخص شده است

دار بعد تا مقیاختلاف دما سبب کاهش غیرخطی فرکانس طبیعی ب
متناظر با اختلاف دمای بحرانی مربوط به کمانش حرارتی  ،صفرکمی 
افزایش زاویه کمان نانوتیر خمیده باعث کاهش هرچه  .گرددمی

توان در این اثر را می .شودبیشتر مقدار اختلاف دمای بحرانی می
ب افزایش نسبت  -۱نمودار . با توجه به الف مشاهده کرد -۱نمودار 
مقیاس طولی نیز کاهش اختلاف دمای بحرانی را مت به پارامتر ضخا

از اثرگذاری آن  یابدمیچه مقدار آن افزایش شود اما هرمیسبب 
	شود.میکاسته 
د، بعهای طبیعی بیمربوط به فرکانس ۳موجود در جدول کمی نتایج 

 .متأثر از تغییرات برخی از پارامترهای هندسی و ترموفیزیکی است
و  b=2h ،L=20h ،n=1 ،p=1ها مقادیر تخراج این دادهبرای اس
β=π/2 توان دید که افزایش خطی مقدار می .لحاظ شده است

  .بعد شده استاختلاف دما سبب افزایش فرکانس طبیعی بی
فزایش ضرایب سختی بستر کشسان سبب افزایش سختی کل تیر ا

ختی کل سلذا با توجه به رابطه مستقیم فرکانس طبیعی با  .شودمی
پارامترهای مربوط به بستر کشسان کمی  شدن مقداربیشترتیر، 

 ، البته تأثیر تغییرات ضریبافزایش فرکانس طبیعی را در پی دارد
 بین نیا در .از ضریب بستر وینکلر است بیشتر *Ωبستر پسترناک بر 

پرواضح است که بیشترشدن نسبت ضخامت نانوتیر به پارامتر 
یت خاصیت کشسانی نانوتیر، کاسته شدن مقیاس طولی، سبب تقو

ه را ب بعدیبسختی آن و در کل کاهش چشمگیر فرکانس طبیعی 
 *Ωلازم به ذکر است که افزایش اختلاف دما از حساسیت  .دنبال دارد

  .کاهدیمبه تغییرات این پارامتر 
مقادیر دمای بحرانی متناظر با دمای کمانش حرارتی  ۲نمودار در 

ش افزای .شده استارائه تابعی از شاخص گرادیان  تصوربهنانوتیر 
خطی مقدار شاخص گرادیان سبب کاهش نمایی دمای بحرانی شده 

این رفتار به ازای مقادیر صفر تا یک شاخص گرادیان بیشتر  .است
وابستگی دمای بحرانی به پارامتر مذکور از  رفتهرفتهکند، اما یمبروز 
شکار است که افزایش زاویه کمان الف آ -۲نمودار از  .رودیمبین 

نانوتیر خمیده هم مقادیر دمای بحرانی و هم وابستگی آن را به 
رفتار مشابهی را در اثر افزایش  .دهدیمشاخص گرادیان کاهش 

توان یمب  -۲نمودار نسبت ضخامت به پارامتر مقیاس طولی در 
  .دید

زیکی و فیبرای بررسی مستقیم اثرات پارامترهای هندسی  ۴در جدول 
 b=hو  h=lصفر و نیز  یمقادیر ضرایب بستر کشسان و اختلاف دما

 آید کههای موجود در این جدول برمیاز تفسیر داده .لحاظ شده است
زاویه کمان نانوتیر خمیده تابعی مدرج و شاخص کمی افزایش مقدار 

 .وندشبعد میگرادیان هر دو سبب کاهش مقدار فرکانس طبیعی بی
نانوتیر  بعد طولشدن نسبت بیفتن شمار مدها و نیز بیشتربالار ولی

طرف مستقیماً باعث افزایش فرکانس یک  خمیده به ضخامت آن از
بعد شده و از طرف دیگر از حساسیت آن به تغییرات طبیعی بی

  .کاهندپارامترهای مذکور می
  

   [37]های مرجعمقایسه نتایج حاضر با داده )۲جدول 

n	نتایج	h/l	
۱	۲	۳	۴	۶	۸	۱۰	

	۰۶۱۹۲۹۵/۰	۰۷۸۴۳۴۷/۰	۱۰۷۴۶۷/۰	۱۷۲۹۷۱/۰	۲۵۰۹۴۳/۰	۴۵۲۱۸۶/۰	۴۷۰۷۸/۱  مدل حاضر	۱
	۰۶۱۹/۰	۰۷۸۴/۰	۱۰۷۴/۰	۱۷۲۹/۰	۲۵۱/۰	۴۵۲۴/۰	۴۷۱۶/۱  [37]مرجع

	۲۶۲۸/۰	۳۳۲۸۳۹/۰	۴۵۶۰۳/۰	۷۳۳۹۲۵/۰	۰۶۴۵۲/۱	۹۱۶۳۳/۱	۱۹۰۱۲/۶  مدل حاضر	۲
	۲۶۲۶/۰	۳۳۲۶/۰	۴۵۵۸/۰	۷۳۳۷/۰	۰۶۴۴/۱	۹۱۶۷/۱	۱۹۱۴/۶	[37]مرجع

۳	
	۵۸۷۷۶۹/۰	۷۴۴۴۲۲/۰	۰۱۹۹۵/۱	۶۴۱۳۲/۱	۳۷۹۹۵/۲	۲۷۸۵۹/۴	۶۸۵۱/۱۳  مدل حاضر
  ۵۸۷۴/۰	۷۴۳۹/۰	۰۱۹۳/۱	۶۴۰۶/۱	۳۷۹۳/۲	۲۷۸۴/۴	۶۸۳۵/۱۳	[37]مرجع

  



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــی رحمان دیامی وطاسیقو میابراه ۲۸۷۲
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	K	p=5,	β=π/3,	n=1,	L=20h,	0w=0,KPb=h,= -ب	K	p=5,	h=l,	n=1,	L=20h,	0w=0,KPb=h,= -الف

  	به تغییرات اختلاف دمای یکنواخت بعدبیفرکانس  )١نمودار 
  

  ، متأثر از پارامترهای ضرایب بستر کشسان و اختلاف دمای یکنواختΩ*بعد طبیعی بی فرکانس )۳جدول 

h/lPK	
∆T	=	‐50(°C)	∆T	=	0(°C)	∆T	=	50(°C)	

wK	wK	wK	
۵۰	۱۰۰	۱۵۰	۵۰	۱۰۰	۱۵۰	۵۰	۱۰۰	۱۵۰	

۱	
۵	۰۱۸۹/۲۲  ۱۰۸۸/۲۳	۱۵۰۴/۲۴	۴۷۲۶/۲۲	۵۵۳۴/۲۳	۵۸۷۷/۲۴	۹۳۶۷/۲۲	۰۰۷۸/۲۴	۰۳۴۱/۲۵	
۱۵	۴۴۸۹/۳۹	۲۹۵۸/۴۰	۹۱۳۶/۴۰	۰۷۸۸/۴۰	۷۰۶۶/۴۰	۳۲۵۲/۴۱	۴۸۸۹/۴۰	۱۱۷۱/۴۱	۷۳۶۳/۴۱	
۲۵۷۹۱۲/۵۱	۲۸۱۲/۵۲	۷۶۷۱/۵۲	۲۲۹۱/۵۲	۷۲۰۷/۵۲	۲۰۸۱/۵۳	۶۶۱۵/۵۲	۱۵۴۴/۵۳	۶۴۳۲/۵۳	

۲	
۵	۵۴۳۳/۱۱	۱۴۹۷۳/۱۳	۲۰۳۷/۱۵	۲۰۷۸/۱۲	۰۸۹۵/۱۴	۷۴۹۵/۱۵	۸۷۷۵/۱۲	۶۹۱۷/۱۴	۳۰۶۷/۱۶	
۱۵	۰۵۲۳/۲۰	۲۴۳۲/۲۱	۳۷۱۸/۲۲	۵۱۶۷/۲۰	۶۹۵۱/۲۱	۸۱۳۷/۲۲	۹۹۱۹/۲۰	۱۵۷/۲۲	۲۶۴۹/۲۳	
۲۵۹۲۸۸/۲۵	۸۶۵/۲۶	۷۷۰۵/۲۷	۳۴۸۳/۲۶	۲۸۰۵/۲۷	۱۸۲۶/۲۸	۷۷۵۱/۲۶	۷۰۲۶/۲۷	۶۰۰۹/۲۸	

۴	
۵	۷۵۷۹۲/۶	۷۲۲۷۹/۹	۹۷۶۷/۱۱	۷۶۸۸۷/۷	۴۷۷۳/۱۰	۶۱۹/۱۲	۷۲۳۱۷/۸	۲۲۶۸/۱۱	۲۶۷۹/۱۳	
۱۵	۶۱۴۲/۱۰	۷۱۱۸/۱۲	۵۱۰۸/۱۴	۳۱۸۵/۱۱	۳۲۶۴/۱۳	۰۷۰۶/۱۵	۰۲۳۸/۱۲	۹۴۹۴/۱۳	۶۴۱۲/۱۵	
۲۵۴۰۶۸/۱۳	۱۲۳۹/۱۵	۶۶۶۴/۱۶	۹۹۸۳/۱۳	۶۶۸۴/۱۵	۱۷۸۳/۱۷	۵۹۹۴/۱۴	۲۲۴۱/۱۶	۷۰۱۷/۱۷	

  

	 	
	K	β=π/3,	n=1,	L=20h,	0w=0,Kpb=h,= -ب 	K	h=l,	n=1,	L=50h,	0w=0,Kpb=h,= -الف

  مای بحرانی به تغییرات شاخص گرادیانوابستگی د )٢نمودار 

 
	Ω*بعد های طبیعی بیفرکانساثر پارامترهای هندسی و فیزیکی بر  )۴جدول 

p	β	
L/h=۱۰	L/h=۳۰	L/h=۶۰	
n	n	n	

۱	۲	۳	۱	۲	۳	۱	۲	۳	

۰	
π/۶	۳۹۱۲/۲۲ 	۶۵۶۹/۸۵ 	۱۴۴/۱۷۶ 	۰۳۲۶/۲۳ 	۰۹۵۹/۹۴ 	۴۷۲/۲۰۹ 	۰۹۶۷/۲۳ 	۰۸۶۲/۹۵ 	۲۵۵/۲۱۴ 	
π/۳	۶۱۳۳/۱۳ 	۵۶۶۲/۸۲ 	۹۱۹/۱۷۲ 	۲۴۴۳/۲۰ 	۱۳۳۴/۹۱ 	۴۵۸/۲۰۶ 	۳۰۷۴/۲۰ 	۱۳۰۴/۹۲ 	۲۶۱/۲۱۱ 	
π/۲	۵۴۰۱/۱۵ 	۸۵۲۶/۷۷ 	۷۷۷/۱۶۷ 	۰۹۶۶/۱۶ 	۳۶۰۸/۸۶ 	۵۲۱/۲۰۱ 	۱۵۲۵/۱۶ 	۳۵۸۴/۸۷ 	۳۴۶/۲۰۶ 	

۰٫۱	
π/۶	۶۰۹۶/۱۹ 	۰۲۲۹/۷۵ 	۳۷۳/۱۵۴ 	۲۱۲۷/۲۰ 	۵۷۰۳/۸۲ 	۸۰۷/۱۸۳ 	۲۷۹۸/۲۰ 	۴۸۶۹/۸۳ 	۱۱۵/۱۸۸ 	
π/۳	۱۴۱۷/۱۷ 	۱۹۱۷/۷۲ 	۲۱۹/۱۵۱ 	۷۵۲۳/۱۷ 	۸۹۱۸/۷۹ 	۹۷۹/۱۸۰ 	۸۲۳۸/۱۷ 	۸۵۰۸/۸۰ 	۳۸۹/۱۸۵ 	
π/۲	۵۷۲/۱۳ 	۸۹۶۹/۶۷ 	۴۶۳/۱۴۶ 	۱۱۰۷/۱۴ 	۶۴۵۳/۷۵ 	۴۸۶/۱۷۶ 	۱۷۴۷/۱۴ 	۶۳۰۲/۷۶ 	۹۸۸/۱۸۰ 	

۱	
π/۶	۰۲۹۳/۱۳ 	۸۶۰۱/۴۹ 	۶۶۲/۱۰۲ 	۴۷۴۱/۱۳ 	۰۴/۵۵ 	۵۲۲/۱۲۲  ۵۳۰۶/۱۳ 	۷۰۰۷/۵۵ 	۵۰۵/۱۲۵ 	
π/۳	۳۴۸۷/۱۱  ۷۸۹۷/۴۷ 	۲۲۴/۱۰۰ 	۸۱۸۱/۱۱ 	۱۶۷۲/۵۳ 	۴۳۶/۱۲۰ 	۸۸۳۹/۱۱  ۸۹۶۵/۵۳ 	۵۷۹/۱۲۳ 	
π/۲	۹۶۹۱۹/۸  ۸۰۷۷/۴۴ 	۷۹۶۱/۹۷ 	۳۸۷/۹  ۲۶۹۷/۵۰ 	۲۶۴/۱۱۷ 	۴۴۷۴/۹  ۰۴۵۳/۵۱ 	۵۴۶/۱۲۰ 	

۱۰	
π/۶	۸۴۷۰۹/۹  ۶۳۹۲/۳۷ 	۳۳۲۶/۷۷ 	۱۵۵۱/۱۰ 	۴۸۰۳/۴۱ 	۳۲۲۶/۹۲ 	۱۸۹۶/۱۰ 	۹۴۷۲/۴۱  ۵۱۲۸/۹۴ 	

π/۳	۶۰۳۴۲/۸  ۲۰۷۵/۳۶ 	۷۴۲۳/۷۵ 	۹۱۷۵۵/۸  ۱۲۹۷/۴۰ 	۸۹۱۷/۹۰ 	۹۵۴۹۳/۸  ۶۲۰۳/۴۰ 	۱۳۸/۹۳ 	

π/۲	۸۰۷۲۷/۶  ۰۳۹۴/۳۴ 	۳۴۴۸/۷۳ 	۰۸۶۸۱/۷  ۹۹۰۹/۳۷ 	۶۲۳۸/۸۸ 	۱۲۰۸۹/۷  ۴۹۷۱/۳۸ 	۹۲۰۸/۹۰ 	
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  گیرینتیجه -۵
یر شده و مدل تدر این مطالعه که بر مبنای تئوری تنش کوپل اصلاح

تیموشنکو انجام شده است، نحوه تغییرات و شدت حساسیت 
مسئله  رمؤثر ب یبه تغییرات اندازه پارامترها بعدیفرکانس طبیعی ب

میده ر خینانوت بین این در .گرفته است ارزیابی قرارمورد ارتعاش آزاد 
ذاری و تحت بارگ قرار گرفته پسترناک -وینکلرروی بستر کشسان 
خواص مواد در راستای ضخامت نانوتیر  .تدمایی یکنواخت اس

از  .است شده توزیعصورت کاملاً پیوسته به تابعی مدرجخمیده 
 اصل یلهوسبر مبنای تئوری مذکور به یافتهتوسعه یهافرمول

ا ب .اندهمیلتون، معادلات حاکم و شرایط مرزی مربوطه منتج شده
مقید ساده، از روش حل نویر برای نیل به  گاهییهفرض شرایط تک

در یک مطالعه پارامتری میزان  .نتایج عددی استفاده شده است
رموفیزیکی بر هندسی و ت یشدت اثر تغییرات انواع پارامترها

 تاییدور منظبه .قرار گرفته است یبررسمورد  بعدیفرکانس طبیعی ب
ها برای حالتی که اثرات شده، برخی از دادهصحت مطالعه انجام

 یها وارد نشده، با نتایج یکی از کارهادمایی و بستر کشسان در آن
  :ستبه شرح زیر اشده برخی از نتایج مطالعه انجام .قبلی مقایسه شد

ی اثرات دمای کردنلحاظنظر از اثرات ضرایب بستر کشسان، صرف -۱
 یتحت بارگذاری ترمومکانیک تابعی مدرجخمیده  دادن نانوتیرو قرار
ز طرف و ا بعدیسبب کاهش مستقیم فرکانس طبیعی ب طرف یک از

دیگر موجب افزایش حساسیت آن به تغییرات دیگر پارامترها 
رایب بستر کشسان خصوصاً ضریب اثرات ض شدناضافه .شودیم

عکس  کهیطور، بهگرددیبستر پسترناک سبب تغییر رفتار یادشده م
و جدول  ۲نمودار با مقایسه نتایج  توانیرا ممورد این  .دهدیآن رخ م

  .تحقیق نمود ۳
افزایش اختلاف دما ابتدا به دلیل نوع شرایط استاتیکی و قیود  -۲
بعی تاانش حرارتی در نانوتیر خمیده ، منجر به ایجاد کمگاهییهتک

 کاهش استحکام سازه ناشی از کمانش حرارتی در .شودیم مدرج
کمی که به ازای یک دمای بحرانی مقدار  شودیباعث م یتنها

  .فرکانس طبیعی صفر شود
انس سبب افزایش فرک پسترناک -وینکلراثرات بستر  کردنلحاظ -۳

 .شودیت به تغییرات دمایی مو تغییر رفتار آن نسب بعدیطبیعی ب
شایان ذکر است که نقش ضریب بستر پسترناک نسبت به ضریب 

  .تر استبستر وینکلر برجسته
که در حالت کلی  سازدیمطالعه پارامتری این موضوع را روشن م -۴

از اثرات ضرایب بستر کشسان، افزایش مقدار کمی  نظر با صرف
پارامترهای کمی ش مقدار و نیز کاه pو  β ،ΔT ،h/lپارامترهای 

L/h  وn طور مستقیم کاهش فرکانس طبیعی را به دنبال داردبه.  
و اثرات بستر کشسان  ینظر از بارگذاری ترمومکانیک صرفبا  -۵

تایج این ، نتابعی مدرجتیر خمیده نانو -میکروبر  پسترناک -وینکلر
مدل و  شدهقبلی بر اساس تئوری تنش کوپل اصلاح یمطالعه و کارها

عاع شدن اندازه شعلاوه بیشتربه .تیر تیموشنکو، یکی خواهند شد
 یسبب همپوشانی نتایج این کار و کارها نهایتبینانوتیر خمیده تا 

	.شودیر راست میتنانو -میکروقبلی بر 
  
	فهرست علائم -۶

A	2( سطح مقطع نانوتیر خمیده تابعی مدرجm(   
A11,	A55	ضرایب صفتی  
B11	ضریب صفتی  
D11	ضریب صفتی  
E	مدول یانگ  
F1	ممان اینرسی مرتبه اول  
F2	ممان اینرسی مرتبه دوم  

F3	ممان اینرسی مرتبه سوم  
G	نماینده ضرایب درجه حرارت وابسته به دمای مواد  
KT	انرژی جنبشی  
Kp	ضریب سختی بستر پسترناک  
Ks	ضریب تصحیح برشی مدل تیر تیموشنکو  
Kw	لرضریب سختی بستر وینک  
Kij	ضرایب ماتریس سختی حاصل از مشتقات مکانی  
L	طول نانوتیر خمیده تابعی مدرج  
Mss	منتجه گشتاوری تنش کلاسیک  
Nss	منتجه نیرویی تنش کلاسیک  
NT	منتجه دمایی  
Q	منتجه نیروی برشی تنش کلاسیک  
R	شعاع نانوتیر خمیده تابعی مدرج  
S	س طولیپارامتر کمکی وابسته به پارامتر مقیا (l)   
T	دما  
T0	دمای اولیه (300°C)   
UC	های تنش کلاسیکانرژی کرنشی ناشی از ترم  
UF	انرژی ناشی از بستر کشسان  
UOH	های تنش مرتبه بالاانرژی کرنشی ناشی از ترم  
Um	کل انرژی کرنشی  
Un	 ترم مجهول جابجایی راستایs در حل نویر  
V	حجم نانوتیر خمیده تابعی مدرج  
WP	انرژی پتانسیل  
Wn	 ترم مجهول جابجایی راستایy در حل نویر  
Y	های مرتبه بالامنتجه نیرویی تنش  
b	عرض نانوتیر خمیده تابعی مدرج  
d	هاگیریترم نمایانگر مشتق در انتگرال  
e	ترم نمایی در حل نویر  
h	ضخامت نانوتیر خمیده تابعی مدرج  
l	پارامتر مقیاس طولی  
m	تنش مرتبه بالا تانسور  
n	شمار مدهای ارتعاشی  
q	بار عرضی خارجی وارد بر نانوتیر خمیده تابعی مدرج  
s	 متغیر مکانی محورs در مختصات کارتزین  
t	زمان  
u	 جابجایی مکانی در راستای محورs  
w	 جابجایی مکانی در راستای محورy  
y	از محورهای مختصات کارتزین  
z	ارتزیناز محورهای مختصات ک  

  علائم یونانی

Ψn 
در حل  y	s‐ترم مجهول دوران حول محور عمود بر صفحه 

  نویر
Ω*	بعدفرکانس طبیعی بی  
ΔT	اختلاف دمایی  
α	ضریب انبساط دمایی  
β زاویه کمان نانوتیر خمیده تابعی مدرج  
δ	دلتای کرانکر  
ρ	3( چگالی	‐kgm(   
σ	تانسور تنش نرمال  
τ	تانسور تنش برشی  
ɛ	تانسور کرنش نرمال  
χ تانسور تغییرات دورانی متقارن  
θ	بردار دوران  
φ	 دوران حول محور عمود بر صفحهs‐	y  
λ,	μ	ضرایب لامه  

v	نسبت پواسن  
ωn	فرکانس طبیعی  
    هابالانویس
  گیری مکانیعملگر مشتق	(),()

  گیری زمانی اول و دومعملگر مشتق	(	̈	)	,(	̇	)
p	شاخص گرادیان  
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i	1د عدد موهومی (نما- √(  
  هازیرنویس
m فاز فلز خواص نانوتیر خمیده تابعی مدرج  
c فاز سرامیک خواص نانوتیر خمیده تابعی مدرج  
fm	کسر حجمی فاز فلز  
fc	کسر حجمی فاز سرامیک  
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