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Nonlinear Free Vibration Analysis of Composite Plate in Car 
Body of High Speed Trains
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rectangular laminated composite plates with different boundary conditions [9] Application 
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Vibration analysis of the plate is an important topic in high-speed train body design. Because of 
the dynamic loads on plates which are used in the wagon body of the train, vibration analysis 
and determination of the amount of deflection and bending of the structure is important in 
wagon design. A plate which is used in the high-speed train is composite plate. Composite 
plates are considered because of many advantages relative to the other plates, such as low 
weight, high strength and cost-effective. In this paper, the nonlinear free vibration analysis of 
the used plate in the wagon body of high-speed trains has been presented. First, a three layers 
sandwich plate used for car body of high-speed trains has been transformed into a single layer 
equivalent orthotropic plate. Von-Karman theory and the Galerkin method have been employed 
to solving the equations of motion of the equivalent orthotropic plate. The nonlinear natural 
frequencies of the first four modes of the system have been determined using the numerical 
and variational iteration methods (VIM). Then the effect of different parameters on the value 
of nonlinear frequencies of the first four modes has been studied. The Difference lower than 
0.1% is observed between the determined natural frequencies by VIM, with initial condition 
limited to zero, and natural frequencies determined by linear vibration. The results show that 
natural frequency is increased by increasing elasticity modulus of the face, the thickness of the 
core and the thickness of the face of the sandwich plate. In addition, because of nonlinearity of 
plate vibration equations, natural frequencies of composite plate are increased by increasing 
initial condition.

A B S T R A C TA R T I C L E    I N F O

Article Type
Original Research

Authors
Nezami R. 1 MSc,
Ghazanfari M.*1 MSc

  Keywords  Nonlinear Free Vibration; Car Body of High Speed Trains; Equivalent Orthotropic 
Plate; Variational Iteration Method (VIM)

*Correspondence
Address: School of Railway Engi-
neering, Iran University of Science 
and Technology, Tehran, Iran.Postal 
code: 1684613114
Phone: +98 (21) 77240545
Fax: +98 (21) 77491030
m_ghazanfari@rail.iust.ac.ir

1Railway Rolling Stock Engineering 
Department, School of Railway En-
gineering, Iran University of Science 
and Technology, Tehran, Iran

Article History
Received: May 5, 2018                                                                                                                                             
Accepted: May 26, 2019                                                                                                      
ePublished: December 21, 2019

How to cite this article
Nezami R, Ghazanfari M. Nonlinear 
Free Vibration Analysis of Compos-
ite Plate in Car Body of High Speed 
Trains. Moda-res Mechanical Engi-
neering. 2019-;19(12):2955-2964.

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0263822304000650
https://arc.aiaa.org/doi/abs/10.2514/3.50007
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0022460X77903674
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0022460X86901690
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S135983681300351X
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0263823113002450
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0022460X85903839
https://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142/S0219455411004294
https://www.lajss.org/index.php/LAJSS/article/view/709
https://bit.ly/2PbMgFg
https://www.ave.kth.se/avd/rail/research/lightweight-carbody-1.79654
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0263822305002096
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0263822306003084
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0263822305003302
https://bit.ly/2ZpngOw
http://publications.lib.chalmers.se/records/fulltext/163474.pdf
https://bit.ly/2Hz28LZ
https://ntrs.nasa.gov/search.jsp?R=19700009156
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0020746298000481
https://books.google.com/books?id=ZnrjZZbrsgUC&printsec=frontcover&dq


 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــی غضنفر محسنی و رضا نظام ۲۹۵۶

   ۱۳۹۸ آذر، ۱۲، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                        مدرس                             ندسی مکانیک پژوهشی مه -ماهنامه علمی

 رد تیکامپوز ورق یرخطیغ آزاد ارتعاشات لیتحل
  پرسرعت قطارهای بدنه

  
   MSc  ینظام رضا

 تصنع و علم دانشگاه ،آهنراه یمهندسدانشکده  ،یلیر یهانیماش یگروه مهندس
	ایران ،تهران ران،یا

   MSc *یغضنفر محسن

 تصنع و علم دانشگاه، آهنراه یمهندسدانشکده  ،یلیر یهانیماش یگروه مهندس
	ایران تهران، ایران،

  
  دهیچک

 پرسرعت قطار واگن بدنه طراحی زمینه در مهم موضوعات از ورق ارتعاشات تحلیل
 ،یرندگقرارمی دینامیکی بارهای تحت قطار واگن بدنه در استفاده مورد سازه است.
 در سازه خمش و خیز میزان آوردن دست به و آن ارتعاش تحلیل خاطر همین به

 از پرسرعت قطار واگن بدنه در استفاده مورد ورق است. اهمیت مورد آن طراحی
 هارقو سایر به نسبت زیاد مزایای خاطر به کامپوزیتی ورق است. کامپوزیت نوع

 هستند. توجه مورد اقتصادی صرفه لحاظ از چه و بالا استحکام کم، وزن همچون
 رد استفاده مورد اگنو بدنه ورق غیرخطی آزاد ارتعاشات تحلیل به مقاله این در

 فادهاست مورد لایه سه ساندویچی ورق بتداا است. شده پرداخته پرسرعت قطارهای
 دیلتب معادل ارتوتروپیک لایهتک ورق یک به را پرسرعت قطارهای واگن بدنه در

 کارمن -ون تئوری از استفاده با را معادل ارتوتروپ ورق حرکت معادلات و کرده
 سیستم اول مود چهار غیرخطی هایفرکانس و شده حل گالرکین روش از و مدل
 اثر نیز پایان در است، آمده دست به عددی حل و VIM هایروش از استفاده با را

 بررسی اول مود ۴ غیرخطی هایفرکانس روی مساله ورودی مختلف پارامترهای
 شرایط با VIM روش از آمده دست به طبیعی هایفرکانس مقایسه از است. شده
 مشاهده %۱/۰ از کمتر اختلاف خطی ارتعاشات به نسبت صفر به نزدیک ولیها

 هالاستیسیت مدول افزایش با که شودمی مشاهده شده حاصل نتایج از .شودمی
 ایشافز طبیعی هایفرکانس ساندویچی ورق هسته و رویه ضخامت افزایش و رویه
 افزایش با ورق، ارتعاشی معادلات بودنغیرخطی دلیل به همچنین .یابندمی

  .یابندمی افزایش طبیعی هایفرکانس اولیه، شرایط
 دل،معا ارتوتروپیک ورق پرسرعت، قطارهای واگن بدنه غیرخطی، آزاد ارتعاشات ها:کلیدواژه
  VIM روش
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	مقدمه -۱
 هوافضا، همانند مختلف صنایع در موجود هایسازه که آنجایی از
 ،هستند دینامیکی بارهای تحت همیشه غیره و خودرو ،آهنراه

 یرتغی و خیز خمش، میزان بررسی و هاسازه این ارتعاشات و تحلیل
 هک مسائلی مهمترین از یکی و است اهمیت حائز بسیار هاآن شکل
 واگن بدنه ارتعاشات دارد وجود پرسرعت قطار واگن بدنه طراحی در

 لحاظ از چه و اقتصادی لحاظ از چه بهینه طراحی منظور به است.
 رعم افزایش بالا، سختی با ماده یک داشتن یعنی مهندسی دید

 و حرارتی خصوصیات آسیب، به نسبت تحمل افزایش خستگی،
 یاربس اهکامپوزیت از استفاده پایین وزن داشتن با سایشی مقاومت
 همچنین و هاورق ارتعاشات زمینه در زیادی مطالعات است. مهم

 اخیر هایسال در آهنراه و مختلف صنایع در هاورق این از استفاده
 ایعصن امروزه هاکامپوزیت زیاد کاربرد توجه با و است گرفته انجام
 نقل و حمل صنعت در موضوع این .است حرکت در سمت این به

 آن جمله از دارد آهنراه در وسیعی کاربرد و ستا اهمیت حائز ریلی
 جلوی دماغه ،هاواگن سقف ،هاواگن بدنه در هاکامپوزیت از استفاده
 و درها داخلی، جداکننده هایقسمت و واگن داخل درهای کابین،
 رسای و مسافران وسایل مخصوص داخلی محفظه ،بیرونی هایپنل

  .رودمی ارک به ۱ شکل مطابق قطار دیگر هایقسمت
 قطارهای در استفاده مورد ورق ارتعاشات تحلیل به تحقیق این در

 طارق واگن بدنه ورق ارتعاشات تحلیل و است شده پرداخته پرسرعت

 و سفر راحتی منظر از همچنین و واگن بدنه ساخت و طراحی در
 نواگ داخل محفظه اکوستیکی تحلیل و واگن داخلی نویز کاهش
 صورت به هم اخیر هایسال در ورق تعاشار است. اهمیت حائز

 یاجزا روش افزارینرم و آزمایشگاهی صورت به هم و تحلیلی
 آمده به دست ورق مختلف مودهای و هافرکانس و شدهمدل محدود
   .[1]است

  

   [1]پرسرعت قطار در رفته کار به کامپوزیتی های قسمت )۱ شکل
  

 با هاورق در بزرگ دامنه با نوسانات بررسی هب ۱۹۷۱ سال در ]2[بنت
 گربر تقریب از استفاده که داد نشان او پرداخت. ساده مرزی شرایط
 طمربو روابط از باید آن جای به و دهدنمی دست به را دقیقی نتایج
 مودتک حل در که داد نشان وی کرد. استفاده کارمنون تئوری به

 به سیستم خطیغیر هایترم کشش و خمش حالت در سیستم
 هک صورتی در اما .شودمین وارد فرکانس دامنه بر مستقیم صورت
 یخطغیر هایترم دهیم تأثیر معادلات در را سیستم خطی فرکانس
 کاراپراها گذارند.می اثر سیستم خطیغیر درجات بر و شده واقع مؤثر
 اورتوتروپیک شکلمستطیل ورق آزاد ارتعاشات بررسی به ]3[چیا و
 ودخ بررسی در هاآن پرداختند. گیردار و ساده مختلف مرزی شرایط در
 لتیحا در سیستم حل منظور به کردند. استفاده کارمنون معادلات از
 زا توابعی آن ضرایب که دوتایی سری از کند ارزا را مرزی شرایط که
 اب را سیستم مختلف مودهای معادلات کرد. استفاده هستند زمان

 هایسفرکان سپس و دادند بسط کسینوسی فوریه عتاب از استفاده
 پوکسیبورا ،اپوکسیشیشه مختلف مودهای برای را سیستم خطیغیر
 هب موفق هاآن کردند. محاسبه عددی صورت به اپوکسیگرافیت و

 هایورق خطیغیر هایفرکانس برای دقیقی بسیار نتایج به دستیابی
  شدند. بزرگ ضرایب با هایورق خصوصاً  ارتوتروپیک

 هایورق حرکت معادلات کارمنون تئوری از استفاده با ]4[سیوادی
 در هآمددستبه نتایج مقایسه با وی کرد. استخراج را ارتوتروپیک

 لاسیکک تئوری الاستیسیته، تئوری از حاصل نتایج با خود بررسی
 و نکو(تیموش برشی شکل تغییر تئوری و (کریشهف) شدنورقهورقه

   .داد نشان را خود روش عملکردی تدق میندلین)
 یکارتوتروپ کامپوزیتی لایه بلند دامنه ارتعاش مطالعه به ]5[سوفیه
   مطالعه این در است. پرداخته ناقص مخروط شکل به همگنغیر
 در ارتوتروپیک مواد چگالی و یانگ هایمدول که است شده فرض
 ایبر هاولی معادلات کنند. تغییر نمایی طور به ضخامت جهت طول

 با اقصن مخروط شکل به همگنغیر ارتوتروپیک کامپوزیتی پوشش
 نوع خطیغیر کسینماتی با محدود انحراف تئوری از استفاده

 زا استفاده با معادلات این سپس و آید.می دست به دانل -کارمنون
 و گردندمی حل معکوس نیمه هایروش و گالرکین ،نهیبرهم اصل
 ارتعاشات ]6[یونسیان و صدری .آیدمی دست به فرکانس دامنه روابط
 -ایسازه کوپلینگ دارای سیستم یک در را ورق خطیغیر آزاد

 روش و کارمنون تئوری از استفاده با هاآن کردند. بررسی آکوستیکی
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 حل برای وردند.آ به دست را سیستم حرکت معادلات گالرکین
	VIM (Variational روش از خطیغیر معادلات iteration	

method) تحلیلی مدل یک .کردند استفاده هارمونیک تعادل و 
 لینگکوپ دارای هایسیستم دینامیکی مشخصات بینیپیش برای
 رفتهگ نظر در ریاضی مدل ابتدا در اند.کرده ارائه آکوستیکی -ایسازه
 یک از نظر مورد مدل .شودمی معرفی نظر، مورد سیستم برای شده
 این و شده تشکیل h ضخامت و b عرض ،a طول با پذیرانعطاف ورق
 صلب دیواره ٥ دارای که c عمق به آکوستیکی محفظه یک با سازه
 ،یرپذانعطاف پنل ارتعاش سازیمدل برای است. ارتباط در ،باشدمی

 استخراج منظور به است. شده گرفته کار به کارمنون معادله
 از ،آزاد شاتارتعا در موردنظر سیستم پاسخ و طبیعی هایفرکانس
  است. شده استفاده VIM حل روش
 لمنیت، هایورق طبیعی هایفرکانس حل برای ]7[فان و ردی

 بالا بهمرت برشی شکل تغییر تئوری از ارتوتروپیک و یکایزوتروپ
 پیزو روش از استفاده با ]8[همکاران و آمابیلی کردند. استفاده
 مرزی طشرای با کامپوزیت مستطیلی ورق غیرخطی ارتعاشات
 روش از استفاده با ]9[همکاران و پوررفیعی کردند. مطالعه را مختلف
 لمینیت کامپوزیت هایورق خطیغیر ارتعاش مطالعه به لاپلاس

 کردند. استفاده کارمنون تئوری از خود مدل در هاآن پرداختند.
 مستطیلی هایورق اجباری ارتعاشات ]10[رضوی و شوشتری
 ییرتغ تئوری از هاآن اند.داده قرار بررسی مورد را هیبریدی کامپوزیت

 ردنآودستبه برای گالرکین روش از و کردند استفاده برشی شکل
	کردند. استفاده مجهول زمانی هایترم در معمولی غیرخطی معادلات

 ۳ ساندویچی ورق یک اینجا در که را کامپوزیت ورق مقاله این در
 ارک این که است شده مدل عادلم ارتوتروپیک ورق یک با ،است لایه
 ثابت خمشی صلبیت و محوری بار شکل تغییر روش ۲ با تواندمی
 معادل ارتوتروپ ورق آزاد ارتعاشات تحلیل به سپس گیرد. انجام
 سیستم اول مود ۴ خطیغیر طبیعی هایفرکانس و شودمی پرداخته
 کارمنون تئوری از ورق حرکت معادلات برای ،آیدمی به دست

 .است شده استفاده گالرکین روش از آن حل برای و نموده تفادهاس
 ارتکر تحلیلی حل روش از خطیغیر طبیعی هایفرکانس محاسبه
ها انت در است. شده استفاده کوتاه رانژ عددی حل و VIM تغییرات

 یطبیع هایفرکانس بر مختلف پارامترهای تأثیر بررسی به نیز
  است. شده پرداخته خطیغیر

  
	مسئله ریفتع -۲
  TTX کرهای پرسرعت قطار -۲-۱

 دارای منطقه هایکوه داشتن خاطر به کره در قطار خطوط
 قدیمی قطارهای در بالا سرعت محدودیت است. زیادی هایمنحنی

 قدیمی خطوط روی پرسرعت قطارهای در باید آن نگهداری و تعمیر و
 ارقط در هامنحنی در شدنواژگون ریسک کاهش برای شود. لحاظ

 مرکز، از گریز نیروهای از مسافران راحتی عدم کاهش و پرسرعت
 یقطارها در رفته کار به سازه است. یافته توسعه TTX پرسرعت قطار

 ت.اس هسته یک و رویه دو شامل که است ساندویچی پنل پرسرعت
 رزین بیرونی و داخلی رویه یک شامل قطار ساندویچی ساختار
 رایب است. آلومینیوم زنبوریلانه داخلی هسته و اپوکسی گرافیت
 از TTX قطار بدنه بالای خطوط، روی گسیختن و سایش کاهش
 و درها ها،پنجره دور محافظ داخلی قاب با همراه ساندویچی سازه
 زنگ ضد فولاد از زیرین قاب است. شده ساخته هاخالی جای سایر
 در اریپاید داشتن منظور به پایین جرم مرکز دارای که شده ساخته
 افزایش باعث همچنین فولادی زیرین قاب است. هامنحنی طول
	 .شودمی کلی خمش برابر در سختی

 رد حال این با بود. محافظ داخلی قاب بدون قطار بدنه اولیه طراحی
 رگذاریبا طول در بدنه پوسته شکل تغییر سنجیصحت نتایج طول

 هایقاب زهسا تقویت منظور به بود. شده فرض حد از بیش عمودی
 .شودمی داده جا قطار بدنه سازه انتهای و سقف طرفین، در داخلی
 کلیومتر۲۰۰ سرعت و تریلر واگن ۲ و کشنده واگن ۴ دارای TTX قطار
 هایالمان است. درآمده نمایش به ۲ شکل در که است ساعت بر

 هسته و هارویه برای اپوکسی کربن شامل ساندویچی ساختار
 اختارس یک از بدنه کل .باشدمی هسته برای نبوریزلانه آلومینیوم

 دهش بندیسرهم بزرگ مقیاس یک در یعنی است. شده تولید واحد
 دهش پخش سطح روی بیرونی رویه ابتدا است. شده چسبیده بهم و

 ذاشتهگ بیرونی پوسته روی زنبوری هسته و داخلی فرم سپس است،
 بهم بچس فیلم یک وسیله به پوسته و هسته است. شده

 لک نهایت در است. شده کشیده داخلی رویه بر چسب اند.چسبیده
 است. شده هم سر مناسب خلأ کیسه توسط هواگیری از بعد سازه
   هایلینک سازه، عنوان به قطار بدنه کل ساخت با وسیله بدین
 ضعیف لینک تنها و است نظر صرف قابل هاپنل بین ضعیف
 چیساندوی ساختار است. زیرین قاب و بالایی بدنه بین باقیمانده

 درصد ۳۹ تا زنگ ضد فولاد بدنه با مقایسه در قطار بالایی بدنه وزن
 کاهش درصد ۲۸ تا زیرین قاب شامل کل وزن است. داده کاهش
   .]1[1است داده
	

	

   ]TTX 1]1 قطار شماتیک )۲ شکل
  
	 TTX ساندویچی ساختار -۲-۲

 رزین بیرونی و داخلی هروی یک شامل TTX قطار ساندویچی ساختار
 در هک است آلومینیوم زنبوریلانه داخلی هسته و اپوکسی گرافیت
 اجزای برای ماده خواص است. شده داده نشان ۳ شکل و ۱ جدول
 شده داده نمایش ۲ جدول در TTX ساندویچی سازه مختلف
   .]12‐15[است
  تبدیل سازه ساندویچی -۲-۳
 بدنه از ،پرسرعت قطار بدنه ازهس ارتعاشی تحلیل برای تحقیق این در

 لایه ۳ ساندویچی بدنه کار این برای ماشود می استفاده ساندویچی
 کنیم.می تبدیل ۴ شکل طبق معادل ارتوتروپیک ورقلایه تک به را

ود شمی استفاده روش دو از معادل ارتوتروپیک ورق به تبدیل برای
	Transformation) محوری بار شکل تغییر اساس بر تبدیل -۱

based	on	Axial	Load	Deformation;	TALD) ۲- بر تبدیل 
	Transformation) ثابت خمشی صلبیت اساس based	 on	

Constant	Flexural	Rigidity;	TCFR) .طور به روش دو این 
های آوردن ثابتدستبه نحوه در که هستند هم به شبیه خیلی کلی

 یک اساس بر اول وشر .باشندمی متفاوت همدیگر با الاستیسیته
 اساس بر الاستیک ثوابت محاسبه دوم روش و ساده نیرو تعادل
 المان روش طریق ازقبلاً  فرض این صحت است. خمشی تعادل
ر به کا مختلف مواد برای آباکوسافزار نرم درسازی شبیه و محدود
 و جسم برایسازی شبیه است. گرفته انجام هسته و رویه در رفته
 خمش محاسبه با و شده گرفته نظر در جداگانه تصور به پوسته



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــی غضنفر محسنی و رضا نظام ۲۹۵۸

   ۱۳۹۸ آذر، ۱۲، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                        مدرس                             ندسی مکانیک پژوهشی مه -ماهنامه علمی

 معادل ارتوتروپ ورق به ورق تبدیل روش دو هرسنجی صحت ورق،
 در هجداگان صورت به پوسته و جسم المان برای مرجع ورق به نسبت
سازی شبیه نتایج آن در که است شدهسازی شبیه باکوسافزار آنرم
 هر در طول حسب رب خمش از حاصلنمودارهای  که دهدمی نشان
 صلبیت روش که هستند نزدیک اصلی مرجع حالت به روش دو

 بار روش از مقاله این در .]16[است بیشتری دقت دارای خمشی
لایه تک ارتوتروپ ورق یک به چندلایه ورق تبدیل برای محوری
	است. شده استفاده معادل

  
   ]15[ساندویچی ورق دهندهتشکیل اجزاء )۱ جدول
  )مترمیلی( ضخامت  جنس  اجزاءشماره

  ۵/۵‐۱/۳  اپوکسی -گرافیت  رویه  ۱
  ۳۷  آلومینیومی زنبوریلانه  هسته  ۲
  ۲	فولاد  داخلی فریم  ۳
  ۴۰ و ۵۰  -  خالی فضای  ۵ و ۴
  -  -  چسب  ۶
  

  

	
   ]13	,12[واگن سازه در رفته کار به ساندویچی ورق ساختار )۳ شکل

  
   ]15[ساندویچی ورق دهندهتشکیل اجزاء خصوصیات )۲ جدول

  اجزاء  ساندویچی ورق خصوصیات
  )زنبوریلانه( هسته  )اپوکسی -(گرافیت رویه  

E1	(GPa) ۵/۵۵	۱۷/۰  
E2 (GPa)	۳/۴۸  ۱۷/۰  

࣏12	۰۹۹/۰  ۹۹۶/۰  
࣋	(kg/m)3	۱۶۰۰  ۵۵  

	
   TALD روش به تبدیل -۲-۴

 بارگذاری ۴ شکل همانند را ورق 11E و 22E یانگ مدول محاسبه برای
 ۲۰۰۲ سال در ژواکسی روش اساس بر معادل مدول محاسبه کنیم.می
 شده تقسیم هالایه همه در بار و است x جهت در فرضی بار .باشدمی

 زیرین لایه B و وسط لایه I و بالایی لایه T ،۴شکل در است.
	 .]16[باشدمی

σଵଵ. Aଵଵ ൌ σଵଵ୘ . Aଵଵ୘ ൅ σଵଵ୍ . Aଵଵ୍ ൅ σଵଵ୆ . Aଵଵ୆ 	 )۱(                 

σଵଵ ൌ σଵଵ୘ .
୅భభ
౐

୅భభ
൅ σଵଵ୍ .

୅భభ
౅

୅భభ
൅ σଵଵ୆ .

୅భభ
ా

୅భభ
	 )۲(                            	

	 که
Aଵଵ ൌ H.W 	
Aଵଵ୘ ൌ H୘.W		
	

Aଵଵ୍ ൌ H୍.W		
Aଵଵ୆ ൌ H୆.W																																																																						 )۳(  

	داریم: )۲( معادله در )۴( رابطه در موجود هاینسبت جایگذاری با

α୘ ൌ
ୌ౐

ୌ
		,		α୍ ൌ

ୌ౅

ୌ
			α୆ ൌ

ୌా

ୌ
	

	
σଵଵ ൌ σଵଵ୘ . α୘ ൅ σଵଵ୍ . α୍ ൅ σଵଵ୆ . α୆																																		 )۴(  

	داریم: ଵଵߝ بر )۴( ابطهر تقسیم با
஢భభ
கభభ	

ൌ
஢భభ
౐

கభభ
. α୘ ൅

஢భభ
౅

கభభ
. α୍ ൅

஢భభ
ా

கభభ
. α୆																																			 )۵(  

	داریم: Eଵଵ مدول برای محوری بار شکل تغییر اساس بر تبدیل
Eଵଵ ൌ Eଵଵ୘ . α୘ ൅ Eଵଵ୍ . α୍ ൅ Eଵଵ୆ . α୆ 																																			 )۶( 	

	داریم: ଶଶܧ برای مشابه طور به و
Eଶଶ ൌ Eଶଶ

୘ . α୘ ൅ Eଶଶ
୍ . α୍ ൅ Eଶଶ

୆ . α୆ 																																		 )۷(  
  

  
   [16]حوریم بار اساس بر معادل لایهتک ورق به ساندویچی ورق تبدیل )۴ شکل

  
	حاکم معادلات -۳
 کامپوزیتی هایورق بر حاکم معادلات استخراج به قسمت این در

 ورق معادله از ۴-۲ قسمت در موجود روابط طبق .شودمی پرداخته
 عادلهم پایه بر محاسبات کلیه گردد.می استفاده معادل ارتوتروپیک

 اشدبمی تیکامپوزی هایورق ارتعاشات بر حاکم معادله که کارمنون
 a طول و b عرض ،h ورق ضخامت مدل، این در .است گرفته انجام
 و ۵ ،۱ ،جدول طبق هسته و پایینی یا بالایی رویه ضخامت .باشدمی
 وجهت با معادل ورق مکانیکی پارامترهای کلیه و است مترمیلی ۳۷
  است. آمده ۳ جدول در ۴-۲ قسمت هایفرمول به

 زیر صورت به معادل کامپوزیتی قور بر حاکم ارتعاشی معادلات
  :]17[باشدمی

  

D୶
பర୛ሺ୶,୷,୲ሻ

ப୶ర
൅ ρ

பమ୛ሺ୶,୷,୲ሻ

ப୲మ
൅ 2H

பర୛ሺ୶,୷,୲ሻ

ப୶ర ப୷ర
൅

D୷
பర୛ሺ୶,୷,୲ሻ

ப୷ర
ൌ h ቀ

பమம

ப୷మ
பమ୛

ப୶మ
൅

பమம

ப୶మ
பమ୛

ப୷మ
െ 2

பమம

ப୶ப୷

பమ୛

ப୶ப୷
ቁ	 

)۸(  

ቂA௬
பరம

ப୶ర
൅ A୶୷

பరம

ப୶మ ப୷మ
൅ A୶

பరம

ப୷ర
ቃ ൌ ቀ

பమ୛

ப୶ப୷
ቁ
ଶ
െ

பమ୛

ப୷మ
பమ୛

ப୶మ
 	
)۹(	
A୶୷ )۹( معادله در ൌ

ଵ

ீೣ೤
െ

ଶʋೣ
ாೣ
, A௬ ൌ

ଵ

ாೊ
، A௫ ൌ

ଵ

ாೣ
 باشد.می

  داریم: )۹( معادله در مقادیر جایگذاری با

	
൤ܧ௫

பరம

ப୶ర
൅ ሺ

ாೣா೤
ீೣ೤

െ 2ʋ௫ܧ௬ሻ
பరம

ப୶మ ப୷మ
൅ ௬ܧ

பరம

ப୷ర
൨ ൌ

௬ሺቀܧ௫ܧ
பమ୛

ப୶ப୷
ቁ
ଶ
െ

பమ୛

ப୷మ
பమ୛

ப୶మ
)																																															 )۱۰( 	

  
   ]17[معادل اورتوتروپ ورق ترهایپارام )۳ جدول

 ۳۸۳/۷۲Kg/m۳ ρ	 ۸۵/۱۱ 	GPa E୶	
۳ 	m a	 ۳۵/۱۱ 	GPa E୷	
۵/۲ 	m b	 ۰۸/۳ 	GPa G୶୷	

۴۷ 	mm	 h	 ۷۹۹/۰ 		 ϑ 



 ۲۹۵۹ پرسرعت یقطارهادر بدنه  تیورق کامپوز یرخطیارتعاشات آزاد غ لیتحلـــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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௫௬ܩ	 )،۱۰( معادله در که ൌ
ாೣா೤

ாೣାா೤ሺଵାଶඥʋೣʋ೤	ሻ
ൎ ඥாೣா೤

ଶሺଵାඥʋೣʋ೤	ሻ
 

,D୷ باشد.می D୶,H ارتوتروپیک هایورق خمشی استحکام ضرایب 
 و سطحی چگالی ߩ الاستیسیته، مدول ܧ )،۱۰( رابطه در که هستند

 مورد رقو ساختار و شکل به توجه با که باشندمی ایری تنش تابع ߶
  دارند. متفاوت مقداری نظر

D୶ ൌ E୶ 	
୦య

ଵଶ
	,	D୷ ൌ E୷

୦య

ଵଶ
,	D୶୷ ൌ

୉౮.ణ೤୦య

ଵଶ
	,		Dୱ ൌ ௫௬ܩ

୦య

ଵଶ
	

 

H=D୶୷+2Dୱ,	ܧ௘ ൌ
ாೣா೤
ீೣ೤

െ 2ʋ௫ܧ௬																																	 )۱۱( 	

  
 ،ورق هایلبه تمام در مفصلی گاهیتکیه شرایط درنظرگرفتن با

  باشد:می بیان لقاب زیر شکل به مرزی شرایط

x ൌ 0, a	 ⇒ ൝
W ൌ 0	,M୶ ൌ 0																									

பమம

ப୶ப୷
ൌ 0		, ׬

பమம

ப୷మ
dy ൌ 0

ୠ
଴

  

y ൌ 0, b	 ⇒ ൝
W ൌ 0	,M୷ ൌ 0																										

பమம

ப୶ப୷
ൌ 0		, ׬

பమம

ப୶మ
dx ൌ 0

ୟ
଴

  

)۱۲(	
 بعتا همچنین و ورق جاییجابه پاسخ گالرکین روش از استفاده با

  داد: بسط )۱۳( رابطه صورت به توان می را ایری تنش
Wሾx, y, tሿ ൌ ∑ ∑ W୫୬ሾtሿஶ

୬ୀଵ
ஶ
୫ୀଵ Sinሾα୬xሿ Sinሾβ୫yሿ  

)۱۳(   α୬ ൌ n
஠

ୟ
;		β୫ ൌ m

஠

ୠ
;  

ϕሾx, y, tሿ ൌ ∑ ∑ ߶௥௦ሾݐሿஶ
௦ୀ଴

ஶ
௥ୀ଴ Cosሾα୰ݔሿ Cosሾ βୱݕሿ  

)۱۴(  α୰ ൌ r
஠

ୟ
;	βୱ ൌ s

஠

ୠ
  

  
 تیبایس خطیغیر هایترم خطی طبیعی فرکانس آوردندستبه برای
 و )۸( رابطه در )۱۳( رابطه جایگذاری با شود. داده قرار صفر برابر

	.]18[گرددمی حاصل )۱۵( رابطه متغیرها، جدایی از استفاده
  

D୶
பర୛ሺ୶,୷,୲ሻ

ப୶ర
൅ 2H

பర୛ሺ୶,୷,୲ሻ

ப୶ర ப୷ర
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∑ ∑ ሺሺD୶αସ ൅ 2Hαଶߚଶ ൅ D୷ߚସሻW୫୬ሾtሿ ൅ଶ
௡ୀଵ

ଶ
௠ୀଵ

ρݓሷ ሻ Sinሾα୬xሿ Sinሾβ୫yሿ ൌ 0	  
∑ ∑ ሺሺD୶αସ ൅ 2Hαଶߚଶ ൅ଶ

௡ୀଵ
ଶ
௠ୀଵ

D୷ߚସሻW୫୬ሾtሿ െ 	ρΩ୫୬
ଶW୫୬ሾtሿሻ Sinሾα୬xሿ Sinሾβ୫yሿ ൌ

0 								 	 	 	 	 											 )۱۵( 	
	

  است: )۱۶( رابطه صورت به کامپوزیت ورق خطی فرکانس مقدار

Ω௠௡ ൌ
గమ

௔మඥఘ
ටܦ௫݊ସ ൅ ଶ݊ଶሺ݉ܪ2

௔

௕
ሻଶ ൅ ௬݉ସሺܦ

௔

௕
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)۱۶(  
 و m=n=1، m=1,n=2، m=2,n=1 مقادیر جایگذاری با حال

m=n=2 یرز صورت به کامپوزیت ورق خطی طبیعی فرکانس مقادیر 
  :آیدمی به دست

Ωଵଵ ൌ Ωଵଶ	و46 ൌ Ωଶଵ	۱۰۲و/۸۱ ൌ Ωଶଶ	و120.34 ൌ
183.96  

 )۱۸( و )۱۷( رابطه )۹( و )۸( رابطه در )۱۴( و )۱۳( رابطه قراردادن با
  آید:می به دست
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ଶ
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)۱۸(  
 تعامد قضیه به توجه با و	൧݉ߚݕሿSinൣ݊ߙݔSinሾ	در طرفین ضرب با
  آید.یم به دست مودها برای سیستم پاسخ طرفین از انتگرالگیری و
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)۱۹(  
  
	حل روش -۴
 روش با کامپوزیتی ورق ارتعاشاتی خطیغیر معادلات حل -۴-۱

VIM  
 ظرن مورد سیستم پاسخ و طبیعی هایفرکانس استخراج منظور به

 شکل هب کلی طور به سیستم یک حرکت بر حاکم دیفرانسیل معادله
	:شودمی گرفته نظر در زیر
ݑܮ  )۲۰( ൅ ݑܰ ൌ ݃ሺݐሻ 
 ،ሻݐሺ݃ .باشدمی غیرخطی اپراتورܰ  و خطی اپراتور ܮ رابطه این در که
 با )۲۰( رابطه در غیرخطی معادله حل .باشدمی همگنغیر منبع

  :آیدمی دست به زیر بازگشتی رابطه از استفاده
ሻݐ௞ାଵሺݑ ൌ ሻݐ௞ሺݑ ൅ ׬ ௞ሺ߬ሻݑܮሺ߬ሻሼߣ ൅ ෤௞ሺ߬ሻݑܰ െ

௧
଴

݃ሺ߬ሻሽ݀߬             																																																									 )۲۱( 	
 بحسا از استفاده با که باشدمی لاگرانژ ضریب ߣ ،)۲۱( رابطه در که

 تغییر یک ෤௞ݑ و گردد تعیین تواندمی بهینه صورت به تغییرات
෤௞ݑδ معنی به که است شده محدود ൌ  کاملاً  اکنون .باشدمی 0



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــی غضنفر محسنی و رضا نظام ۲۹۶۰

   ۱۳۹۸ آذر، ۱۲، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                        مدرس                             ندسی مکانیک پژوهشی مه -ماهنامه علمی

 دنیازمن ابتدا در متغیر تکرار روش اصلی هایگام که است مشخص
 نتعیی بهینه صورت به تواندمی که است ሺ߬ሻߣ لاگرانژ ضریب تعیین
 لیک لاگرانژ ضریب تعیین برای معمولاً  جزئی گیریانتگرال گردد.
  دیگر: عبارت به شودمی استفاده ሺ߬ሻߣ

׬ ௞ݑሺ߬ሻߣ
ᇱ ሺ߬ሻ݀߬ ൌ ௞ሺ߬ሻݑሺ߬ሻߣ െ ׬ ᇱߣ ሺ߬ሻݑ௞ሺ߬ሻ݀߬  

׬ ௞ݑሺ߬ሻߣ
ᇱᇱ ሺ߬ሻ݀߬ ൌ ௞ݑሺ߬ሻߣ

ᇱ െ ௞ݑᇱሺ߬ሻߣ ൅
׬ ᇱᇱߣ ሺ߬ሻݑ௞ሺ߬ሻ݀߬ 																																																							 )۲۲( 	

  
 شخصم با آیند. دست به جزئی گیریانتگرال با توانندمی )۲۲( رابطه
 برای ௞ାଵݑ ،k≥0 متوالی هایتقریب ሺ߬ሻߣ کلی لاگرانژ ضریب شدن
 آیند.می دست به ଴ݑ انتخابی تابعی هر از استفاده با u جواب

  است: تعیین قابل جواب درنتیجه،
u=	lim௡→ஶݑ௡		 )۲۳(	

 داد واهدخ تقریب چندین )۲۱( رابطه تابعی تصحیح دیگر عبارت به
 اهدخو دست به متوالی هایتقریب عنوان به دقیق جواب درنتیجه و
 مود برای VIM روش بازگشتی معادله از توانمی حال .]20	,19[آمد
  نمود: استفاده زیر شکل به و اول
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 نهمچنی و اخیر معادله در تساوی طرف دو تغییرات درنظرگرفتن با
 هایترم برای (Variation	Restricted) محدود تغییرات فرض با

  :آیدمی دست به زیر رابطه ،غیرخطی
ሺߜ ଵܹଵሺݐሻሻ௞ାଵ ൌ ሺߜ ଵܹଵሺݐሻሻ௞ ൅ ሺߜଵଵߣ ଵܹଵ
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ଵଵᇱߣ ሺߜ ଵܹଵሺ߬ሻሻ௞|ఛୀ௧ ൅ ׬ ሾߣଵଵሿߜሺ ଵܹଵሺ߬ሻሻ௞

௧
଴ ݀߬		

)۲۵(	
 لاگرانژ ضریب (Stationary) تغییر بدون شرایط برای درنتیجه و

  از: بود خواهد عبارت

ቐ
ଵଵᇱᇱߣ ሺ߬ሻ ൅ Ωଵଵ

ଶߣଵଵሺ߬ሻ ൌ 0
1 െ ଵଵᇱߣ ሺ߬ሻ|ఛୀ௧ ൌ 0
ଵଵሺ߬ሻ|ఛୀ௧ߣ ൌ 0

																																								 )۲۶( 	

 مودهای به مربوط معادلات برای توانمی همچنین را مشابهی روند
  نمود: استخراج را زیر نتایج و گرفت نظر در دیگر
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 طهراب در معادلات، برای آمدهدستبه لاگرانژ ضرایب جایگذاری با حال
  هستند: یابیدست قابل زیر معادلات )۲۱( بازگشتی

ሺ ଵܹଵሺݐሻሻ௞ାଵ ൌ ሺ ଵܹଵሺݐሻሻ௞ ൅ ׬
ଵ

Ωభభ
sinሾΩଵଵሺ߬ െ

௧
଴

ሻሿݐ ሼሺܹᇱᇱ
ଵଵ
ሺ߬ሻሻ௞ ൅ Ωଵଵ

ଶሺ ଵܹଵሺ߬ሻሻ௞ ൅
ଷߤ
ଵଵሺ ෙܹଵଵሺ߬ሻሻ௞

ଷ ൅ ସଵଵሺߤ ෙܹଵଵሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଵଶሺ߬ሻሻ௞
ଶ ൅

ହߤ
ଵଵሺ ෙܹଵଵሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଶଵሺ߬ሻሻ௞

ଶ ൅
଻ଵଵሺߤ ෙܹଵଶሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଶଵሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଶଶሺ߬ሻሻ௞ሽ݀߬  
 

ሺ ଵܹଶሺݐሻሻ௞ାଵ ൌ ሺ ଵܹଶሺݐሻሻ௞ ൅ ׬
ଵ

Ωభమ
sinሾΩଵଶሺ߬ െ

௧
଴

ሻሿݐ ሼሺܹᇱᇱ
ଵଶ
ሺ߬ሻሻ௞ ൅ Ωଵଶ

ଶሺ ଵܹଶሺ߬ሻሻ௞ ൅

ଷߤ
ଵଶሺ ෙܹଵଶሺ߬ሻሻ௞

ଷ ൅ ସଵଶሺߤ ෙܹଵଶሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଵଵሺ߬ሻሻ௞
ଶ ൅

ହߤ
ଵଶሺ ෙܹଵଶሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଶଵሺ߬ሻሻ௞

ଶ ൅
଺ߤ
ଵଶሺ ෙܹଵଶሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଶଶሺ߬ሻሻ௞

ଶ ൅
଻ଵଶሺߤ ෙܹଵଵሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଶଵሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଶଶሺ߬ሻሻ௞ሽ݀߬ 	
 

ሺ ଶܹଵሺݐሻሻ௞ାଵ ൌ ሺ ଶܹଵሺݐሻሻ௞ ൅ ׬
ଵ

Ωమభ
sinሾΩଶଵሺ߬ െ

௧
଴

ሻሿݐ ሼሺܹᇱᇱ
ଶଵ
ሺ߬ሻሻ௞ ൅ Ωଶଵ

ଶሺ ଶܹଵሺ߬ሻሻ௞ ൅
ଷߤ
ଶଵሺ ෙܹଶଵሺ߬ሻሻ௞

ଷ ൅ ସଶଵሺߤ ෙܹଶଵሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଵଵሺ߬ሻሻ௞
ଶ ൅

ହߤ
ଶଵሺ ෙܹଶଵሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଵଶሺ߬ሻሻ௞

ଶ ൅
଺ߤ
ଵଶሺ ෙܹଶଵሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଶଶሺ߬ሻሻ௞

ଶ ൅
଻ଶଵሺߤ ෙܹଵଵሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଵଶሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଶଶሺ߬ሻሻ௞ሽ݀߬		
	

ሺ ଶܹଶሺݐሻሻ௞ାଵ ൌ ሺ ଶܹଶሺݐሻሻ௞ ൅ ׬
ଵ

Ωమమ
sinሾΩଶଶሺ߬ െ

௧
଴

ሻሿݐ ሼሺܹᇱᇱ
ଶଶ
ሺ߬ሻሻ௞ ൅ Ωଶଶ

ଶሺ ଶܹଶሺ߬ሻሻ௞ ൅
ହߤ
ଶଶሺ ෙܹଶଶሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଵଶሺ߬ሻሻ௞

ଶ ൅
଺ߤ
ଵଶሺ ෙܹଶଶሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଶଵሺ߬ሻሻ௞

ଶ ൅
଻ଶଶሺߤ ෙܹଵଶሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଶଵሺ߬ሻሻ௞ሺ ෙܹଵଵሺ߬ሻሻ௞ሽ݀߬ 																		 )۲۸( 	
	

 بر حاکم معادلات برای )۲۸( بازگشتی روابط از استفاده منظور به
 گرفته نظر رد سیستم پاسخ رایب اولیه تقریب یک باید ابتدا سیستم،

  ند:باش زیر صورت به لهأمس برای اولیه شرایط که صورتی در شود.

ە
۔

ۓ ଵܹଵሺ0ሻ ൌ 			,	ଵଵܣ ଵܹଵ
ᇱ ሺ0ሻ ൌ 0

ଵܹଶሺ0ሻ ൌ 			,	ଵଶܣ ଵܹଶ
ᇱ ሺ0ሻ ൌ 0

ଶܹଵሺ0ሻ ൌ 			,	ଶଵܣ ଶܹଵ
ᇱ ሺ0ሻ ൌ 0

ଶܹଶሺ0ሻ ൌ 			,	ଶଶܣ ଶܹଶ
ᇱ ሺ0ሻ ൌ 0

  )۲۹(	

 ارضا را )۲۹( اولیه شرایط که را زیر اولیه هایتقریب وانتمی
  گرفت: نظر در اندنموده

ሺ ଵܹଵሺݐሻሻ଴ ൌ ଵଵܣ cos ݐଵଵߙ
ሺ ଵܹଶሺݐሻሻ଴ ൌ ଵଶܣ cos ݐଵଶߙ
ሺ ଶܹଵሺݐሻሻ଴ ൌ ଶଵܣ cos ݐଶଵߙ
ሺ ଶܹଶሺݐሻሻ଴ ൌ ଶଶܣ cos ݐଶଶߙ

 	 )۳۰(	

 و حل برای )۲۸( معادلات در )۳۰( معادلات جایگذاری از عدب
 از جلوگیری جهت لازم شرط خطیغیر هایفرکانس آوردندستبه

 خطیغیر معادله ٤ از یک هر در پس گردد. لحاظ باید تشدید پدیده
 هر برای ترتیب بدین گیرند. قرار صفر برابر وابسته هایترم است نیاز
 مربوطه غیرخطی هایفرکانس )،۲۸( خطیغیر معادله ٤ از یک

  .شوندمی حاصل
  
  نتایج و سنجیصحت -۵
 معادلات یعنی معادل ارتوتروپ ورق ارتعاشی معادلات حل از بعد

 وابسته هایترم حذف و )۲۸( رابطه در موجود ورق ارتعاشی مودهای
 مقداردهی طریق از ضرایب جایگذاری و معادلات به مقداردهی و آن
 پسس آید.می به دست خطیغیر هایفرکانس مقادیر اولیه شرایط به

  گردد.می ترسیم چهارم تا اول مودهای برای سیستم پاسخ
 غیرخطی هایفرکانس برای ورق ODE معادلات آمدهدستبه نتایج
 نتایج .است شده ارائه ۴ جدول در VIM روش از استفاده با سیستم
 ارتعاشات فمختل هایدامنه( مختلف اولیه شرایط برای مذکور
 آمده ۴ جدول در که طورهمان .اندآمده دست به سیستم) مودهای
 و پاسخ صفر به نزدیک اولیه شرایط در که شودمی مشاهده است
 .شودمی نزدیک خطی هایفرکانس به خطیغیر هایفرکانس مقدار

 مود ۴ خطیغیر هایفرکانس مقدار که گرددمی ملاحظه همچنین
 هاولی شرایط در و هستند اولیه شرایط یرمقاد به وابسته بسیار

 بودنحساس دهندهنشان این که دارند متفاوتی پاسخ متفاوت
  است. اولیه شرایط به هافرکانس
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  VIM روش از سیستم خطیغیر هایفرکانس )۴ جدول
	VIM روش 	اولیه شرایط

	۲۲ߙ  A۲۲ A۲۱ A۱۲ A۱۱ ۱۱ߙ ۱۲ߙ ۲۱ߙ
۹۷/۱۸۳ 	 ۳۶/۱۲۰  ۸۲/۱۰۲  ۰۱/۴۶  ۰۰۱/۰  ۰۰۱/۰  ۰۰۱/۰  ۰۰۱/۰  
۲۳/۱۸۵  ۲۱/۱۲۲  ۷۴/۱۰۳  ۹۰۶/۴۶  ۰۱/۰  ۰۱/۰  ۰۱/۰  ۰۱/۰  
۷۶/۱۹۶  ۱۳۵ ۷۸/۱۱۰  ۷۱۱/۵۳  ۰۳/۰  ۰۳/۰  ۰۳/۰  ۰۳/۰  
۰۱/۱۸۴  ۴۲/۱۲۰  ۸۸/۱۰۲  ۰۷/۴۶  ۰۰۳/۰  ۰۰۱/۰  ۰۰۳/۰  ۰۰۲/۰  

  
 برای ۱ نمودار در زمان به نسبت فرکانس حسب بر سیستم پاسخ حال

 ترسیم کوتا رانژ و VIM هایروش برای رمچها تا اول مودهای
  .گرددمی
	

الف  
  

ب  

  ج  

  د  
 کوتا رانژ روش و VIM روش از استفاده با سیستم آمدهدستبه پاسخ )۱نمودار 

  چهارم مود د) ،سوم مود ج) ،دوم مود ب) ،اول مود الف)

 فرکانس روی مختلف پارامترهای تأثیر و سیستم تحلیل -۵-۱
  سیستم یطبیع
 به دست آن پاسخ و سیستم حرکت معادلات قبل هایقسمت در

 تعیین اول مود ۴ برای سیستم هایفرکانس همچنین .است آمده
 یفرکانس تحلیل به آمدهدستبه طبروا به توجه با حال .است شده

  .شودمی پرداخته آن روی مختلف پارامترهای تأثیر و سیستم
 کانسفر روی کامپوزیتی ورق رویه الاستیسیته مدول تأثیر -۵-۱-۱

	طبیعی
 هایفرکانس بر مختلف پارامترهای تأثیر بررسی به بخش این در

۱۱ܣ هایدامنه در اول مود ۴ برای سیستم ൌ ۱۲ܣ ൌ ۲۱ܣ ൌ ۲۲ܣ ൌ ۰/۰۱	 
   .شودمی پرداخته

 جهت در رویه الاستیسته مدول تغییر تأثیر X	
 مختلف مقادیر ازای به ختلفم مودهای فرکانس مقادیر ٥ جدول در

 با گردد،می مشاهده ٢نمودار  در همچنین است، آمده رویه مدول
 فرکانس x جهت در کامپوزیت ورق رویه الاستیسیته مدول افزایش
 مدول افزایش با که است این امر این علت یابد.می افزایش

 باعث و یافته افزایش x جهت در کل معادل مدول رویه، الاستیسیته
 ریبض افزایش به منجر نتیجه در و سیستم خمشی صلبیت فزایشا

 ایموده برای سیستم فرکانس نتیجه در و شده سیستم K فنریت
  یابد.می افزایش چهارم تا اول

  
  x جهت در رویه الاستیسیته مدول حسب بر سیستم هایفرکانس )۵ جدول

۱۱ܧ
௧	۷۵/۲۷  ۶۲/۴۱  ۵/۵۵  ۳۸/۶۹  ۲۵/۸۳  

  ۴۲/۵۴  ۳۰/۵۱  ۷۳/۴۷  ۲۰/۴۴  ۹۸/۳۹ ۱۱ߙ
  ۹۰/۱۲۵  ۳۲/۱۱۶  ۲۵/۱۰۵  ۸۹/۹۳  ۹۴/۷۹ ۱۲ߙ
  ۹۹/۱۳۱  ۱۲۸  ۵۱/۱۲۳  ۳۰/۱۱۹  ۴۲/۱۱۴ ۲۱ߙ
  ۹۳/۲۱۱  ۵۵/۱۹۹  ۲۹/۱۸۵  ۳۱/۱۷۱  ۴۷/۱۵۴ ۲۲ߙ

  

  
	فرکانس روی x جهت در رویه الاستیسیته مدول تغییرات تأثیر )۲نمودار 

  
 جهت در رویه الاستیسته مدول تغییر تأثیر y  

 افزایش با شودمی مشاهده ۳نمودار  و ۶ جدول در که طورهمان
 در و افزایش y جهت در کل معادل مدول ،y جهت در رویه مدول
 نریتف ضریب و شده سیستم خمشی صلبیت افزایش باعث نتیجه

k مود ۴ هر در فرکانس افزایش موجب و یابدمی افزایش سیستم 
  .گرددمی

 یعنی سوم مود فرکانس ٢نمودار  درشود یم مشاهده که طورهمان
 خطی صورت بهتقریباً  ۱۲ߙ یعنی دوم مود فرکانس ٣نمودار  در و ۲۱ߙ

 وارند د کمی نسبی افزایش الاستیسیته ولدم افزایش با و هستند
طور همان .باشدمی ورق سوم و دوممودهای  شکل خاطر به امر این
 مود، شکل )m=1، n=2( دوم مودگردد می ملاحظه ٥شکل  در که

 شکل )m=2، n=1( سوم مود و x جهت در آن خیز و شکل تغییر
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   ۱۳۹۸ آذر، ۱۲، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                        مدرس                             ندسی مکانیک پژوهشی مه -ماهنامه علمی

 مدول وقتیل دلی همین به است y جهت در آن شکل تغییر و مود
 کم سوم مود و زیاد دوم مود تغییراتشود، می زیاد x راستای در

 فرکانس y جهت در مدول تغییر با همچنین. )٢نمودار ( است
 دزیا دوم مود وشود می شدیدتر تغییرات دچار جهت آن در سیستم
   ).٣نمودار ( کندنمی تغییر
، Gpa ۱۵/۲۴ الاستیسیته مدول در کهشود می مشاهده ٣نمودار  در

 علت این به این و است بزرگتر ۲۱ߙ فرکانس از ۱۲ߙ دوم مود فرکانس
 چون ولی است برابر y و xهای جهت در مدول نقطه، این در که است
 نشان دوم مود شکل در را خود طول اثر، است بیشتر ورق طول
 همین به است، x جهت در تغییرات m=1، n=2 مود چون دهد.می
	.شودمی سوم مود از بزرگتر دوم مود دلیل
  مدول رد طبیعی فرکانس روی اولیه شرایط تغییراتتأثیر 

   مختلف الاستیسیته
 بر y و xهای جهت در هالاستیست مدول تغییرات بررسی از بعد

های تغییرات فرکانس در شرایط اولیه مختلف در مدول حال، فرکانس
 مود خطیغیر فرکانس تغییرات ۴نمودار  .شودمی بررسیمتفاوت 

 مدول افزایش با کهدهد می نشان را ۱۱ܣ دامنه مختلف شرایط در اول
  .یابدمی افزایش فرکانس الاستیسته

  
  y جهت در رویه الاستیسیته مدول حسب بر سیستم هایفرکانس )۶ جدول
۱۱ܧ
௧	۱۵/۲۴  ۲۲/۳۶  ۳/۴۸  ۳۸/۶۰  ۴۵/۷۲  

  ۳۳/۵۲  ۱۷/۵۰  ۸۲/۴۷  ۳۶/۴۵  ۵۵/۴۲ ۱۱ߙ
  ۰۵/۱۰۹  ۳۳/۱۰۷  ۴۳/۱۰۵  ۴۲/۱۰۳  ۰۸/۱۰۱ ۱۲ߙ
  ۰۵/۱۴۴  ۴/۱۳۴  ۶۶/۱۲۳  ۳۱/۱۱۲  ۱/۹۹ ۲۱ߙ
  ۶۱/۲۰۲  ۵۳/۱۹۴  ۶۸/۱۸۵  ۴۸/۱۷۶  ۹۸/۱۶۵ ۲۲ߙ

 

  
	 فرکانس روی y جهت در رویه الاستیسیته مدول تغییرات تأثیر )۳نمودار 

	

  
   ]18[ساده هایگاهتکیه با مستطیلی ورق یک مودهای شکل )۵شکل 

  
	ختلفم الاستیسته مدول در فرکانس بر اولیه شرایط تغییرات تأثیر )۴نمودار 

	
 روی کامپوزیتی ورق هسته الاستیسته مدول تأثیر 

  طبیعی سفرکان
 هسته الاستیسیته مدول افزایش با گرددمی مشاهده ٥نمودار  در
 الاستیسیته مدول بودنکوچک خاطر به x جهت در کامپوزیت ورق

 معادل مدول در خاطر همین به نیست زیاد نیز آن تغییرات هسته،
 دچار سیستم هایفرکانس دلیل همین به و ندارد تاثیری کلی

 مدول که آنجایی از است. خطی هاآن راتتغیی و شودمین تغییرات
 بنابراین است برابر هم با y و x هایجهت در ورق هسته الاستیسیته

 y جهت در چه و x جهت در چه هسته الاستیسیته مدول تغییر با
	است. کم بسیار فرکانس تغییرات و خطی فرکانس تغییرات

  

	

	رکانسف بر x جهت در هسته مدول تغییرات تأثیر )۵نمودار 

  
ر ب کامپوزیت ورق هسته و رویه ضخامت تغییرات تأثیر -۵-۱-۲

  طبیعی فرکانس
 رویه ضخامت افزایش باشود می مشاهده ۶نمودار  در کهطور همان
 ثابت کل ضخامت وشود می کم هسته ضخامت آن نسب به که
 فرمول طبق y و x جهت دو هر در معادل الاستیسته مدول ماند،می
 در یخمش مدول بنابراین. یابدمی افزایش قبل، فصل در شده گفته
 الاستیسته مدول افزایش با و یابدمی افزایش y و xهای جهت
 افزایش خاطر بهها فرکانس که رودمی انتظار، جهت دو در سیستم
 هداشت زیادی افزایش سیستم فنریت ضریب و خمشی صلبیت
 یابدمی یرتغی یزن سیستم چگالی رویه، ضخامت تغییر با ولی. باشند
 مجموع در اما .شودمی سیستم فرکانس کاهش باعث امر همین که
 افزایش اثر از y و x جهت دو در معادل الاستیسیته مدول افزایش اثر

 مود ۴ هر در سیستمهای فرکانس بنابراین است بیشتر چگالی
	است. مشاهدهقابل  ۶نمودار  در آن افزایشی اثر که یابدمی افزایش

 در طبیعی فرکانسبر  اولیه شرایط تغییرات تأثیر -۵-۱-۳
  مختلفهای ضخامت

 حال، سیستم مود ۴ برای فرکانسبر  ضخامت تغییرات بررسی از بعد
 دریرد. گسیستم مورد بررسی قرار می فرکانسبر  دامنه تغییرات اثر
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 مختلف اولیه شرایط در فرکانسبر  دامنه تغییرات اثر ۷نمودار 
 فرکانس برای ۱۱ܣ اولیه شرایط تغییرات آن در که شودمی ملاحظه
 افزایش با که است شده رسم مختلفهای ضخامت در اول خطیغیر

 لقب بخش در کهطور همان .یابدمی افزایش نیز فرکانس ضخامت،
 خامتض تغییر دوگانه اثر دلیل به فرکانسی تغییرات شد گفته

   نیست. شدید چگالی) افزایش و سختی (افزایش
	

  
	فرکانس بر هسته و رویه ضخامت تغییرات تأثیر )۶نمودار 

	

  
	مختلف هایضخامت در فرکانس بر اولیه شرایط تغییرات تأثیر )۷نمودار 

  
 هایفرکانس معلوم مقادیر کمک با ابتدا مقاله این در کلی صورت به
 برای است. شده آورده به دست سیستم پاسخ و خطیغیر

 که شده استفاده کوتا رانژ و VIM روش دو از روابط سنجیصحت
 در که گونههمان .شودمی حاصل سیستم خطیغیر هایفرکانس
 خپاس ،صفر به نزدیک اولیه شرایط در است شده داده نشان مقاله

 کنزدی خطی هایفرکانس به خطیغیر هایفرکانس مقدار و سیستم
 ۴ طیخغیر هایفرکانس مقدار که گردید ملاحظه همچنین شدند.
 ولیها شرایط در و هستند اولیه شرایط مقادیر به وابسته بسیار مود

 بودنحساس دهندهنشان این که دارند متفاوتی پاسخ متفاوت
 به ابستهو بسیار ما سیستم پاسخ و است اولیه شرایط به هافرکانس
 حلیلت به آمدهدستبه طبروا به توجه با سپس است. سیستم دامنه

 شد. پرداخته آن روی مختلف پارامترهای تأثیر و سیستم فرکانسی
 فرکانس بر کامپوزیتی ورق رویه الاستیسته مدول اثر همچنین
 تهالاستیسی مدول افزایش با گردید مشخص و شد بررسی طبیعی
 ینا موضوع این علت .یابدمی افزایش فرکانس کامپوزیت ورق رویه
 زایشاف کل عادلم مدول رویه، الاستیسیته مدول افزایش با که است
 به نجرم نتیجه در و سیستم خمشی صلبیت افزایش باعث و یافته
 مسیست فرکانس نتیجه در و شده سیستم K فنریت ضریب افزایش
 بر است ذکر به لازم .یابدمی افزایش چهارم تا اول مودهای برای
 یتهالاستیس مدول خلاف بر هسته الاستیسیته مدول نتایج اساس
 ادامه در .ندارد سیستم فرکانس در چندانی تأثیر یتیکامپوز ورق رویه
 هک گردید مطالعه فرکانس بر هسته و رویه ضخامت تغییرات اثر

 باعث ثابت) کل (ضخامت رویه ضخامت افزایش شد مشخص

 در هک شودمی سیستم چگالی و معادل الاستیسیته مدول افزایش
 اثر ارتیعب به یعنی شد حاصل سیستم کلی فرکانس افزایش نهایت
 چگالی شافزای منفی اثر به نسبت الاستیسیته مدول افزایش مثبت
 نیز ایانیپ بخش در .شودمی غالب سیستم کلی فرکانس بر سیستم
 طالعهم مورد سیستم هایفرکانس روی اولیه شرایط تغییرات تأثیر
 هایفرکانس دامنه، افزایش با کهشود می ملاحظه و گرفت قرار

 حساسیت که گردید مشخص همچنین .یابدمی افزایش سیستم
 نهدام افزایش با مودها سایر به نسبت سیستم اول مود فرکانس
 ورق بر حاکم معادلات ۱۷ مرجع و ۱۰ معادله طبق است. بیشتر
 فرص به نزدیک (دامنه) اولیه شرایط در فقط و دارد خطیغیر ماهیتی
 اسخپ همچنین و شودمی نزدیک خطی فرکانس به خطیغیر فرکانس
	است. حساس اولیه شرایط به (خیز) سیستم

 شکل تغییر مقدار چه مدل که این از نظر صرف خطی تحلیل در
 و رددگ اعمال ناگهانی یا ایمرحله صورت به بار اینکه یا باشد داشته
 هب سازه اعضای در وارده بار علت به زیادی بسیار تنش که این یا

 تحلیل مراحل طول در را خود اولیه سختی همواره مدل آید، وجود
 حل و هافرمول ،زیادی بسیار مقدار به فرض این کرد. خواهد حفظ
 هندسی شکل به (K) سختی ماتریس .کندمی ساده را مربوطه مسائل
 و مهارها و مدل دهندهتشکیل مواد فیزیکی خواص مدل،
 هک گرددمی فرض خطی تحلیل برای دارد. بستگی آن هایگاهتکیه
 فرض با هامعادله این سپس ،کندنمی تغییر هرگز مدل سختی
 مدل هک حالی در و شوندمی داده تشکیل سختی ماتریس بودنثابت
 ارامتریپ هیچ تغییر و روزرسانیبه به نیاز بدون ،دهدمی شکل تغییر
 از قیممست مسیری خطی تحلیل بنابراین ؛گردندمی حل باریک تنها

 [17]مرجع طبق .میکند دنبال را هاآن حل و مسئله هایفرمول
 یلیدیفرانس معادله از سیستم رفتار و داشته غیرخطی رفتار ،هاالمان

 خطاهای غیرخطی آنالیز نمودنلحاظ عدم .کندمی پیروی غیرخطی
 تحلیل که گرددمی مشخص لذا شد خواهد منجر طراحی در را جدی

  .دانجامی خواهد تربهینه هایسازه طراحی به چگونه غیرخطی
	
  گیرینتیجه -۶
 روش با سیستم اول مود ۴ خطیغیر هایفرکانس ابتدا مقاله این در

 خپاس سپس آمد، به دست متفاوت هایاولیه شرایط با VIM تحلیلی
 لهحاص نتایج از گرفت. قرار سنجیصحت مورد عددی حل با سیستم
 هب خطیغیر فرکانس جواب پایین هایدامنه در که گرددمی مشاهده
 مشاهده هادامنه سایر در همچنین .شودمی نزدیک خطی نسفرکا
 ولیها شرایط به خطیغیر هایفرکانس و سیستم پاسخ که شودمی

 نآ از بعد هستند. اثرگذار سیستم مودهای روی و حساس سیستم
 شد. پرداخته فرکانس بر مختلف پارامترهای تأثیر بررسی به

 پارامترهای شودمی مشاهده نمودارها و جداول در که طوریهمان
   است. اثرگذار سیستم پاسخ روی سیستم مختلف

 دقت بالارفتن باعث سیستم خطیغیر هایترم درنظرگرفتن -
 نزدیک دقیق حل به و خارج تقریبی حالت از را حل و شده محاسبات

  کند.می
 فنریت ضریب y و x جهت در رویه الاستیسته مدول افزایش با -

 ورتیص در شودمی فرکانس افزایش باعث و یافته افزایش سیستم
   ندارد. تمسیس فرکانس در چندانی تأثیر هسته الاستیسیته مدول که
 لیو یابندمی افزایش مدول افزایش با سیستم مختلف مودهای -

 هاآن مود شکل تابع مختلف مودهای هایفرکانس مقدار افزایش
   ست.ا گذار ثیرتأ مودها روی است راستا کدام در تغییر اینکه و است

 مدول افزایش باعث ثابت) کل (ضخامت رویه ضخامت افزایش -
 افزایش با ولی شودمی فرکانس افزایش و معادل الاستیسیته
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 هشکا باعث و یافتمی افزایش نیز سیستم چگالی رویه ضخامت
 در که دارد فرکانس روی معکوس اثرهای این و شودمی فرکانس
   است. همراه سیستم یکل فرکانس افزایش با نهایت

 تمسیس هایفرکانس روی اولیه شرایط تغییرات تأثیر نهایت در -
 اول مود فرکانس حساسیت که شودمی مشاهده و شودمی بررسی
	.است بیشتر دامنه افزایش با مودها سایر به نسبت سیستم

  
 یهندسگروه م دیاسات هیمقاله از کل نیا سندگانینو قدردانی: و تشکر
راه آهن دانشگاه علم و صنعت  یدانشکده مهندس ،یلیر یهانیماش
کمال تشکر و  قیتحق نیدر انجام بهتر ا یهمکار لیبه دل رانیا

  را دارند. یقدردان
 ایل (به طور کام یگرید هیمقاله تاکنون در نشر نیا :اخلاقی تأییدیه
 چاپ ای یبررس یبرا نیاست. همچن دهیاز آن) به چاپ نرس یبخش

ه مقال یعلم اتیارسال نشده است. ضمناً محتو یگرید هیبه نشر
عهده بر جیبوده و صحت و اعتبار نتا سندگانینو یعلم تیحاصل فعال

  است. سندگانینو
ا و هبا سازمان یگونه تعارض منافعچیمقاله حاضر ه منافع: تعارض

  ندارد. گریاشخاص د
 رشناس/پژوهشگروش اول)، (نویسنده ینظامرضا  نویسندگان: سهم
 دوم)، (نویسنده یغضنفر محسن ؛)%٥٠( آماری /تحلیلگراصلی
  )%٥٠( بحث نگارنده/اصلی /پژوهشگرمقدمه نگارنده
  ت.نکرده اس افتیدر یگونه منابع مالچیه قیتحق نیا مالی: منابع
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