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Isogeometric analysis is a new approach in computational mechanics where the geometry 
and computational modeling is carried out by using NURBS and B-spline functions. The main 
advantage of the isogeometric approach is in unifying the discretization and problem-solving 
processes that lead to saving of computational time and cost. In this research, the governing 
equations of buckling analysis of thin plates stiffened with stiffeners with various geometries 
are obtained by use of the variational accounting method and first-order shear deformation 
theory (FSDT). The geometry of stiffener and its position on arbitrarily plate are considered. 
The equation of buckling is derived by employing the total potential energy, and the obtained 
system of equations is solved by discretization with the isogeometric analysis method. One of 
the main advantages of this approach is that it does not need a fine mesh for unification of the 
connection between the plate and its stiffeners so that, it leads to more accurate answers in 
comparison with other numerical methods and commercial software with the same number 
of unknowns. Finally, In order to verification, a few examples are presented and the obtained 
results are compared with the available results of the analytical and numerical method.
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  چکيده

ود شمی روش آیزوژئومتریک رویکردی جدید در حوزه مکانیک محاسباتی محسوب
ازی سو نیز تقریب سازی هندسهاسپلاین برای مدل -که در آن از توابع نربز و بی

شود. مزیت روش آیزوژئومتریک در این است که فرآیند مساله استفاده می
جویی در زمان و شود که خود باعث صرفهیکپارچه می	سازی و حل مسئلهگسسته

های حساب تغییراتی کمک روش بههزینه محاسبات خواهد شد. در این پژوهش 
معادلات حاکم مربوط به کمانش ورق نازک  اول،	شکل برشی مرتبهتغییر	و نظریه
ست. ا کننده به دست آمدهع برای تقویتهای متنوهندسهده با شتقویت	مستطیلی

	د.شودر نظر گرفته می دلخواه ورق روی آن قرارگیری محل و کنندهتقویت شکل
با  شود ورابطه کمانش ورق به دست آورده می ،کل نرژی پتانسیلا با استفاده از

 ت.اس سازی به روش آیزوژئومتریک، دستگاه معادلات مربوطه حل شدهگسسته
های خیلی ریز برای یکی از مزایای اصلی این روش، عدم نیاز به شبکه المان

ی هایابها است که منجر به حصول جوکنندهکردن اتصال ورق و تقویتیکپارچه
افزارهای تجاری با همان های عددی و نیز نرمتر در مقایسه با سایر روشدقیق

دست آمده از حل چند مثال ارائه شده  در انتها نتایج به .شودتعداد مجهولات می
  وند.شهای تحلیلی و عددی در دسترس اعتبارسنجی میو با مقایسه با نتایج روش

  شده، آیزوژئومتریک، اجزای محدودتتقوی ورقکمانش، ها: واژهکلید
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  مقدمه  -۱

ی ساخت و امکان هاروشامروزه با پیشرفت روزافزون فناوری و 
ی ترکیبی و هاسازهتولید قطعات یکپارچه، بررسی و تحلیل 

 شدهتیتقوی هاسازه. اندافتهی یاژهیواهمیت  شدهتیتقو
(Stiffened)  ،شده کاربرد ی تقویتهاپوستهو  هاورقشامل تیرها

ضا ی، هوافساز یکشتوسیعی در صنایع مختلفی نظیر خودروسازی، 
با داشتن وزن نسبی کمتر، رفتار استاتیکی  هاسازهو غیره دارند. این 

حی یک سازه . طرادهندیمو دینامیکی بهتری از خود نشان 
 نیازمند معمولاً ملاحظات عملکردی آن  درنظرگرفتنو  شدهتیتقو
و ارتعاشات آزاد  (Buckling)ی استاتیکی، کمانش هالیتحل

(Free	Vibration) باشدیم.  
نون ، تاکشدهتیتقو هایورقبا توجه به سابقه طولانی استفاده از 

تر و ی کارآمدهاروشی بسیار متنوعی برای حصول هاپژوهش
 لبه تحلی گیرو  تیموشنکواست. انجام شده  ترقیدقیی هاجواب

ی مستقیم و هاکنندهتیتقوبا  شدهتیتقو هایورقکمانش در 
و  بلاک. [1]پرداختند شکلیمنحنی رهایتهمچنین کمانش در 

شده با استفاده از نظریه ی تقویتهااستوانه سازیمدلبا  [2]همکاران
ی همسانگرد و هااستوانهنش ، کما(CPT)کلاسیک ورق 

ارتوتروپیک را تحت بارهای محوری و شعاعی و با درنظرگرفتن 
بررسی کردند.  هالبهدر  (Supported	Simply)شرایط مرزی ساده 

مستطیلی کامپوزیتی و دارای  هایورقبا بررسی  [3]خدیرو  ردی
و همچنین با فرض انواع شرایط مرزی  ی مستقیمهاکنندهتیتقو
به تحلیل کمانش و ارتعاشات آزاد  (Clamped)و گیردار  ساده

ی کلاسیک و برشی مرتبه اول هاتئوری. آنها از اندپرداختهمسئله 
(FSDT)  و نیز مراتب بالاتر(HSDT)  نتیجه این اندبردهبهره .

های برشی در مسائل محاسبه پژوهش حاکی از دقت مناسب تئوری
ی که دقت مقادیر درحالت، ی طبیعی اسهافرکانسبار کمانش و 

از تئوری کلاسیک کمتر بوده و مقادیر بزرگتری نتیجه  آمدهدستبه
 کامپوزیتی هایورقبه بررسی  [4]موکرجیو  موکوپادیای. دهندیم
ی مستقیم و مایل به روش اجزای هاکنندهتیتقوتوسط  شدهتیتقو

توسط تئوری  ورقسازی محدود پرداختند. در پژوهش آنها مدل
شکل برشی مرتبه اول انجام شده و معادلات کمانش به روش  رییتغ

. مقالات دیگری نیز در زمینه کمانش اندشدهاجزای محدود حل 
  . 5]‐[7اندها توسط سایر پژوهشگران ارائه شدهورق

و نوع اتصال آنها موضوع  ورقروی  کنندهتیتقوهندسه قرارگیری 
 به بررسی کمانش [8]ائویو  فوجیکوبو. اندبوده هاپژوهشبرخی 
	Local) موضعی Buckling)  شده با اتصال تقویت هایورقدر

ی پسماند حاصل از هاتنش درنظرگرفتنو با  اندکردهجوش مبادرت 
عملیات جوشکاری، معادلات حاکم کمانشی را به روش تحلیلی حل 

با  [9]آمدالو  بیکلومنمودند. ی عددی مقایسه هاجوابو با  کرده
 ایهورقی بزرگ به بررسی کمانش در هار شکلییتغرفتن درنظرگ
پرداختند. شرایط مختلف بارگذاری نیز موضوع بررسی  شدهتیتقو

با  [10]همکاران و سریواستاوا .قرار گرفته است هاپژوهشبرخی 
 هایورق، کمانش ورقی هالبهی مختلف در هایبارگذار درنظرگرفتن 

 و بیکلوم. انددادهانجام  را به روش اجزای محدود شدهتیتقو
در  (Buckling	Post)مسائل کمانش و پساکمانش  [11]همکاران
 و پنگرا به روش شبه تحلیلی حل کردند.  شدهتیتقو هایورق

های بدون شبکه ی از روشر یگبهرهبه روش عددی و با  [12]همکاران
(Mesh	 Free)  و با  شدهتیتقو هایورقکمانش در به بررسی

به تحلیل پدیده  [13]خانو  ژانگ. اندپرداختهشی مرتبه اول تئوری بر 
 ی غیرخطی و با استفاده از روش اجزایهاتئوریکمانش توسط 

تحت بارگذاری  شدهتیتقو ورقمحدود مبادرت کرده و مقاومت 
های عددی و تحلیلی محاسبه نموده و با نتایج فشاری را به روش

  مطابقت دادند. هاپژوهشدیگر 
 هاکنندهتیتقوتا به اینجا، همواره  شدهیمعرفی هاپژوهشم در تما
ی ساده و مستقیم دارند. از آنجا که استفاده از اهندسه
ورت صی پیچیده و به شکل منحنی بههاهندسهی با هاکنندهتیتقو

ی بهتر و کاراتر شود، امکان اعمال هاطرحمنجر به  تواندیمبالقوه 
از اهمیت زیادی برخوردار است.  شدهتیتقو هایورقآنها در تحلیل 

های در زمینه فناوری آمدهدستبهی هاشرفتیپضمن اینکه با 
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ساخت، تولید اینگونه محصولات با مشکل خاصی در عمل مواجه 
  نیستند.
و لزوم اشتراک  هاکنندهتیتقوی مربوط به هندسه هاتیمحدود
رین مشکلات در تاز مهم ورقو  کنندهتیتقوی هاالمانی در اگره

به روش اجزای محدود است. در برخی  شدهتیتقو هایورقتحلیل 
روشی ارائه شده است که در آن، با تقریب موقعیت  هاپژوهش

 ی المانی شبکه فیزیکیهاگرهاستفاده از با  کنندهتیتقوی هاگره
ی هاگرهی درجات آزادی ساز کپارچهکه در آن واقع شده است، ی ورق
	,14]ردیپذیمانجام  ورقو  کنندهتیتقو  کاپانیاو  تمیجانی. [15

 -و روش چبیشف [14]را به روش بدون شبکه شدهتیتقو ورقکمانش 
 رقوکار آنها مؤید بهبود رفتار کمانشی نتیجه حل کردند و  [15]ریتز

 یشی منحنی شکل است. این روش توسط هاکنندهتیتقودر حضور 
ی گزارش بخشتیرضانتایج کار گرفته شد و و همکاران نیز به

سازی و تحلیل . همزمان با تکامل تدریجی در مدل16][نمودند
 هایورق سازیمدلبا  [17]و همکاران باهار، شدهتیتقو هایورق
ی برشی مراتب بالاتر و در هاتئوریکامپوزیتی توسط  شدهتیتقو

ی مستقیم و منحنی، به حل معادلات کمانش هاکنندهتیتقوحضور 
افزایش  ریتأث. در این پژوهش اندپرداختهوش اجزای محدود به ر

  کامپوزیتی ارائه شده است.  ورقضخامت بر رفتار کمانشی 
ی هاتئوریجای استفاده از تئوری کلاسیک یا به هاپژوهشدر برخی 

ی متفاوتی نظیر تئوری برشی نمایی هاتئوریبرشی مرسوم، از 
(ESDT) به [28]و همکاران آبادینور . ]18‐[27استفاده شده است 

ی کمانش و فرکانس ساز نهیبهروش اجزای محدود به تحلیل و 
تقیم ی مسهاکنندهتیتقوای از شده با شبکهتقویت هایورقطبیعی 

رائه ا هاکنندهتیتقواقدام کرده و یک طرح بهینه از ساختار مشبک 
 برای تحلیل [29]و همکاران اینگویانروش پیشنهادی . اندنموده
	Strain)تکنیک هموارسازی کرنش بر مبنای  شدهتیتقو هایورق

Smoothing	Technique)  و  گلمکانیاستوار است. همچنین
با  هشدتیتقوکامپوزیتی  هایورقبه تحلیل کمانش در  [30]ضیغمی

نها . آاندپرداخته ورقهای کربنی در راستای ضخامت توزیع نانولوله
تئوری تنش برشی مرتبه اول برای  درنظرگرفتندر این پژوهش با 

معادلات حاکم را  کارمنفونی غیرخطی هاکرنشو همچنین  ورق
 رقودست آورده و به روش آزادسازی دینامیکی بار بحرانی کمانش به

  . اندکردهرا محاسبه 
به  منحنی کنندهتیتقوروشی برای تعریف هندسه  کاپانیاو  ژائو

روش اجزای محدود، کمانش را در کمک توابع نربز ارائه کرده و به 
. مزیت روش اندکردهی ساز هیشبکامپوزیتی  شدهتیتقو ورق

نیازی  ،کنندهتیتقو پیشنهادی آنها این است که با تغییر در هندسه
نیست که مزیت مهمی در حل مسائل  ورقی مجدد برای بندشبکهبه 
فاده از با است [32]و همکاران کین. [31]رودیمشمار ی بهساز نهیبه

	Isogeometric)آنالیز آیزوژئومتریک  Analysis)  به تحلیل
شده با تقویت هایورقاستاتیکی، ارتعاشات آزاد و دینامیکی 

ی منحنی پرداختند. در پژوهش ایشان با استفاده از هاکنندهتیتقو
سبه محا ورقی بزرگ هار شکلییتغکارمن، شکل فون رییتغتئوری 

ان با حل مسئله به روش آیزوژئومتریک به و همکار  هائو. اندشده
. در [33]اندپرداختهکامپوزیتی با سختی متغیر  هایورقبررسی 

شکل برشی مرتبه اول،  رییتغپژوهش آنها با استفاده از تئوری 
  با سختی متغیر بررسی شده است. کامپوزیتی هایورقکمانش در 

وسط ت شدهتیتقو هایورقاین پژوهش به بررسی کمانش در 
و با اشکال دلخواه با استفاده  ورقیی از جنس خود هاکنندهتیتقو

از روش آیزوژئومتریک اختصاص یافته است که در کارهای قبلی 
 ندهکنتیتقوو  ورق سازیمدلبه آن پرداخته نشده است.  ماً یمستق

مصالح و توسط تئوری برشی  (Isotropic)با فرض همسانگردبودن 
است. معادلات حاکم به روش حساب مرتبه اول انجام شده 

	Variational)تغییراتی  Method) 14]دست آمدهبه,	 و به  [15
. لازم به توضیح است که در اندشدهکمک روش آیزوژئومتریک حل 

این تحقیق مسائل با فرض عدم وقوع کمانش موضعی در 
 ارزیابی کیفیت و کارآیی منظوربه. شوندیمبررسی  کنندهتیتقو

کمانش برای چند مثال عمومی محاسبه و با  بعدیبامتر روش، پار 
  . استمقایسه شده  هاپژوهشنتایج دیگر 

  
	ی دلخواههاکنندهتیتقوبا  شدهتیتقو ورقتعریف مسئله  -۲

در  ptو ضخامت  b، عرض aمستطیلی به طول  شدهتیتقو ورقیک 
,ݔሺمختصات عمومی  ورق ,ݕ مشخص شده است.  ۱، در شکل ሻݖ
و  ௦݄ی که مقطعی مستطیلی با ارتفاع اکنندهتیتقوبا  ورقاین 

 (b	n,	t,)دارد، متصل و یکپارچه شده و مختصات محلی  ௦ܾعرض 
در راستای مماس بر آن نصب شده است. لازم به توضیح است که 

، ورقو محل قرارگیری آن روی  کنندهتیتقودر این پژوهش شکل 
  ودیتی ندارد.محد گونهچیهدلخواه بوده و 

  

  

  
	در مختصات عمومی شدهتیتقوهندسه ورق  )۱شکل 

  
  ورق سازیمدل -۲-۱

ده ، استفاهاکنندهتیتقوبا وجود  ورقبا توجه به افزایش ضخامت 
مسئله مناسب نبوده و  سازیمدلاز نظریه کلاسیک برای 



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ یحسن بهروزو  یدیسع یعل ۲۳۰

   ۱۳۹۸دی  ،۱، شماره ۲۰دوره                                                                                                                                                                پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس -ماهنامه علمی

ی برشی ضروری است. از این رو در این هار شکلییتغ درنظرگرفتن
نر استفاده رایز  -برشی مرتبه اول میندلین ر شکلییتغاز نظریه  تحقیق

در این . شودمی گرفته درنظر ۶/۵ برشی تصحیح شده است. ضریب
,ݔሺدر مختصات عمومی  ورقمکان  رییتغتئوری،  ,ݕ صورت به ሻݖ

	:[4]شودیمزیر تعریف 
,ݔሺݑ  الف) -۱( ,ݕ ሻݖ ൌ ,ݔ଴ሺݑ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺߠ	ݖ 		ሻݕ

,ݔሺݒ	ب) -۱( ,ݕ ሻݖ ൌ ,ݔ଴ሺݒ ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺߠ	ݖ   ሻݕ

,ݔሺݓ	پ) -۱( ,ݕ ሻݖ ൌ ,ݔ଴ሺݓ   ሻݕ
 ௫ߠروی صفحه میانی و  ر مکانییتغمتغیر  ଴ݓ و ଴ݒ، ଴ݑکه در آن 

 درهستند. بنابراین  xو  yمتغیرهای دوران حول محورهای  ௬ߠو 
در مختصات  ورققطه از شکل برشی مرتبه اول هر ن رییتغنظریه 
ሺݔ, دارای پنج درجه آزادی است که شامل سه تغییر مکان در  ሻݕ

,ݔሺسه راستای مختصات عمومی  ,ݕ و دو دوران حول محورهای  ሻݔ
x  وy باشد.می  

)۲(  ݀௣ ൌ ሾݑ଴,ݒ଴,ݓ଴, ,௫ߠ 	 ௬ሿ்ߠ

  کنندهتیتقو سازیمدل -۲-۲
نیز به طریقی مشابه از تئوری تغییر شکل  کنندهتیوتق سازیمدلدر 

ی تغییر مکان در هامؤلفه. شودیمبرشی مرتبه اول استفاده 
 برحسب کنندهتیتقومختصات محلی برای نقاط متعلق به 

  .[14]شودیم) نوشته ۳صورت روابط (مختصات سراسری به
,ݔ௧ሺݑ	الف) -۳( ,ݕ ሻݖ ൌ ,ݔ௧଴ሺݑ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺߠ	ݖ   ሻݕ

,ݔ௡ሺݒ	ب) -۳( ,ݕ ሻݖ ൌ ,ݔ௡଴ሺݒ ሻݕ ൅ ,ݔ௡ሺߠ	ݖ   ሻݕ

,ݔ௕ሺݓ	پ) -۳( ,ݕ ሻݖ ൌ ,ݔ௕଴ሺݓ   ሻݕ
مطابق  کنندهتیتقوهر نقطه روی  ورقکه مشابه نقاط واقع روی 

  ) دارای پنج درجه آزادی است.۴رابطه (
)۴(  ݀௦ ൌ ሾݑ௧଴, ,௕଴ݓ,௡଴ݒ ,௧ߠ   ௡ሿ்ߠ

  

	روش تحلیل آیزوژئومتریک -۳
ی پارامتر همروش آیزوژئومتریک در واقع از مفهوم 

(Isoparametric)  که به معنی  بردیمدر روش اجزای محدود بهره
گرفتن توابع پایه یکسان برای تقریب هندسه و همچنین کار به

یه نربز . در این روش از توابع پا[34]متغیرهای مجهول مسئله است
ی مجهولات مسئله استفاده ساز بیتقربرای ایجاد هندسه و نیز 

صورت اسپلاین هستند که به -. این توابع مشابه توابع بیشودیم
ه . با توجه بشودیمکسری بوده و به نقاط کنترلی آنها وزن اعمال 

 یهاهندسه توانیمتوابع نربز، به کمک آنها  فردمنحصربهخواص 
یژه مقاطع مخروطی را با دقت زیاد تولید نموده و وپیچیده و به

. لازم به توضیح است که در روش آیزوژئومتریک [35]کرد سازیمدل
 اسپلاین اکتفا نمود که در واقع به -به استفاده از توابع بی توانیم

های مساوی برای تمامی نقاط کنترلی مسئله معنی انتخاب وزن
	است.
  اسپلاین -پایه بیی و توابع اگرهبردار  -۳-۱

یک  .شوندیماسپلاین در یک فضای پارامتری تعریف  -توابع بی
صورت ی بهبعدکدر فضای پارامتری ی (Vector	Knot)ی اگرهبردار 

  .[35]شودیم) تعریف ۵رابطه (

௜ߦ	,  )۵( ൏ ,	௜ାଵߦ ݅ ൌ
1, … , ݊ ൅  ݌

Ξ ൌ ൛ߦଵ, …,ଶߦ , 		௡ା௣ାଵൟߦ

اسپلاین و  -تابع بیمرتبه  pام، iنقطه ی در اگرهار مقد ௜ߦکه در آن 
n اصل ی با فواگرهاسپلاین است. اگر نقاط  -تعداد توابع شکل بی

کنواخت ی یاگرهیکسان نسبت به یکدیگر قرار گرفته باشند، بردار 
(Uniform	Knot	Vector)  ی ابتدا اگره. اگر نقاط شودیمنامیده

݌ و انتها ൅ 	Knot	Open)ی از نوع باز اگره، بردار بار تکرار شوند 1

Vector) [35]شودیم) تعریف ۶صورت رابطه (خواهد بود که به.  

)۶(	Ξ ൌ ൝ܽ,… , ܽᇣᇤᇥ
௣ାଵ

	, …,௣ାଵߦ , ,௡ି௣ିଵߦ ܾ, … , ܾᇣᇤᇥ
௣ାଵ

ൡ 	

ی، یک درجه از اگرهی با تکرار هر یک از نقاط اگرهدر یک بردار 
با دراختیارداشتن یک بردار . ابدییمپیوستگی آن نقطه کاهش 

) ۷به کمک روابط بازگشتی ( ሻߦ௜ܰ,௣ሺاسپلاین  -ی، توابع بیاگره
  .[35]شوندیممحاسبه 

௜ܰ,଴ ൌ ቐ
௜ߦ	اگر				1 ൑ ξ ൏ 	௜ାଵߦ

در	غیر	این	صورت							0
		

	

௜ܰ,௣ሺߦሻ ൌ
కିక೔

క೔శ೛ିక೔
௜ܰ,௣ିଵሺߦሻ 	൅

క೔శ೛శభିక

క೔శ೛శభିక೔శభ
௜ܰାଵ,௣ିଵሺߦሻ		

)۷(	

درجه توابع پایه نربز  pتعداد توابع پایه و همچنین  iکه در آن 
	. باشندیم
  اسپلاین و نربز -و سطوح بی هایمنحن -۳-۲

) تعریف ۸به شکل رابطه ( pاسپلاین از درجه  -یک منحنی بی
  .[35]شودیم

ሻߦሺܥ	)۸( ൌ ∑ ௜ܰ,௣ሺߦሻ ௜ܲ
௡
௜ୀ଴ .  

ی است که در اقطعهی اچندجملهیک منحنی  ሻߦሺܥدر این رابطه، 
 اسپلاین هستند. -بی توابع پایه ௜ܰ,௣مختصات نقاط کنترلی و  ௜ܲآن 

و  ܽ=۰) با مقادیر ۶ی به فرم رابطه (اگرهاین منحنی روی یک بردار 
صورت طور مشابه بهبه اسپلاین -. یک سطح بیشودیمتعریف  ܾ=۱

  .[35]شودیم) تعریف ۹رابطه (
)۹(	ܵሺߦ, ሻߟ ൌ ∑ ∑ ௜ܰ,௣ሺߦሻ ௝ܰ,௤ሺߟሻ ௜ܲ,௝

௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴   

௜ܲکه در آن  ,௝  .بردار مختصات شبکه نقاط کنترلی دوبعدی هستند
هستند که روی بردارهای  qو  pی هادرجهاسپلاین از  -توابع پایه بی

  .شوندیم) تعریف ۱۱) و (۱۰ی دوبعدی به فرم روابط (اگره

)۱۰(	Ξ ൌ ൝0,… ,0ᇣᇤᇥ
௣ାଵ

	, …,௣ାଶߦ , ,௥ି௣ିଵߦ 1,… ,1ᇣᇤᇥ
௣ାଵ

ൡ  

)۱۱(	Η ൌ ൝0,… ,0ᇣᇤᇥ
௤ାଵ

	 , …,௤ାଶߟ , ,௦ି௤ିଵߟ 1, … ,1ᇣᇤᇥ
௤ାଵ

ൡ		

ݎدارای  Ξی اگرهلازم به توضیح است که بردار  ൌ ݊ ൅ ݌ ൅ گره  1
ݏای دار  Ηو بردار  ൌ ݉ ൅ ݍ ൅   باشد. گره می 1

اسپلاین و درنظرگرفتن مقادیر وزنی برای  -با استفاده از توابع بی
منحنی و سطوح نربز را تولید کرد.  توانیمهریک از نقاط کنترلی، 

	.[35]شودیم) تعریف ۱۲صورت رابطه (به pیک منحنی نربز از درجه 

ሻߦሺܥ  )۱۲( ൌ
∑ ே೔,೛ሺకሻ௪೔௉೔
೙
೔సబ

∑ ே೔,೛ሺకሻ௪೔
೙
೔సబ

ൌ ∑ ܴ௜,௣ሺߦሻ ௜ܲ
௡
௜ୀ଴   
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 -بی توابع پایه ௜ܰ,௣بردار مختصات نقاط کنترلی و  ௜ܲکه در آن 
شکل منحنی  ௜ݓهستند که توسط مقادیر وزنی  pاسپلاین از درجه 

 نربز را که دریک سطح  توانیمطور مشابه . بهسازندیمموردنظر را 
صورت رابطه باشد، به qاز درجه  ߟو در راستای  pاز درجه  ߦراستای 

  تعریف کرد. )۱۳(

)۱۳(  ܵሺߦሻ ൌ
∑ ∑ ே೔,೛ሺకሻேೕ,೜ሺఎሻ௪೔,ೕ௉೔,ೕ

೘
ೕసబ

೙
೔సబ

∑ ∑ ே೔,೛ሺకሻேೕ,೜ሺఎሻ௪೔,ೕ
೘
ೕసబ

೙
೔సబ

  

ی توابع با استفاده از توابع شکل در ساز بیقرتکه در مشابهت با 
) تعریف کنیم، ۱۴را طبق رابطه ( ௜,௝ܴروش اجزای محدود، اگر تابع 

  داریم:

)۱۴(	ܴ௜,௝ሺߦ, ሻߟ ൌ
ே೔,೛ሺకሻேೕ,೜ሺఎሻ௪೔,ೕ

∑ ∑ ே೔,೛ሺకሻேೕ,೜ሺఎሻ௪೔,ೕ
೘
ೕసబ

೙
೔సబ

  

  .شودیم) تولید ۱۵صورت رابطه (ح نربز بهدر نهایت یک سط
)۱۵(	ܵሺߦ, ሻߟ ൌ ∑ ∑ ܴ௜,௝ሺߦ, ሻߟ ௜ܲ,௝

௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴   

مشخص  ۲در شکل  ۲درجه  برای نمونه یک سطح نربز با توابع پایه
  شده است. 

  

 
	[35]شبکه نقاط کنترلی و سطح نربز مربوط به آنی از انمونه )۲شکل 

  
	مکان رییتغی هامؤلفههندسه و ی ساز گسسته -۴

که در بخش قبلی اشاره شد، تولید شبکه نقاط کنترلی  گونههمان
ی را در روش آیزوژئومتریک به عهده دارد. این کار ساز گسستهنقش 

ور طو هم برای تعریف مسئله به ر مکانییتغی هامؤلفههم در مورد 
 دهکننتیتقوی دارا هایورق. در مورد مسئله ردیپذیمیکسان انجام 

تمامی روابط  شدهیساز گسستهسعی بر آن است که در شکل 
ه نوشته شده و سپس با حل دستگا ورقمقادیر نقاط کنترلی  برحسب

معادلات ایجادشده بتوان مقادیر مجهول مربوط به درجات آزادی 
	مختلف را در نقاط کنترلی محاسبه کرد.

  ورقی هندسه و درجات آزادی ساز گسسته -۴-۱
رلی ای از نقاط کنتبه مجموعه ورقهندسه از توابع نربز  گرفتنبهرهبا 

به کمک توابع پایه  ورق. هندسه شودیمگسسته  ۳مطابق شکل 
) ۱۵ی از نقاط کنترلی طبق رابطه (امجموعهبه  ۲نربز درجه 

  .شودیمی بندشبکه

)۱۵(  ቄ
ݔ
ቅ௣ݕ

ൌ ∑ ௜ܰሺߦ, ሻߟ ൜
ܺ௣௜
௣ܻ௜
ൠଽ

௜ୀଵ 		

 مؤثرمختصات هرکدام از نقاط کنترلی  ௜ܻو  ௜ܺدر این رابطه مقادیر 
ام i. تابع پایه مربوط به نقطه کنترلی باشدیم ورقی اگرهبر المان 

,ߦ௜ܰሺورق ی از اگرهدر هر المان    است. ሻߟ
)۱۶(  ݀௣ ൌ ∑ ௜ܰሺߦ, ሻ݀௣௜ߟ

ଽ
௜ୀଵ ൌ ௣ܰ݀௣௜  

ی پیش رو، با استفاده از توابع پایه نربز مطابق پارامتر هممسئله در 
  .شودیم ورقمکان  رییتغی ساز گسسته) اقدام به ۱۶رابطه (

  

  
	ی ورق به کمک توابع نربزساز گسسته) ۳شکل 

  
  کنندهتیتقوی هندسه و درجات آزادی ساز گسسته -۴-۲

مطابق  ۲ز درجه با استفاده از توابع پایه نرب کنندهتیتقوهندسه 
 کنندهتیتقو) هندسه ۱۷بنا بر رابطه ( .شودیمی ساز گسسته ۴شکل 

قاط . مختصات هریک از نشودیمی از نقاط کنترلی تقسیم اشبکهبه 
. تابع پایه نربز شودمیتعیین  ௦ܻ௜و  ௦௜ܺبا  کنندهتیتقوکنترلی 

  .دیآیم دستبه ߞی اگرهبردار  برحسب ሻߞ௜ܰሺ ۲درجه 
  

 
  به کمک توابع نربز کنندهتیتقوی هندسه ساز گسسته )٤شکل 

  
هندسه  ،کنندهتیتقوبا استفاده از توابع پایه نربز و نقاط کنترلی 

. توابع شودیممحاسبه  (z	y,	x,)در مختصات عمومی  کنندهتیتقو
  .زنندیمی منحنی را با دقت بالایی تقریب هاکنندهتیتقوپایه نربز 

)۱۷(	ቄ
ݔ
ቅ௦ݕ

ൌ ∑ ௜ܰሺߞሻ ൜
ܺ௦௜
௦ܻ௜
ൠଷ

௜ୀଵ   

هندسه  یساز گسستهبرای  شدهاستفادهبا بهره جستن از توابع نربز 
ان مک رییتغی هامؤلفهی ساز گسسته، نسبت به کنندهتیتقو



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ یحسن بهروزو  یدیسع یعل ۲۳۲

   ۱۳۹۸دی  ،۱، شماره ۲۰دوره                                                                                                                                                                پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس -ماهنامه علمی

ابق مط کنندهتیتقوی ساز گسسته. میکنیماقدام  کنندهتیتقو
  .ردیپذیم) صورت ۱۸رابطه (

)۱۸(  ݀௦ ൌ ∑ ௝ܰሺߞሻ݀௦௝
ଷ
௝ୀଵ ൌ ௦ܰ݀௦௝  

  کنندهتیتقوو  ورقترکیب  -۴-۳
 رییغتبرحسب  کنندهتیتقومکان  رییتغی هامؤلفهدر این پژوهش 

 هایورقدر مسائل  توانیم. با این روش شودیمنوشته  ورقمکان 
رت کرد. چرا که ضرو ی منحنی استفادههاکنندهتیتقو، از شدهتیتقو

نین . همچرودیماز بین  کنندهتیتقوو  ورقاشتراک در نقاط کنترلی 
تغییر  ، نیازی بهکنندهتیتقوی بندشبکهدر صورت تغییر هندسه یا 

 یساز نهیبهوجود ندارد که این مزیت در مسائل  ورقی بندشبکه
	.[14]بسیار پرکاربرد است

 کنندهتیتقوو  ورقتا ی مسئله نیاز است ساز کپارچهبرای ی
برای  ۵باشند. موقعیت نقاط کنترلی مطابق شکل  شدهیبندشبکه

  مشخص است. کنندهتیتقوو  ورقهردو جزء 
  

  
	یکپارچه شدهتیتقوشبکه نقاط کنترلی برای ورق  )٥شکل 

  
 درنظر ۶مطابق شکل  کنندهتیتقوی را از یک شبکه اگرهیک المان 

ی در محدوده اگرهه کنترلی این المان بگیرید. هرکدام از سه نقط
به  دهکننتیتقوقرار دارد. نقاط کنترلی  ورقی هاالمانیکی از  ریتأث

) ۱۹مطابق رابطه ( ورقی اگرهکمک نقاط کنترلی مربوطه از المان 
 کنندهتیتقوسفتی  ریتأث. در واقع با این روش شوندیمتقریب زده 

حذف  کنندهتیتقومکان  رییتغی رهایمتغاعمال شده و  ورقبر 
  .شوندیم
  

  
	و ورق کنندهتیتقوی نقاط کنترلی هاتیموقعنمونه ارتباط بین  )٦شکل 

  

مکان  رییتغو با استفاده از توابع نربز،  شدهمطرحبا توجه به نکات 
صورت در مختصات عمومی به ورقمکان  رییتغبرحسب  کنندهتیتقو

  .[14]شودیمزیر نوشته 

)۱۹(	,	݆ ൌ ,ܤ,ܣ 	ܥ
݀௦௝ ൌ
∑ ௜ܰሺߦ௝̅, ௝ሻ݀௣௜ߟ̅
ଽ
௜ୀଵ ൌ

ܰ௣݀௣௜  
௝̅ߦሺ) مقادیر ۱۹در رابطه ( , غیرخطی معادله با حل یک دستگاه  ௝ሻߟ̅

. در ندیآیمدست به کنندهتیتقوو  ورقو با استفاده از نقاط کنترلی 
௝̅ߦሺط ی متوساگرهاین پژوهش مقادیر نقاط  , توسط یک  ௝ሻߟ̅
 رقوی مربوطه از شبکه فیزیکی اگرهالگوریتم جستجو در المان 

	محاسبه شده است.
 کنندهتیتقومکان  رییتغ)، ۱۸) در رابطه (۱۹با جایگذاری رابطه (

) تقریب زده ۲۰مطابق رابطه ( ورقمکان نقاط کنترلی  رییتغ برحسب
 کنندهتیتقوو  ورقنقاط کنترلی  . این معادله نگاشتی میانشودیم
  .سازدیم

)۲۰(	݀௦ ൌ ௦ܰ ௣ܰ݀௣௜ ൌ ܰ௣௦݀௣௜  

بایستی در مختصات عمومی تعریف  کنندهتیتقونقاط کنترلی 
با اعمال یک ماتریس دوران، نقاط کنترلی  ۷شوند، لذا مطابق شکل 

,ݐሺاز مختصات محلی  کنندهتیتقو ݊, ܾሻ تصات عمومی به مخ
  شوند.) نوشته می۲۱منتقل شده و در نهایت به فرم رابطه (

௦݀الف) -۲۱( ൌ ܳܰ௣௦݀௣௜  

ܳ  ب) -۲۱( ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ߠݏ݋ܿ ߠ݊݅ݏ 0 0 0
െߠ݊݅ݏ ߠݏ݋ܿ 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 ߠݏ݋ܿ ߠ݊݅ݏ
0 0 0 െߠ݊݅ݏ ےߠݏ݋ܿ

ۑ
ۑ
ۑ
ې

		

௣௦ܰ  پ) -۲۱( ൌ ∑ ௝ܰሺߞሻ൫∑ ௜ܰሺߦ௝̅, ௝ሻߟ̅
ଽ
௜ୀଵ ൯ଷ

௝ୀଵ 		

ی یکپارچه امسئله) در معادلات حاکم کلی، ۲۱با اعمال رابطه (
  است. ورقمکان  رییتغی هامؤلفهکه تابعی از  دیآیمدست به
  

  
	کنندهتیتقومختصات محلی و زاویه دوران  )٧شکل 

  
  استخراج معادلات حاکم  -۵

به کمک  شدهتیتقو ورقادلات حاکم برای یک فرم ضعیف مع
  .دیآیمدست ) به۲۲معادله (

ሺܷߜ ൅ ሻܶߜ െ ܹߜ ൌ 0		 )۲۲(
در مسائل کمانش معادل است با مجموع  شدهرهیذخانرژی کرنشی 

ی خطی) و انرژی کرنشی هندسی هاکرنشانرژی کرنشی (ناشی از 
  :[4]ی غیرخطی)هاکرنش(مربوط به 



 ۲۳۳ کیزوژئومتریبه روش آ شده¬تیوتق یهاکمانش ورق لیتحلـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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ܷ ൌ∭ߪതߝ ܸ݀ ൌ∭ߪതሺߝ௅ ൅ ே௅ሻߝ ܸ݀	 ൌ
ଵ

ଶ
௅ߝߪ∭ ܸ݀ ൅∭ߪതߝே௅ ܸ݀	 ൌ ܲ ൅ 		ܩ

)۲۳(	

ی عمومی به فرم امسئلهدر  شدهتیتقو ورقتعادل انرژی برای یک 
	,14]) خواهد بود۲۴رابطه ( و  ورقی مربوط به هاعبارت. [15
  مشخص شده است. sو  pی هاسیاندبا  کنندهتیتقو
)۲۴(	൫ߜ ௣ܲ ൅ ߜ ௦ܲ൯ ൅ ൫ܩߜ௣ ൅ ௦൯ܩߜ ൅ ൫ߜ ௣ܶ ൅

ߜ ௦ܶ൯ െ ܹߜ ൌ 0  
در مسائل کمانش، مقدار انرژی جنبشی و کار نیروهای خارجی صفر 

 شدهتیتقو ورقاست. فرم ضعیف معادلات کمانش برای یک 
  .شودیم) نوشته ۲۵صورت رابطه (به
)۲۵(	൫ߜ ௣ܲ ൅ ߜ ௦ܲ൯ ൅ ൫ܩߜ௣ ൅ ௦൯ܩߜ ൌ 0  

با نوشتن مقادیر انرژی کرنشی و انرژی کرنشی هندسی به فرم 
ی متلب سینوبرنامهماتریسی، قابلیت بازتعریف در محیط 

(Matlab) ) دیآیمدست ) به۲۶داریم. معادلات به شکل روابط.  

௣ܲ ൌ
ଵ

ଶ
௣௅ߝ௣ߪ∭ ܸ݀ ൌ

ଵ

ଶ
௣௅ߝ௣ܦ௣௅்ߝ∬ ܣ݀ ൌ

ଵ

ଶ
∬݀௣்ܮ௣௅்ܦ௣ܮ௣௅݀௣   ܣ݀

  الف) -۲۶(

௦ܲ ൌ
ଵ

ଶ
௦௅ߝ௦ߪ∭ ܸ݀ ൌ

ଵ

ଶ
׬ ௦௅ߝ௦ܦ௦௅்ߝ ܮ݀ ൌ

ଵ

ଶ
௦௅݀௦ܮ௦ܦ௦௅்ܮ௦்݀׬ 		ܮ݀

	ب) -۲۶(

௣ܩ ൌ∭ߪ௣ߝ௣ே௅ ܸ݀ ൌ
ଵ

ଶ
௣ே௅ߝ௣ߪ௣ே௅்ߝ∬ ܣ݀ ൌ

ଵ

ଶ
௣ே௅݀௣ܮ௣ߪ௣ே௅்ܮ௣்݀׬ 		ܣ݀

	پ) -۲۶(

௦ܩ ൌ ௦ே௅ߝ௦ߪ∭ ܸ݀ ൌ
ଵ

ଶ
׬ ௦ே௅ߝ௦ߪ௦ே௅்ߝ ܮ݀ ൌ

ଵ

ଶ
௦ே௅݀௦ܮ௦ߪ௦ே௅்ܮ௦்݀׬ 		ܮ݀

	ت) -۲۶(

) به بردارهای تغییر ۲۷ی کرنش توسط اپراتورهای روابط (هاسیماتر
  .شودیممرتبط  کنندهتیتقوو  ورقمکان 
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ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
డ

డ௫
0 0 0 0

0
డ

డ௬
0 0 0

డ

డ௬

డ

డ௫
0 0 0

0 0 0
డ

డ௫
0

0 0 0 0
డ

డ௬

0 0 0
డ

డ௬

డ

డ௫

0 0
డ

డ௫
1 0

0 0
డ

డ௬
0 1 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

		

௣ே௅ܮ  ب) -۲۷( ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
0ۍ 0

߲
ݔ߲

0 0

0 0
߲
ݕ߲

0 0

0 0 0
߲
ݔ߲

0

0 0 0
߲
ݕ߲

0

0 0 0 0
߲
ݔ߲

0 0 0 0
߲
ےݕ߲
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

௦௅ܮ  پ) -۲۷( ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ௗ

ௗ௦

ଵ

ோ
0 0 0

െ
ଵ

ோ

ௗ

ௗ௦
0 0 0

0 0
ௗ

ௗ௦
1 0

0 0 0
ௗ

ௗ௦

ଵ

ோ

0 0 0 െ
ଵ

ோ

ௗ

ௗ௦ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

		

௦ே௅ܮ  ت) -۲۷( ൌ
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ێ
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0ۍ 0

ௗ

ௗ௦
0 0

0 0 0
ௗ

ௗ௦

ଵ

ோ

0 0 0 െ
ଵ

ோ

ௗ

ௗ௦ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

		

) و ۲۵ت) در معادله ( -۲۶الف) تا ( -۲۶با جایگذاری معادلات (
)، ۲۱) و (۱۶به کمک روابط (مکان  رییتغی هامؤلفهی ساز گسسته

) ۲۸مطابق رابطه ( شدهتیتقو ورقمعادله نهایی برای کمانش یک 
	.دیآیمدست به
)۲۸(ൣ൫ܭ௣ ൅ ௦൯ܭ ൅ ௣ܩ௖௥൫ߪ ൅ ௦൯൧݀௣௜ܩ ൌ 0  
و  ورقی سختی الاستیک و سختی هندسی برای هاسیماتر
  .شودیمبه شکل روابط زیر تعریف  کنندهتیتقو
௣ܭ  )۲۹( ൌ ∬ ௣ܰ

௣௅ܮ௣ܦ௣௅்ܮ் ௣ܰ   ܣ݀
௦ܭ  )۳۰( ൌ ׬ ௣ܰ௦

் ௦௅ܳܰ௣௦ܮ௦ܦ௦௅்ܮ்ܳ   ݏ݀
௣ܩ  )۳۱( ൌ ∬ ௣ܰ

௣ே௅ܮ௣ߪ௣ே௅்ܮ் ௣ܰ   ܣ݀
௦ܩ  )۳۲( ൌ ׬ ௣ܰ௦

் ௦ே௅ܳܰ௣௦ܮ௦ߪ௦ே௅்ܮ்ܳ   ݏ݀
 ورقماده آیزوتروپیک برای  کرنشو  تنشواسط میان  Dماتریس 

	,14]شودیم) تعریف ۳۴) و (۳۳است و توسط روابط ( کنندهتیتقوو 

15].  

)۳۳(  
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௦ܦ	)۳۴( ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
௦ܣ௦ܧ 0 0 0 0

௦ܣ௦ܩீ݇ 0 0 0
௦ܣ௦ܩீ݇ 0 0

.݉ݕܵ ௡ܫ௦ܧ 0
ے௧ܬ௦ܩ

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

		

محاسبه  (Gauss)ی گوس ر یگانتگرالمقادیر انتگرالی به روش 
 (Domain	Parent). در این روش یک فضای اصلی شوندیم

ی، مقادیر انتگرالی در این ناحیه اگرهوجود دارد که برای هر المان 
امتری، شبکه فیزیکی و . ارتباط میان فضای پار شوندیممحاسبه 

برقرار  (Jacobian)توسط مقادیر ژاکوبین  ۸المان پایه مطابق شکل 
	,36[شودیم . برای مطالعه بیشتر در این زمینه مراجعه به ]37

  .شودیمتوصیه  [34	,33	,30]هایپژوهش
ژه یوکوچکترین مقدار محاسبه ) و ۲۸با حل معادله مقدار ویژه (
با  وانتیم. سپس دیآیم دستبه ورق مثبت، مقادیر تنش کمانشی
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را  ورق، مود کمانشی (Vector	Eigen)محاسبه بردار ویژه مربوطه 
  محاسبه کرد.

  

[37]یر یگانتگرالی مورد استفاده در تحلیل آیزوژئومتریک برای هادامنه) ۸شکل 

  
  بارگذاری و شرایط مرزی -۶

ی هالبهروی  ، بارگذاریورقدر این پژوهش برای وقوع کمانش در 
ترکیبی  تواندیم ۹. شکل بارگذاری مطابق شکل شودیمانجام  ورق
ی اصفحهی محوری یا برشی باشد. بردار تنش اصفحهی هاتنشاز 

	.شودیم) تعریف ۳۵به شکل رابطه (

)۳۵(  ቐ
௫ܰ

ܰ௬
௫ܰ௬

ቑ ൌ ൝
ߙ
ߚ
ߛ
ൡ   ௖௥ߪ

ی هامؤلفه توانیم) ۳۵ادله (در مع (ߛ	,ߚ	,ߙ)به کمک ضرایب ثابت 
نیرویی مسئله را مشخص نموده و بارگذاری موردنظر را اعمال کرد. 

دست ی کمانشی بههاتنشبا محاسبه کوچکترین مقدار ویژه، 
	.ندیآیم

)۳۶(  ቐ
௫ܰ

ܰ௬
௫ܰ௬

ቑ

௖௥.

ൌ ൝
ߙ
ߚ
ߛ
ൡ ሺߪ௖௥ሻ௠௜௡  

  ساده یا گیردار باشد. تواندیمها ورقلبه شرایط مرزی در 
  

  
	ی ورقهالبهنحوه اعمال بارگذاری روی  )۹شکل 

  

  ارائه و تحلیل نتایج -۷
، و پیکربندی متفاوت هندسهدر این قسمت با ارائه چندین مثال با 

  .میاپرداختهبه مقایسه و اعتبارسنجی نتایج 
  مستقیم مرکزی کنندهتیتقویک  همراهبهمستطیلی  ورق -۷-۱
نمایش  ۱۰بارگذاری آن در شکل  همراهبه کنندهتیتقوو  ورقندسه ه

و ضخامت  ܽ=ܾ=mm ۴/۲۵به طول و عرض  ورقداده شده است. 
mm۲۵۴/۰=ݐ௣ ی با مقطع مستطیلی به اکنندهتیتقو همراهبه

 ورقهندسه یک  	mm۲۵۴/۰=ܾ௦و عرض  mm۵۴/۲=݄௦	ارتفاع 
ی همسانگرد با اماده. هر دو از تاس دادهرا تشکیل  شدهتیتقو

ساخته  	ܧ=GPa۶۹و ضریب الاستیک  ߥ=۳/۰ضریب پواسون 
صورت ساده است و بارهای به ورق. شرایط مرزی در چهار لبه اندشده

  .شوندیماعمال  xی در راستای اصفحهفشاری 
  

 
مستقیم مرکزی تحت بارگذاری  کنندهتیتقوبا یک  شدهتیتقوورق  )۱۰شکل 

  محورتکشاری ف

  
ام به ن بعدیببرای تحلیل نتایج در مسائل کمانش یک پارامتر 

که معیاری برای مقایسه نتایج  شودیمپارامتر کمانش تعریف 
  .[1]شودمیصورت زیر تعریف خواهد بود. پارامتر کمانش به

ܭ  )۳۷( ൌ
ఙ೎ೝ	௔	௕	௧೛

గమ஽
  

ر برابر د شدهتیتقو ورق، استحکام هرچه پارامتر کمانش بزرگتر باشد
 نسبت بعدیببارهای کمانشی بیشتر است. همچنین پارامتر 

ߜصورت به کنندهتیتقوو  ورقمساحت سطح مقاطع  ൌ

ܾ௦݄௦ به  ورقی خمشی سختنسبت  بعدیبو پارامتر  ⁄௣ݐܽ
ߛرابطه با  کنندهتیتقو ൌ ௦ܫ௦ܧ سه و جنس برای مقایسه هند ⁄ܦܽ
در  دهشتیتقو ورقی بندشبکه. اندشدهتعریف  کنندهتیتقوو  ورق

  مشخص شده است. ۱۱شکل 
با نتایج دیگر  ߛ=۱۰و  ߜ=۱/۰ بعدیبنتایج پارامتر کمانش با مقادیر 

 ۱۲ارائه شده است. در شکل  ۱و در جدول  شدهتحقیقات مقایسه 
حضور  ریتأث. شودمیمشاهده  شدهتیتقو ورقمود کمانشی 

بر اثر اعمال بار  ورقدر افزایش استحکام کمانشی  کنندهتیتقو
  خوبی نمایان است.ی در شکل بهمحور تک
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ستقیم م کنندهتیتقوبا یک  شدهتیتقوشبکه نقاط کنترل برای ورق ) ١١شکل 

  مرکزی 

  
تقیم مس کنندهتیتقوتوسط یک  شدهتیتقو ورقپارامتر کمانش برای  )۱جدول 
  مرکزی

  پارامتر کمانش	روش حل
	۱۶	[1]تحلیلی

  ۱۶  [4]اجزای محدود
  ۸۶/۱۵  [14]بدون شبکه
  ۹۵/۱۵	[15]ریتز
  ۱۳/۱۶  (پژوهش فعلی) آیزوژئومتریک

  

  
	مستقیم کنندهتیتقوبا  شدهتیتقوورق مود کمانشی  )۱۲شکل 

  
  مستقیم مرکزی کنندهتیتقودو  همراهبهمستطیلی  ورق -۷-۲

مسئله و بارگذاری آن نمایش داده شده است. هندسه  ۱۳در شکل 

و ضخامت  ܽ=،ܾ۰۳۲/۲	m ۶۷۶/۱=mبا طول و عرض  ورقی
mm۲۲/۱۴=ݐ௣ مستقیم با ارتفاع  کنندهتیتقوهمراه دو به
mm۵۸/۶۸=݄௦  و عرضmm۴/۲۵=ܾ௦  در اختیار است که هر دو
ضریب و  ߥ=۳/۰ای همسانگرد و یکسان با ضریب پواسون از ماده

تحت بارگذاری  ورق. این اندشدهساخته  ܧ=GPa۸۴/۲۰۶الاستیک 
قرار گرفته است. شرایط  هاکنندهتیتقومحوری در راستای عمود بر 

 ورقی بندشبکهاز نوع ساده است.  ورقی هالبهمرزی در 
	.شودمیمشاهده  ۱۴در شکل  افتهیاستحکام

یسه آن با نتایج نتایج پارامتر کمانش حاصل از این پژوهش و مقا
ارائه شده است. مود  ۲ی تحلیلی و اجزای محدود در جدول هاروش

 ریتأثترسیم شده است.  ۱۵در شکل  شدهتیتقو ورقکمانشی 
  نمایان است. ورقدر افزایش استحکام کمانشی  هاکنندهتیتقو

  

مستقیم تحت بار فشاری  کنندهتیتقوبا دو  شدهتیتقوورق ) ۱۳شکل 
  محورتک

  

  
  ستقیمم کنندهتیتقوبا دو  شدهتیتقونقاط کنترلی برای ورق  شبکه) ١٤شکل 

  
قیم مست کنندهتیتقوتوسط دو  شدهتیتقو ورقپارامتر کمانش برای  )۲جدول 
	مرکزی

  پارامتر کمانش  روش حل
	۲۰/۱۱	[1]تحلیلی

	۱۰/۱۱	[30]اجزای محدود
  ۰۶/۱۱  آیزوژئومتریک (پژوهش فعلی)

  

  
	مستقیم کنندهتیتقوبا دو  افتهیاستحکامورق مود کمانشی  )۱۵شکل 
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  کلمنحنی ش کنندهتیتقوبا یک  شدهتیتقومستطیلی  ورق -۷-۳
نمایش داده شده است.  ۱۶هندسه مسئله و بارگذاری آن در شکل 

و  ܾ=mm۱۲۰و عرض  ܽ=mm۱۲۰با طول  ورقیدر این مثال 
ݕمنحنی با تابع  کنندهتیتقوتوسط یک  ௣ݐ=mm۲/۱ضخامت  ൌ

1.1ሺ0.2 െ ሻଶݔ4 ൅ و  mm۵۸/۱۲=݄௦و مقطعی با ارتفاع  0.03
هر دو از  کنندهتیتقوو  ورقشده است. تقویت mm۱۴/۱=ܾ௦عرض 
و ضریب  ߥ=۳/۰ی همسانگرد و مشابه با ضریب پواسون اماده

تحت بارهای  ورق. این اندشدهساخته  ܧ=GPa۶۹الاستیک 
صورت ساده برای و شرایط مرزی به ردیگیمرار دومحوری فشاری ق

مود  ۱۸و در شکل  ورقی بندشبکه ۱۷. در شکل باشدیم هالبههمه 
 دهآمدستبه. نتایج شودمیمشاهده  شدهتیتقو ورقکمانشی این 

با دیگر نتایج مطابقت خوبی دارد. توابع  ۳از این روش مطابق جدول 
را در حضور  ورقی اسازهرد در این روش، عملک شدهاستفادهنربز 
  .دکنیم سازیمدلی منحنی با دقت بسیار خوبی هاکنندهتیتقو

  

  
منحنی تحت بارگذاری فشاری  کنندهتیتقوبا یک  شدهتیتقوورق ) ۱۶شکل 

  دومحوری

  

  
  نحنی م کنندهتیتقوبا یک  شدهتیتقوشبکه نقاط کنترلی برای ورق  )١٧شکل 

  

  
ت منحنی تح کنندهتیتقوبا یک  شدهتیتقوی برای ورق مود کمانش )۱۸شکل 

	بارگذاری فشاری دومحوری
  

  منحنی کنندهتیتقوبا  شدهتیتقو ورقپارامتر کمانش برای  )۳جدول 
  پارامتر کمانش  روش حل
	۱۰/۵	[14]بدون شبکه
  ۰۹/۵	[29]اجزای محدود

	۰۱/۵	[14]اجزای محدود تجاری افزارنرم
  ۰۴/۵	[29]دود تجاریاجزای مح افزارنرم

	۱۲/۵  آیزوژئومتریک (پژوهش فعلی)

  
  لمنحنی شک کنندهتیتقوبا دو  شدهتیتقومستطیلی  ورق -۷-۴

توسط دو  شدهتیتقو ورقدر انتها به تحلیل کمانش در یک 
 هاکنندهتیتقوو  ورق. هندسه میپردازیممنحنی  کنندهتیتقو
، ورق. ابعاد ودشمیملاحظه  ۱۹همراه بارگذاری در شکل به
 تواندیمو جنس آنها مشابه مثال قبل است. مثال اخیر  کنندهتیتقو
با  شدهتیتقو هایورقیک هندسه عمومی در مسائل  عنوانبه
ی بندشبکه ۲۰ی منحنی، درنظر گرفته شود. در شکل هاکنندهتیتقو
	ترسیم شده است. ورقروی  شدهانجام
نتایج روش بدون شبکه، در جدول  و مقایسه آن با آمدهدستبهنتایج 
مؤید بهبود استحکام کمانشی  شدهارائهگزارش شده است. نتایج  ۴

  ی منحنی است.هاکنندهتیتقوبا حضور  ورق
 شده در شکلتقویت ورقمود کمانشی حاصل از بارگذاری کمانشی 

ی در این پژوهش تحلیل کمانش ر یگجهینت. شودمیملاحظه  ۲۱
به روش آیزوژئومتریک انجام شد و با حل چند  شدهتیتقو هایورق

ی متنوع، صحت نتایج بررسی شد. هایبارگذار مثال با پیکربندی و 
ی نربز امکان تعریف هایمنحنطور که ملاحظه شد، استفاده از همان

خوبی فراهم ی منحنی را بههاکنندهتیتقودقیق هندسه در 
در این پژوهش،  شدههاستفادی ساز کپارچهروش ی علاوهبه. دینمایم

ی منحنی با شکل دلخواه را بدون هاکنندهتیتقوامکان قرارگیری 
در  ورق. برای درک بهتر رفتار کندیممحدودیتی ارائه  گونهچیه

، مودهای کمانشی حاصل نیز ارائه شدند. نتایج کنندهتیتقوحضور 
ها در مقایسه با حاکی از کیفیت و دقت خوب جواب آمدهدستبه
 ریتأثها است. همچنین در این پژوهش به بررسی ایج سایر روشنت

ی مستقیم و منحنی در افزایش پارامتر هاکنندهتیتقوحضور 
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با ابعاد و جنس مشخص و مقایسه آنها پرداخته  ورقکمانش یک 
ی منحنی هاکنندهتیتقوشده است. نتایج بیانگر آن است که 

در مقایسه با  بهتری در افزایش بار کمانش ریتأثمناسب 
ی مستقیم دارند. تعداد، محل قرارگیری، شکل و هاکنندهتیتقو

متغیرهای طراحی برای  عنوانبه توانندیمها کنندهتیتقوجنس 
  استفاده شوند. شدهتیتقو ورقرسیدن به خواص مورد نظر در یک 

  

  
منحنی تحت بارگذاری فشاری  کنندهتیتقوبا دو  شدهتیتقوورق  )١٩شکل 

  ومحورید

  

  
  منحنی کنندهتیتقوبا یک  شدهتیتقوی برای ورق بندشبکه) ۲۰شکل 

  
  منحنی کنندهتیتقوبا دو  شدهتیتقو ورقپارامتر کمانش برای  )۴جدول 

  کنندهتیتقونوع 
  پارامتر کمانش

   [14]بدون شبکه  آیزوژئومتریک
	۹۸/۱  ۹۹/۱	کنندهتیتقوبدون 

	مستقیم: کنندهتیتقویک 
࢟ ൌ 	૛/࢈

۰۶/۵  ۰۷/۵	

	منحنی: کنندهتیتقویک 
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ت تح منحنی کنندهتیتقوبا دو  شدهتیتقومود کمانشی برای ورق  )٢١شکل 

  بارگذاری فشاری دومحوری

  
  گزارش نشده است. سندگانیتوسط نو یموردو قدردانی: تشکر 

نویسندگان با اعلام موافقت خود مبنی بر ارسال  تاییدیه اخلاقی:
نمایند که این مقاله به نشریه مهندسی مکانیک مدرس تعهد می

ا ی یاین مقاله در زمان ارسال برای این نشریه در هیچ نشریه ایران
غیرایرانی در حال بررسی نبوده و تا تعیین تکلیف قطعی در این 
  نشریه برای هیچ نشریه ایرانی یا غیرایرانی دیگری ارسال نشده است.

ارشد با عنوان  ینامه کارشناسانیمقاله از پا نیاتعارض منافع: 
 ده بهشتیکمانش و ارتعاشات آزاد صفحات تقو ،یکیاستات لی"تحل

 بهروز یو به سرپرست یدیسع یعل ی" به نگارندگکیترزوژئومیروش آ
  مشهد استخراج شده است. یدر دانشگاه فردوس یحسن

(نویسنده اول)، نگارنده  یدیسع یعل سهم نویسندگان:
شناس/پژوهشگر اصلی /تحلیلگر آماری/نگارنده بحث /روشمقدمه

(نویسنده دوم)، نگارنده  یبهروز حسن )؛%٥٠(
گر کمکی/تحلیلگر آماری/نگارنده بحث شناس/پژوهش/روشمقدمه

)٥٠%(  
 یپژوهش یهانهیپژوهش از محل هز نیا یهانهیهزمنابع مالی: 
 نیمشهد تام یدانشگاه فردوس ی دردانشکده مهندس کیگروه مکان

  است. شده
  

  هانشانهفهرست علایم و 
A	 2(سطح مقطع(m   

b	 محلیراستای عمود دوم در مختصات  

D	کرنش همسانگرد -ماتریس تنش  

detJ	دترمینان ژاکوبین  

e	 خروج از مرکز(m)   

E	 مدول الاستیک(Pa)   

bf	 3(نیروی حجمی(N/m   

G   مدول برشی(Pa)   

h   ضخامت سطح مقطع(m)   

nI	 گشتاور دوم سطح نسبت به محورn	
K	ماتریس سختی الاستیک  

GK  س سختی هندسیماتری  

L	جابجایی -ماتریس کرنش  

M	ماتریس جرم  

x
y

y
1
 = -5.5x2 +0.7x+ 0.03

N
x

N
x

N
y

N
y

y2 = 5.5x2-0.7x+ 0.09



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ یحسن بهروزو  یدیسع یعل ۲۳۸

   ۱۳۹۸دی  ،۱، شماره ۲۰دوره                                                                                                                                                                پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس -ماهنامه علمی

m	 جرم(kg)   

i,pN	 تابع نربزi ام با درجهp  

n  راستای عمود اول در مختصات محلی  

q   2(نیروی گسترده(N/m 	
1
ܴ
	 (m/1)کننده شعاع انحنای تقویت	

T   انرژی جنبشی(N.m)   

t	راستای مماسی در مختصات محلی  

U	شی انرژی کرن(N.m)   

u   مختصه جابجایی در راستای محورx (m)   

v	 مختصه جابجایی در راستای محورy (m)   

V   سرعت(m/s)   

W	 پتانسیل نیروهای خارجی(N.m)   

w	 مختصه جابجایی در راستای محورz (m)   

X	مختصه اول نقاط کنترلی  

x  مختصه اول در مختصات کارتزین عمومی  

Y  ترلیمختصه دوم نقاط کن  

y  مختصه دوم در مختصات کارتزین عمومی  

z  مختصه سوم در مختصات کارتزین عمومی  
  علائم یونانی 

   ضریب تنش در راستای محورx  
   ضریب تنش در راستای محورy	
	کرنش	
	کنندهبردار گرهی تقویت  
	بردار گرهی دوم صفحه  
	درجه آزادی دورانی  
	پارامتر کمانش  
	ضریب پواسون  

	بردار گرهی اول صفحه  
	چگالی  
	تنش محوری  
	تنش برشی  
	 ضریب تنش در راستای محورz	
  فرکانس طبیعی  

  هابالانویس

G	 (در مسائل کمانش) هندسی  

L	خطی  

NL	یغیرخط  

T	ترانهاده  
  هازیرنویس

b	راستای محور عمود دوم در مختصات محلی  

n	راستای محور عمود اول در مختصات محلی  

p	 صفحه  

s	کنندهتقویت  

t	راستای مماسی در مختصات محلی  
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