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Effect of Temperature Variation and Mass Distribution on 
the Optimal Design of the Constrained-Layer-Damping for a 
Beam 

[1] The forced vibration of a three layer, damped sandwich beam with arbitrary boundary
conditions [2] Damping analysis of partially covered sandwich beams [3] Vibration analysis 
of a beam with PCLD Patch [4] Vibration analysis of simply supported beams with enhanced 
self-sensing active constrained layer damping treatments [5] Analytical solution for free
vibrations for laminated composite and sandwich plates based on a higher-order refined 
theory [6] High-order free vibration of sandwich panels with a flexible core [7] High‐order
buckling analysis of sandwich beams with transversely flexible core [8] Buckling of
sandwich panels with a flexible core-high-order theory [9] High‐order theory for sandwich‐
beam behavior with transversely flexible core [10] Free vibration of sandwich beams with
a transversely flexible core: A high order approach [11] Forced vibration of a sandwich
panel with composite layers and a FGM core [12] A free vibration analysis of three-
dimensional sandwich beams using hierarchical one-dimensional finite elements [13] 
Damping properties of various materials [14] Dimensionless analysis of constrained
damping treatments [15] Optimal design of frequency dependent three-layered rectangular 
composite beams for low mass and high damping [16] Damping mechanism of elastic-
viscoelastic-elastic sandwich structures [17] Vibration and thermal analysis and optimum
design of viscoelastic sandwich beam

In this research, the vibration of a beam treated with a viscoelastic constrained-layer-damping 
has been studied and the effects of thermal variations and the attached lumped mass on the 
variation of the optimal design of the constrained layer have been investigated. For modeling 
the core, the second and third order polynomials were used respectively for out-of-plane and 
in-plane displacements, and for outer layers, the Euler-Bernoulli beam theory was used. With 
this modeling, the effect of the through-the-thickness normal strain in the mid-layer (core) 
can be included in the analyses, and the model will be applicable for studying the cases with 
moderately thick cores. The finite element method with 3-node elements has also been used 
for the solution purpose. Moreover, the viscoelastic material is assumed to be isotropic and 
its constitutive behavior is described by a complex shear modulus dependent on temperature 
and frequency. This dependence on frequency and temperature has been obtained by using 
the graphs of the experimental results presented in the relevant references. Numerical studies 
have been carried out to investigate the variation of the damping and harmonic response 
amplitude with the thickness of the core and the constraining layer at different temperatures. 
The results showed that the thermal variation could considerably change the region associated 
with the optimal design and the maximum damping. This implies that the range of thermal 
variations in the operating environment of the structure should be considered in designing 
a viscoelastic-damping layer. In the numerical studies, the effect of added rigid masses on 
changing the optimal design was investigated. The results show the necessity to consider all 
the added masses before designing the constrained layer damping.

A B S T R A C TA R T I C L E    I N F O

Article Type
Original Research

Authors
Mahmoudkhani S.*1 PhD,
Kolbadi-Hajikalaee S. 1 MSc

  Keywords  Constrained Layer Damping; Viscoelastic Materials; Through-The-Thickness Nor-
mal Strain; Attached Rigid Mass; Thermal Variations

-

*Correspondence
Address: Aerospace Engineering De-
partment, New Technologies & En-
gineering Faculty, Shahid Beheshti
University, Velenjak Square, Tehran,
Iran
Postal Code: 3815688349
Phone: +98 (21) 29903244
Fax: +98 (21) 22431964
s_mahmoudkhani@sbu.ac.ir

1Aerospace Engineering Depart-
ment, Faculty of New Technologies 
& Engineering, Shahid Beheshti Uni-
versity, Tehran, Iran

Article History
Received: November 3, 2018                                                               
Accepted: July 8, 2019                                                               
ePublished: March 01, 2020

How to cite this article
Mahmoudkhani S, Kolbadi-Hajka-
laee S. Effect of Temperature Varia-
tion and Mass Distribution on the 
Optimal Design of the Constrained-
Layer-Damping for a Beam. Modar-
es Mechanical Engineering. 
2020-;20(3):539-551.

https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/0022460X6990193X
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0022460X88801093
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0003682X04000817
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0022460X03013531
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S026382230000180X
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0020768303005651
https://ascelibrary.org/doi/10.1061/%28ASCE%290733-9399%281993%29119%3A3%28476%29
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0020768397000784
https://ascelibrary.org/doi/10.1061/%28ASCE%290733-9399%281992%29118%3A5%281026%29
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0022460X8471368X
https://www.sid.ir/en/journal/ViewPaper.aspx?ID=274045
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S1359836816315736
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0263822312006137
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0263822314005108
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0263822316307723
https://spectrum.library.concordia.ca/36059/


 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ یکلائیحاج یکلباد نایو س یمحمودخان دیسع ۵۴۰

   ۱۳۹۸ اسفند، ۳، شماره ۲۰دوره                                                                                                                                                             پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس -ماهنامه علمی

اثر تغییرات دما و توزیع جرم در تعیین شکل بهینه 
	لایه میرایی مقید موضعی برای تیر

  
  PhD *یمحمودخان دیسع

، تهران ،یبهشت دیدانشگاه شه ن،ینو یهایآور هوافضا، دانشکده فن یگروه مهندس
  ایران
  MSc یکلائیحاج یکلباد نایس

، تهران ،یبهشت دیدانشگاه شه ن،ینو یهایآور فنهوافضا، دانشکده  یگروه مهندس
  ایران

  
  دهیچک

با لایه میرایی مقید ویسکوالاستیک بررسی رفتار ارتعاشی تیر  در پژوهش حاضر،
شده و اثر تغییر دما و جرم صلب در تغییر طرح بهینه برای لایه میرایی مقید، 

ی درجه دو هایاچندجملهاز ی هسته ساز مدلبرای مورد مطالعه قرار گرفته است. 
 و استفاده شده ایصفحهدرونو  ایصفحهبیرونی هایجابجابرای  بیترتبه و سه
 .انددهشی ساز مدلبرنولی  -ی بیرونی بالا و پایین با استفاده از مدل اویلرهاهیلا

 ی، امکان درنظرگرفتن اثر کرنش نرمال راستای ضخامتساز مدلبا استفاده از این 
ی بالای هسته نیز هاضخامتشده و مدل برای فراهم  برای لایه میانی (هسته)
ی هاالمانه نیز از روش المان محدود با . برای حل مسالقابل اعمال خواهد بود

استفاده شده است. در بیان رفتار ماده ویسکوالاستیک از مدول برشی  گرهیسه
ده استفاده ش بودنایزوتروپمختلط وابسته به فرکانس و دما و همچنین فرض 

وابستگی به فرکانس و دما با استفاده از نمودارهای حاصل از نتایج  . ایناست
. مطالعات عددی ه استآمد دستبهتجربی که در مراجع مربوطه ارایه شده، 

شامل بررسی تغییرات میرایی و دامنه پاسخ هارمونیک با ضخامت  شدهانجام
ر قابل تغیی دهندهنشانهسته و لایه مقیدکننده در دماهای مختلف است که 

توجه ناحیه مربوط به طرح بهینه و همچنین تغییر میرایی بیشینه سازه با تغییر 
دما است. بر این اساس، آگاهی از محدوده تغییرات دمایی محیط کارکرد سازه 
برای طراحی بهینه لایه میرایی مهم خواهد بود. در مطالعات عددی، همچنین اثر 

طراحی بهینه مورد بررسی قرار گرفته که  جرم صلب به سازه در تغییر شدنافزوده
قبل از  شدهاضافهی هاجرملزوم درنظرگرفتن همه  دهندهنشاننتایج حاصل 

  طراحی لایه میرایی مقید است.
 ،ویسکوالاستیک، کرنش نرمال راستای ضخامتلایه میرایی مقیدشده، ماده : هادواژهیکل
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  مقدمه  -۱

 منظور کنترل و کاهشپیشنهاد استفاده از میرایی با لایه مقید به
ارتعاشات و کاهش آلودگی صوتی از اواسط قرن بیستم مطرح بوده 

گیری است. استفاده از این روش کنترل ارتعاش منجر به شکل
شود که در آن، بخشی (یا تمام) سطح سازه ساختار ساندویچی می

یه شود. لاپوشانده می مقیدکنندهیه اصلی با لایه میراکننده و لا
طور معمول از جنس ماده ویسکوالاستیک در نظر گرفته میراکننده به

خاصیت میرایی بالا از سفتی پایینی در مقایسه  برعلاوهشود که می
برخوردار است. مقیدشدن  مقیدکنندهبا لایه اصلی و همچنین لایه 

ش های با سفتی بالاتر موجب افزایتر بین لایهلایه با سفتی پایین

ای در لایه میانی حین خمش سازه صفحه خارجهای برشی کرنش
شده و از این طریق موجب افزایش قابل توجه میرایی در مودهای 

هایی مانند نسبت استحکام و سفتی به وزن شود. ویژگیخمشی می
 و همچنین رسانایی حرارتی پایین از جمله موارد قابل توجه در بالا

 های تحتها بوده که سبب استفاده از آن در بسیاری سازهاین سازه
بارهای دینامیکی در صنایع مختلف مانند هوافضا، خودروسازی، 

  های ساختمانی شده است. سازه سازیکشتی
ها ن نوع سازهمطالعات متعددی تا به امروز روی ارتعاشات ای

شده و اشکال مختلف سازه همانند تیر، ورق و انواع پوسته در انجام
ه در این زمین شدهانجامنظر گرفته شده است. از نخستین مطالعات 

سازی کرد که در آن مدل اشاره [1]مارکوسو  میدمطالعه توان به می
خواص ارتعاشی انجام شده  منظور تعییننظری تیر ساندویچی به

طور جداگانه ها بهدر این مقاله هر یک از لایه شدهارایهاست. در مدل 
و شرط پیوستگی جابجایی در سطوح تماس  شدهدر نظر گرفته 

خورند. ها روی هم سر نمیکه لایه طوریبهها اعمال شده است؛ لایه
اند و همدل شد برنولی -صورت اویلرهای الاستیک رویه بهلایه

جابجایی عرضی و چرخش یکسان دارند. برای هسته ویسکوالاستیک 
گیرد های محوری صورت میفقط تغییر شکل برشی در کنار جابجایی

که به شکل خطی در امتداد ضخامت هسته توزیع شده است و تنش 
  وکرنش نرمال نیز نادیده گرفته شده است.

وسیعی از مطالعاتی بخش  مبنای [1]در مرجع شدهکارگرفتهبهروش 
است که تا به امروز در این زمینه انجام شده است. از جمله این 

ارتعاشات آزاد تیر ساندویچی  بر [2]لالمطالعه توان به مقالات می
که با درنظرگرفتن نظریه  شامل بخش میرایی موضعی اشاره کرد

مرتبه اول بدون فرض کرنش نرمال راستای ضخامت برای هسته 
 نیز [4]و همکاران وئگا و [3]همکاران و کایانجام گرفت. همچنین 

ا ب مطالعاتی روی ارتعاشات تیر، شامل بخش میرایی موضعی مقید
رسد در مارکوس انجام دادند. با این حال به نظر می -فرضیات مید

صورت افزایش ضخامت لایه میانی و همچنین در حضور بارهای 
ب های با مرات، نیاز به استفاده از نظریهمقیدکنندهاعمالی به لایه 

بالاتر و همچنین احتساب کرنش نرمال راستای ضخامت برای 
  تر باشد.های دقیقدستیابی به مدل

های ساندویچی از دو برای سازه شدهارایههای مرتبه بالای نظریه
کنند. در روش اول از لایه سازی استفاده میروش عمده برای مدل
یه عنوان یک لاشود، به این معنی که کل سازه بهمعادل استفاده می

 تکانشود. این روش برای نمونه در مطالعه در نظر گرفته میمعادل 
روی صفحه ساندویچی انجام گرفت که در آن  [5]ناتانیسوامو 

ارتعاشات آزاد به کمک نظریه مراتب بالا بررسی شد. در روش دوم 
صورت مجزا در نظر گرفته مارکوس صفحات به -همانند مدل مید

د؛ شونها اعمال میشوند و شرایط پیوستگی در محل تماس لایهمی
ا های بشی مرتبه اول از نظریهنظریه بر  جایبهبا این تفاوت که 

ه شود. از جملمراتب بالا برای بیان رفتار لایه میانی استفاده می
 و فراستیگتوان به که از این مدل استفاده کردند میافرادی 
هسته توسط نظریه مرتبه بالا  کردنمدلکه با  اشاره کرد [6]تامسون
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. همچنین ندبه ارتعاشات آزاد صفحات ساندویچی پرداخت
در این زمینه، بررسی کمانش  و همکاران فراستیگدیگر های فعالیت

 و [8	,7]پذیرصفحات و تیرهای ساندویچی با هسته درونی انعطاف
بررسی خمش و ارتعاشات آزاد تیر ساندویچی همراه هسته 

	,9]پذیرانعطاف شده توسط های انجام. در آن و پژوهشاست [10
ضمن استفاده از  نیز [12]و همکاران هوی و [11]و همکاران خضریان

ه سازی هستنظریه مرتبه بالا، کرنش نرمال راستای ضخامت در مدل
برای بررسی ارتعاشات اجباری و آزاد تیر ساندویچی، در نظر گرفته 

  شده است.
ی دقیق رفتار نیبشیپی و ساز مدلیکی دیگر از عواملی که در 

ی با لایه میرایی مقید موثر است، درنظرگرفتن اثر دما است. هاسازه
این موضوع به علت وابستگی قابل توجه خواص ماده 
ویسکوالاستیک به دما است. پیرامون این وابستگی، مطالعات 

توجه قرار  مورد [13]ی از آن در مرجعانمونهشده که انجام یاگسترده
ای تغییرات مدول برشی . در این مرجع نمودارهایی بر استگرفته 

  ماده و میرایی بر حسب تغییرات فرکانس و دما ارایه شده است.
شده پیرامون تاثیر دما بر رفتار سازه با در معدود مطالعات انجام

ی ساز نهیبهپیرامون  یپژوهش [14]موریراو  شیرمقید، میرایی 
ضخامت لایه ویسکوالاستیک و لایه مقیدکننده در کاهش ارتعاشات 

که در آن اگرچه تاثیر تغییرات دما در تغییر  انددادهتیر انجام 
طور مستقیم مورد توجه قرار نگرفته است، ی طرح بهینه بههایژگیو

اما بازه و محدوده دمایی که در آن تحقیق انجام شده، بیان شده 
ا اثر دما همچنین باید توجه داشت که طراحی بهینه است. در رابطه ب

برای لایه میرایی و لایه مقیدکننده ممکن است تحت تاثیر وابستگی 
ی هایژگیوطوری که با تغییرات دما، خواص به دما قرار گیرد، به

مورد نظر برای دستیابی به بیشترین میرایی تغییر کند و این 
ررسی قرار نگرفته است. با این موضوعی است که تا به امروز مورد ب

ی طرح بهینه هایژگیووجود، مطالعات دیگری در ارتباط با تعیین 
 دهشبا تغییر سایر پارامترهای تاثیرگذار در عملکرد تا به امروز انجام 

 اشاره [15]و همکاران همدوییبه مطالعه  توانیمکه از آن جمله 
برای دستیابی  PVBو  ISD112کرد که از دو ماده ویسکوالاستیک 

به طرح بهینه با درنظرگرفتن ضخامت و جرم بخش میراکننده 
ماده  از [16]و همکاران هوانگدیگر نیز . در پژوهشی اندکردهاستفاده 

ضخامت  ادبودنیزبرای بررسی تاثیر کم یا  ZN1ویسکوالاستیک 
	. اندکردههسته در کاهش ارتعاشات استفاده 

در تغییر طراحی بهینه لایه میرایی مقید  تواندیماز دیگر مواردی که 
موثر باشد، تغییرات توزیع جرم سازه به علت نصب تجهیزات روی 

 در دیمق ییرایم هیلا که ایاستفاده موارد در ،سازه است. در واقع
 قرار هیلا نیا کنار در و ریت یرو زین یزاتیتجه یگاه دارد، هاسازه
. گذارندمی ریتاث ریت ییروین عیتوز و مودال خواص یرو که ،گیرندمی
 سازی برایشبیه در شدهاضافه متمرکز جرم نیا اثر ممکن است اما

 در لذا. دنشو گرفتهدر نظر  دیمق ییرایم هیلا یبرا نهیبه طرح تعیین
 یبررسمورد  نیز نهیبه طرح راتییتغ در صلب جرم اثر پژوهش نیا

  گرفته است. قرار

ی پیشین چندان مورد هاپژوهشکه در  شدهاشارهبا توجه به موارد 
توجه قرار نگرفته است، در پژوهش حاضر تغییرات میرایی و پاسخ 

، کنندهدیمقی مختلف لایه میرایی و لایه هاضخامتفرکانسی تیر با 
ی مختلف، مورد بررسی قرار هاجرمبرای دماهای مختلف و توزیع 

ده بالا استفاده ش مرتبه هینظری هسته از ساز مدلگرفته است. برای 
نشده است. اما برای  نظرصرفو از کرنش نرمال راستای ضخامت 

نازکی و سفتی بالاتر در مقایسه با هسته از  لیدلبهرویه و پایه،  هیلا
یز ن حلی استفاده شده است. برای ساز مدلبرنولی برای  -مدل اویلر

ستفاده شده ی اگرهسهی هاالمان همراهبهاز روش اجزاء محدود 
ی لایه ی عمودهاییجابجاشده نیز برای است. توابع شکل درنظرگرفته

 1Cبالا و پایین از نوع توابع هرمیتی بوده و لذا دارای پیوستگی 
 0Cهستند. باقی عبارات جابجایی اما با توابع لاگرانژی با پیوستگی 

 ی سفتی و جرمهاسیماتر. در نهایت با استخراج اندشدهتقریب زده 
و همچنین بردار نیرو، تغییرات میرایی، فرکانس طبیعی و پاسخ 
فرکانسی تیر تحت تاثیر تغییرات دمایی و جرم صلب مورد مطالعه 

  . استقرار گرفته 
صورت خاص سعی شده در این پژوهش بدان پاسخ سوالاتی که به

  داده شود به شرح زیر هستند:
بهینه را تغییر خواهد داد؟ و  آیا تغییرات گسترده دما نقطه -۱

دمایی در تعیین نقطه  ترکوچکهمچنین آیا لازم است تغییرات 
بهینه بررسی شود؟. لازم به ذکر است که منظور از نقطه بهینه، مقادیر 

 دهدکننیمق، شامل ضخامت لایه راکنندهیممشخص از ابعاد هندسی 
اهش کو لایه ویسکوالاستیک است که منجر به بیشترین میزان 

پاسخ به تحریک هارمونیک شود. همچنین  دردامنه ارتعاشات 
منظور از تغییرات کوچک دما در اینجا تغییرات در حد کاهش یا 

  . است گرادیسانتدرجه ۵افزایش 
آیا نقطه بهینه مربوط به میرایی بیشینه مود اول، همان نقطه  -۲

  بهینه مربوط به پاسخ کمینه است؟. 
 رییتغشی از افزودن جرم صلب به سازه موجب آیا توزیع جرم نا-۳

 ؟. باید توجهشودیمدر نقطه بهینه مربوط به پاسخ کمینه موثر 
داشت که در صورتی که سازه تحت تحریک پایه باشد، افزودن جرم 

بر تغییر خواص مودال سازه موجب تغییر توزیع به سازه علاوه
اس اثر افزودن نیروهای تحریک اعمالی نیز خواهد شد. بر همین اس

جرم برای دو حالت تحریک پایه و تحریک نیروی یکنواخت خارجی 
  .استمورد بررسی قرار گرفته 

 میزان برای تعیین میرایی چهاحتساب کرنش راستای ضخامت تا  -۴
  سیستم در دماهای مختلف مهم است؟. 

  
  روابط حاکم -۲

نماتیکی سیلایه با تشریح روابط در این بخش روابط حاکم بر تیر سه
سازی ماده و ساختاری ارایه شده و توضیحات لازم درباره نحوه مدل

  ویسکوالاستیک داده شده است.
  روابط سینماتیکی -۲-۱
استفاده،  مورد مختصات هایدستگاه و مساله هندسه ۱شکل  در
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های پایین، از میانه لایه ترتیببه ௧ݖو  ݖ، ௕ݖاند. نمایش داده شده
نیز در ابتدای تیر پایه قرار  ݔمیانی و بالا شروع شده و در مختصه 

های بالا، وسط و پایین گرفته شده است. همچنین، ضخامت لایه
   شده و عرض تیر واحد است.نشان داده  bhو  th ،hبا  ترتیببه
  

 
ی مختصات هادستگاهتیر همراه لایه میرایی موضعی مقید و  هندسه )١شکل 

  شدهدرنظرگرفته

  
های بالا و های جابجایی در لایهبرای استخراج روابط حاکم، میدان

اند و برای هسته برنولی استخراج شده -پایین از نظریه اویلر
ویسکوالاستیک از نظریه مراتب بالا استفاده شده است. در نظریه 

های محوری و جابجایی عرضی لایه میانی، مرتبه بالا برای جابجایی
اند که در رابطه استفاده شده ۲و  ۳های مرتبه ایچندجمله ترتیببه
  آورده شده است. )۱(

ݑ	)١( ൌ ଴ݑ ൅ ଵݑݖ ൅ ଶݑଶݖ ൅ 	ଷݑଷݖ
ݓ ൌ ଴ݓ ൅ ଵݓݖ ൅  ଶݓଶݖ

آورده  )۲(برنولی همان طور که در رابطه  -همچنین در نظریه اویلر
های محوری و جابجایی عرضی لایه میانی، ، برای جابجاییشده است

  استفاده شده است. ۱و  ۲های مرتبه ایچندجملهترتیب به
௠ݑ	)٢( ൌ ௠଴ݑ ൅ ௠ݓ,௠ଵݑݖ ൌ ݉,௠଴ݓ ∶ ,ݐ ܾ 

، 2wهای شود، کمیتکه مربوط به نظریه مرتبه بالا می ١در رابطه 
1w ،0w ،3u ،2u ،1u  0وu  عبارات جابجایی مجهول هستند. به این

ه که از رابط های بالا و پایینها، عبارات میدان جابجایی لایهکمیت
 t0u ،t1u ،t0w ،b0w ،b0uاند (استخراج شده )٢(رابطه  برنولی -اویلر

 bو  tهای گذاری اندیس. در این نامنیز اضافه خواهند شد) b1uو 
شرط  برای برقراری .کنندیمبالا و پایین اشاره  هایبه لایه ترتیببه

ها در محل تماس، برابر قرار داده ها، جابجاییعدم لغزش بین لایه
  شوند. یعنی:می

)٣(  
௧|௭ୀି௛೟/ଶݓ ൌ ,	௭ୀ௛/ଶ|ݓ ௧|௭ୀି௛೟/ଶݑ ൌ 	௭ୀ௛/ଶ|ݑ
௕|௭ୀ௛್/ଶݓ ൌ ,	௭ୀି௛/ଶ|ݓ ௕|௭ୀ௛್/ଶݑ

ൌ  ௭ୀି௛/ଶ|ݑ
عدد  هفتهای جابجایی به با اعمال شرط عدم لغزش، مجهول

  . یابندمیکاهش  0uو  b0w ،t0w ،b0u ،t0u ،0w ،1uشامل 
  جابجایی  -روابط کرنش -۲-۲

های غیرخطی جابجایی بدون درنظرگرفتن عبارت -روابط کرنش
صورت های کوچک و چرخش کوچک بههندسی و با فرض کرنش

  زیر هستند:
௫௫ߝ  )٤( ൌ

డ௨
డ௫
, ௭௭ߝ ൌ

డ௪
డ௭
, ௫௭ߝ ൌ

ଵ
ଶ
ሺడ௨
డ௭
൅ డ௪

డ௫
ሻ  

ی عمودی در راستای هاکرنش، بیترتبه ௭௭ߝو  ௫௫ߝاین روابط که در 
برشی عرضی در راستای ضخامت است.  کرنش ௫௭ߝهستند و  ݖو  ݔ

ی هادانیم کردننیگزیجابالا با  مرتبه هینظرکرنش برای  رابطه
  شود:به شکل زیر حاصل می ٤در رابطه  ١ رابطهجابجایی از 

)٥(  
௫௫ߝ ൌ ௫௫଴ߝ ൅ ௫௫ଵߝݖ ൅ ௫௫ଶߝଶݖ ൅ ௫௫ଷߝଷݖ 	
௭௭ߝ ൌ ௭௭଴ߝ ൅ ௭௭ଵߝݖ ൅ ௭௭ଶߝଶݖ ൅ ௭௭ଷߝଷݖ 	
௫௭ߝ ൌ ௫௭଴ߝ ൅ ௫௭ଵߝݖ ൅ ௫௭ଶߝଶݖ  

٥،3که در رابطه  2 1 0, , ,xx xx xx xx     عبارات مرتبه صفر تا سه کرنش
هستند. مشابه همین  ݖنرمال راستای محوری بدون وابستگی به 

  قابل استفاده است. ݖݔو  ݖهای راستای تعریف نیز برای کرنش
  روابط ساختاری -۲-۳

در حوزه  توانیمروابط ساختاری برای ماده ویسکوالاستیک را 
ی اهکرنشفرکانس یا در حوزه زمان تعریف نمود. در اینجا به کمک 

، روابط ساختاری برای هسته در حوزه ۲-۲در بخش  شدهفیتعر
  :صورت زیر تعریف شدندفرکانس و به کمک قانون هوک به

)٦(  

௫௫ߪ ൌ
ଶீሺଵାఎூሻ

ሺଵିఔሻሺఌೣೣାఔఌ೥೥ሻ
 	

 

௭௭ߪ  ൌ
ଶீሺଵାఎூሻ

ሺଵିఔሻሺఌ೥೥ାఔఌೣೣሻ
	

	

௫௭ߪ ൌ ሺ1ܩ ൅ 	 ௫௭ߝሻܫߟ
ܫرابطه بالا که در  ൌ √െ1   ߟو, ,ߥ بیانگر مدول  بیترتبه  	ܩ

ی رویه هاهیلاانباشت، ضریب پواسون و ضریب میرایی هستند. برای 
زیر  صورتنیز رابطه ساختاری به کمک قانون الاستیسیته هوک به

  حاصل شدند.
௫௫௜ߪ  )٧( ൌ ௫௫௜ߝ௜ܧ  

ویسکوالاستیک و تعیین مدول  است. برای انتخاب ماده i=b,tکه 
تهیه شده،  [13]انباشت و ضریب میرایی از گزارشی که در مرجع

 و کیسکوالاستیرفتار ماده و گزارش نیا دراستفاده شده است. 
مورد  ISD112 مواد مختلف از جمله ییو دما یفرکانس یوابستگ
 باقانط از وادم نیا یکینامید خواصکه  تقرار گرف یو بررس شیآزما
در  .دست آمدندبه شیآزما جیاز نتا شدهحاصل ینمودارها به یتوابع

	: [13]زیر است شرح به ISD112ماده  این گزارش خواص دینامیکی

)٨(  

ܩ ൌ ሻܮܯሺ݃݋݈ ൅	
ቀଶ ௟௢௚ቀಾೃೀಾ

ಾಽ ቁቁ

ଵାሺிொோைெ/ிோሻೄಽೀುಶ
  

ሻߟሺ݃݋݈ ൌ 		ሻܮܱܴܨܶܧሺ݃݋݈

൅ ሺሺࡴࡿାࡸࡿሻ࡭ାሺࡴࡿିࡸࡿሻሺ૚ିඥ૚ା࡭૛ሻሻ࡯
૛

 	

ሻܴܨሺ݃݋݈ ൌ ሺ߱ሻ݃݋݈ െ ଵଶሺ்ି బ்ሻ
ହଶହା்ି బ்

  
ܣ ൌ ሺ݈݃݋ሺܴܨሻ െ   ܥ/ሻሻܮܱܴܨሺ	݃݋݈

مدول برشی، میرایی، دمای  بیترتبه ߱ و ܶ ،ߟ ،ܩروابط که در این 
ر صورت زیمحیط و فرکانس هستند. مقادیر ثابت در روابط بالا به

  :اندشدهتعریف 

)٩(  

ܯܱܴܯ ൌ 6.45݁02, ܯܱܴܳܨ ൌ
2.45݁5, ଴ܶ ൌ 150Ԭ		
ܮܱܴܨܶܧ ൌ ܮܯ,0.870 ൌ
2.194݁01, ܧܱܲܮܵ ൌ 0.372		
ܥ ൌ 1.800, ܪܵ ൌ 0.385, ܮܵ ൌ
0.115, ܮܱܴܨ ൌ 7.340݁05  

ا و واحد دم اندشده فیتعر یسیانگل صورتبهروابط بالا  در واحدها
ده شقابل ذکر است که در محاسبات انجام نیهمچناست.  تیفارنها
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ت دسمربع به نچیبرحسب پوند بر ا زین یپژوهش، مدول برش یط
  است. شده لیآمده و در ادامه به پاسکال تبد

 راتییتغ نینمودار ا ،ل برشیمدو راتییتغ نحوهشدن تر روشن یبرا
تا  ۱از  ،مختلف یدماها و هافرکانسدر  ISD112 ماده یبرا
که  همان طور. )۱(نمودار  است شده رسم گرادسانتی درجه۷۰

 میرسیم گرادیسانت درجه۴۰ حدود یبه دما یوقت ،شودیممشاهده 
 نیهمچن. ابدیینم کاهش یبرش مدول ،دما شیافزا با بعد به آن از و

 اریبس ی) و از آن به بعد مدول برشگرادیسانت درجه۴۰دما ( نیدر ا
 نیا ریتاث ،جینتا قسمت در. استماده گزارش شده  یبرا ینییپا

  است. شده مشاهده زینبر پاسخ  موضوع
  

 (الف)

 (ب)
، الف) با دما برای ٨ رابطه از مدهآ دستبهتغییرات مدول برشی  )۱نمودار 
  ی مختلف و ب) با فرکانس برای دماهای مختلفهافرکانس

  
ی هاتنش، ۷و  ۶پس از تعریف خواص مواد و به کمک روابط 

  :شوندیمزیر حاصل  صورتبهمنتجه برای هسته 

)١٠(  ܰఈఉ௜ ൌ ׬ ௜ݖఈఉߪ
೓
మ
ି೓మ

,ݖ݀ ݅ ൌ 0,1,2,3	, ,ߙ :ߚ ,ݔ 		ݖ

ی بالا و پایین هاهیلای منتجه هاتنشمشابه همین تعریف برای 
  استفاده شده که در اینجا ارایه نشده است.

  تعیین انرژی کرنشی و جنبشی هر المان -۳
در مطالعه حاضر، تیر در راستای طولی به تعداد دلخواه المان تقسیم 

 های سفتی وشده است که از رابطه لاگرانژ برای محاسبه ماتریس
المان استفاده خواهد شد. در این راستا در گام اول نیاز به  هرجرم 

و کار  ܷ و انرژی پتانسیل، ܶتعیین روابط مربوط به انرژی جنبشی، 
توان نیروهای خارجی است. برای انرژی پتانسیل لایه میانی می

  نوشت:

)١١(  
ܷ ൌ ଵ

ଶ
׬ ሺ ௫ܰ௫

଴௅೐
଴ Ԫ௫௫଴ ൅ ௫ܰ௫

ଵ Ԫ௫௫ଵ ൅ ௫ܰ௫
ଶ Ԫ௫௫ଶ ൅

௫ܰ௫
ଷ Ԫ௫௫ଷ 	൅ ௭ܰ௭

଴ Ԫ௭௭଴ ൅ ௭ܰ௭
ଵ Ԫ௭௭ଵ ൅ ௭ܰ௭

ଶ Ԫ௭௭ଶ ൅
௭ܰ௭
ଷ Ԫ௭௭ଷ ൅	 ௫ܰ௭

଴ Ԫ௫௭଴ ൅ ௫ܰ௭
ଵ Ԫ௫௭ଵ ൅ ௫ܰ௭

ଶ Ԫ௫௭ଶ ሻ݀ݔ  
به همین ترتیب انرژی  بیانگر طول هر المان است. ௘ܮ ،۱۱در رابطه 

شده  به این صورت تعریفو لایه پایه  مقیدکنندهپتانسیل برای لایه 
گیرند) را شامل که دو جمله اول آن (که تا مرتبه اول را در بر می

شود. در نهایت، انرژی کل از جمع انرژی سه لایه حاصل می شود.می
 بدون ௕ܶو برای تیر پایه  ܶجنبشی نیز برای بخش سه لایه  انرژی

  شود:میرایی موضعی با فرض تحریک پایه تیر به شکل زیر بیان می
)١٢(  ܶ ൌ ଵ

ଶ
׬ ׬ ሶݑ௧ሾߩ ௧ଶ ൅ ሺݓሶ ௧ ൅ ሶݓ ிሻଶሿ݀ݖ݀ݔ

௅೐
଴

௛೟ ଶ⁄
ି௛೟ ଶ⁄ 		

	൅ 1

2
׬ ׬ ሶݑሾߩ 2 ൅ ሺݓሶ ൅ ሶݓ ݖ݀ݔሻ2ሿ݀ܨ

݁ܮ
0

݄ 2⁄
െ݄ 2⁄ 		

	൅ ଵ
ଶ
׬ ׬ ሶݑ௕ሾߩ ௕ଶ ൅ ሺݓሶ ௕ ൅ ሶݓ ிሻଶሿ݀ݖ݀ݔ

௅೐
଴

௛್ ଶ⁄
ି௛್ ଶ⁄   

)١٣(	
௕ܶ ൌ

ଵ
ଶ
׬ ׬ ሶݑ௕ሺߩ ௕ଶ ൅ ሺݓሶ ௕ ൅

௅೐
଴

௛್ ଶ⁄
ି௛್ ଶ⁄

ሶݓ ிሻଶሻ݀ݖ݀ݔ		
൅ଵ

ଶ
׬ ሾሺூ೎

௅೎
ሻ ௖߱

ଶ௅೐
଴ ൅ ሺ௠೎

௅೎
ሻݒ௖ଶሿ݀ݔ		

چگالی مربوط لایه میانی، لایه بالا و لایه  ترتیببه ௕ߩو  ௧ߩ، ߩکه 
مربوط به تحریک پایه است ிݓ	دهند. همچنین پایین را نشان می

صورت یکنواخت و ثابت به قسمت پایه تیر که گیردار است که به
شود و همچنین توجه شود که تابعی از زمان است. همان وارد می

ک خارجی است. طور که بیان شد، این جابجایی مربوط به تحری
ه هایی کها در رابطه انرژی جنبشی، ترمبنابراین بعد از بسط توان

هستند بعد از قرارگرفتن در رابطه لاگرانژ استخراج   ிݓشامل 
، انتگرال آخر ۱۳گیرند. در رابطه شوند و در بردار نیرو قرار میمی

مربوط به انرژی جنبشی جرم صلب مستقر روی بخش بدون میرایی 
ممان اینرسی، جرم،  بیترتبه ௖߱و  ௖ݒ، ௖ ،݉௖ܫو در آن  شودیمتیر 

صورت زیر تعریف ی این جرم هستند که بهاهیزاوسرعت و سرعت 
  :اندشده

)١٤(  ௖߱ ൌ
డ௪ሶ ್
డ௫

, ௖ݒ ൌ ඥݒ௖௫ଶ ൅ ௖௭ଶݒ 		
  که:

)١٥(  
௖௭ݒ ൌ ሶݓ ௕ ൅ ሶݓ ி , 	
௖௫ݒ ൌ ሶݑ ௕ ቀݖ ൌ

௛್
ଶ
ቁ െ ݄௚ ቀ

ௗ௪ሶ ್
ௗ௫
ቁ,  

فاصله مرکز جرم صلب را از خط میانی  ௚݄طول جرم صلب و ௖ܮ	و 
با استفاده از  ௖ܫ	. همچنین ممان اینرسی دهدیمتیر پایه نشان 

௖ܫرابطه  ൌ ݉௖ݎ௚ଶ  ݎبر حسب شعاع ژیراسیون௚ .قابل تعریف است 
بر تحریک پایه در مساله حاضر، حالت اعمال مستقیم نیروی علاوه

ی کار نیروی خارج قرار گرفته است. تغییراتخارجی نیز مورد بررسی 
  طبق رابطه زیر قابل بیان است.
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ݐݔ݁ݓߜ  )١٦( ൌ ׬ ,ݔሺܨ ݔ݀ݐݓߜሻݐ
݁ܮ
0

  
تغییرات میدان جابجایی لایه بالای تیر است.  ௧ݓߜ، ۱۷که در رابطه 

  شود.همچنین نیروی اعمالی خارجی طبق رابطه زیر مشخص می
,ݔሺܨ  )١٧( ሻݐ ൌ  ଴݁ூఠ௧ܨ

است. همچنین نیروی هارمونیک خارجی  فرکانس ߱ در رابطه فوق،
صورت یکنواخت به تمام نقاط تیر که به در واحد طول است روین ଴ܨ

   .شودیماعمال 
  
  تشریح روش اجزاء محدود -۴

ی جابجایی هامجهولبرای تشریح روش اجزاء محدود، ابتدا در ادامه 
ی هاهمولفصورت زیر به شکل برای بخش حاوی لایه میرایی مقید به

  .شوندیمنوشته  ∆بردار 
)١٨(  ∆ൌ ሾ0ܾݑ, ,0ܾݓ ,ݔ,0ܾݓ ,0ݑ ,1ݑ ,0ݐݑ ,0ݓ ,0ݐݓ  ሿݔ,0ݐݓ

صورت زیر تعریف به ௕∆و برای بخش بدون لایه میرایی مقید شده، 
  میرایی است.ی جابجایی بخش بدون هامجهولشده که حاوی 

)١٩(  ∆௕ൌ ሾݑ௕଴,  ௕଴,௫ሿݓ,௕଴ݓ

که در روابط بالا مشاهده  همان طوری جابجایی هامجهولتعداد 
 ۳و  ۹ بیترتبه، برای بخش حاوی میرایی و بدون میرایی شودیم

 .اندشدهآورده  هاسیماترعدد هستند که با همان ترتیب چینش در 
به راستای  ∆های بردار، برای تعیین تابع وابستگی هر یک از مجهول

  ).۲گرهی استفاده خواهد شد (شکل المان سه از )ݔ( طولی
  

 
شده برای تیر با میرایی موضعی (بردار ی درنظرگرفتهگرهسهالمان  )٢شکل 

  عضو است) ٩نشان داده شده که شامل  qሺ௜ሻبا  هاگرهجابجایی هر یک از 

  
بعدشده هر المان است که دهنده مختصات بینشان ߦ، ۲در شکل 

ام مطابق با رابطه زیر ௘݊رابطه آن با مختصات طولی برای المان 
  است.

ߦ  )٢٠( ൌ ቀଶ௫
௅೐
െ 1ቁ െ 2ሺ݊௘ െ 1ሻ		

را در  ∆عضوی ۹بردار مقادیر گرهی مربوط به بردار  qሺ௜ሻهمچنین، 
 ௝∆ .تایی است۹برداری دهد و لذا خود، ام هر المان نشان می݅گره 

دهد که با استفاده از را نشان می ∆ام بردار ݆، عضو ۲نیز در شکل 
ر ای، مطابق رابطه زییابی توابع چندجملهتوابع شکل حاصل از درون

	بیان هستند. قابل ߦبر حسب 
)٢١(  Δ ൌ Nq		

q  عضوی از عبارات جابجایی سه گره است که با زیر هم ۲۷بردار
شود. همچنین تشکیل میqሺଷሻ	و   qሺଶሻ	 ،	qሺଵሻقراردادن سه بردار 

N  ستون است که مقادیر غیرصفر  ۲۷سطر و  ۹ماتریس با تعداد
آن مطابق با رابطه زیر تعریف  ۷، و ۶، ۵، ۴، ۱های مربوط به ردیف

  شود. می

)٢٢(  ሺܰ௝ሻሺଽ௜ିଽା௝ሻ ൌ ௜ܵ
ሺଵሻሺߦሻ, ݅ ൌ 1,2,3, ݆ ൌ

1,4,5,6,7		

௜ܵ
ሺଵሻ گرهی هستند. با توجه به اینکه مجهولات توابع شکل المان سه
مربوط به عبارات جابجایی  ∆های یک و چهار تا هفت بردار ردیف

های بالا و پایین یا جابجایی عرضی لایه میانی بر مبنای طولی لایه

௜ܵنظریه برشی مراتب بالا هستند، توابع شکل 
ሺଵሻ این مجهولات  برای

شده که به  گرفته، در نظر 0Cشکل تابع لاگرانژی و با پیوستگی  به
ر ین توابع به شکل زیالمان از مرتبه دو هستند. ا بودنگرهیسه علت
  آیند:میدستبه

)٢٣(  
ଵܵ
ሺଵሻ ൌ కమିక

ଶ
, ܵଶ

ሺଵሻ ൌ െߦଶ ൅ 1, ܵଷ
ሺଵሻ ൌ కమାక

ଶ
  

 های بالا و پایین، مربوط به عبارات جابجایی لایه∆سایر اعضای بردار 
نولی بر  -در راستای ضخامت است که به علت استفاده از نظریه اویلر

 1Cبا پیوستگی  (Hermitian)با استفاده از توابع شکل هرمیتی 
و  ۸، ۳، ۲های شوند. بر این اساس مقادیر غیرصفر ردیفتعریف می

  شوند:به شکل زیر تعریف می Nماتریس  ۹

)٢٤(  

ሺܰ௝ሻሺଽ௜ିଽା௝ሻ ൌ ௜ܵ
ሺଶሻሺߦሻ, ሺܰ௝ሻሺଽ௜ି଼ା௝ሻ ൌ

௜ܦ
ሺଶሻሺߦሻ,		

ሺܰ௝ାଵሻሺଽ௜ିଽା௝ሻ ൌ
ଶ
௅೐

ௗௌ೔
ሺమሻሺకሻ

ௗక
, ሺܰ௝ାଵሻሺଽ௜ି଼ା௝ሻ ൌ

ଶ
௅೐

ௗ஽೔
ሺమሻሺకሻ

ௗక
, ݅ ൌ 1,2,3, ݆ ൌ 2,3,8,9  

	هرمیتی	شکل	توابع	که ௜ܵ
ሺଶሻሺߦሻ	ܦ و௜

ሺଶሻሺߦሻ به گرهیسه المان برای 

  شوند:می تعریف زیر مطابق که هستند ۵ مرتبه ایچندجمله شکل

)٢٥(  
ଵܵ
ሺଶሻ ൌ ଷ

ସ
ହߦ െ ଵ

ଶ
ସߦ െ ହ

ସ
ଷߦ ൅ 		ଶߦ

ܵଶ
ሺଶሻ ൌ ସߦ െ ଶߦ2 ൅ 1  
ܵଷ
ሺଶሻ ൌ െ ଷ

ସ
ହߦ െ ଵ

ଶ
ସߦ ൅ ହ

ସ
ଷߦ ൅   ଶߦ

)٢٦(  
ଵܦ
ሺଶሻ ൌ ௅೐

଼
ሺߦହ െ ସߦ െ ଷߦ ൅ 		ଶሻߦ

ଶܦ
ሺଶሻ ൌ ௅೐

ଶ
ሺ	ξଶ 	െ 2ξଷ 	െ ξሻ		

ଷܦ
ሺଶሻ ൌ ௅೐

଼
ሺߦହ ൅ ସߦ െ ଷߦ െ   ଶሻߦ

های مستقر در که بردار جابجایی تیر پایه در المان ௕∆برای بردار 
دهد، شکل المان مربوطه همانند بخش بدون میرایی تیر را نشان می

خواهد بود، با این تفاوت که در این حالت بردارهای  ۲کل ش
خواهند بود.  عضویسهجابجایی در هر یک از سه گره، بردارهایی 

نشان داده شده  q௕بردار عبارات جابجایی گرهی نیز در این حالت با 
دست آمده و لذا که از زیر هم قراردادن بردارهای جابجایی سه گره به

Δ௕نیز در این حالت طبق رابطه  ௕∆بردار  عضوی است.۹برداری  ൌ
N௕ݍ௕ تعیین است که  قابلN௕  ماتریس توابع شکل بوده و شامل

ستون است. مقادیر غیرصفر ردیف اول این ماتریس  ۹سطر و  ۳
  :شودمیطبق رابطه زیر تعریف 

)٢٧(  ሺ ௕ܰሻሺ௝ሻሺଷ௜ିଷା௝ሻ ൌ ௜ܵ
ሺଵሻሺߦሻ, ݅ ൌ 1,2,3, ݆ ൌ 1	

௜ܵکه همان طور که مشخص است از توابع شکل لاگرانژی 
ሺଵሻሺߦሻ 

در آن استفاده شده است. ردیف دوم و سوم این ماتریس نیز مربوط 

x

(1)q (2)q
(3)q

( 1,2, ..., 9)
j

jD =
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بوده و با استفاده از توابع هرمیتی به شکل زیر  ௕଴,௫ݓو  ௕଴ݓبه 
  شوند.تعریف می

)٢٨(  

ሺ ௕ܰሻሺ௝ሻሺଷ௜ିଷା௝ሻ ൌ ௜ܵ
ሺଶሻሺߦሻ, ሺܰ௝ሻሺଷ௜ିଶା௝ሻ ൌ

௜ܦ
ሺଶሻሺߦሻ,		

ሺ ௕ܰሻሺ௝ାଵሻሺଷ௜ିଷା௝ሻ ൌ
ଶ
௅೐

ௗௌ೔
ሺమሻሺకሻ

ௗక
, ሺ ௕ܰሻሺ௝ାଵሻሺଷ௜ିଶା௝ሻ ൌ

ଶ
௅೐

ௗ஽೔
ሺమሻሺకሻ

ௗక
, ݅ ൌ 1,2,3, ݆ ൌ 2,3		

ی جابجایی و جایگذاری در روابط هامجهولدر نهایت بعد از تعریف 
رای صورت زیر بانرژی جنبشی و پتانسیل، این روابط به اختصار به

  :شوندیمهر المان حاصل 
)٢٩(  ܷሺ௘ሻ ൌ 1 2⁄ ∑ ∑ ௜௝ܭ

ሺ௘ሻݍ௜ሺݐሻݍ௝ሺݐሻே
௝ୀଵ

ே
௜ୀଵ   

)٣٠(  ܶሺ௘ሻ ൌ 1 2⁄ ∑ ∑ ௜௝ܯ
ሺ௘ሻݍሶ ௜ሺݐሻݍሶ௝ሺݐሻே

௝ୀଵ
ே
௜ୀଵ   

 یبراو  ۲۷ دیمق ییرایم هیلا یبخش حاو یبرا ܰ ،روابط نیا در که
داده  شینما ۱شکل  که در همان طور و است ۹ ییرایبخش بدون م

که در دو  شودیم قسمت دو شامل یی،رایبدون م بخششده است، 
نیز  Mሺ௘ሻو  Kሺ௘ሻی هاسیماترقرار دارند.  ییرایم یحاوطرف بخش 

 هنددیمی سفتی و جرم برای هر المان را نشان هاسیماتر بیترتبه
برای المان حاوی  ژهیوبهکه عبارات مرتبط با آنها در حالت کلی و 

میرایی مقید، عباراتی بسیار طولانی بوده و لذا قابل ارایه در اینجا 
، هاسیماترشکل کلی این  شدنروشن منظوربه حال نیانیست. با 

برای ماتریس المان بدون میرایی مقید و حاوی  آمدهدستبهعبارات 
  جرم متمرکز در زیر آورده شده است.
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ௗక

ௗሺே್ሻమೕ
ௗక

൬1 ൅ ௛೒
௛್
൅ ௛್

ସ௛೒
൰ ൅

௠೎
௅೎
ൣሺ ௕ܰሻଵ௜ሺ ௕ܰሻଵ௝൅ሺ ௕ܰሻଶ௜ሺ ௕ܰሻଶ௝൧ െ

௛್௠೎
௅೎௅೐

ቂሺ ௕ܰሻଵ௜
ௗሺே್ሻమೕ

ௗక
൅ ሺ ௕ܰሻଵ௝

ௗሺே್ሻమ೔
ௗక

ቃ ቀ1൅
ଶ௛೒
௛್
ቁ ൅ ସூ೎

௅೎௅೐మ
ௗሺே್ሻమ೔
ௗక

ௗሺே್ሻమೕ
ௗక

ൠ 		ߦ݀

  که:
)٣٣(  ݉௕௜ ൌ ׬ ,ݖ௜ିଵ݀ݖ௕ߩ ݅ ൌ 1,2,3௛್ ଶ⁄

ି௛್ ଶ⁄ 		
ی بدون جرم متمرکز، عبارات با ضریب هاالمانبدیهی است که برای 

݉௖  ܫو௖  برای بردار نیروی خارجی هر  .شوندیمحذف  ۳۲از رابطه

௜ܳو رابطه  ۱۶رابطه  کمک به توانیمالمان نیز 
ሺ௘ሻ ൌ డఋ௪೐ೣ೟

డఋ௤೔
به  

ی حاوی میرایی هاالمانرابطه زیر برای عناصر غیرصفر بردار نیروی 
  مقید رسید.

)٣٤(  
ൣܳሺଽ௜ିଵሻ

ሺ௘ሻ , ܳሺଽ௜ሻ
ሺ௘ሻ ൧ ൌ

݁ܮ
2
׬ ቄܨሺߦ, ሻݐ െ ቂ݉2ݐ

݄
൅

3ݐ2݉

݄2
൅ ሷݓ1ቃݐ݉ ቅܨ ൣܵ݅

ሺ2ሻሺߦሻ,݅ܦ
ሺ2ሻሺߦሻ൧݀ߦ,

	
1
െ1 		

ቂܳሺଽ௜ି଼ሻ
ሺ௘ሻ , ܳሺଽ௜ି଻ሻ

ሺ௘ሻ ቃ ൌ ௅೐
ଶ ׬ ቄെ ቂ௠೟మ

௛
൅ ଶ௠೟య

௛మ
൅ଵ

ିଵ

݉௧ଵቃݓሷ ிቅ ቂ ௜ܵ
ሺଶሻሺߦሻ, ௜ܦ

ሺଶሻሺߦሻቃ 		,ߦ݀

ܳሺଽ௜ିଶሻ
ሺ௘ሻ ൌ ௅೐

ଶ ׬ ቄെ ቂସ௠೟య

௛మ
൅ ݉௧ଵቃ ሷݓ ிቅ ௜ܵ

ሺଵሻሺߦሻ݀ߦ,ଵ
ିଵ , ݅ ൌ 1,2,3		

که در آن عبارات مربوط به اینرسی ناشی از تحریک پایه تیر و 
همچنین اثر جرم صلب ظاهرشده در انرژی جنبشی نیز افزوده شده 

عضوی است. ۲۷بردار  نیز ሻࢋQሺاست. واضح است که بردار نیروی 
در صورتی که نیرو به بخشی بدون میرایی مقید اعمال شود نیز، 

  عضوی طبق رابطه زیر قابل تعیین خواهد بود:۹عناصر غیرصفر بردار 

)٣٥(  
ቂܳሺଷ௜ିଵሻ

ሺ௘ሻ , ܳሺଷ௜ሻ
ሺ௘ሻ ቃ ൌ ௅೐

ଶ
׬ ቄܨሺߦ, ሻݐ െ ቂ௠೎

௅೎
൅ଵ

ିଵ

݉௕ଵቃݓሷ ிቅ ൣ ௜ܵ
ሺଶሻሺߦሻ, ௜ܦ

ሺଶሻሺߦሻ൧݀ߦ	 , ݅ ൌ 1,2,3		
ی مربوط به هر هاسیماتر توانیمدر نهایت با اعمال رابطه لاگرانژ 

 آمدهدستبهالمان را محاسبه نمود. پس از آن نیز با مونتاژ ماتریس 
	صورت زیر حاصل خواهد شد.معادله حرکت نهایی به

)٣٦(  Mqሷ ൅ Kq ൌ F 
ی جرم و سفتی و هاسیماتر بیترتبه Fو  M ،K، بردار ۳۶در رابطه 

. لازم به ذکر است که در دهندیمبردار نیروی مونتاژشده را نشان 
گیردار با حذف سطر و ستون  سر کیشرط مرزی  هاسیماتراین 

 هاسیماتری مقیدشده از هاییجابجای جابجایی مربوط به هامجهول
در ادامه با استفاده از ماتریس جرم و سختی،  اعمال شده است.

فرکانس طبیعی و میرایی تیر را محاسبه نمود. برای  توانیم
ماتریس سختی، خود  نکهیااین مقادیر و با توجه به  آوردندستبه

K)تابعی از فرکانس  ൌ Kሺ߱ሻ)  ،است، برای محاسبه مقادیر ویژه
  نیاز به اجرای فرآیند تکراری با مراحل زیر خواهد بود:

ماتریس با مقادیر  شکلبه  ߱با حذف عبارات حاوی  Kሺ߱ሻابتدا  -۱
  .شودیمعددی ثابت تبدیل 

مساله مقدار ویژه مربوط به ماتریس جرم و ماتریس سفتی  -۲
حاصل، حل شده و فرکانس طبیعی (جذر قسمت حقیقی مقدار ویژه) 

	.شودیممحاسبه 
استفاده شده و  Kرسانی روزبهآمد برای  دستبهاز فرکانسی که  -۳

	.شودیممساله مقدار ویژه برای تعیین مقدار جدید فرکانس حل 
برای فرکانس با فرکانس مرحله  آمدهدستبهدر صورتی که مقدار  -۴

 . اینشودیمبا مقدار جدید فرکانس تکرار  ۳قبل یکسان نباشد، گام 
بین  %۰۰۱/۰که شرط اختلاف کمتر از  شودیمتکرار تا زمانی انجام 

	فرکانس مرحله قبل و فرکانس جدید برقرار شود. 
نیز از تقسیم بخش  (ηଵ)بعد از دستیابی به همگرایی، میرایی 

. بردارهای ویژه دیآیم دستبهموهومی بر قسمت حقیقی مقدار ویژه 
مودال روابط را تشکیل  سیماترحاصل از حل معادله مقدار ویژه نیز، 

  . دهندیم
)در ادامه، برای تعیین پاسخ به تحریک هارمونیک  F ൌ

F଴expሺݐ߱ܫሻ) با استفاده  توانیمرا  ۳۶، معادله مربوط به رابطه
از روش مستقیم یا روش بسط مودال حل کرد. منظور از حل 

پاسخ فرکانسی، وارون  آوردندستبهمستقیم این است که برای 
ሾKماتریس  െ ߱ଶMሿ  طور مستقیم در بردار را بهF଴   ضرب

 بودنادیزماتریس که در صورت  کردنواروننیاز به  به علت. میکنیم
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دارای ابعاد بزرگی است، روش مستقیم نیازمند صرف  هاالمانتعداد 
زمان بیشتری است. برای حل از طریق بسط مودال که روش 

رهی ی گهاییجابجادر این پژوهش است، بردار  شدهاستفاده
  :شوندیمزیر تعریف  صورتبه
)٣٧(  q ൌ ψr	

نسبت به ماتریس  شدهنرمالماتریس مودال  ψکه در این رابطه، 
س ماتری افتهیکاهشجرم است. نکته حائز اهمیت، استفاده از مدل 

مودال برای افزایش سرعت در محاسبات است. بدین معنی که تنها 
استفاده  ψاز تعدادی محدود از بردارهای ویژه برای تشکیل ماتریس 
. با ابدییمشده که در نتیجه آن تعداد ستون ماتریس کاهش 

طرفین این  کردنضربو بعد از  ۳۶در رابطه  ۳۷جایگذاری رابطه 
، این معادله به شکل زیر (ψ்)ماتریس مودال  معادله در ترانهاده

  :شودیمتبدیل 
)٣٨(  rሷ ൅ diagሾ߱௜

ଶሺ1 ൅ ሻሿrܫ௜ߟ ൌ ψ்F଴݁ூఠ௧ 
فرکانس طبیعی و میرایی  بیترتبه  ௜ߟ و  ௜߱که در رابطه فوق، 

diagሾام سیستم هستند. همچنین ݅ی مود اسازه ௜ܺሿ دهندهنشان 
است. پاسخ رابطه  ௜ܺام آن برابر با ݅ماتریس قطری است که قطر 

به زیر قابل محاس به شکلبدون نیاز به محاسبه وارون ماتریس و  ۳۸
  است:

)٣٩(  r ൌ diagሾ ଵ
ఠ೔మሺଵାఎ೔ூሻିఠమሿψ்F଴݁ூఠ௧  

  
   نتایج عددی -٥

یه گیردار با لا در این بخش، میرایی و پاسخ فرکانسی تیر یک سر
ی هاضخامتمیرایی مقید موضعی، تحت تحریک پایه و برای 

وه مورد بررسی قرار گرفته و نح دکنندهیمقمختلف لایه میرایی و لایه 
اثرگذاری دما و جرم صلب روی تغییر طرح بهینه و همچنین میزان 

 .استاهمیت کرنش نرمال راستای ضخامت مورد توجه قرار گرفته 
ز ا ییهافیردستون و  شرط مرزی در بخش گیردار تیر،برای اعمال 

ل که شام یرت ییو دوران در گره ابتدا ییمربوط به جابجا یسماتر
و جرم مونتاژشده  یسفت یساز ماتر هستند  ௕଴ݑو   ௕଴ݓ، ௕଴.௫ݓ
 ییتنها شامل عبارات جابجا یدرجات آزاد اینکه علت. اندشدهحذف 

شده، المان انجام یمطالعات عدد مشده، آن است که در تما یهپا یرت
با  ،ین. همچنیستن یدمق یراییم یهلا یحاو یر،ت ییدر نقطه ابتدا
 و یفقرار دارد، رد یرت ییدر نقطه ابتدا یردارمرز گ ینکهتوجه به ا
 یهاستونو  یفمونتاژشده، رد یهاسیماتراز  شدهحذف یهاستون

ای برای از ارایه نتایج اصلی، مقایسه قبل اول تا سوم هستند.
سنجی به کمک سنجی روابط انجام شده است. این صحتصحت
سپس ماده  وشده  انجامانسیس و مقالات موجود  افزارنرم

ویسکوالاستیک مورد نظر برای پژوهش حاضر انتخاب شده است. 
مورد مطالعه قرار  ISD112منظور این انتخاب، نمودارهای ماده به

گرفته و رفتار ماده ویسکوالاستیک در دماهای مختلف مورد بررسی 
آورده شد. مقایسه اولیه با  ٢-٣قرار گرفته است که در بخش 

 انجام شد، صورت گرفت. در این ][17گروالپژوهشی که توسط 
 نئوپرن از ماده گروالشده، پژوهش که بر تیرهای ساندویچی انجام

عنوان ماده ویسکوالاستیک فرکانس و دما است، بهکه تابعی از 
صورت استفاده کرد. خواص دینامیکی این ماده ویسکوالاستیک به

  زیر است:
ሺ߱ሻܩ  )٤٠( ൌ ሖሺ߱ሻሺ1ܩ ൅   ሻܫሺ߱ሻߟ
  که،

)٤١(  
ሖሺ߱ሻܩ ൌ 1.007 ൈ 10ିଷሺ߱ ⁄ߨ2 ሻ ൅
1.386ሺMPaሻ		
ሺ߱ሻߟ ൌ 1.608 ൈ 10െ4ሺ߱ ⁄ߨ2 ሻ ൅ 0.256  

ری پوشش سرتاس به شکلهمچنین در این مقاله، لایه میرایی مقید 
(سرتاسری یعنی بخش میرایی مقید کل طول تیر را پوشش داده 

شده برای تغییرات است) در نظر گرفته شده است. مقایسه انجام
  آمده است.  ۲نمودار  در ௕݄/݄ضریب میرایی با نسبت 

  

 
برای تیر با لایه میرایی مقید سرتاسری با  شدهمحاسبهمقایسه میرایی ) ۲نمودار 
	[17]گروالمطالعه نتایج 

  

، نتایج از انطباق خوبی برخوردار شودیمکه مشاهده  همان طور
ی دیگر، مساله مورد نظر برای تیر با اسهیمقاهستند. همچنین در 

از کل تیر را پوشش داده است،  %۶۰بخش میرایی موضعی مقید که 
مورد بررسی قرار گرفت. در این حالت، ابتدای لایه میرایی مقید در 

) قرار گرفته و ضخامت ௜ݔ= ௕۱/۰ܮاز طول کل تیر (یعنی  ۱/۰فاصله 
شده است. همچنین  در نظر گرفته متریلیم۳۰تا  ۱۰هسته بین 

کیلوگرم بر ١٠٠٠مگاپاسکال و چگالی ٨٩٦/٠هسته دارای مدول برشی 
. مقایسه فرکانس طبیعی سازه بر حسب هرتز برای متر مکعب است

که در این  شدهانجام  ۱انسیس در جدول  افزارنرممود اول با  ۵
ی، طول تیر پایه، یک متر در نظر گرفته شده است و ساز هیشب

ضخامت لایه پایه و رویه که از جنس آلومینیوم قرار داده شده، 
و  ۴۹/۰است. ضریب پواسون برای هسته  متریلیم۵و  ۱۰ بیترتبه

 دهدهننشاندر نظر گرفته شده است. نتایج  ۳/۰برای لایه رویه و پایه 
است که البته در  ترنییپادهای در مو ژهیوبه هاپاسخنزدیکی 

. این اختلاف که در ابدییممودهای بالاتر، میزان اختلاف افزایش 
مربوط به تفاوت در نوع  توانیمرا  رسدیمنیز  %۴مود پنجم به 

) با المان SOLSH190در انسیس (المان  شدهاستفادهالمان 
 در واقع SOLSH190در کار حاضر دانست. المان  شدهاستفاده

h/hb

L
os

s
fa

ct
or

0.5 1 1.5 2
0.058

0.06

0.062

0.064

0.066

0.068

0.07

0.072

0.074

0.076

present
Grewal



 ۵۴۷ اثر تغییرات دما و توزیع جرم در تعیین شکل بهینه لایه میرایی مقید موضعی برای تیرــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

Modares Mechanical Engineering                                                                                                                                      Volume 20, Issue 3, March 2020 

 SOLIDی است که همانند المان بعدسه (Shell)نوعی المان شِل 
در راستای ضخامت است. بر این اساس  سازهیبندالماننیازمند 

ا در مطالعه حاضر ب شدهاستفادهتفاوت قابل توجهی بین نوع المان 
المان انسیس وجود داشته و همین تفاوت، عامل اصلی در ایجاد 

  اختلاف بین نتایج است. 
  

  بر حسب هرتز) هافرکانسانسیسس ( افزارنرممقایسه نتایج با  )١جدول 
ضخامت 

  )متریلیم(
٣٠  ٢٠  ١٠  

  انسیس  مود
نتایج 
  انسیس  حاضر

نتایج 
  انسیس  حاضر

نتایج 
  حاضر

٦٩/٦  ٧٥/٦  ١٩/٦  ٢٧/٦  ٨٣/٥  ٩٢/٥  ١  
٩٠/٤٤  ٥٢/٤٥  ٢٢/٤٢  ٨٢/٤٢  ٠٨/٤٠  ٧٨/٤٠  ٢  
٠٣/١٢٧  ٣٣/١٢٩  ١١/١٢٠  ٥١/١٢٢  ٤٠/١١٤  ٠٧/١١٧  ٣  
٧٦/٢٤٧  ٧١٢٥٤  ٢٠/٢٢٧  ٦٠/٢٢٩  ٠٤/١٧٣  ٩٣/١٧٣  ٤  
٨٣/٣٥٥  ٢٥/٣٥٦  ٢٥/٢٣٦  ٢٢/٢٤٣  ٦٥/٢١٩  ١٧/٢٣٠  ٥  

  
. در این میپردازیمپژوهش حاضر  اینک به بررسی نتایج عددی

درصد پوشش بخش میرایی موضعی و محل قرارگیری آن،  پژوهش
شده با انسیس در نظر گرفته صورت مشابه مقایسه قبلی انجامبه

آورده شده است و  ۲در جدول  هاهیلاشده است. خواص فیزیکی 
ارایه  ۳-۲مدول برشی لایه ویسکوالاستیک (هسته) نیز در بخش 

 متریسانت۳۰به طول  شدهدرنظرگرفته هیپا ریتهمچنین،  شده است.
تا  ۱/۰از  دکنندهیمق هیلا ضخامت. است مترمیلی کی ضخامت و
 ۲۰و دما از  متریلیم۲ تا ۱/۰از  کیسکوالاستیو هیلامتر و میلی کی

در ابتدا، مطالعه همگرایی  هستند. ریمتغ گرادیسانتدرجه ۶۵تا 
 ۳برای تعیین تعداد المان کافی انجام شد که نتیجه آن در جدول 

در این جدول بدین قرار  شدهیبررسارایه شده است. مشخصات تیر 
؛ به علاوه سطح پوشش mm۱=bhو  mm۲=h ،mm۴/۰=thاست: 

 شدههسیمقالایه میرایی مقید و مکان قرارگرفتن آن مشابه با مورد 
مقدار فرکانس طبیعی مود اول که در  ۳جدول  با انسیس است. در

آمده و همچنین مقدار همگراشده در انتهای فرآیند  دستبهتکرار اول 
ارایه شده است. نتایج  هاالمانی تعداد متفاوت از ازابهتکرار، 
المان  ۲۰بین فرکانس حاصل از  %۶/۰اختلاف کمتر از  دهندهنشان

المان  ۲۰المان است. بر این اساس تعداد  ۴۰و فرکانس حاصل از 
سه . در ضمن مقایرسدیم نظر بهبرای تعیین فرکانس مود اول کافی 

 زدیکن اختلاف دهندهنشان همگراشده، فرکانس و اولیه فرکانس بین

 همگراشده فرکانس و اول گام از حاصل فرکانس بین هرتز یک به

  .شودیم حاصل تکرار ۵ از کمتر در معمول طوربه که است
  

  هاهیلاخواص مکانیکی  )۲جدول 

  لایه
مدول 

الاستیسیته 
   (ܽܲܩ)

 مدول برشی
  (ܽܲܩ)

چگالی 
(݇݃ ݉ଷ⁄ ) 

ضریب 
  پواسون

௧.௕/2ሺ1ܧ	٢٠٧  کننده و پایهمقید ൅   ٣/٠  ٧٨٠٠ ௧ሻߥ
ሺ1ܩ2  میانی (هسته) ൅ 	٤٩/٠  ٧٩/٩٦٨	۳-۲بخش  ሻߥ

  

   ی تعداد مختلف المانازابه اولبررسی همگرایی فرکانس طبیعی  )۳جدول 
	(هرتز) فرکانس در تکرار اول  (هرتز) فرکانس همگراشده  تعداد المان

٤٠٥/١٠ 	 ٠/٩ 	 ١٠	
٨٨٨/٩ 	 ٨٠٩/٨ 	 ١٥	
٦٧١/٩ 	 ٧٢٦/٨ 	 ٢٠	
٦١٥/٩ 	 ٦٧٤/٨ 	 ٤٠	

  

ارایه  ٣عددی کار حاضر در نمودار اولین نتایج مربوط به مطالعات 
 با تغییرمود اول  ییرایم بیضر راتییتغشده است که کانتور 
 درجه٣٠و  ٢٥ ،٢٠ یدماسه در  دکنندهیمق هیضخامت هسته و لا

 همان طور ،گرادیسانت درجه۲۰ یدما در .دهدیمرا نشان  گرادیسانت
 ۰۹۵/۰ نهیشیب ییرایمقدار م شود،یممشاهده الف  -۳نمودار  که در

 تا ۱/۰تر هسته و در ضخامت م۰۰۲/۰تا  ۰۰۱۷/۰است که از ضخامت 
 -۳نمودار ( درجه۲۵ ی. در دماافتدیماتفاق  هیرو هیلا متریلیم۵/۰
 یاست که در همان محدوده مربوط به دما ۰۸/۰ ییرایم نهیشی) بب
 هسته تفاوت که بازه مربوط به ضخامت نیبا ا دهد،یمرخ  درجه۲۰
 یمربوط به دما کهج  -۳نمودار  . درشودیمشروع  متریلیم۶/۱ از
بازه در  نیو ا شودیمکاسته  ۰۷/۰به  ییرایم نیاست، ا درجه۳۰

 متریلیم۵/۴تا  ۵/۱ هسته و ضخامت متریلیم۲/۰تا  ۸/۱ضخامت 
حاصل در محدوده  ییرایم رامونیپ. دهدیمرخ  دکنندهیمق هیلا
 توانمی طوراین یطور کلبه را ۳شده در نمودار یی درنظرگرفتهدما
 کیتسکوالاسیو هیلا یبالا هایضخامت در نهیبه نقطه که کرد انیب
متر؛ میلی۳/۰( دکنندهیمق هیلا نییپا هایضخامت) و مترمیلی۹/۱(

) با مترمیلی۶/۰( دکنندهیمق هیلا شتریدر ضخامت ب ایاول)  هیناح
 هیکه ناح دهدمی) رخ مترمیلی۲/۰ تا ۱/۰کاهش در ضخامت هسته (

در  اما مشهود است. گرادسانتی درجه۳۰و  ۲۵ یدوم در دماها
 به مربوط ارتعاشات، کاهش یبرامطلوب  محدوده مجموع،
 ییار یم و ضخامت بازه رامونیپ که است هسته شتریب هایضخامت

در این  شدهاضافهجرم  کمتربودنعلت این امر هم  .شد بحث آن
ی لایه میرای خاطربه شدهاضافهناحیه است؛ چراکه در این ناحیه جرم 

از جرم تیر پایه بوده و بسیار کمتر از جرمی است  %۳۰مقید برابر با 
فه به سیستم اضا مقیدکنندهمقادیر بالای ضخامت لایه  ازایبهکه 
  شود.می
و  ۲۵ ،۲۰ یسه دمابین نتایج مربوط به  سهیدر مقا یکل طوربه
ماده  ییرایمقدار م نیمحدوده و بالاتر ترینوسیع ،درجه۳۰

ISD112 مشاهده همچنیناست و  گرادسانتی درجه۲۰ یدر دما 
 اهشک با میرایی بیشینه هیناح رود،می بالاتر دما هرچه شود کهمی
توان نتیجه گرفت که تغییرات اندک دما یابد. بر این اساس میمی
 حالتواند موجب تغییر محدوده ناحیه بهینه شود. با این می

های مشاهده شده در این نمودارها چندان قابل توجه نبوده تفاوت
م هو نحوه تغییرات میرایی با ضخامت برای هر سه دما شبیه به 

  است. 
منظور بررسی اثر تغییرات بزرگ دما در ناحیه بهینه در ادامه، به

رای ب مقیدکنندهنمودار تغییرات میرایی با ضخامت هسته و لایه 
الف و ب  -۴نمودارهای  در ترتیببه کهرسم شده  ۶۵و  ۴۵دماهای 
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 مقدار دما شیافزا با در اینجا نیز همانند قبلشده است.  آورده
 یکه در دما شودمی مشاهده نمونه طوربه یابد.می کاهش ییرایم
مقدار  نیا درجه۶۵ یو در دما ۰۵۸/۰ ییرایم نهیشیمقدار ب درجه۴۵

و در هر دو مورد فقط در ناحیه دوم، یعنی تنها  است ۰۴۲/۰برابر 
  افتد. های پایین هسته اتفاق میبرای ضخامت

  

(الف)

)(ب 	

	(ج)
ر د دکنندهیمقی میانی و هاهیلابا ضخامت مود اول  ییرایمتغییرات  )۳نمودار 

	(ج) گرادیسانت درجه٣٠(ب) و  ٢٥(الف)،  ٢٠دماهای 
  

 (الف)

 (ب)
مقیدکننده در ی میانی و هاهیلااول با ضخامت مود  ییرایمتغییرات  )۴نمودار 

  گرادسانتی درجه٦٥(الف) و (ب)  ٤٥دماهای 
  
منظور ارایه تصویری بهتر از اثر دما در کارآیی لایه میرایی مقید، به

متر و ۰۰۱۷/۰دامنه پاسخ فرکانس تیر برای ضخامت هسته برابر با 
و  ۴۵، ۲۵ دمایمتر و برای سه ۰۰۰۳/۰ضخامت لایه بالایی برابر با 

رسم شده است. در این نمودار،  ۵گراد در نمودار سانتی درجه۶۵
ሷݓ)، شتاب در تحریک پایه ترتیببه  ௅௕ݓو   ிܽمنظور از  ி و  (

رود اثر لایه میرایی جابجایی نوک تیر است. هر چه دما بالاتر می
آید که علت آن تغییرات مدول و مقید بر کاهش ارتعاش پایین می

ستیک با دما و فرکانس است که در ضریب اتلاف ماده ویسکوالا
توان بخش قبل در مورد آن توضیحات لازم ارایه شد. همچنین می

دریافت که اثر لایه میرایی مقید در مودهای بالاتر سازه  ۵ نموداراز 
  بیشتر است.
 ایکه آ در این مطالعه بررسی شده، آن استکه  یگر یموضوع د
ه را دارند، ب مود اول ییرایم نیشتریکه ب یدر نقاط ریت ییجابجا
برای بررسی این موضوع، تغییرات  رسد؟.میحد خود  نیکمتر

برای  همقیدکنندبا ضخامت هسته و لایه  رینوک تجابجایی بیشینه 
محدوده آورده شده است.  ۶نمودار در گراد سانتی درجه۲۵دمای 
طبق این نمودار برای کمترین میزان جابجایی در بازه  آمدهدستبه

تا  ۱/۰ بینهسته و ضخامت  یبرا مترمیلی۲تا  ۶۵/۱ضخامت 
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. اگرچه شکل کلی این نمودار قرار دارد هیرو هیلا یبرا مترمیلی۴۵/۰
بسیار نزدیک به نمودار مربوط به تغییرات مود میرایی اول است، اما 

هایی نیز بین دو نمودار وجود دارد. این تفاوت به این شکل تفاوت
بیشینه در هر دو ناحیه اول و دوم وجود دارد اما است که، میرایی 

 دهد. علت این موضوعکمینه جابجایی فقط در ناحیه دوم رخ می
ت. این بدان معنی اس جز مود اول در پاسخبه گرید یمودها ریتاث
توان برای که از روی تغییرات میرایی مود اول همواره نمی تاس

  استفاده کرد.تعیین دقیق نقطه با کمترین دامنه پاسخ 
  

 
	پاسخ فرکانسی در انتهای تیر برای سه دمای مختلف) ۵نمودار 

  
 راتییبا تغ ریدر نوک ت ییمقدار دامنه جابجا نیشتریب راتییتغ )۶نمودار 

  گراد)سانتی درجه٢٥( دکنندهیمقی میانی و هاهیلاضخامت 

  
ورد م ،تغییر نقطه با کمترین دامنه پاسخ در صلب جرم اثر ،ادامه در
 هیپا ریبرابر جرم ت یاز جرم. برای این منظور استقرار گرفته  یبررس

شعاع ، ௘ܮبه طول از لبه سمت چپ   ௜௕ݔ =bL۷۵/۰ در فاصله
 ،شدند انیکه برحسب متر ب ௚݄ =۰۱/۰ و ارتفاع ௚ݎ =۰۱/۰ ونیراسیژ

ییرات تغشده در این ارتباط، بررسی مطالعه انجام استفاده شده است.
دامنه پاسخ بیشینه با ضخامت هسته و لایه بالا در حالت تحریک 

الف ارایه شده است.  -۷نمودار است که در  درجه٢٥پایه و دمای 
 هیناح به ۶نمودار در مقایسه با  نهیبه محدوده که شودمی مشاهده
ضخامت  دوم هیناح در این نمودار و در .است کرده دایپ انتقال دوم
کرده و  دایکاهش پمتر میلی٢/٠به کمتر از  کیسکوالاستیو هیلا

. دکنمی رییتغ مترمیلی یکاز  شتریتا ب ٥/٠ از هیرو هیضخامت لا

جرم صلب در تغییر نقطه بهینه  بسزای ریتاث نشانه موضوع نیا
افتد. عامل اول طراحی است که در نتیجه دو عامل اصلی اتفاق می

تغییر خواص مودال و عامل دوم تغییر توزیع نیروی تحریک است 
جرم صلب به سازه تحت تحریک  شدنافزودهکه هر دو در نتیجه 

احیه نمنظور بررسی بیشتر اثر جرم در تغییر شوند. بهپایه ایجاد می
یک تحریک پایه با تحر کردنجایگزینبهینه، مطالعه عددی دیگری با 

شده که نتیجه آن در  انجامنیروی گسترده یکنواخت خارجی 
ب مربوط به حالت  -٧ب و ج داده شده است. نمودار  -٧نمودارهای 

ج مربوط به حالت با جرم صلب است  -٧بدون جرم صلب و نمودار 
لی قب شدهبررسییری جرم صلب همانند مورد که اندازه و مکان قرارگ

است. باید توجه داشت که در این حالت، عامل دوم یعنی تغییرات 
توزیع نیرو در اثر حضور جرم موضعی حذف شده و هر نوع تغییری 
در نتایج تنها ناشی از تغییرات خواص مودال سیستم خواهد بود. 

ر توجه نحوه تغیی مقایسه بین این دو نمودار، نشان از تغییر قابل
های میانی و بالایی و همچنین تغییر دامنه پاسخ با ضخامت لایه

دهد که این تغییر تنها ناشی از تغییر خواص مودال ناحیه بهینه می
توزیع جرم سازه است. همچنین مقایسه  شدنعوضسیستم به علت 

ای که بین این دو نمودار های عمدهالف و ج و تفاوت -٧نمودارهای 
دهد که نوع و توزیع تحریک اعمالی ابل مشاهده است، نشان میق

تواند موجب تغییرات قابل توجه در طراحی بهینه لایه میرایی نیز می
  مقید شود.
، نمودار دامنه پاسخ فرکانسی برای تیر با لایه میرایی ۸در نمودار 

 ۷/۱ترتیب مقیدشده موضعی که ضخامت هسته و لایه رویه آن به
متر هستند، برای دو حالت بدون جرم و با جرم صلب و میلی۳/۰و 

 درجه۲۵تحت تحریک نیروی خارجی گسترده یکنواخت در دمای 
گراد ارایه شده و با پاسخ سازه بدون میرایی مقید مقایسه سانتی

شده است. طبق این نمودار، میزان کارآیی لایه میراکننده در کاهش 
دامنه ارتعاش در حالت بدون جرم صلب اندکی بیشتر از حالت با 

  جرم صلب است.
شده در این مطالعه مربوط به اثر احتساب کرنش آخرین بررسی انجام

ال راستای ضخامت در پاسخ فرکانسی و میرایی سازه در دماهای نرم
از   ଶݓو   ଵݓمختلف است. برای حذف اثر کرنش نرمال، عبارات 

حذف شده و در نتیجه، جابجایی راستای عمودی در هرسه  ۱رابطه 
ی هاییجابجاتعداد  کار نیالایه، یکسان در نظر گرفته شده است. با 

. کندیمکاهش پیدا  ۶به  ۹یی مقید از ی حاوی میراهاالمانگرهی 
و ضخامت لایه  متریلیم۲ضخامت هسته برای این بررسی، برابر با 

ایسه بین . مقاندشدهدر نظر گرفته  متریلیمبالا و پایین برابر با یک 
ارایه شده است که  ۹نمودارهای پاسخ فرکانسی در نمودار 

ذف ی حازابهافزایش جزیی دامنه پاسخ در نقطه تشدید،  دهندهنشان
اثر کرنش نرمال است. این افزایش در مودهای بالاتر، البته مقدار 
بیشتری دارد. اثر کرنش نرمال، همچنین در دمای بالاتر (دمای 

درجه) است که در واقع، ۲۵(دمای  ترنییپادرجه) بیشتر از دمای ۸۰
ه ویسکوالاستیک با افزایش دما ناشی از کاهش مدول برشی ماد

نیز تغییرات میرایی مود اول با ضخامت هسته  ۱۰است. در نمودار 
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برای سه دمای مختلف مورد مطالعه قرار گرفته که در هر سه دما، 
احتساب کرنش نرمال راستای ضخامت، موجب افزایش میزان 

برای سازه شده است. در این نمودار نیز  شدهینیبشیپمیرایی 
شترین تفاوت مربوط به بالاترین دما است. ضمن اینکه با افزایش بی

ضخامت هسته، میزان خطای ناشی از حذف کرنش نرمال بیشتر 
ی پایین هسته هاضخامتدر  %۱۰ی که خطا از حدود طور بهشده، 

  . کندیمی بالا تغییر هاضخامتدر  %۲۰به حدود 

	(الف)

	(ب)

 (ج)
 راتییبا تغ ریدر نوک ت ییمقدار دامنه جابجا نیشتریب راتییتغ )۷نمودار 

(الف) همراه جرم  گرادیسانتدرجه ٢٥یی در دمای بالا هیو لا یانیم هیضخامت لا
صلب تحت تحریک پایه (ب)، تحت تحریک با نیروی یکنواخت هارمونیک و بدون 
جرم صلب و (ج) تحت تحریک با نیروی یکنواخت هارمونیک و همراه با جرم 

  صلب

 
پاسخ فرکانسی برای تیر همراه بخش میرایی مقید و بدون  دامنه) ۸نمودار 

  گراد)سانتی درجه٢٥(آن با جرم صلب 

 
تغییرات پاسخ فرکانسی نوک تیر در اثر حذف کرنش نرمال راستای  )۹نمودار 

  ضخامت در دماهای مختلف

 
اثر حذف کرنش راستای ضخامت در تغییرات میرایی با ضخامت  )۱۰نمودار 
  ی مقادیر مختلف دماازابههسته 

  
	یر یگجهینت -۶

تغییرات میرایی و پاسخ فرکانسی تیر با ضخامت  در پژوهش حاضر
لایه میرایی و لایه مقیدکننده، برای دماهای مختلف و تحت اثر 

مورد بررسی حل عددی المان محدود متفاوت، به کمک  جرمتوزیع 
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 هیلابالا و برای  مرتبه هینظری هسته از ساز مدلبرای قرار گرفت. 
برنولی استفاده شد و کرنش نرمال راستای  -رویه و پایه مدل اویلر

ر ددر بررسی اولیه و ضخامت برای هسته نیز در نظر گرفته شد. 
پاسخ به این سوال که تغییرات دما چه تاثیری در محدوده بهینه 
میرایی دارد؟، مشخص شد که برای ماده ویسکوالاستیک 

 ین میرایی و همچنین بیشتریندر این پژوهش، بیشتر شدهاستفاده
 .دهدیممساحت از محدوده با میرایی بیشینه در دماهای کمتر رخ 

سوال دیگری که در این مطالعه بدان پرداخته شد آن است که آیا 
ی که در آن بیشینه جابجایی تیر به کمترین مقدار خود امحدوده

خ داده که بیشینه میرایی در آن ر  دهدیمی رخ امحدودهدر  رسدیم
است؟. برای بررسی این موضوع، نمودار تغییرات دامنه پاسخ بیشینه 
تیر تحت تحریک پایه هارمونیک با نمودار تغییرات میرایی مود اول 

ی کوچک اما قابل توجه هاتفاوت دهندهنشانمقایسه شد که نتایج 
آمده از دو نمودار بود. این تفاوت دستدر محدوده بهینه طراحی به

ز این که بیشتر متاثر ا رغمیعلکه بیشینه جابجایی،  دادیمنشان 
 ندستین ریتاثیبمیرایی مود اول است، اما مودهای دیگر نیز در آن 

و لذا برای انجام محاسبات با دقت کافی نیاز به درنظرگرفتن مودهای 
بالاتر خواهد بود. در ادامه، تاثیر جرم صلب روی تیر بر ناحیه با 

دهنده اثر کمینه دامنه جابجایی مورد مطالعه قرار گرفت که نشان
 یهاهیلابسیار زیاد آن در نحوه تغییرات دامنه پاسخ با ضخامت 

یی و همچنین تغییر ناحیه بهینه بود. طبق نتیجه این میانی و بالا
تجهیزات که با جرم صلب در کار حاضر  شدناضافهبررسی، در صورت 

مدل شده، نیاز به بازبینی در طراحی لایه میرایی مقید خواهد بود. 
شده برای تعیین میزان تاثیر کرنش راستای ضخامت ی انجامبررس

درصدی در ۲۰تا  ۱۰ده اختلاف دهندر دماهای مختلف نیز نشان
ی مورد مطالعه بود. این اختلاف هانمونهبرای  شدهمحاسبهمیرایی 

ی بیشتر لایه میانی دارای هاضخامتدر دماهای بالاتر و برای  ژهیوبه
	مقادیر بیشتری بود.
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