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The aim of this paper is to analyze the strain components in the direct extrusion process to 
predict the curvature of the exit product. For this purpose, Riemann mapping theory is used 
to model the deformation zone and create a one-to-one correspondence between the input 
and output cross-sections of the die. With the help of the Bezier curves, flow lines are 
created between these points and then an upper bound solution is obtained for the velocity 
field. The process pressure and the distribution of the strain components are determined 
for the square, hexagonal, and rectangular sections using the obtained velocity field. A 
theoretical method based on the elastic-plastic bending of beams is presented for 
calculating the curvature of the exit product for the eccentric dies. In this theoretical 
method, the distribution of stress components and the bending moments is calculated using 
the specified strain components. In fact, the amount of bending moments indicates the 
curvature of the exit product. Finally, the presented theoretical model is validated through 
comparison with the results of the finite element simulation and the previous studies. The 
results show that Riemann conformal mapping theory and upper bound method can be 
used to determine the distribution of strain components and predict the curvature of the 
output product, in addition to estimate the process pressure. 
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 چکیده 
مولفه تحلیلی  تعیین  مقاله  این  از  اکستروژن  هدف  فرآیند  در  کرنش  های 

باشد. برای این منظور  بینی خمیدگی محصول خروجی میمستقیم برای پیش
نظریه نگاشت همدیس ریمان جهت مدل سازی ناحیه تغییر شکل و ایجاد  از 

شود. یتناظری یک به یک بین نقاط مقطع ورودی و خروجی قالب استفاده م
یک   و سپس  ایجاد شده  نقاط  این  بین  بزیر، خطوط جریان  منحنی  به کمک 

می دست  به  سرعت  میدان  برای  حدبال  بهحل  روابط  از  استفاده  با  دست آید. 
های کرنش برای مقاطع متقارن مربعی، شش  آمده، فشار فرآیند و توزیع مولفه

نظری مبتنی  گردد. همچنین یک روش  ضلعی منتظم و مستطیلی تعیین می
پلاستیک تیرها جهت محاسبه خمیدگی محصول خروجی  -بر خمش الستیک 

قالب ارائه میبرای  مرکز  از  از های خارج  استفاده  با  نظری  این روش  در  شود. 
مولفهمولفه توزیع  شده،  تعیین  کرنش  خمشی  های  گشتاور  و  تنش  های 

می خمحاسبه  میزان  بیانگر  خمشی  گشتاور  مقدار  واقع  در  میدگی  شود. 
نتایج   با  مقایسه  طریق  از  شده  ارائه  نظری  مدل  است.  خروجی  محصول 

پژوهششبیه و  محدود  اجزای  میسازی  سنجی  صحت  پیشین  گردد.  های 
دهد که با بکارگیری نگاشت همدیس ریمان و روش حد  نتایج حاصل نشان می

کرنش   های توان برای تعیین توزیع مولفهبال علاوه بر تخمین فشار فرآیند، می
 و پیش بینی خمیدگی محصول خروجی استفاده نمود.

فرآیند،    :هاکلیدواژه  فشار  کرنش،  توزیع  ریمان،  نگاشت  حدبال،  اکستروژن، 
 خمیدگی محصول 
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 مقدمه   -1
دلیل  ندیفرآمدلسازی   به  مستقیم  مباحث   یدگیچیپ  اکستروژن 

تلاش  است.  بوده  پژوهشگران  توجه  مورد  همواره  آن  با  مرتبط 
  روش   یریتا با بکارگ   دهیموجب گرد   ری اخ  انیسال  یپژوهشگران ط

مدل  حد از  استفاده  و  فرآ  ینیبشیپ  ،یاضی ر  ی هابال   ندیفشار 
کنترل  تعیین توزیع کرنش و    اما همچنان  .گردد  سریاکستروژن م

روش  با  یمحصول خروج  خمیدگی   ی نظری بخش  ی هااستفاده از 
مسا فرآ  لیاز  در  نشده  مستق  ندیحل  در باشدمی  میاکستروژن   .

توانست پژوهشگران  فرض  ندواقع  از  استفاده  و    اتی با  ساده کننده 
پ  یاضی ر  ی هامدل قابل    یسرعت  دانیم  یبال  حد  ینیبشیبه 

تع  جهت  ا  نییقبول    یخطا  لیبدلاما    .بپردازند  ندیفرآ  نیفشار 

امکان  روش   نیا کرنش ها  توزیع  دقيق  از    تعیین  استفاده  با 
. در اینجا برخی از دیفراهم نگرد   دست آمده، ه  سرعت ب  ی هادان یم

 ها در این رابطه مرور خواهد شد.پژوهش 
روشی نظری بر مبنای انتقال دستگاه مختصات   [1]بوئر و همکاران

ای به مربعی ارائه کشش مستقیم میله با مقطع دایره   ندیفرآبرای  
دایره  مقطع  بینابینی  صفحات  آنها  و  کردند.  ورودی  شکل  ای 

پیش ریاضی  تابعی  کمک  به  را  خروجی  شکل  و مربعی  بینی 
اسكويركل   بصورت  را  خروجی  مقطع  در  ماده  جریان  الگوی 

(Squircle  .گرفتند درنظر  است  دایره  و  مربع  مابین  شکلی  ( که 
همکاران و  سه   [2]گوناسکرا  ماده  جریان  برای  بال  حد  حل  یک 

قالب  طریق  از  مربع  به  دایره  مقطع  اکستروژن  در  های  بعدی 
خمیده و  فشار    همگرا  آن  از  استفاده  با  و  نموده  را    ندیفرآارائه 

ده از خطوط جریان بین بینی نمودند. هندسه قالب با استفاپیش 
ایجاد گردید.   ابری نیامقطع ورودی و خروجی  یک    [3]چیتکارا و 

در   ماده  بعدی  سه  جریان  برای  بال  حد  عمومی    ندیفرآحل 
میدان   آنها  کردند.  ارائه  مختلف  مقاطع  مستقیم  اکستروژن 
از هندسه قالب یا ناحیه تغییر   ارائه دادند که صرف نظر  سرعتی 

تراکم   شرایط  می شکل،  ارضا  را  ماده  و   کلیککرد.  ناپذیری 
برای   [4]چیتکارا  شکل    روشی  مربع  مقطع  مستقيم  اکستروژن 

با بکارگیری   دادند. آنها  ارائهحد بال  روش  خارج از مرکز بر اساس  
روش تقسیم بندی مناطق که مبتنی بر فرضیات ساده کننده بوده  

اخته به ایجاد تناظر یک به یک بین مقطع ورودی و خروجی پرد 
سرعت   میدان  برای  بال  حد  حل  یک  و   دست ه  بو  وو  آوردند. 

با استفاده از روشی مبتنی بر حد بال به پیش بینی فشار   [5]هسو
هشت    ندیفرآ و  ضلعی  شش  و  مستطیلی  مقطع  اکستروژن  در 

ضریب   نظیر  پارامترهایی  تاثیر  و  پرداختند  منتظم  ضلعی 
فشار   بر  را  مقطع  درصد کاهش سطح  و  بررسی    ندیفرآاصطکاک 

همکاران و  کی  همدیس    [6,7]نمودند.  نگاشت  از  استفاده  با 
خطی،  قالب  وضعیت  سه  برای  و  ایجاد  را  قالب  سطح  خارجی، 

را محاسبه و نتایج حاصل را    ندیفرآده و خمیده، فشار  همگرا شون
 [8]با آزمایشات تجربی صحت سنجی نمودند. صبوری و همکاران 

به  آزمایشگاهی  نتایج  و  محدود  اجزا  سازی  شبیه  از  استفاده  با 
اکستروژن در دو نوع قالب با سطوح تخت و سطوح   ندیفرآبررسی 

فشار که  دادند  نشان  آنان  پرداختند.  سطوح    ندیفرآ  منحنی  در 
پایین  پارامترها،  سایر  بودن  برابر  فرض  با  با منحنی  قالب  از  تر 

است  تخت  آدیمیسطوح  و  آجیبویه  حل    [9].  برای  یک  حدبال 
میدان سرعت مقاطع نامتقارن ارائه و تلاش نمودند تا با طراحی  

عاصم پور  محصول خروجی بپردازند.    خمیدگیبیرینگ به کنترل  
روشي را براي حداقل کردن انحناي پروفيل    10][و حسن نژاد اصل

مقاطع اکستروژن  در  اين   T خروجي  در  آنها  کردند.  ارائه  شکل 
از   شکل، ميدان    روشتحقيق با استفاده  و ميدان تغيير  حد بال 

منحني  ضرايب  تغييرات  با  و  آورده  دست  به  يکنواختي  سرعت 
پروفيل  مقدار انحناي   لب،بزير و موقعيت خارج از مرکزي حفره قا



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  185 ...  اکستروژن ندیدر فرآ یدگیکرنش و خم  یهامولفه عیتوز یلیتحل نییتع ــــــــ
 

 

Volume 21, Issue 3, March 2021  Modares Mechanical Engineering 
 

و همکاران  خروجي را بهينه کردند. با ترکیب یک روش    [11]کومار 
مقطع ورودی و خروجی با روش حدبال   به منظورهندسی   تناظر 

  ند یفرآاکستروژن مستقیم و پیش بینی فشار   ندیفرآبه مدلسازی 
داورزني  این  یابر  پرداختند. از    [12]و  استفاده  و   روشبا  بال  حد 

تقس بهبود    یبند  میروش    یبرا   یسرعت  دانی م  افته،یمناطق 
ارائه    ندیفرآ اثرات اصطکاک    نموده واکستروژن مقاطع نامتقارن 

مورد   اکستروژن  فشار  روي  بر  را  مقطع  سطح  کاهش  درصد  و 
دادند قرار  با   [13]. گوردون و همکارانبررسي  تا  ارائه کردند  روشی 

محصول   خمیدگیناحیه تغییر شکل،   طراحی قالب از طریق تغییر 
ارائه کردند  خروجی کاهش یابد. آنها برای این منظور چهار معیار 
که شامل جابجایی محوری متوسط، کرنش برشی متوسط، کرنش  
و   قربانی  بود.  حجمی  موثر  نرخ کرنش  انحراف  و  متوسط  موثر 

روشی بهبود یافته بر مبنای تقسیم بندی مناطق برای   [14]نیاابری 
ایجاد تناظر بین مقطع ورودی و خروجی ارائه کردند تا برای پیش  

با    [15]پور  خیشبینی میدان سرعت در مقاطع نامتقارن به کار آید.  
ه سرعت ب  دانیم  ی حل حدبال برا   کی  س،ینگاشت همد  یر یبکارگ 

مناسب را به منظور    نگی ریطول ب  توانست بکمک آن    ودست آورد  
خروج  خمیدگیکنترل   اکستروژن   ی هاقالب  ی را ب  ،ی محصول 

همکاران   .ایدنم  یطراح و  صفحات    [16]فرهمند  روشی  ارائه  با 
مولفه   توانستند  و  نموده  فرض  رویه  به صورت  را  انفصال سرعت 

آورند.   دسته بمحوری سرعت را بصورت متغیر در مقطع خروجی 
  ه یحدبال و استفاده از رو  روشبا استفاده از    [17]و ابری نیا  یکرم 

ج ورود  ی ابه  انفصال سرعت  از    یر یبهره گ   نیو همچن  ی صفحه 
 دانیاجزا محدود م  یسازمدلو    ،[1]بوئر و همکارانروشی مشابه  

بررس  سرعت، توزیعبه  فرآ  موثر  کرنش   ی  اکستروژن   ندیدر 
ونکاتسان  .پرداختند و  نگاشت   [18]ونکاتش  روش  بکارگیری  با 

و   به مدلسازی    روشسطوح  بال  و تعیین   ندیفرآحد  اکستروژن 
قالب   منظورسطوح  فشار    به  سازی  مقطع   ندیفرآبهینه    برای 

این   از  استفاده  با  آنها  پرداختند.  منتظم  ضلعی  شش  خروجی 
روش، با ایجاد تناظر بین صفحات ورودی و خروجی، یک میدان 

روشی را   [19]نظری و عاصم پورآوردند.  دسته بسرعت قابل قبول 
کاهش   خروجی  خمیدگیبرای  بهینه  محصول  مبنای  سازی بر 

با  در قالب اکستروژن دو سوراخه    موقعیت شعاعی حفره خروجی
حل حدبال   از  آنها  این منظور  برای  ارائه نمودند.  نامتقارن  مقطع 
برای  انحرافی  تابع  یک  از  و  نموده  استفاده  سرعت  میدان  برای 

بردند.   بهره  خروجی  محصول  انحراف  و   ییطباطباتعیین 
های بجای منحنی   کیمفهوم الکترواستات  یری بکارگ با    [20]اینی ابر

فرآ  بزیر توانستندکستروژنا  ندیدر  قالب  ،  پ  سطح    ی نیب  شیرا 
فشار   و  ابراهیمی  ندیفرآنموده  و  فرزاد  نمایند.  محاسبه   [21]را 

تبرید  الگوریتم  و  حدبال  روش  از  استفاده  با  نظری  مدلی 
ستروژن ارائه  اک  ندیفرآسازی شده به منظور تجزیه و تحلیل  شبیه

اثرات  بینی  پیش  به  قالب،  پروفیل  طراحی  ضمن  آنها  کردند. 
درصد کاهش سطح مقطع، میزان کارسختی و ضریب اصطکاک بر  

کدهیم و  حسین  پرداختند.  قالب  مدل  [22]پروفیل  سازی  به 
با استفاده اکستروژن مقاطع دایره  الضلاع  و متوازی  ای، مربعی 

آنها   پرداختند.  حدبال  روش  چندجمله از  منحنی  بکارگیری  ای با 
مدل  5و    3مرتبه   را  اکستروژن  قالب  و سطوح  ژو  سازی کردند. 

اکسترود   [23]همکاران برای  مبتکرانه  روش  یک  ارائه  به  اقدام 
پارامترهای  پروفیل  و قالب   ندیفرآهای منحنی نموده و با تغییر 

پیش  و  این به کنترل  پرداختند که  پروفیل  انحنای  میزان  بینی 
بود.  ر نقاط مختلف استوار  مبنای گرادیان سرعت مواد در  وش بر 

نیا ابری  و  نصرتی  مبنای    [24]سید  بر  نظری  روشی  از  استفاده  با 
مدل به  بال  حد  روش  و  خروجی  و  ورودی  سطوح  سازی  تناظر 

فشار    ندیفرآ محاسبه  ضمن  آنها  پرداختند.  ، ندیفرآاکستروژن 
 آورند. دست ه بجی را توانستند توزیع کرنش موثر در مقطع خرو

محدودیت  برخی  بدلیل  خارجی  همدیس  نگاشت  در  روش  ها 
تعیین سطح قالب و کمینه روش  های حل عددی تنها به منظور 

روش   ندیفرآنمودن فشار   طرف دیگر  از  های استفاده شده است. 
دلیل فرضیات ساده کننده، مدل  مبتنی بر تقسیم بندی مناطق به

ناحیه تغییر شکل و جریان ماده ارائه نمی دهند. هدف  دقیقی از 
توزیع   تحلیلی  تعیین  پژوهش  این  برای   کرنش  ی هامولفه از 

خروجی  پیش  محصول  خمیدگی  مرکز  یناشبینی  از  خارج    ی از 
نظریه  البق  از  منظور  این  برای  همد  است.    مان ی ر  سینگاشت 

ناحیه تغییر شکل و ایجاد  سازی دقیقجهت مدل ی یک تناظرتر 
شده  استفاده  قالب  خروجی  و  ورودی  مقطع  نقاط  بین  یک  به 

های کرنش و است. سپس از روش حد بال به منظور تعیین مولفه 
خمش الستیک بر  ستیک  پلا-همچنین یک روش نظری مبتنی 

استفاده گردید.  خروجی  محصول  خمیدگی  محاسبه  جهت  تیرها 
پیشین مقاله  همدیس   [25]در  نگاشت  بکارگیری  با  نویسندگان 

ریمان، یک حل حدبال برای میدان سرعت به دست آوردند که با  
از   خارج  با  مربعی  قالب  برای  محصول  انحنای  آن،  از  استفاده 

پژوپیش  mm  5/0مرکزی   این  در  شد.  مدل  بینی  توسعه  با  هش 
دقيق ارزيابي  منظور  به  و  شده  ارائه  مولفه نظری  توزیع  های تر، 

منتظم  ضلعی  شش  و  مستطیلی  مربعی،  مقطع  برای  کرنش 
تعیین گردید. علاوه بر این، انحنای محصول برای مقطع مربعی با  

مرکزی   از  درصد  پیش   mm  2/3خارج  اصطکاک،  اثر  و  شد  بینی 
گرفت. نتایج   کاهش سطح مقطع و طول قالب قرار  مورد بررسی 

سازی اجزای محدود و نتایج ساير محققان  حاصل با نتایج شبیه
 مقایسه گردید.

 روابط نظری   -2
 نگاشت همدیس ریمان   -1-2

باتوجه به اینکه نگاشت همدیس ریمان به عنوان یک ابزار ریاضی 
دقیق یک به یک بین   در حوزه اعداد مختلط، امکان ایجاد تناظر 

کند، این روش قابلیت بکارگیری  مناطقی از دو صفحه را ایجاد می
مدل در  در  شکل  تغییر  ناحیه  طریق    ندیفرآسازی  از  اکستروژن 
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ای و مقطع دلخواه خروجی ایجاد تناظر میان مقطع ورودی دایره 
دارد  و  [25]را  بسته  ساده  خم  هر  ریمان،  نگاشت  نظریه  مطابق   .

مختل  صفحه  در  را  آن  داخل  میناحیه  واحد  ط  دایره  به  و  توان 
آن   داخل  نمودناحیه  شکل   . [26]تبدیل  دلخواه   1در  در   𝐵𝑧خم 

نشان داده   Wدر صفحه مختلط  𝐵𝑤و دایره واحد  Zصفحه مختلط 
و مرز   𝐷𝑧نگاشتی است که ناحیه    w=f(z)شده است. سری توانی  

آن   𝐷𝑤را به ناحیه   𝐵𝑧آن  یک   𝐷𝑤کند. ناحیه تبدیل می 𝐵𝑤و مرز 
نقطه   در  آن  مرکز  است که  واحد  𝑤0دایره  = است.  0 شده  واقع 

نوع تغییراتی که دو تابع      f(z)نگاشت  تابع   با حل یک مسئله از 
 نماید محاسبه خواهد شد. کمینهزیر را 

𝑰𝑨 الف( -1) = ∬ |𝒇′(𝒛)|𝟐
 

𝑩𝒛

𝒅𝒙 𝒅𝒚 ≥ 𝝅 

𝐼𝐵 ب( -1)
 = ∫ |𝑓′(𝑧)|

 

𝐵𝑧

|𝑑𝑧| ≥ 2𝜋 

معادله بال اصل  𝐼𝐴اولین انتگرال )  مساحت و دومین    کمینه( در 
 ( اصل  𝐼𝐵انتگرال  نامیده می  کمینه(  تمامی محیط  بین  از  شوند. 

ناحیه   f(z)توابع   در  و   𝐷𝑧که  بوده  𝑓́(0)و    f(0)=0تحلیلی  = 1 
انتگرال  که  تابعی  ناحیه    کمینهرا   𝐼𝐵و  𝐼𝐴باشد،  به   𝐷𝑧سازد،  را 

 . کندبدیل میدایره واحد ت
مساحت،   کمینهمحیط و  کمینهآوردن دو اصل  دست ه ب  به منظور

پارامترهای   باید  شوند.   𝐿𝑤و   𝐿𝑧ابتدا  مرز  𝐿𝑧 محاسبه   𝐵𝑧طول 
ناحیه   صفحه   𝐷𝑧است که  در  می  Zرا  و  احاطه  مرز   𝐿𝑤کند،  طول 

𝐵𝑤   صفحه اندازه محیط   𝐿𝑤مقدار  کند.  احاطه می  Wرا در  با  برابر 
|𝑤|دایره واحد   =  است  1

(2) 𝑳𝒘 = ∫ |𝒅𝒘| =
 

𝑩𝒘

∫ |𝒇́(𝒛)||𝒅𝒛| =
 

𝑩𝒛

𝟐𝝅 

در   𝑤𝑘تواند در یک نقطه مانند می ℎ(𝑤)همچنین هر تابعی مانند 
 دایره واحد با استفاده از انتگرال کوشی زير محاسبه شود. 

(3) 𝒉(𝒘𝒌) =
𝟏

𝟐𝝅𝒊
∫

𝒉(𝒘)

𝒘 − 𝒘𝒌
 𝒅𝒘

 

𝑩𝒘

 

محاسبه   به  نقطه   h(w)حال  𝑤𝑘در  = 𝑤0 = می 0 شود.  پرداخته 
از دایره واحد   𝐵𝑤ها بر روی مرز   wسازی روی همه  ابتدا باید ساده

 اعمال شود. 

|𝒘| الف( -4) = 𝟏 ;   𝒘 = 𝐞𝐱𝐩(𝒊𝜽)   ;  𝒘𝟎 = 𝟎 ; 𝒅𝒘

= 𝒊 𝐞𝐱𝐩(𝒊𝜽) 𝒅𝜽   ; 
 

 
 نگاشت خم بسته دلخواه به دایره با شعاع واحد   ( 1شکل  

 

 ب(-4)
𝒉(𝟎) =

𝟏

𝟐𝝅𝒊
∫

𝒉(𝒘)

𝐞𝐱𝐩(𝒊𝜽) − 𝟎
𝒅𝒘

 

𝑩𝒘

=
𝟏

𝟐𝝅
∫ 𝒉(𝒘)𝒅𝜽

𝟐𝝅

𝟎

 

∫ ج( -4) |ℎ(𝑤)|
 

𝐵𝑤

|𝑑𝑤| = ∫ |ℎ(𝑤)|
2𝜋

0

𝑑𝜃 ≥ 2𝜋|ℎ(0)| 

شود وقتی که  که در رابطه فوق نامساوی تبدیل به یک تساوی می
|ℎ(𝑤)| = |𝑑(0)| .باشد  ( معادله  به  می2حال  رجوع  که (  شود 

بصورت   f(z)سری   عوض توابعی مشتق پذیر  دست نیست، در  در 
 شوند.نامیده می g(z)زير وجود دارند که 

(5) ∫ |𝒈(𝒛)|
 

𝑩𝒛

|𝒅𝒛| = ∫ |𝒈(𝒛)|
 

𝑩𝒘

|𝒇́(𝒛)| −𝟏|𝒅𝒘| 

صورت    h(w)تابع   |ℎ(𝑤)|به  = |
𝑔(𝑧)

𝑓́(𝑧)
می | ادامه    شود.تعیین  در 

 ( )4معادلت  و  مشخص  5(  همچنین  و  شده  ترکیب  هم  با   )
 شود.تبدیل می w=0 به نقطه z=0شود که می

(6) ∫ |
𝒈(𝒛)

𝒇́(𝒛)
| 𝒅𝜽 ≥ 𝟐𝝅

𝟐𝝅

𝟎

|
𝒈(𝟎)

𝒇́(𝟎)
| 

می تساوی  نتیجه  زیر  بهینه های  شرط  که  نامیده شوند  سازی 
 شوند.می

| الف( -7)
𝒈(𝒛)

𝒇́(𝒛)
| = |

𝒈(𝟎)

𝒇́(𝟎)
| 

| ب(-7)
𝑔(𝑧)

𝑔(0)
| = |

𝑓́(𝑧)

𝑓́(0)
| 

نوع تغییراتی یعنی تعیین تابع  این مرحله باید یک مسئله از  در 
g(z)  ( معادلت  در  انتگرال  شود. 7که  محاسبه  سازد،  را کمینه   )

|توان انتگرال مذکور را در ثابت .همچنين می
𝑓́(0)

𝑔(0)
ضرب کرد که در   |

 یر آمده است.روابط ز

IB الف( -8) =́ ∫ |g(z)|
 

Bz

|dz| ≥ 2π |
g(0)

f́(0)
| 

𝐼𝐵 ب( -8)
′′ = ∫ |𝑓′(𝑧)|

 

𝐵𝑧

|𝑑𝑧| ≥ 2𝜋 

اصل   بال همان  معادله  در  انتگرال  و    کمینهدومین  است  محیط 
مشابه    کمینهاصل   روش  به  نیز  این    .آیدمی  دسته  بمساحت 

روش با  جمله مسئله  چند  بکارگیری  نظیر  مختلفی  های ای های 
و بوده  حل  قابل  یک    متعامد  نگاشت که  تبدیل  تابع  نهایت  در 

می زده  تقریب  است  توانی  به   .[26]شودسری  نگاشت  تابع  فرم 
ترتيب برای تبدیل مربع، مستطیل و شش ضلعی به دایره واحد  

 باشد:می  9ابط وبصورت ر 
𝒇(𝒛) الف( -9) = 𝒂𝒛 + 𝒃𝒛𝟓 + 𝒄𝒛𝟗 + ⋯ 
𝑓(𝑧) ب( -9) = 𝑎𝑧  + 𝑏𝑧3 + 𝑐𝑧5 + ⋯ 
𝑓(𝑧) ج( -9) = 𝑎𝑧  + 𝑏𝑧6 + 𝑐𝑧12 + ⋯ 

ناح  ینگاشت  W=f(z)  یسر آن     ZD  هیاست که  مرز  به    ZBو  را 
واحد    رهیدا  کی  WD   هیکند. ناحیم  لیتبد  WBو مرز آن    WD  هیناح

نقطه   در  آن  مرکز  است   0W 0 =است که  شده  به  .  واقع  کمک  لذا 
ا در صفحه مختلط  جادیتناظر  و صفحه   Z شده به کمک نگاشت 
مولفه W مختلط  موهوم  یقیحق  ی ها،  مولفه  یو  همان   ی هاکه 

کارتز سری م  نی صفحه  به  باتوجه  حسب    ،نگاشت   یباشند،  بر 
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موهوم  یقیحق  ی هامولفه  ورود  یو  و  ه  ب  ی صفحه  آمده  دست 
 . گرددی برقرار مزير  کیبه  کیتناظر 

(10) 𝐖 =  𝐮 + 𝐢𝐯 = 𝐟(𝐳) =  𝐟(𝐱 + 𝐢𝐲),

𝐮 =  𝐑𝐞 [ 𝐟(𝐳)] ;  𝐯 =  𝐈𝐦 [ 𝐟(𝐳)] 
شکل دا  جینتا  2  در  با  نقاط متناظر  از  و    هم مرکز  ی هاره یحاصل 
دا  قطرهای  خروج  ی ورود  ای ه ر یمقطع  مقطع  ی، مربع  یبا 

ضلعی شش  و  همدحاصل    مستطیلي  نگاشت  روش  با   سیاز 
كه    .است   دهیگرد   سهیمقا  مناطق  ی بند  میتقس  روش همانطور 

دایره  مناطق،  بندی  تقسیم  روش  در  شود  مي  هم  مشاهده  های 
شکل به  ورودی  مقطع  مقطع  مرکز  در  مرکز  هم  یکسان  هاي 

خروجی تبدیل شده است. بنابراین این روش قید شعاعی دارد، به 
این معنی که یک نقطه در مقطع خروجی فقط به صورت شعاعی 

حالیکه در روش نگاشت همدیس    تواند حرکت کند. دراز مرکز می
 توانند حرکت کنند. ای مینقاط به صورت شعاعی و زاویه

 تعیین میدان سرعت   -2-2
یک به یک میان مقطع ورودی و خروجی با  ایجاد تناظر  پس از 
میدان   تعریف  در  ریمان،  همدیس  نگاشت  روش  از  استفاده 

در این  استفاده شده است.    [16]سرعت از روابط فرهمند و ابری نیا
صفحه انفصال سرعت ورودی و خروجی به صورت صفحات    روابط

است  شده  گرفته  نظر  در  شکل  .  خمیده  چهارم    3در  ميدان یک 
شکل   بعدی تغيير  فر  سه  اکستروژنا براي  مقطع دایره   يند  به  ای 

 نشان داده شده است.  دلخواه
نقاط   میان  شده  برقرار  تناظر  از  استفاده  صفحه   ’Bو    Bبا  در  که 

دارد، دایره  قرار  خروجی  شکل  مربعی  صفحه  و  ورودی  شکل   ای 
 

 

ا  سه یمقا  ( 2  شکل  از   جادیتناظر  و  روش    شده  مناطق  بندی  تقسیم  الف( 
 ب( نگاشت همدیس توسط نویسندگان 

 

 
به    ( 3شکل   دایره  مقطع  اکستروژن  برای  شکل  تغییر  میدان  یک چهارم 

 مقطع دلخواه  

نقاط   قرار    ’Dو    Dمختصات  انفصال سرعت  روی صفحات  بر  که 
میآید.  می  دست ه  بدارد   یکفرض  برروی  ماده  که  خط   شود 

مي  ’DDجریان   مانند  سيلان  ماده  از  عمومی  نقطه  یک   Pيابد. 
بوسیله   به  نقطه  این  این خط جریان حرکت خواهد کرد که  روی 

 شود:بردار مکان زیر مشخص می 
(11) 𝒓⃗ (𝒖, 𝒒, 𝒕) = 𝒇(𝒖,𝒒, 𝒕)𝒊 +  𝒈(𝒖,𝒒, 𝒕)𝒋 + 𝒉(𝒖,𝒒, 𝒕)𝒌⃗⃗  

بر روی بردار مکان   Pنقطه   zو   yو  xمختصات   hو  gو   fکه توابع 
و    0مقادیری بی بعد بین    tو    qو    uرا مشخص کرده و پارامترهای  

 شوند:هستند که بصورت زیر تعریف می   1

(12) 𝒖 =
𝒓

𝑹
            𝒒 =

𝝋

𝟐𝝅
               𝒕 =

𝒛

𝑳
 

رابطه   این  ورودی،    Rدر  بیلت  و    φشعاع  ناحیه   Lزاویه  طول 
دایره  بیلت  مرکز  بین  مرکز  تغییرشکل  تا   ورودی  مقطع  در  ای 

 1و    0که بین   tو    qو    uتقارن در مقطع خروجی است. پارامترهای  
می  زاویهتغییر  شعاعی،  موقعیت  بیانگر  نقطه کند  محوری  و  ای 

انفصال سرعت ورودی و خروجی که    Pعمومی   هستند. صفحات 
 شود:  ب شده با رابطه زیر بیان میبه صورت صفحات خمیده انتخا

(13) 𝒁 = 𝒁(𝑶𝑩,𝝋)  𝒁′ = 𝒁′(𝑶́𝑩́, 𝝋́) 
و  Zکه   ورودی  سرعت  انفصال  سرعت   ’Z  صفحه  انفصال  صفحه 

خروجی می باشد. به منظور بیان معادله این صفحات از یک تابع  

 : [17]شودبصورت زیر استفاده می uمکعبی بزیر برحسب پارامتر 

𝒁𝒖 الف(-14) = ∑𝑩𝟑 ,𝒊(𝒖)𝑷𝒊

𝟑

𝒊=𝟎

 

 ب( -14)
𝐵3 ,𝑖(𝑢) =

3!

𝑖! (3 − 𝑖)!
𝑢𝑖(1 − 𝑢)3−𝑖  , 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖

= 0 , 1, 2, 3  

 
شکل به صورت    مادامیکه مقطع ورودی و خروجی ناحیه تغییر 

به صورت   2rو    1rدر نظر گرفته شود بردارهای    t=1و    t=0صفحه در  
 شوند:زیر تعریف می 

= 𝒓𝟏⃗⃗⃗⃗ الف( -15) 𝑶𝑩𝒔𝒊𝒏𝝋 𝒊 + 𝑶𝑩𝒄𝒐𝒔𝝋 𝒋 + 𝒁(𝑶𝑩,𝝋)𝒌⃗⃗  

𝑟2⃗⃗ ب( -15)  ⃗ = (𝑂́𝐵́𝑠𝑖𝑛𝜑́ + 𝑥𝑜́) 𝑖 + (𝑂́𝐵́𝑐𝑜𝑠𝜑́ + 𝑦𝑜́) 𝑗 + (𝐿

− 𝑍′ (𝑂́𝐵́, 𝜑́)) 𝑘⃗  
 گردد.بصورت زیر تعیین می rدر نهایت بردار مکان 

(16) 𝒓⃗ = [𝟏 𝒕] [
−𝟏 𝟎
−𝟏 𝟏

] [𝒓𝟏
⃗⃗ ⃗⃗ 

𝒓𝟐⃗⃗ ⃗⃗ 
] 

استفاده ا  با  تناظر  همد  جادیاز  نگاشت  از  وشده  بکارگیری    یس 
با  ری بز  یمنحن تعر  یب  ی پارامترها  ریمقاد  ر ییتغ،  شده   فی بعد 
ناح  ت یموقع در  ذره  واقع،  .  آيدمي  دست ه  ب  رشکلیی تغ  هیهر  در 

شود به کمک نگاشت مشاهده می  3همانطورکه در شکل شماره  
را متناظر نموده و سپس به    ’Bو    Bهمدیس میتوان نقاط دلخواه  
حال با استفاده را ایجاد نمود.    ’BBکمک منحنی بزیر خط جریان  

م تعر  ر ییتغ  دانیاز  م  فی شکل  را    دانیم  توانیشده  ه  بسرعت 
است که با استفاده از آن    انی خط جر   کی(  16)  عادلهم  آورد.  دست 

سرعت درون م جهت مماس   رشکلیی تغ  دانیبردار  که همواره در 
 خواهد بود:  ری در هر نقطه دلخواه است بصورت ز انیبردار خط جر
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(17) 𝑽𝒙

𝑻𝟏
=

𝑽𝒚

𝑻𝟐
=

𝑽𝒛

𝑻𝟑
 

ها  نیبنابرا  دارا   ی مولفه  که  دلخواه  نقطه  هر  بردار    ی سرعت 
 خواهد بود:  ری است بصورت ز r ت یموقع

(18) 𝑽𝒚 =
𝒈𝒕

𝒉𝒕
𝑽𝒛 ,      𝑽𝒙 =

𝒇𝒕

𝒉𝒕
𝑽𝒛,         𝑽𝒛 = 𝐌(𝐮, 𝐪, 𝐭) 

مي   tنسبت به    hو    f,  g، مشتقات جزئي توابع    th  و   tf  ،tg در آن    كه
سازگاري ميدان ، تابع مجهولي که متضمن   M(u,q,t)باشند. تابع  

سرعت مطرح شده است. اين تابع بايد با استفاده از شرايط تراكم  
مي آيد.  دست  به  در  ناپذيري  ناپذيري  تراكم  وضعيت  دانيم که 

 زير است. رتشرايط سه بعدي به صو

(19) 𝛛𝑽𝒙

𝛛𝐗
+

𝛛𝑽𝒚

𝛛𝐘
+

𝛛𝑽𝒛

𝛛𝐙
= 𝟎 

داورزنی  با و  نیا  ابری  روش  از  ه معادل  یگذاریجاو    [12]استفاده 
 : دیآ یم دست ه ب Mتابع  ،(19ی )ریدر رابطه تراکم ناپذ( 18)

(20) 
𝐌

=
𝐂(𝐮, 𝐪)

(𝐟𝐮𝐠𝐪 − 𝐟𝐪𝐠𝐮) +
𝐡𝐪

𝐡𝐭
⁄ (𝐟𝐭𝐠𝐮 − 𝐟𝐮𝐠𝐭) +

𝐡𝐮
𝐡𝐭

⁄ (𝐟𝐪𝐠𝐭 − 𝐟𝐭𝐠𝐪)
 

مي   C(u,q)گيري  انتگرال  ثابت  مرزي  را  شرايط  از   دست ه  بتوان 
 خواهد بود:  ریآورد که بصورت ز

(21) 
(𝒖, 𝒒) = [(𝒇𝒖𝒈𝒒 − 𝒇𝒒𝒈𝒖) +

𝒉𝒒

𝒉𝒕
⁄ (𝒇𝒕𝒈𝒖 − 𝒇𝒖𝒈𝒕)

+
𝒉𝒖

𝒉𝒕
⁄ (𝒇𝒒𝒈𝒕 − 𝒇𝒕𝒈𝒒)]𝒕=𝟎 

ه  ب(  17سرعت بر حسب رابطه )  دانیم  Mآوردن تابع    دست ه  ب  با
آمده   دست ه  بسرعت    دانیخواهد آمد. حال با استفاده از م  دست 

از   استفاده  م  روشبا  پ  توان یحدبال    ند یفرآفشار    ینیب  شیبه 
 پرداخت: 

(22) 𝑱 = 𝑾𝒊 + 𝑾𝒆 + 𝑾𝑿 + 𝑾𝒇 
ه بو به صورت زیر  است    یشکل داخل  ر ییتغ  انرژی  انگریب  iW  که

 آید: می دست 

(23) 

𝑾𝒊 = 𝛔𝒎 ∫𝜺̇𝒅𝑽
 

𝑽

=
𝟐𝛔𝒎

√𝟑
∫ ∫ ∫ ((

𝜺𝒙𝒙
𝟐 + 𝜺𝒚𝒚

𝟐 + 𝜺𝒛𝒛
𝟐

𝟐
) + 𝜺𝒙𝒚

𝟐 + 𝜺𝒚𝒛
𝟐

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

+ 𝜺𝒛𝒙
𝟐)

𝟏
𝟐⁄    𝐝𝐞𝐭 𝑱 𝝏𝒖𝝏𝒒𝝏𝒕 

و   fWو   قالب  سطح  بین  اصطکاک  از  ناشی  مصرفی  توان  بیانگر 
 آید: می دست ه بقطعه کار بوده که به صورت زیر 

(24 ) 𝑾𝒇 = 𝒎
𝝈𝒎

√𝟑
∬∆𝑽𝒇𝒅𝑺𝒇

 

𝒔

 

eW    وxW    و ورودی  صفحات  در  سرعت  انفصال  به  مربوط  توان 
است.   اینکه  خروجی  و  شکل  تغییر  ناحیه  هندسه  به  باتوجه 

ورود و خروج بصورت صفحات خمیده  انفصال سرعت در  سطوح 
خطوط  هندسه  به  توجه  با  همچنین  است  شده  گرفته  نظر  در 
خواهد  صفر  سرعت  انفصال  سطوح  روی  انرژی  مقدار  جریان 

زیر در    .[17]بود رابطه  صورت  به  اکستروژن  متوسط  فشار  نهایت 
 خواهد بود: 

(25) 𝐏𝐚𝐯𝐞 =
𝑱 

𝝅𝑹𝟐𝑽𝟎
 

 محاسبه نرخ کرنش و کرنش   -3-2
مولفه  بین  زیر  رابطه  معادلت  از  سرعت  و  کرنش  نرخ  ه بهای 

 آید: می دست 
ε̇xx الف( -26) =

∂Vx

∂x
       ε̇yy =

∂Vy

∂y
       ε̇zz =

∂Vz

∂z
 

 ب( -26)
𝜀𝑥̇𝑦 =

1

2
(
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑥
)        𝜀𝑥̇𝑧 =

1

2
(
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑧
+

𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑥
)      

𝜀𝑦̇𝑧 =
1

2
(
𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑧
+

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑦
) 

ه  بهای سرعت  های نرخ کرنش با استفاده از مولفه بنابراین مولفه 
گیری از نرخ کرنش در طول  آید. توزیع کرنش با انتگرالمی  دست 

زمان   به  نسبت  جریان  مق[6]آیدمی  دست ه  بخط  در  .  کرنش  دار 
شود که  طول هر خط جریان با استفاده از معادله زیر محاسبه می

 باشد:نرخ کرنش موثر می  𝜀𝑒̇𝑓در این رابطه 

(27 ) 
𝛆 = ∫ 𝛆̇𝐞𝐟 𝐝𝐓

𝐓

𝟎
 ; 𝛆̇𝐞𝐟 = ((𝛆̇𝐱𝐱

𝟐 + 𝛆̇𝐲𝐲
𝟐 + 𝛆̇𝐳𝐳

𝟐) +

𝟏

𝟐
(𝛆̇𝐱𝐲

𝟐 + 𝛆̇𝐲𝐳
𝟐 + 𝛆̇𝐳𝐱

𝟐))
𝟏

𝟐⁄  
آن   مدت زمانی است که یک ذره طول مسیر خط جریان   Tكه در 
 آید: می دست ه بکند که از رابطه زیر را طی می

(28) 𝐓 = ∫
𝛛𝐬

𝐕
 

𝑠�� الف( -29) = (𝜕𝑓2 + 𝜕𝑔2 + 𝜕ℎ2)
1

2⁄  
𝑉 ب( -29) = (𝑉𝑥

2 + 𝑉𝑥
2 + 𝑉𝑥

2)
1

2⁄  
 ی محصول خروج   خمیدگی   ی ن ی بش ی پ   -4-2

منظور ناش  محصول  خمیدگی  ینیب  شیپ  به  توز  یکه   ع یاز 
مقطع خروج در  ی  است،  ینامتقارن کرنش  مبتن  کاز  بر    یروش 

تیرها پلاستیک  الستیک  ا  .دیاستفاده گرد   خمش  فرض    نکه یبا 
قالب با کمک    یکرنش و تنش در مقطع خروج  ی هامولفه   عی توز

به صورت    یخروج  لیآمده، پروف  دسته  ب  سیهمد  نگاشت روش  
گرفته م  پلاستیک-الستیک  ریت  کی نظر  این روش   شود.یدر  در 

عامل   کرنش،  نامتقارن  توزیع  که  نکته  این  گرفتن  نظر  در  با 
به   خمشی  گشتاور  اعمال  با  است،  خروجی  محصول  انحنای 
به  نامتقارن کرنش که منجر  توزیع  اثر  انتهای محصول خروجی، 

می گشتاور  انحنا  مقادیر  آوردن  دست  به  با  و  رفته  بین  از  گردد 
میمتعادل ک  لزم،  بصورت  ننده  را  خروجی  پروفیل  انحنای  توان 

تعیین نمود.  -خمش الستیک گشتاورمتعادل پلاستیک یک تیر 
ناشی انحنای  معادله    از  کننده  از  استفاده  با  اکستروژن  فرآیند 

 . شودتعادل زير محاسبه می 

Mx الف( -30) = −∫y σzz dA
 

A

 

My ب(-30) = −∫x σzz dA
 

A

 

الستیک تحلیل خمش  و  تجزیه  مسئله  واقع  یک -در  پلاستیک 
است که مقدار گشتاور خمشی  4تیر با مقطع مربعی مطابق شکل 

 : [27]آیدمی دست ه بمطابق رابطه زیر 

(31) Mx = 4𝑎 ∫ 𝐸
𝑦

𝜌
𝑦 𝑑𝑦 + 4𝑎 ∫ 𝐾(

𝑦

𝜌
)𝑛  𝑦 𝑑𝑦 

𝑎

𝑦𝑒

𝑦𝑒

0

 

 رابطه تنش کرنش به صورت زیر است:
(32) 𝛔 = 𝐄𝛆    𝐟𝐨𝐫     𝛆 ≤ 𝜺𝒆      ;       𝛔 = 𝐊𝜺𝒏   𝐟𝐨𝐫    𝛆 ≥ 𝜺𝒆 
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ای از تارخنثی که در  فاصله نقطه   eyکرنش در نقطه تسلیم و    eεکه  

می رخ  تسلیم  انتگرالآن  با  )دهد.  رابطه  از  گشتاور  31گیری   )
  آید.می دست ه بخمشی به صورت تابعی از شعاع انحنا 

(33) 𝐌𝐱 =
𝟒𝐚

𝟑
𝐄𝜺𝒆

𝟑𝝆𝐲𝐳
𝟐  +  

𝟒𝐚

𝒏 + 𝟐
𝐊 [

𝒂𝒏+𝟐

𝝆𝐲𝐳
𝒏

− 𝜺𝒆
𝒏+𝟐𝝆𝐲𝐳

𝟐] 

 شود. نیز محاسبه می yMبطور مشابه گشتاور 

(34) 𝐌𝐲 =
𝟒𝐚

𝟑
𝐄𝜺𝒆

𝟑𝝆𝐱𝐳
𝟐  +  

𝟒𝐚

𝒏 + 𝟐
𝐊 [

𝒂𝒏+𝟐

𝝆𝐱𝐳
𝒏

− 𝜺𝒆
𝒏+𝟐𝝆𝐱𝐳

𝟐] 

بوده، لذا میتوان با    yzو    xzشعاع انحنا در صفحات   𝜌yzو  𝜌𝑥zکه 
محصول    دسته  ب پروفیل  خمیدگی  میزان  انحنا،  شعاع  آوردن 

  اکسترود شده را به صورت رابطه زیر پیش بینی نمود.

(35) 𝐊𝐱𝐳 =
𝟏

𝝆𝐱𝐳
 
         ;         𝐊𝐲𝐳 =

𝟏

𝝆𝐲𝐳
 
 

مشابه گشتاورهای   مقطع    yMو    xMبطور  با  تیر  یک  شش برای 
 شود. ، بصورت زیر محاسبه می 5مطابق شکل  منتظم یضلع

(36) 
𝐌𝐲 = 𝟐 ∫ [(𝐚 𝐄

𝐱

𝛒
𝐱)  − (

√𝟑

𝟑
 𝐱 𝐄

𝐱

𝛒
𝐱)]

𝐲𝐞

𝟎

𝐝𝐱 

 + 𝟐 ∫ 𝐊 [(𝐚 (
𝐱

𝛒
)
𝐧

𝐱) − (
√𝟑

𝟑
𝐱 (

𝐱

𝛒
)
𝐧

𝐱)]

𝐚 √𝟑
𝟐

𝐲𝐞

𝐝𝐱 

 

 
 منتظم  ی مقطع شش ضلع  ( 5  شکل 

(37) 
𝑴𝒙 = 𝟐 𝒂 √𝟑 [∫ 𝑬

𝒚

𝝆
𝒚

𝒙𝒆

𝟎

𝒅𝒚 + ∫ 𝑲 (
𝒚

𝝆
)
𝒏

𝒚

𝒂
𝟐

𝒙𝒆

𝒅𝒚 ]

+  𝟒 √𝟑 ∫ (𝒂 − 𝒚)𝒌 (
𝒚

𝝆
)
𝒏

𝒚
𝒂

𝒂
𝟐

𝒅𝒚 

 شبیه سازی اجزا محدود  -3
جدول  شبیه مطابق  قالب،  سه  محدود  اجزاي  میزان   1سازی  با 

مقطع   سطح  کاهش  پروفیل    60درصد  اکستروژن  برای  درصد 
مربع به  دایره  قالب  مقطع  این  اکستروژن  انجام گردید.  برای  ها 

شعاع   با  اولیه  توسط    7/12بیلت  سرب  جنس  از  و  متر  میلی 
و کلیکچیت بود.   [4]کارا  گرفته  قرار  بررسي  مورد  تجربي  بصورت 

شبیه براين  شش علاوه  خروجی  مقطع  با  قالب  دو  برای  سازی 
ضلعی منتظم و مستطیلی انجام گردید که مشخصات قالب ها در 

است.    1جدول   شده  شکل  ارائه  از    6در  خارج  قالب  از  تصویری 
برای قالبمرکز نشان داده شده است. میزان خروج از   ها در  مرکز 

 آورده شده است.  1جدول 
افزار   نرم  از  محدود  اجزای  سازی  شبیه  انجام  منظور  به 

ABAQUS/Explicit    .گردید جابجایی  استفاده  نیرو  نمودار  ه  باز 
کلیک  دست  و  چیتکارا  تجربی  نتایج  از  همچنین    [4]آمده  و 

نتایج  سنجی  صحت  منظور  به  اکستروژن،  فرآیند  فشار  مقایسه 
و  حا محدود  اجزای  سازی  شبیه  از  شده صل  ارائه  نظری   روش 

چیتکارا   تجربیهای  در شبیه سازی مشابه آزموناستفاده گردید.  
از خواص سرب بعنوان ماده بیلت اولیه استفاده شده   [4]و کلیک

 باشد. می 2که خواص مکانیکی آن مطابق جدول 
 

 هامشخصات قالب   ( 1جدول  

میزان خروج از  
مرکز در راستای  

 y (mm)محور 

میزان خروج از  
مرکز در راستای  

 x (mm)محور 

طول  
 قالب

(mm) 

کاهش  
سطح  
 مقطع

(%) 

شعاع  
 بیلت 

 (mm) 

هندسه مقطع  
 خروجی 

شماره  
 قالب 

 1 [4مربع ] 7/12 60 10 0 3.2

 2 [4]مربع  7/12 60 12 0 3.2

 3 [4]مربع  7/12 60 15.65 0 3.2

0 0 7/12 60 7/12 
شش ضلعی  

[5,17 ] 
4 

0 0 7/12 60 7/12 

 [ 24مستطیل ]
) نسبت اضلاع=  

2 ) 

5 

 
قالب    ( 6شکل   داخل  شکل  تغییر  در    e1  -ناحیه  مرکز  از  خروج  میزان 

 Yمیزان خروج از مرکز در راستای محور  e2و   Xراستای محور  
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 [4]مشخصات ماده سرب ( 2جدول  
 مقدار  خواص ماده 

 14 GPa (E)مدول یانگ 
 0.35 (𝝑) نسبت پواسون 

 11.34 g/cm3 (𝝆) چگالی 
 0.2 (n)توان کارسختی 

 32.1 MPa (K)ضریب استحکام 
 

شکل   در  که  می  7همانطور  تقارن  مشاهده  عدم  علت  به  شود، 
قالب  ماده،  بصورت  جریان  و   3ها  قالب  است.  شده  مدل  بعدی 

شکل  ماده  بصورت  بیلت  و  صلب  جسم  بصورت  و سنبه  پذیر، 
سنبه   المان    mm/min  2سرعت  از  است.  شده  گرفته  نظر  در 

مدل  R3D4چهارگرهی   قالب،  برای  شامل  صلب  قطعات  سازی 
گرهی   هشت  المان  از  همچنین  و  سنبه،  و  با   C3D8Rمحفظه 

المان  مدل  148191های  تعداد  برای  شکلعدد  بیلت  پذیر  سازی 
سازی سطوح تماس از روش پنالتی با استفاده شد. به منظور مدل 

گرفتن   نظر  شد)  اصطکاک کولمب  بی ضردر  استفاده  با  ]20[(   .
)  توجه چسبنده  اصطکاکی  مدل  از  نظری  روش  در  اینکه  (  mبه 

رابطه  از  تطابق دو مدل اصطکاکی  استفاده شده است، به منظور 
 :]28[زیر استفاده گردید

(38) 𝛍 =
𝒎𝟎.𝟗

𝟐. 𝟕𝟐(𝟏 − 𝒎)𝟎.𝟏𝟏
 

ای سازی صریح به گونه همچنین مقیاس جرم و زمانی برای شبیه 
جنبشی به انرژی کرنشی کمتر  درنظر گرفته شدند تا نسبت انرژی  

نمودار نیرو جابجایی حاصل از شبیه   8درصد باشد. در شکل    5از  
، برای قالب شماره [4]های آزمایشگاهیسازی و مقایسه آن با داده

جابجایی   1 نیرو  نمودار  اختلاف  درصد  است.  شده  داده  نشان 
از  شبیه کمتر  مشابه  شرایط  در  آزمایشگاهی  نتایج  با    10سازی 
بودن  درص  کالیبره  از  نشان  نتایج  این  نزدیکی  که  بوده  د 

 باشد.سازی میشبیه

 نتایج و بحث    -4
   ند ی فرآ بررسی فشار    -1-4

فشار   بخش  این  با    ندیفرآدر  شده  ارائه  نظری  روش  از  حاصل 
میپژوهش  مقایسه  پیشین  شکل  های  در   ند یفرآفشار    9شود. 

 

 
در    ( 7  شکل  قالب  و  محفظه  بعدی  سه  مستقیم    ندیفرآمدل  اکستروژن 

 مقطع مستطیلی )الف( ، مربعی خارج از مرکز )ب( ، شش ضلعی )ج( 

 
ن  ( 8شکل   شب   یی جابجا-روینمودار  از  نویسندگان ساز   هیحاصل  و    ی 

 1برای قالب شماره  [4]کلیک و چیتکارا   یشگاهیآزما  یهاداده 
 

با درصد  اکستروژن مقطع دایره  ای به مقطع مربعی خارج از مرکز 
مقطع   سطح  اصطکاکی    %60کاهش  عامل  نتایج    =m  2/0و  با 

چیتکارا  و  شده    [4]کلیک  مقایسه  مختلف  قالب  نسبی  طول  با 
شود که نتایج حاصل از دو روش تطابق خوبی است. مشاهده می

الب در محدوده در طول نسبی ق   ندیفرآفشار    کمینهبهم داشته و  
شکل    1.2تا    0.8 در  دارد.  مقطع   ندیفرآفشار    10قرار  اکستروژن 

با    =m  2/0و عامل اصطکاکی    2مستطیلی با نسبت طول به عرض  
از    نیشیپ  ی هاپژوهش نتایج   که  همانطور  است.  شده  مقایسه 

مي مقطع، مشاهده  سطح  کاهش  مختلف  درصدهای  برای  شود 
خوبی   تطابق  شده  ارائه  نظري  و  روش  نصرتی  سید  نتایج  با 

شکل    ]2[4نیاابری  شش   ندیفرآفشار    11دارد.  مقطع  اکستروژن 
مقطع   سطح  کاهش  درصد  با  منتظم  عامل    %60ضلعی  و 

نتایج    =m  2/0اصطکاکی   با  مقایسه   نیشیپ  ی هاپژوهش را 
قالب  می نسبی  طول  در  است  شده  داده  نشان  همانطور  کند. 

ابری  و  نتایج کرمی  با  خوبی  تطابق  حاصل  نتایج   ]17[نیامختلف 
کمتری را    ]5[و نسبت به نتایج وو و هسو   داشته فشار  ه بمقادیر 
 دهد. می دست 

 

 
اکستروژن مقطع مربعی خارج از مرکز حاصل    ندیفرآمقایسه فشار    ( 9  شکل 

 [4]از روش نویسندگان با نتایج کلیک و چیتکارا 
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اکستروژن مقطع مستطیلی حاصل از روش    ندی فرآمقایسه فشار    ( 10  شکل 

 های پیشین نظری ارائه شده با پژوهش 
 

 
فشار    ( 11  شکل  از    ند یفرآمقایسه  حاصل  ضلعی  شش  مقطع  اکستروژن 

 های پیشین روش نویسندگان با پژوهش 
 

 مقایسه توزیع کرنش    -2-4
مقطع خروجی  برای سه  مولفه های کرنش  توزیع  این بخش  در 
مربعی شکل، شش ضلعی منتظم و مستطیلی که با روش نظری  

اجزا محدود    دست ه  ب شبیه سازی  از  نتایج حاصل  با  است  آمده 
می شکل  گردد.  مقایسه  مولفه   12در  از  توزیع  حاصل  های کرنش 

که به   2ه  و شبیه سازی اجزا محدود برای قالب شمارنظری  روش  
خارج از مرکز بوده، نشان    yمیلی متر در راستای محور    2/3میزان  

شود بدلیل تقارن قالب  داده شده است. همانگونه که مشاهد می
  yهای کرنش تنها نسبت به محور  توزیع مولفه   yنسبت به محور  
است.   مولفه    بیشینهمتقارن  روش   xεمقدار  و در    -8/0نظری  در 

محدود   اجزا  مولفه    -84/0روش  مقدار  بیشینه  ترتیب    yεو  به 
میمی   -8/0و    -69/0 نشان  نتایج  مقایسه  در  باشد.  که  دهد 

لبه مولفه  نزدیکی  که  مولفه    xεهایی  است  کمینه   yεبیشینه 
مربع تقریبا برابر  می نزدیکی مرکز  در  این مقدار  باشد و بالعکس. 

 نتایج  مقایسه   ها است.لبه  در نزدیکی  مقدار کرنش  میانگین

 
روش نظری و شبیه سازی اجزا محدود    ( 12شکل   توزیع کرنش حاصل از 

 z، ج مولفه   y، ب مولفه  x، الف مولفه 1برای قالب شماره 
 

بیشینه کرنش محوری  نشان می  zεمحاسبه مولفه   دهد که مقدار 
 باشد. افتد، و کمینه آن در نزدیکی مرکز می ها اتفاق میدر لبه 

شکل  مولفه  14و    13های  در  روش توزیع  از  حاصل  های کرنش 
شبیه نظری   شش و  خروجی  مقاطع  برای  محدود  اجزا  سازی 

همانگونه که   است.  شده  داده  نشان  مستطیلی  و  منتظم  ضلعی 
می محورهای  مشاهد  به  نسبت  مقاطع  تقارن  بدلیل    yو    xشود 

نسبت به محور    متقارن است.   y و  xتوزیع مولفه های کرنش نیز 
 

 
نظری و شبیه سازی اجزا محدود    ( 13شکل   روش  از  توزیع کرنش حاصل 

 z، ج مولفه   y، ب مولفه  x، الف مولفه 4برای قالب شماره 
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اجزا محدود    ( 14شکل   و شبیه سازی  نظری  روش  از  توزیع کرنش حاصل 

 z، ج مولفه   y، ب مولفه   x، الف مولفه 5برای قالب شماره  
 

 هایی که مولفهدهد که در نزدیکی گوشهمقایسه تصاویر نشان می

xε   را دارد مولفه بیشینه  را دارد و بالعکس.  yεمقدار  کمینه  مقدار 
مولفه   محاسبه  نتایج  می  zεمقایسه  مقدار  نشان  بیشینه  دهد که 

اتفاق می نزدیکی مرکز  شش افتد. برای مقطع  کرنش محوری در 
مقدار این  روش    ضلعی  محدود   9/0نظری  در  اجزا  روش  در  و 

  zεآمده است. همچنین مقدار کمینه مولفه    دست ه  ب  97/0تقریبا  

روش   در  لبه ها است که  نزدیکی  اجزا   71/0نظری  در  روش  و در 
تق نتایج    باشد.می   67/0ریبا  محدود  از   دست ه  بمقایسه  آمده 

می  نشان  بخش  این  در  محدود  اجزا  و  نظری  هم  روش  دهد، 
خوانی نزدیکی میان این دو روش وجود دارد. توزیع کرنش برای 

درصد   10هر سه مقطع بسیار مشابه هم بوده و اختلاف در حدود  
 است.
 پیش بینی خمیدگی محصول خروجی   -3-4

برای مقطع مربعی خارج از مرکز    ،انحنای محصول خروجیمیزان  
قالب شماره  برای  دو    3و    2و    1های  با  متفاوت  قالب  طول  با 

روش نظری و شبیه سازی اجزا محدود محاسبه شده و با نتایج 
چیتکارا  و  کلیک  آزمایشگاهی  و  قالب   [4]نظری  سه  هر  برای 

گردید.   شکل  مقایسه  با    15در  خروجی  محصول  روش  انحنای 
)شبیه اصطکاکی  عامل  دو  در  محدود  اجزا  مختلف  mسازی   )

نشان داده شده است. در هر سه قالب بدلیل تقارن قالب نسبت  
محور   صفحه    yبه  در  خمیدگی   yzتنها  دچار  خروجی  محصول 

ها حاصل از  ی محصول خروجی از قالب انحنا 16گردد. در شکل می
م اجزا  و  نظری  نتایج  روش  با  چیحدود  و  مقایسه   [4]تکارا کلیک 

می مشاهده  است.  میزان  شده  قالب  طول  افزایش  با  که  شود 
می کاهش  خروجی  محصول  نشان  یابد.  انحنای  نتایج  مقایسه 

قابل توجهمی روی خمیدگی دهد که اصطکاک قالب تاثیر  ای بر 
ندارد.   خروجی  میمحصول  مشاهده  که  همانطور  شود  همچنین 

مخوانی بهتری با نتایج نتایج نظری حاصل از نگاشت همدیس ه
 آزمایشگاهی دارد. 

 
 )الف( 

 
 )ب( 

در قالبهای شماره   yzمقایسه انحنای محصول خروجی در صفحه    ( 15  شکل 
    m= 4/0و ب(     m=2/0در الف(    3و    2و   1
 

 
 )الف( 

 
 )ب( 

حاصل از    yzدرصفحه    هاقالب  خروجی از   محصول   مقایسه انحنای   ( 16  شکل 
روش نظری و اجزا محدود نویسندگان با نتایج آزمایشگاهی و نظری کلیک  

    m= 4/0و ب(   m=2/0در الف(  [ 4]و چیتکارا 



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  193 ...  اکستروژن ندیدر فرآ یدگیکرنش و خم  یهامولفه عیتوز یلیتحل نییتع ــــــــ
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 گيري نتيجه  -5
نظریه بر  مبتنی  ترکیبی  روش  یک  از  مقاله  این  نگاشت    در 

بال  مانی ر  سیهمد ناحیه سازی دقیقمدلجهت    و روش حد  تر 
ماده جریان  و  شکل  ورود  نیب  تغییر  مق  ی اره یدا  ی مقطع  طع  ا و 

و شش ضلعی  مربعی  خروج مستطیلی  فرآی،  اکستروژن    ندیدر 
 : دست آمده باستفاده و نتایج ذیل  میمستق
تری نسبت به  با توجه به اینکه تناظر یک به یک دقیق •

و   ورودی  مقطع  میان  مناطق  بندی  تقسیم  روش 
می حاصله  سرعت  میدان  گردید،  ایجاد  تواند  خروجی 

پیش  بر  فشار  علاوه  توزیع    ندیفرآبینی  تعیین  در 
 مقاطع مختلف نیز بکار آید.  های کرنش مولفه 

توزیع مولفه  • آمده و    دست   هبهای کرنش  با استفاده از 
محصول   خمیدگی  نظری،  روش  یک  بکارگیری  با 

در   پیش   ندیفرآخروجی  با اکستروژن  که  شد  بینی 
مناسبی  همخوانی  آزمایشگاهی  و  سازی  شبیه  نتایج 

 داشت. 

مقطع  • یک  به  یک  تناظر  قالب،  طول  نظیر  عواملی 
بر   مقطع که  درصد کاهش سطح  و  و خروجی،  ورودی 

توزیع و  شکل  تغییر  ناحیه  مقطع   هندسه  در  کرنش 
خروجی   محصول  خمیدگی  در  هستند،  موثر  خروجی 
برای مقاطع نامتقارن تاثیر خواهند گذاشت. همچنین  

ای در با توجه به نتایج، روانکاری قالب تاثیر قابل توجه 
 خمیدگی محصول خروجی ندارد. 

 
قدردانی:   و  صنعتی تشکر  دانشگاه  پژوهشی  معاونت  از  بدینوسیله 
امکان انجام این پژوهش را فراهم نمود، تشکر و    نوشیروانی بابل که

 شود. قدردانی می 
این مقاله تاکنون در نشریه دیگری )به طور کامل یا    : تاییدیه اخلاقی 

به   چاپ  و  بررسی  برای  همچنین  و  نرسیده  چاپ  به  آن(  از  بخشی 
حاصل  مقاله،  علمی  محتویات  است.  نشده  ارسال  دیگری  نشریه 

 نویسندگان بوده و صحت نتایج آن نیز بر عهده آنها است. پژوهش 
کنند که این اثر حاصل پژوهشی  نویسندگان اعلام می   تعارض منافع: 

سازمان  یا  اشخاص  با  منافعی  تضاد  هیچ گونه  و  بوده،  های مستقل 
 دیگر ندارد. 

نویسندگان  اصلی  :  سهم  پژوهشگر  اول(،  )نویسنده  پور  شیخ  مجید 
ح50%) جمال  سید  ؛  کمکی،  (  پژوهشگر  دوم(،  )نویسنده  پور  سینی 

( شناس،  پژوهشگر  % 30روش  سوم(،  )نویسنده  میرنیا  محمدجواد  (؛ 
 (. % 20کمکی، روش شناس ) 

مالی:  هزینه   منابع  پروژه تمامی  پژوهشی  اعتبار  از  دکتری  ها  های 
 دانشگاه صنعتی نوشیروانی بابل تامین شده است. 
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